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PROBLEME DE COMBINAISON.

PARB A, CHEVILLARD,
professeur a Soréze

Diverses personnes en nombre quelconque setant distribue
différents objets connus, trowver @ Uaide d’une seule donnee
Lordre de la distribution des objets.

1. p-1 personnes prennent p~-1 objets connus dans un
ordre inconnu, qu’on veut deviner. Pour cela, on donnera
ala1™ 1 jeton, a la 2™ 2jetons, ala3™ 3, alasd™ 4,...a
Ja p+1™, p41 jelons. Posant ensuite G jetons sur la table,
vous ordonnerez qu’a votre insu la personne qui a le fer
objet, prenne x fois autant de jetons qu’elle en a recu, que
celle qui a le 2= objet, prenne y fois autantde jetons qu’elle
en a recu, 3™ objet z fois autant,... p 4 1™ objet, ¢ fois
autant. Demandant ensuite combien il reste de jetons sur la
table, il faut, al'aide de la réponse, déterminer I'ordre dela
distribution des p--1 objets.

Si la 1% personne a pris le 1°* objet, la 2=° ]e 2=, ]a 3™
le 3=¢, elc., le nombre de jetons pris sur les G jetons, sera
x 42+ 3z 4.4 (p41)v;sila 27¢ a pris le 1er, la 1,
le 2=, la 3™¢ le 3¢, etc., le nombre de jetons pris sera
2x +y+3z4...4(p + 1) v et ainsi de suite, ce qui fait
1.2.3... (p+1) permutations diverses suivant lesquelles les
p-+1 personnes peuvent se distribuer les p4-1 objets. Si je
parviens a déterminer x, y, z,... v de maniére a ce que les
1.2.3...(p+1) soinmes enlevées soicnt toujuurs différentes,

ANR. DR MaTuEw 1L 36



— 538 —

les restes qu’elles laisseront sur la table seront toujours dif-
férents, et I'on congoit que la connaissance du reste pouvant
amener celle de la permutation correspondante, précise
ainsi lordre de la distribution. Et d’abord, les nombres x,
¥, 3... v doivent tous différer, car si I'on avait seulement
xr=y, les2 permutations x+42y+-3z-+... et 2x-+y-+3z+...
répéteraient la méme somme et causcraient incertitude sur
2 des p-- 1 objets distribués. Je supposerai donc x, y, z,...
croissants, savoir :

r=ux
y=x+1

z=x+ al
t=x -+ Ul
v =2 il

x, I, a, b,... i étant des entiers quelconques, ct a, b,...:
croissants. Une permutation quelconque, par cxemple

3xr+42y4-z+...4-(p+1)¢ deviendra x(3-+4+24-1+4...4-p41)
S pt)it o tat2]=EEL P N N

étant un arrangement sommatoire formé en multipliant
i+...4b+4a41 par P des p-+1 nombres 1,2, 3,... p-+1.

2. Pour que les permulations primitives différent, il suffit
que tous ces arrangements différent : avec les p -} 1 nom-
bres 1,2,3,...p+1 , on ne peut faire que (p+1)p(p—1)...3.2
arrangements divers de p d’entre eux, arrangements dont
le nombre devait en effet équivaloir a cclui des permutations
primitives. Pour disposer ces arrangements sommatoires de
maniére a ce qu’ils forment des valears croissantes, il est
clair quon doit commencer par la plus faible somme
1.i4-2h+...+ (p—2) b+ (p—1) a+ p, et s’élever progres—
sivement de maniére 2 faire porter d’abord les plus faibles
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multiplicateurs 1, 2,... sur les plus forts nombres i, %,....
D’aprés cela je placerai les (p 4~ 1)p (p— 1)... 3.2 arrange-
ments en p -1 colonnes de 1.2.3... p lignes horizontales
chacune, chaque horizontale contenant p des p--1 nombres
1,2, 3,...p+1. Ces p—+1 colonnes ou le nombre initial
est le rang méme de chacune ne formeront qu'une colonne
générale commencant par les coefficients de la somme mi-
nima, et terminée par ceux de la somme maxima p-}+1, p,
p—1,... 3, 2. Voici les lois de la composition de cette
colonne : .
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La 1 verticale se compose de p-1 périodes de 1.2.3... p
nombres égaux successifs. La 2™ verticale se compose de
(p+ 1) p périodes de 1.2.3... (p—1) nombres égaux. La
3=¢ verticale comporte (p 4 1)p (p—1) périodes. La viéme
verticale comprend (p-+1)p(p—1)...(p—V+2) périodes
chacune de 1.2.3... (p— v+ 1) nombres égaux. Ainsi la
(p—1,*me verticale comprend (p-+1)p(p—1) ..k.3 périodes
de 2 nombres égaux, la p*me verlicale contient (p 4- 1)
p(p—1).. 4.3.2 nombres non périodiques.

La loi fondamentale a Vaide de laquelle on peut écrire
tous les nombres de la colonne générale consiste en ce que
les nombres qui manquent horizontalement jusquw’au 1¢ nom-
bre d’une période quelconque de la vitme verticale sont ceux
qut dotvent former par ordre de croissance les p—v--1 pé-
riodes de la v-1'®me verticale en regard de la période consi-
dérée. Ainsi pour écrire les nombres de la p—1™ verticale,
en regard de la 2=¢ période de la p—2™¢ verticale, comme
la ligne horizontale qui commence cette période est 1, 2,
3,... p—3, p—1, jécrirai 3 périodes formées avec les
nombres manquants saccessifs p— 2, p, p +1.

Dans toute verticale d’'une des p+-1 colonnes partielles se
trouvent tous les nombres 1, 2,... p+ 1, excepté celui qui
marque le rang de cetle colonne qui ne se trouve qu’a la 1"
verticale. Si l'on observe dans une verticale les nombres
croissan(s d’'une suite de périodes, ce sout les mémes qui
composent dans un autre ordre la méme porlion de la
verticale suivante. Ainsi dans la p— 1=° verlicale, la 2=°
suite de périodes croissantes est p—2, p, p--1, et ce sont les
seuls nombres qui composent la méme portion de la pteme
verticale. Une correspondance remarquable des suites de
périodes croissantes dans 2 verticales successives consiste en
ce que la1™ suite de périodes croissantes de la vieme verticale
~tant épuisée, la 2™ suite commence avec le renouvellement
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de la 1 suite croissante de la v 1™ verticale et de tous
les termes qui prolongent cette suite dans les verticales sui-
vantes; la 3™ suite commence avec le renouvellement de
la 2=° suite de la v4-1™ verticale, et de tous les termes qui
la prolongent a droite, et ainsi de suite.

La loi fondamentlale de croissance des périodes verticales,
permet de calculer facilement telle ligne horizontale qu’on
voudra de la colonne générale. Soit a former la 422™¢ hori-
zonlale par exemple, on divisera successivement 422 par
1.2, 1.2.3,... jusqu’a ce qu’il n’y ait plus d’entier au quo-
tient, ce qui donnera les quotients et les restes ci-dessous -

422
2 211 reste 0 p—1
2.3 70 2 p—2
2.3.4 17 1 p—3
2.3.4.5 3 62 p—4a
2.3.4.5.6 0 422 p—>5
p—5 p—4 p—3 p—2 p—1 P
p—3
p—2 .
p—1 p—1u
p—3 .
p—2 p—i

4 p—4 p+1
422° horizontale.

-ep—6 p—5 p—1 p—2 p p—4 p+1
Puis observant que les verticales péme, p—1™¢, p—2®°,_,
commencent par des périodes de 1, 1.2=2, 1.2.3 =6,
1.2.3.4==2%, 120, 720,... termes, on cn concluraquc la 422™¢
horizontale commence par le 422™ nombre de la période
initiale p—>5 dela p— 5™ verticale, et que pour les verti-
cales p—4me, p—3™¢, p—2m¢, p—1=°, p™*, celte horizontale
se continue dans les périodes 4™°, 187, 71, 211™°, 422™.
Pour trouver les chiffres de ces périodes, on obsepvera que
la période p — 5 comprend 6 périodes dela droite, p— 4. 5.



— 543 —

p—3, &; et p—1, 2. Sidonc pour faciliter I'application de
la loi de croissance, on représente les périodes croissantes ,
chacune par un terme, la suite initiale de la p—4™° verti-
cale sera

p—>5, p—4%,
P—'3ﬂ
p—2,
p—1;

et comme c’est par la 4™ que passe 'horizontale cherchée,
on arrétera cette suite & p-— 1. Les 3 premiéres périodes de
la p— 4™ verticale, en font 5 3 ou 15 de la p—3™, for-
mant par la loi de croissance les périodes de la p — 3=¢
verticale en regard de la période p— 1 dans la p— 4~ ver-
ticale, comme il cn faut 18 on s’arrétera a p —2. Les 17
premicres périodes de la p—3™¢ verticale en font 4 X 17—=68
de la p—2=°. FFormant les périodes de la p—2= verticale en
regard de la période p— 2 dans la p — 3=° verticale : comme
il en faut 71, on s’arrétera a p. Les 70 premiéres périodes de
la p—2™ verticale en font 210 de la p— 1™°; ce qui donne
p— 4 pour la 211=¢, et comme c’cst le dernier terme d’unc
période de la p—1™°, on doit terminer par le plus haut
terme manquant p--1. Ces calculs se rangent commodément
comme ci-confre, et 'on a ainsi trés-rapidement la 422~
horizontale ....p—6, p—5, p—1, p—2, p, p—4, p--1.

3. Passons a la recherche des conditions de croissance de:
V'arrangement variable J.4-12{Hg--...4-Dec-Cb+-Ba-+-A,
depuis la somme minima en téte de la colonne générale jus-
qu’a la somme maxima (p+1)i+ph+(p—1) g+... +4b+3a+2.
qui la termine et qui fournit évidemment le minimum de
jetons a poser sur la table, savoir -

o (pt1) (p42)x
= ——-———é-—'-—-——-

+(p-+1)i+phi-(p—1)g+...+3a+2].
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Les dispositions déja prises pour la croissance des sommes

étant favorables le plus possible, il suffit pour que cette
croissance soit assurée gu’on ait constamment

9 { Ji4+1h+Hg+...4+Dc+Cb+Ba-+A

<JVi41h4-Hg+...4+Dc++Co-+BafA,
¥, ¥V, H',... désignant les nombres qui dans Ja colonne gé-
nérale sont placés au-dessous de J, I, H... Pour que cette
relation subsiste toujours, il faut que les diverses opposi-
tions que peuat y apporter la variation des coefficients A, B,...
A’, B',... y soient toujours annulées par les valeurs des
constantes @, b, c,... . Or, d’aprés I'organisation de la
colonne générale des arrangements, les deux sommes suc-
cessives de la relation (1) ne peuvent se trouver placées que
dans les circonstances suivantes dont chacune est supposée
exclure les précédentes -

1°B et B'périodiques; d’ou
B=DB ("), C=0C, D=D/,.... H=H, I=1, J=J;
2° Cet G périodiques ; d'ou
C=¢C, D=D, E=E,.. H=H, I=I,J=J,
transition de période dans la p—1™ verticale;
3°D ct D' périodiques ; d'ou
b=D, E=E, F=F,.. H=NH, I=I,J=J,

transition de période dans la p—2™ verticale

(p— 3 H et H' périodiques; dou H=H, I1=1, J=1J,
transition de période dans la 4™ verlicale;

"; La reciproque n’est pas vraie, car on peut avoir B==B' sans que ces coeffi-
cients forment période, de méme que A=A' sans qu'il y ait aucune période
dans la verticale A. Méme observation pour les hypotheses suivantes.
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(p—2)° I et I' périodiques; dou I =1, J=J', transi-
tion dans la 3¢ verticale;
(p—1)° J et ¥ périodiques ; dou J = J', transition dans
la 2° verticale;
p° ¥ <<, transition dans la i™ verlicale ou passage
d’une colonne partielle a la suivante.

Dans I'hypothése t°, 1a relation (1) se réduit a A <A/,
et d’aprés la loi de croissance (2), elle est toujours satisfaite;;
mais dans les hypothéses suivantes cette relation ne peut
subsister que pour les valeurs attribuées aux nombres a,
b, c,... et comme elle devient successivement , par les hy-
pothéscs,

Ba+A <Ba-tA,
CO+Ba-+ A<<Cb+4Ba+ A
Dc+Co+Ba+A<De+Cb+Ba+ A

Hg+..4+De+Co+Ba+A<  Hg+...+D'c+Ch+Bu+A’,
1+Hg+...4+Dc+CO+Ba+A<V'h+Hg+...+D'c+C'O+B'a+A’,
Ji + 1 +.... F+Ba+ A<V i+ Yht.... +B'a+A’,

on trouve alors que a, b, c,... doivent satisfaire aux rela-
tions

: A’ Ba-|—A B'a——A'
(:1]+B(l—|—' A—CO—Ba—A
‘o ¢
2) > =D ,
I/z Hg+...+Bad-A 1V h—Jlg—...— Ba—A’
i + + g .

y—1J
Les dénominateurs de ces fractions sont toujours posilifs,
parce qu'ils commencent la transition de 2 périodes dans
une suite de périodes croissantes. Quant aux numérateurs ,
ils Ie sont foujours aussi, mais il est inutile de le prouver,
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parce que la supposition qu'’ils soient positifs est précisément
la seule défavorable a l'existence de la relation (1). Par
exemple , dans le cas de D et D' périodiques, la relation (1)
se réduit & Co+Ba-+A <C'b+B'a-4A': on a nécessaire-
ment C<C, et cctte réduction de la relation (1) ne nécessite
une détermination pour b que si 'on a B4+A>B'J}A’';
autrement, cette réduction serait identiquement satisfaite,
quels que fussent b, a.

4. On déterminera facilement des limites inférieures pour
les nombres a, b, c,... si I'on observe que les nombres de
toute horizontale devant tous différer et étre choisis parmi
p+1,p,p—1,...3,2,1, il suffira de remplacer dans les
numeérateurs les termes posilifs par les plus hauts maxima
décroissants, les termes négatils par les plus faibles minima
croissants et les dénominateurs par leurs minima qui ne pou-
vant étre 0 se réduisent a 1. Par exemple , pour déterminer
la limite de G, les maxima décroissants de C, B, A étant
p+1, p, p—1 et lcs minima croissants de C', B', A’ étant 1,
2, 3, on aura donc :
> (p+H1)b-+patp—1—b—2a- 3= pb+(p—2) atp—i.
C’est ainsi que les relations (2) donnent :

a>p, b >pat+p—2, c>pb+4 (p—2)atp—4,

(3) d>pct+(p—2) b+ (p—4i)at+p—6,
\ epd+(p—2) e+ (p— 4 b4 (p—6) a+tp—8,elc.
cc qui donne une loi de formation trés-simple pour les limites
inférieures. Si p—2, a est la seule constante; si p—=3,

«a et b sont les seules constantes. Pour p=p,ilyap—1
constantes. Les relations (3) montrent que si p croit, les der-
niers termes des seconds membres deviennent de plus en plus
négatifs,, ce qui arrive dés que p>>54. Cela tient a ce que
tes nombres les plus élevés e, 4,... correspondent dans la co-
Jonne générale a d’autant plus de périodes que p est plus
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grand, et ont, parconséquent, besoin d’une augmentation
moins rapide pour la croissance des sommes horizontales.
Ainsi, on posera :

a=p+1,b=patp—1, c=pb+(p—2) at+p—3,

d:Pc+ (P"'Q) b+(P—4)“+P‘—5, cte.,

et il sera plus commode dans la pratique de calculer a, 0, c,...
en fonctions successives les uns des autres qu’en fonction
de p. Le minimum de jetons a poser sur la table sera connu

G=(£i?_)2w)+z[2+3 a+bb+-... 4+ (p+1)1], x =1,

et pour résoudre cnticremement la question, il ne reste
qu’a expliquer comment la connaissance du nombre de jetons
laissés sur la table fera trouver I'ordre de la distribution des
p+1 objets, car x, 5, z,... v sont maintenant connus. Sup-
posons qu’il reste M jetons, on aura donc :

G—M=(P+“2(p+2) L1 (A4+-BatCo+Det ..,

ce qui se réduil A A+ Ba--Co4-De+-...=T, out a, b, c,...
sont des entiers connus, I—1. Cetle équation doit étre ré-
solue en nombres entiers positifs pour A, B, G, D....ctTon
sait par les discussions précédentes qu’il n’y a qu'un scul
systéme de p nombres choisis parmi1,2,3,...p 4-1quiy
satisfasse. On emploiera donc les méthodes connues de I'ana-
lyse indéterminée dn premier degré par suite desquelles
B, C, D... seront calculés en fonction de plusicurs indé-
terminées dont A fera partie. Examinant chacun des sys-
témes A=1, A=2, A=3,... A=p-1, et limitant
a chaque fois les valeurs de B, C, D,... par les relations
0<<B<<p-+1,0<CC <p-41, etc., on trouvera définiti-
vement A, B, C, D,... Si maintenant on se reporte a la nota-
tion A+ Ba+Cb 4 Dc + ..., on se rappcllera que celui
des p 4 1 nombres qui est omis parmi A, B, C, D,... pro-
vient du rang de V'objet pris par la premiére personne
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Personnes p -1, p, p—1, ... 5,4, 3, 2,1,

Objets J, I, H, D,C, B, A,

Ecrivant donc sur deux horizontales les nombres p + 1,
p.p—1..3,2 1et), I...B,A,on dira que la 2™ per-
sonne a prisle A™® objet, la 3™ le B¢, la 4= le C™, etc.,
la 1r¢ 'objet non encore nommé. On peut d’ailleurs éviter
le calcul de l'équation qui doit fournir A, B, C, D,... en
dressant pour les cas numériques dont on veut faire I'é-
preuve une table des arrangements correspondants a chagque
reste, ou méme, si p est fort petit, en composant une phrase
mnémonique faisant Toffice de cette table. (4rithmétique de
Reynaud , page 309, 23¢ édition.)



