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NOTE

sur la construction des racines de l’équation compléte du
quatriéme degré.

Dans les Traités d’application de Y'algébre a la géométrie ,
on indique le moyen de construire les racines d'une équa-
tion a une seule inconnue, f(x)=0, par Yintersection de
deux lignes dont les équations ¢(x, y) =0, ¥(x, y)=0, con-
duisent a la proposée, f(x)=0, par Y'élimination de I'in-
connue y. On a soin de faire obscrver que le choix des
équations ¢(x,y)=0, Y(zr, )=0, peut étre fait d’une
infinité de maniéres différentes : la condition cssentieile con-
sistant en cc que Yélimination de y donne pour résultat
JS(x)=0, ou bien une équation qui contienne toutes les
racines réelles de f'(x)==0. A cela, j'ajouterai une obser-
vation qui, sans doate , a paru trop simple aux auteurs des
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Traités ou elle ne se trouve pas: c'est qu’il faut encore
choisir les équations ¢(x, y)=0, $(x, y)=0, de maniére
que les lignes représentées par ces équations aient autant de
points communs que la proposée f(r)=0 a de racines
réelles; et cette condition est loin d'étre remplie par tous les
systémes ¢(xr,y) =0, ${x, )=0, qui donnent f(x)=0 en
€liminant y, puisqu’il est facile de former une éguation
f(x)=0, dont toutes les racines soient réelles, et qui s'ob-
tienne en éliminant y de deux autres ¢(x, »)=0, $(z, y)=0,
représentant des courbes dont le nombre des points com-
muns soit inféricur au degré de la proposée. Ainsi, par
exemple, léquation x* — 4234 32*+4xr—4=0 a pour
racines 1, —1,2, 2, et clle résulte immédiatement de
¢ —4x3=3y’ 41, 3"+ 324 4xr — 3=0, par I'élimi-
nation de y . Or, les lignes que représentent ces deux derniéres
équations n’ont aucun point commun du coOté des abscisses
positives, car les abscisses positives des points de la premiére
sont toujours plus grandes que le nombre 4, et ces valeurs,
substituces a = dans la seconde, donnent pour I'ordonnée y
des valeurs imaginaires (*).

Je ne me propose pas de présenter ici une discussion com-
pléte du moyen de construire les racines des équations de
tous les degrés; je m’occuperai seulement de I'équation du
quatriéme degré : x*+Ax’+Bax’+Cxr+D=0. On peut
construire ses racines, d’une infinité de maniéres différentes,
par Tintersection de deux courbes du second degré : afin
que ces courbes aient autant de points communs que I'équa-
tion proposée a de racines réelles, il suffit de choisir pour
T'une des deux équations auxiliaires une équation du pre-
mier degré en y, par exemple 2”=y; la seconde sera
Y +Azxy+By +Cx+D =0. A chaque racine réelle = de la
proposée, correspondra un point commun aux deux courbes,
dont les coordonnées seronf : xr=u«,y==q". En effet, ce
point est évidemment sur la parabole x’=y, et il ap-

(°) Les deux courbes ont d’ailleurs deux points communs correspondants a
une abscisse négative égale & —1.
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partient aussi a 'hyperbole y* + Axy+By +Cx+D=0; car
en substituant « et «* & x et y dans cette derniére équation ,
on parvient a l'égalité «* + Ae®+Bx'4 C2+D =0, qui a lien
par hypothése.

On peut aussi construire les racines réelles de I'équation
(1)..... x* 4+ Ax?+ Bx'+ Cx+ D=0 par Vintersection d’une
circonférence et d’'une parabole. Les équations de ces deux
courbes s’obtiennent facilement au moyen du calcul suivant.

Ax
Posons x’ =y——0 . (2), il en résultera x*+Ax-—y+éx
et x4+ Axd =y‘———j‘—.z". Par suite I'équation (1) devient

2

A
7 +(B_-.4_) x"+Cx+D =0... (3). On aura toutes les ra-

cines réelles de la proposée en déterminant les abscisses des
points communs aux courbes représentées par les équations
(2) et (3), puisque I'une d’elles est du premier degré en y.

Actuellement, je multiplie I'équation (2) par 1 —B+—,

4

et jelajoute, membre & membre, 4 l’équalion (3), il viendra:
A A3

Y+ +[C+ + ————]1‘—[ +—— —-B]y+D--O(4)

Les axes des coordonnées étant supposés rectangulaires,
I'équation (4) représente une circonférence dont les points
communs avec la parabole (2) ont pour abscisses les racines
réelles de 1'équation proposéc.

Je reprends, comme exemple, I'équation xé— 423+ 32"+
+4x— 4 = 0. Le coeflicient du second terme étant — 4, je
pose X'=y+2x, dou ' —hr=y—2x et x*—hri=y"—hx’.
En substituant y*—4x* & x*—4x3, équation donnée devient
¥y —2+hx—4=0; je multiplie par 2 V'équation "=y +2x,
et je 'ajoute membre 4 membre a y*— x’+4xr—4=0, il
en résulie_y’+.r’—-2_y—4:b, oux’+(y —1)"=25. Ainsi,
on obtiendra toutes les racines réelles de I'équation donnéc
en construisant les abscisses des points communs a la circon-
férence 2*+(y —1)'=5 et a la parabole x* =y + 2x. Cest,
au reste , ce qu'il est facile de vérifier.
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En effet, la parabole x* =y + 2x a pour axe une droite AB
paralléle & Yaxe des ordonnées OY, et située a une dis-
tance OB de OY, égale a Punité ; le sommet de la courbe est
un point A de la droite AB, a une distance égale a — 1 de
Yaxe OX des abscisses; enfin cette parabole passe par l'ori-
gine O des coordonnées et coupe 'axe des x en un second
point G, dont la distance a l'origine est égale au numbre 2.

La circonférence x*+(y — 1)'=>5 a son centre sur 'axe
des ¥ en un point D, a une distance OD de Yorigine égale
a1 le carré de son rayon est 5. Or, OD =1, CO =2 don-

nent IYJ*:.— 5; donc la circonférence contient le point C, et
T'on voit déja que I'un des points communs, C, aux deux cour-
bes a pour abscisse le nombre 2; d’ailleurs, les coordonnées
du centre D de la circonférence étant x=0, )y =1 et celles
du sommet de la parabole : y =—1, x=1, ladistance DA

est égale a V5. Ainsi le sommet de la parabole est sur la
circonférence, et par conséquent I’abscisse du second point
commun aux deux courbes est 'unité. De plus, prolongez la
droite AD d’une longueur DG =AD, de Vautre coté de Yaxe
des y : le point G appartiendra évidemment a la circonfé-
rence, et il sera aussi sur la parabole, car 'axe des y est le
diamétre de la parabole qui divise en parties égales les cordes
paralléles a AD; donc les deux courbes se coupent en un
troisiéme point dont abscisse est — 1. Enfin, si par le point
C on méne une tangente a la parabole, elle touchera aussi la
circonférence : car nommons L, M les points auxquels cette
droite conpe 'axe AB de la parabole et Yaxe des y qui lui
est paralléle, on aura, d'aprés une propriété connue,
AL=AB=1, d'ouLB=2, MO=4, et comme, d’ailleurs,
CO0=2 et OD =1, la droite CO sera moyenne géométrique
entre MO et OD. Donc CM est perpendiculaire sur CD,
c’est-a-dire que CL est tangente a la circonférence. Alors, les
deux courbes doiveut étre considérées comme ayant en G
deux points communs dont I’abscisse cst le nombre 2; et 'on
trouve, de cette maniére, par une construction géométrique,
les valeurs des quatre racines de 'équation proposée.  G.



