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MEMOIRE

SUR

QUELQUES SERIES DE SINUS ET COSINUS.

PAR L. A. LECOINTE.

Euler a donné , dans son Introduction a I’Analyse infinité-
simale (Introductio in Analysin infinitorum , t. 1°, p. 218),
plusieurs séries de sinus et de cosinus, et ce sont ces séries
qui font Yobjet du mémoire que nous croyons devoir publier.

On sait que cet illustre géometre a été conduit 2 Ja som-
mation de ces séries en ayant recours aux séries récurrentes,
ce qui exige les notions de I’ Algébre supérieure , tandis que
le procédé que nous allons présenter ici, pour arriver au
méme but, nous parait beaucoup plus simple, en ce qu’il ne
touche nullement aux questions de I’ Analyse supérieure.

I
Considérons d’abord les deux séries infinies :

sin @-}-sin 22 - sin 3a -} sin 4z} sin 52 -
cosa-cos2a - cos3a 4 cosha-}cos 5a

.......

¢t proposons-nous de les sommer ; pour cela , représentons ,
pour plus de simplicité , par S la premiére série (celle des
sinus), et par Cla seconde (cclle des cosinus).
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Maintenant si I'on remarque que

sine=.......... sina
sin2a=sin a cos @ 4} sin @ cos @
sin 3¢ =sin 2z cosa - sin @ cos 2a
sin4a =sin 3acosez--sin a cos 3a
sin5a=sin4acosa -|sin acoska elc.....
et
cosa=....cosa
€08 2z =¢0Ss a €0s a— sin a sin @
c0s 3a=¢0s 2a ¢0s a— sin2a sina
cosha = cos3acosa—sin3asina
cos5a =cos4acosa —sinkasina elc.....

on aura les équations suivantes :

S=S8.cosa 4 (14C)sina,
C=(1-+40C)cosa —S.sina.

Ces deux équations, ne renfermant que les deux inconnues
Set C, donnent les expressions suivantes de ces deux in-
connucs :

sina 1
=— C=—-.
2(1 —cosa) 2
Ainsi, nous avons :
sina
T 2(1—cosa)’

1
(2) cosa+tcos2a+cos3a+-coska+cosdbat... = — —

2

(1) sina+sin2a+sin3a+sinfa+sinda+....

II.

Proposons-nous , maintenant, de sommer les deux sérics
infinies :

sin @ }-sin (@ -} b) 4+ sin (@ 2b) -} sin (a-3b) +-......
cosa--cos (@ +b) 4-cos(a+-2b) - cos (a4 30) +-......
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pour cela, représentons toujours par S la premiére série

(celle des sinus), et par C la seconde (celle des cosinus).
Si nous remarquons que

. sin z—=sina
sin(e+4b) =sinacos b J-sinbcosa
sin(a-}2b) =sin a cos 2b}sin2b cos @

sin(a-} 3b) =sina cos 30 4 sin 3b cos z etc.....
et
cosa=Ccos a
€0s (@4 b) = cos @ cos b—sin a sin b
cos (a-+2b) = cos @ cos 20 —sinasin 20
cos (@ 3b)=cosacos3b —sinasin3betc.....
on aura :

S=sina (14 cosb -+ cos2b 4-cos3b+-.....) +
~+cos @ (sin b 4 sin 20 4-sin 36 +.....),
C=cosa (1 -+cosb 4 cos 204 cos 30 +-...... ) —
—sina (sin b 4sin20 4-sin 30 +4.....) ;

ou bien , en vertu des séries (1) et (2), § 1° :

g sin b sina —sin (@ — b)
S.._sma.‘:)—f—cosa. 2(1—cosb)  2(1—cosb)
C=cosa 1 sin a sinb ____ cosa—cosla—d)

= ) "2t —cosd) T 2(1—cosd)

mais, ona:

sin @ — sin (@ — 0)=2 cos (a———) sin-g,
b b
cosa—cos(a—b)=—2sin (a— —> sin g

., b
et 2 (1 —cosb)="4ksin’ 3

d’ou
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Ainsi, nous avons :

os(a=)
(3) sina+sin(a+b)+sin(a+2b)+sin(a+30)+....= —
2sin 3
sin (a—- é)
(8) cosa+cos(a+b)+cos(a+2b)+cos(a+3b)+..=— —1;2—-
2 sin ~
2
Nous sommes parvenus a la sommation de ces deux séries,
en ayant recours a celles da § ¢, mais on peut y arriver di-
rectement, comme , dans ce paragraphe, pour les séries de
sinus et de cosinus d’arcs multiples :
En effet, si nous remarquons que
sin (@4 0) =sina cos b+ sinb cos a
sin(a-2b) = sin (a4 b) cos b }-sinbcos (a-+b)
sin (@} 30) = sin(a -} 2b) cos O+ sind cos(a—+20) ete...

et

cos(a+ b) =cosacosb—sin a sin b

cos(a—-2b) = cos (@ b) cos b — sin (@} b) sind

¢os (@} 30) = cos (a +2b) cos b — sin (a-4-2b)sin b etc...
on aura :

S=sina+S.cosb-+C.sinb,
C=cosa-}C.cosb —S.sinb,

et ces deux équations nous donneront les valeurs de S et C,
trouvécs précédemment.

1.

Dans ce paragraphe, nous allons nous proposer de sommer
les séries finies :

sina+sin2a+sin 3z +sinda+................. + sin na,
€Os a+ €08 2a+ €0S 3a+Cosha +................. + cos na,
sina + sin (@+0) +sin (a+2b) +sin (a+30b)...... +sin (a+nb),
€0s @ + ¢0s (a+b)+cos (a+2b) +cos (@+30D). .... +cos (a+nb).

ANN. DE MaTHEM. 1L 35



— 52 —

Euler est arrivé a la sommation de ces séries en ayant re-
cours aux séries (3) et (4) du § 2 ; mais on peut y arriver di-
rectement par la méthode de décomposition appliquée simul-
tanément & deux des séries précédentes, et que nous avons
fait connaitre dans les §§ 1 et 2.

Ainsi, considérons d’abord les deux séries

sina -sin2a - sin 3z 4 sinka +..... 4 sinna,
cos a -+ cos2a- cos3a -} cos3a +..... - cos na,

et proposons-nous de les sommer.

Pour cela , représentons la premiére (celle des sinus) par
S, et la seconde (celle des cosinus) par C.

Si on décompose les quantités

sine, sin2a, sin3a, sinia......... sinna
et cosa, cos2a, cosda, cosda......... cosna

de ]a méme maniére que dans le § 1%, on sera conduit aux
deux équations
S =(S — sinna) cosa 4 (G — cos na 4 1) sina,
C=(C—cos na+1)cosa—(S—sinna)sina

qui, ne renfermant que les deux inconnues S et C, nous
donneront :

. 2 . a a . a
sin - (n4-1) sin- n cos = (n+1)sin=n
2 2 2 2
S: y -t
oy a
sin 5

. a
sin -
2
Maintenant, supposons qu’il s’agisse de sommer les deux
autres séries

sina +sin(a+b)+sin (@+2b)+sin (@ + 30) +... +sin (a+ nb),
cosa +cos (a+ ) +cos(a + 20) +¢os (@ +3b) +... + cos (a+nb).

Représentons toujours la premiére par S etla seconde
par C.
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Si on décompose les quantités

sina, sin(a+0b), sin (a+2b), sin(a+ 3b)... sin(ea+nrbd),
et cosa, cos{a+D), cos(a+2b), cos(a+3b)... cos(a+nb),

de ]a méme maniére que dans le § 2, on sera conduit anx
deux expressions suivantesde S et C :

S=sina(1+cos b+ cos2b+ cos 3b+ ....+cos nb)+

+cos a(sin b+ sin 20 + sin 30+ ..... +sin nb) ,
C=cos a(1+ cos b+cos2b §cos3b+..... + cos nb) —
—sin ¢(sin b+ sin 2b +sin 36+ ..... +4-sinnb);

et , par suite,

sin(a bn sinb n+1) 08 +b ) in’ 1
+2> 5™ c (a 3" sm2(n+)

S=

sin 0= in b
3 Sig

On aurait pu parvenir directement a ces formules sans
avoir besoin de connaitre les sommations des séries de sinus
et de cosinus d’arcs multiples.

En effet, remarquons,, comme dans le § 2, que
sin(a 4-b) = sin @ cos b +sin b cos a

sin(a +2b) =sin(z+ b) cos b+ sin b cos(a +b)
sin(a+ 3b) =sin(a+206) cos b + sinb cos(a +26)

sin(a+ nb)=sin [@+ (n—1)b] cos b+ sin & cos[a+(n—1)b]
cos(a@ + b) = cos @ cos b — sin @ sin b

€os(a+2b) = cos(a +b) cos b — sin(a+b) sin b

cos(a + 3b)= cos(a + 2b) cos b — sin(a+2b) sin b

cos(a+ nb)=cos[a+(n — 1)b] cos b — sin[a +(n— 1)b]sin b,
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d’ot1 on déduit les deax équations
S =sin a 4 [S — sin(a+ nb)] cos b +[ C— cos(a + nb)] sin &,
C=cosa+[C—cos(¢+nb)] cos b —[ S— sin(a+nb)]sin b,
lesquelles donneront pour S et C les valeurs trouvées précé-

demment.
Des séries que nous venons de donner, il est facile de

déduire celles-ci :

(1) €08 a+€083a+€0s 5a + cos Ta+..... +
1 sin (n+41)2a
+cos(2n+l)a=-. #—)—,
2 sin a

(2) cos 2a+ €08 2.2a + €08 3.2a + €08 4.2a+..... +

1 1 sin (2n+3)a
+COS(n+1)2a=——+—-.—(.i—)-,
2 2 sin @

(3) €OS @+ €0S 3a+Ccos d5a +¢os 7Ta +..... +
1 sin 2na
0s (2n —1)a ==.— -——
+00s (2n—1) 2 sina’

(4) €0s 2a + ¢0s 2.2a + ¢os 3.2z + cos 4.2a+..... +
1 1 sin 2n—1)a

s(n—1)2a=—-4-. -
+ cos (n—1)2a 2+2 pep

Maintenant, = désignant la demi-circonférence dont le rayon

st 1, faisons dans les séries (1) et (2 b:ra=—""
€ l ’ ( ) ( )’ S a 2Il+3’
et dans les séries (3) et (4),§4- a = -571 , On aura :
COS ¢ + CO8 39+COS 5¢ + COS To+..... +€0s (2n + 1)?=£2,
1

€029+ €08 2.29+ €05 3.29+€0S &.2¢+..... 4+ €08 (n+1)2p = — 3

€0S ¥ €08 3y +€08 5% +cosTY+ ..... +cos (2n—1)$=0,
€052} +€05 2.2y +€05 3.2y +cos 4.2} +.....+¢€0s (n—1)2) =0,
14

en représentant P

T
par ¢ et on par .
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Ces derniéres séries sont trés-importantes, ainsi que nous
le verrons dans un mémoire que nous publierons prochaine-
ment , et qui est relatif a la théorie des nombres et a la géo-
métrie de situation.

Si dans la série

1
€0S 9+ €OS 39+ €OS 59 -+ €OS Te+-..... + COS (2n+1)?=§ ,
nous posons ¢=— :—7 ou 2r+ 3 = 17, nous aurons la série

1
€08 ¢+€08 39+€085¢+Cc0879+c0s 99+c0s1 19+cos139+cost 5?=§.

(Legendre , Théorte des nombres, 3¢ édit., t. II, p. 221, et
Géomélrie , p. 429.)

Maintenant, si dans 1a méme série nous posons 2n+ 3=17,
nous aurons :

1
€08 ¢ + €OS 3¢ + €OS Sp= >

ou bien
1
€08 ¢+ €08 39 — COS 2p = 3

d’ou, en remplacant cos 3y par 4 cos’9—3 cosg et cos2¢
par 2 cos’p— 1, on déduit :
(2cos 9)* — (2cos )" — 2(2cos9) + 1 =0.

Cette équation , qui donne V'inscription du polygone régu-
lier de sept coOtés , est la méme que celle donnée par Legen-
dre dans son traité sur la théorie des nombres, t. II, p. 214,
excepté que I'inconnue a été changée de signe.

Si dans I'équation précédente on remplace cos¢ par
\/T:Ef_qa , on aura l’équation

(2sin ¢)°—7(2sin ¢)*+14(2 sin 9> —7=0,
qui est celle donnée par Képler dans son Harmonique du
monde ( Harmonices munds , 1619, in-fol. ).
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Lagrange a donné , dans les Mémoires de I’Académie de
Berlin, la formule suivante :

sin mg sin (m—1)0 —sin (m — 1)q sin m0

3" sin nBsin ng =
? 2(cos — cos 8)

b

n étant une variable, de telle sorte que =,"*sin n0 sin np nous
représente la série finie

sin 6sin ¢-+-8in20sin29+-sin30sind¢+-.. .. .+sin(m—1)0sin(m—1)9,
et c’est cette formule que nous allons démontrer.
Démonstration. On a la relation
sin @ sin b= é cos (@ — b) — %cos (a4 D),
d'ou, en posant 6 — =25, 0+¢9p=o0,

. . 1
£™"* sin nosinngp= é[cos8+cos 234-c0 30+.....+cos(m—1)d] —

1
—é[cow+c052w+cos3m+ ..... +¢0s (m—1)w] ;
mais on a, d’aprésle § 3 :

) )
cos -2-msin 3 (m—1)
€08 9+ €08 20+ €08 33+.....+cos (m—1)d= R

)
sin 5

»w o ®
cos- msin é(m—-i)
€08 w+4-C08 20w+C0S Ju-+-..... + cos(mf-v-l)u) = ,

s'nm
l —
2

d’ou
2, sin n0 sin ne =

co i 1) si S — m sin 1) sin
- - — - —— - -(m — -
S=~msin = (m — 1) sin co (

O

L0 . w ?
sin  sin
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mais

s .9 if. ¢ . 0
cosém smé(m—-i)= 5 [sm-é(%n——i)——sm 5],

17r. .
cos—ém sin (m.-—- 1) —é[smg (2m —1) —sin 2],
d'ou
d » w é
% o1 sin® — sin® (2m — 1) sin >
sm2(m )sm2 sm2(m 1)sm2
sinnb sin ng = 3 ’
. W
4 sin - sin -
sin 5 sin 5

ou bien
2™ sin 10 sin ngp =

~ sin (0; )(2m—1 )sin (9:?) ——sin(ﬂ )(gm_i)sin (?_2——,> )
N 4 sin (O— ) (BH) |
or, nous avons :

sin (—) (2m — 1) sin (._) —

cos[(m —1'0— mg] — zcos[me— (m—1)¢],

049 . [(0—¢ _
sm( P ) 2m — l)sxn(—2—-> =

cos [(m—1)8 +m(p]-—32005 [m3 + (m — 1)],

1
2

1
2

. [ 0= . /0
et 2 sin (%)sm (—?)-—.cosqa——cose,

d'ou
2,™"'sin n9 sin np =
COS[(m-i)O—rmp]-COS[mB (m-1)g]-cos[(m-1)6+me]+cos[mb+(mn- 1)«1:]
4(cos 9— cos b)

mais

cos [ (m—1)0—mg]= c0s (m—1)0 cos my+ sin (m—1)6 sin mgp .
08 [md—(m—1)o} = cos m9 cos (m—1)9+sin mo sin (m—1)q,
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€08 [(m—1)8+my)= co8 (m—1)0 cos np— sin (m—1)0 sin mo,
€0s [mo+(m—1)¢]= cos mb cos (m—1)¢— sin m4 sin (m—1)g,
d’ott on déduit enfin :

sinmgsin (m— 1) — sin(m — 1)gsinm3

3, sin nosin np =
? 2(¢os —C0s %)

Ainsi la formule de Lagrange se trouve démontrée.



