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SOLUTION GEOMETRIQUE

DES QUESTIONS PROPOSKEES AU CONCOURS DE 1844.
(V.p.371.)

MATHEMATIQUES SPECIALES.

Litant donnés une ellipse ef un point A sur la circonférence ;
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on décrit un cercle tangent d la courbe en ce point,, el I'on méne
au cercle et @ Vellipse les deux tangentes communes , autres
que celle qui toucherait les deux courbes données au point A.
On demande quel est le liew géométrique du point d'intersec-
tion de ces deux tangentes, quand on fait varier le rayon du
cercle?

La solution gue nous allons donner est fondée sur les pro-
positions suivantes :

1. Le cenfre du cercle inscrit dans un triangle ABC
{lig. 66), est situc¢ sur la droite ML, menée du miliew M
d'un des cotés BC du triangle , au miliew L de la droite AD
qur joint le sommet A, opposé au coté considéré BC, au point
de tangence D de ce coté et du cercle inscrit. Et de méme, le
centre O' du cercle qui touche un céte BC d'un triangle
et les prolongements des deux autres cotés AB, AC, est sur le
prolongement de la droite ML', menée du miliew M du pre-
wier ¢oté , au miliew de la droite AD' qui joint le sommet op-
Posé A au point detangenceD' de ce cOlé et du cercle ex-inscrit.

Eneffet, concevez uae hyperbole dont les foyers soient B et
G, et qui passe par le point A; elle aura pour sommets Det DY,
car DC—DB =AC—AB, et dailleurs D'C=DB. Lesdroites
DO, V'O, perpendiculaires 8 BC, aux points D, D', seront
tangentes a 'hyperbole, a ses sommets ; et la bissectrice AQO'
de Vangle BAC des rayons vecteurs AB, AG, touchera aussi
la courbe au point A. Les droites ML, ML' sont les diamétres
de Phyperhole , menés par les milicux des cordes de contact
AD, AD'; donc, ladroite ML passe par le point O d’inter-
section des tangentes DO, AO ; et de méme, la droite ML' doit
passer par le point d’intersection O des tangentes AO', D'O’.

La méme proposition s’applique aux ellipses inscrites dans
un (riangle, et aux ellipses ex-inscrites : c’est ce que 'on re-
connaitl immeédiatement en placant ces cllipses sur des cylin-
dres droits a bases circulaires.
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2. La drowte qui unit les milieux M, L des diagonales d'uxn
quadrilatére ABCD (fig. 67), circonscrit a un cercle, passe par
le centre O de ce cercle.

Les sommes des cOtés opposés d’'un quadrilatére circonscrit
¢tant ¢gales entre elles, ona : AC— AB=DC—DB; et par
conséquent I'hyperbole dont les foyers sont B et C, et qui
passe par le point A, contiendra aussi le point D. Les bis-
sectrices AO, DO des angles BAC, BDC, seront tangentes a
la courbe aux points A, D. La droite LM est menée du mi-
lieu L de la corde des contacts au centre M de Uhyperbole -
donc, eclle contient l¢ point O d’intersection des deux tan-
gentes (7).

Cette proposition convicnt aussi a Iellipse inscrite dans un
quadrilatére ; et ¢’est encore ce qui résulte simplement de ce
qu’on peut placer 'ellipse sur un cylindre droit a base circu-
laire. Je ferai, de plus, observer qu’il est toujours possible
d’inscrire dans un quadrilatére convexe ABCD (fig. 68), une
cllipse dont le centresoit un point donn¢ O, sur la droite LM
qui unit les milieux des diagonales de ce quadrilatére. Nous
supposons que le quadrilatéere ABCD n’est pas un parallélo-
gramme , autrement les points L, M coincideraient. Ainsi,
deux des cOtés opposés de ce quadrilatére se rencontreront
en un point I, en formant le triangle I'CD. Or, si l'on inscrit
daus le triangle FCD une cllipse dontl¢ centre soit le point O,
cetle ellipse {ouchera nécessairement le quatriéme coté AB
du quadrilatére.

Car, si I'ellipse ne touche pas la droite AB, on pourra, par
le point A, mener une droite AG, auire que AB, et tan-
gente a la courbe. Le quadrilatére AGDC étant circonscrit a
Vellipse , la droite LO, menée du miliea de l'une des diago-

*) On peul auss: deduire ce theoréme et le¢ precedent des propositions de la
2eomelrie elementatre, voyez les notes placees a la fiu de cet article.
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rales AD au centre O de l'ellipse , devra couper 'autre dia-
gonale CG cn son milieu, au point I. Les poirits M , I étant
respectivement les milieux des droites CB, CG, il faudra que
IML soit paralléle a GB. En menant par le point B une tan-
gente a I'cllipse, on prouverait , de méme, que ML est paral-
léle & CA. Par conséquent les deux droites DB, CA seraient
paralléles ; ce qui est contraire a I’hypothése.

Et dela, nous conclurons que: si les bissectrices AO, DO
de deux angles opposés d'un quadrilatére convexe ABCD
(fig. 67), se coupent en un point Q, situé sur la droite LM
qut unit les milteux des diagonales, ce quadrilatére sera cir-
conscriptible au cercle.

Eneffet , si I'cllipse inscrite dans le quadrilatére ABCD , et
qui a son centre au point O, ne se réduisait pas 2 une circon-
férence lorsque ce point se trouve a la fois sur les bissectrices
AO, DO de deux angles opposés BAC, BDC, il faudrait
que ces deux bissectrices fussent perpendiculaires 'une a
laatre, puisqu’elles seraient dirigées suivant les deux axes
de l'ellipse (*). Alors, la somme des trois angles BAO, BDO,
ABD du quadrilatére convexe ABDO serait égale a (rois an-
gles droits. Tl en résulterait BAO-}-BDO > 90°, d’ou
CAO+-CDO>>90°, et par suite la somme des trois angles
BAG, BDC, ABD du quadrilatére ABDC serait plus grande
que celle des quatre angles du quadrilatére ABDO , et sur-
passerait quatre angles droits ; ce qui est impossible.

3. St d’un point M pris hors d'une ellipse (fig. 69), on méne
deux tangentes MD, MD' a la courbe, et deux droites MF,
MF’ aux foyers, la bissectrice de Uangle des tangentes divisera

(*) Nous supp que les bissectrices AO, DO se coupent; si elles étaient
en prolongement l'une de Vautre, elles coincideraient avec la diagonale AD,
et dans ce cas, le quadrilatére ABCD serait évidemment circonscriptible, puis-
que les bissectrices de trois angles consécutifs de ce quadrilatére se rencon-
treraient en un méme point.
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ausss en deux parties égales U'angle des deux droites menées
auz foyers.

Sur les prolongements des rayons vecteurs F'D, F'D', je
prends DE=FD, et D’E'=FD'. Les droites F'E, F'E' seront
egales au grand axe de L'ellipse ; et d’ailleurs, les tangentes
MD, MD' étant perpendiculaires sur les milienx des droites
FE, FE', on aura ME=MF=ME' : ainsi, les triangles
F'ME, F'ME' scront équiangles entre cux, comme ayant
leurs trois cOtés égaux chacun a chacun. 11 en résulte que
Pangle FF'ME = F'ME =+ EME. Or, les tangentes MD', MD
divisant en parties égales les angles EMF, EMF, on a aussi
D'MD =+ EME ;donc, PDMD=FME, ou 'MF =DME=
DMF, et par conséquent la bissectrice de I'angle D’'MD di-
vise en parties égales Pangle F'MF.

L’égalité des triangles F'ME', F'ME donne encore EF'M =
EF'M; ainsi, la droite F'M qui joint un des foyers au point
de concours des tangentes est la bissectrice de Uangle des
rayons vecteurs mencs de ce foyer aux deux points de contact.
(7.t 11, p. 538.)

4. 11 est maintenant facile de résoudre la question pro-
posée.

Soient F, F'les foyers de l'ellipse donnée (fig. 70); A le
point auguel la circonférence, dont le rayon AO est variable,
touche Yellipse; et QAR, PQN , PRN' les tangentes com-
munes a ces deux courbes; H, G les points de rencontre
des rayons vecteurs FA , F'A et des droites PF', PF. Si l'on
joint le milieu L de PA au miliea M de QR, la droite LM
contiendra le centre O du cercle inscrit dans le triangle PQR.
Le prolongement de cette droite passera par le centre C de
Pellipse qui touche le coté QR au point A, et les prolonge-
mentis des cotés PQ, PR aux points N, N’ (n° 1). La droite
LM contient encore le milieu I de la droite HG, car les mi-
lieux L, 1, C des trois diagonales PA , HG, F'F d’un quadri-
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latere complet PHAGE'E, sont situés sur une méme droite.
De plus, la ligne AQ, prolongement de Ja normale AS a Vel-
lipse au point A, divise en parties égales 'angle HAG opposé
au sommet de Vangle I'AT des rayons vecteurs; et la droite
PO, bissectrice de I'angle N'PN des tangentes menées a Uel-
lipse par le point P, divise aussicn parties égales Pangle
F'PF des droites PF', PF, menées du point P aux foyers de
Pellipse (n° 3). Donc, les bissectrices A0, PO de deux an-
gles opposés du quadrilatére AHPG , se coupent en un point
O de la droite LI qui unit les milieux des diagonales de ce
quadrilatére , et par conséquent le quadrilatére AHPG est
circonscriptible & un cercle dont le centre est au point O
(n° 2, page 498). Nommons D, D', E | E' les points auxquels
la circonférence inscrite touche les quatre cotés du quadri-
latére AHPG , et nous aurons, a cause de Pégalité des tan-
gentes PE', PE :

PI'—PF=FE —FE=FD—FD=FA—FA.

Ainsi, la différence des distances du point P aux foyers
IV, I, estégale a la différence des rayons vecteurs F'A, I'A ;
donc, le lieu géométrique du point P est une hyperbole dont
les foyers sont ceux de I'ellipse, et qui passe par le point A
donné sur cette courbe.

La normale AS a l'ellipse est tangente a I'hyperbole ; ces
deux courbes se coupent a angle droit.

5. Si la courbe donnée, au licu d’étre une ellipse, était une
parabole ou bien une hyperbole, la détermination du licu
géomélrique proposé résulterait encore simplement des prin-
cipes que nous venons d’établir, en ayant soin, toutefois, d’y
apporter les modifications qui servent a passer des propriétés
fondamentales de cllipse a celles des deux autres courbes du
second degré. Quoique cette recherche ne puisse offrir au-
cune difficult¢ , nous résoudrons encore la question proposée
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pour le cas de la parabole, en étendant a celle courbe les
théorémes des n* 1 et 3.

Supposons qu'une parabole, (fig. 71), touche la base BC
d’uc triangle ABC au point D, et les prolongements des deux
autres cOtés AB,; AC, aux points E, E' : la droite ML qui
joint le milieu M de la base au milien L de la droite AD,
menée du sommet du triangle au point de contact de la base,
sera paralléle a I'axe de la parabole.

Cette propriété peut étre déduite de la proposition du n° 1,
en assimilant la parabole a une ellipse dont le centre est a
Pinfini, ou bien en placant la parabole sur un cone droit a
base circulaire; mais on peut aussi la démontrer dircctement
de la maniére suivante :

Par le sommet A du triangle ABC, je méne une paralléle
AO aVaxe delaparabole ; elle diviscra en deux parties égales
la‘corde des contacts EE'. Par conséquent, les paralléles
EG, E'G' menées ala base BC, jusqu’a la rencontre de AO, se-
ront égales entre elles. SoientN, N’ les points de rencountre de
ces droites EG, E'G’ et de la paralléle a 'axe qui passe par
le point D : on aura E'N'—EN = 2NG = 2DI. Mais, la sous-
tangente HN étant double de Pabscisse DN, on a EN =2BD,
ct de méme E'N'=2CD; donc, CD—BD=DI, dou
CI=BD. Il s’ensuit que lc point M, milieu de BC, est aussi
le milieu de DI; donc, LM est paralléle a la droite ATIO;
c'est ce qu’il fallait démontrer, puisque AO est paralléle a
I'axe de la parabole.

Si d'un point G situé hors d'une parabole (fig. 72), on méne
@ cefte courbe deux tangentes CD, CE, et une droite CF au
foyer ¥, la bissectrice de Vangle DCE des tangentes divisera
en deux parties égales U'angle FCL que forment la droite CF
dirigée au foyer et une paralléle CL a ! axe, conduite par le
point C donné. .

En effet, abaissez des trois points D, C, E des perpendicu-
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laires DG, CM, EH sur la directrice GH, et tirez les droites
CG, CF, CH; les triangles GDC, CDF seront égaux, car I'angle
CDG = CDF, et, de plus, DG = DF. De méme, les triangles
CEH, CEF scront égaux entre eux; ainsi, CG=CF=CH.
Les droites CD, CE, CM étant respectivement les bissectrices
des angles GCF, FCH, HCG, dont la somme vaut quatre
angles droits, on aura GCD +4FCE-- GCM = 180°; d’ail-
leurs, GCD -+ DCL+ GCM =180°; donc, FCE =DCL. 11
s'ensuit que la bissectrice de Yangle DCE divise en deux
partics égales 'angle FCL.

6. Aumoyen de ces remarques, on déterminera facilement
le licu géométrique cherché.

Soient F le foyer de la parabole donnée; O le centre du
cercle tangent a la parabole au point A (fig. 73); QAR, PQD’,
PRD les tangentes communes aux deux courbes; N, E les
points d’intersection des droites FA , FP, et des paralléles a
Taxe SF de la parabole, menées par les points P et A. Si
I'on joint le miliecn M de QR au milien L de PA, par la
droite ML, cette droite passera par le point O (n° 1), et sera
paralléle aYaxe SF dela parabole (n°5); ainsi, le point O est
a des distances égales OG, OG' des deux paralléles AE, PN.
’ailleurs, la droite PO, bissectrice de I'angle QPR des tan-
gentes PQD’, PRD, divise en deux parties égales 'angle
NPE (n* 5). De plus, la droite AO, prolongement de la
normale au point A, est aussi la bissectrice de I'angle NAE.
donc, la circonférence décrite du point O comme centre avec
OG' pour rayon, touchera les quatre cotés du quadrilatére
NPEA, en des points G/, I, G, I'. L'égalité des tangentes
FI', FI donne FA}-AG=FP —PG'; il en résulte que si'on
prend AK=AF et PH=PF, on aura GK=G'H, et par
suite la droite HK sera paralléle a GG', c’est-a-dire perpen-
diculaire a 'axe de la parabole. La position de la droite HK est
invariable, puisqu’elle passe par le point K. Donc, le point P
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appartient a une parabole dont le foyer est F. et qui a pour
directrice la droite HKR', paralléle a la direcirice de la para-
bole donnée , a une distance du point A égalc au rayon vec-
teur FA. Les directrices des deux paraboles sont & égales dis-
tances du point donné A, mais de différents cotés de ce point.
Les deux courbes se coupent sous un angle droit au point A,
car la normale AO, a I'une d’elles, est tangente a 'autre.

On trouvera, de méme, que si la courbe donnée est une
hyperbole, le lieu géométrique demandé est une ellipse dont
les foyers seront ceux de Ihyperbole, et qui passera par le
point donné sur cette hyperbole.

MATHEMATIQUES ELEMENTAIRES.

Par un point O pris sur le prolongement d’'un diamétre BA
d’'un cercle, on méne une séccante quelcongue qui rencontre le
cercle en deux points M, M' (fig. 74), et de ces points on méne
au centre G deux rayons MC, M'C : prouver que le produit de
tang + MCA par tang + M'CA est constant, quelle que soit la
direction de la sccante.

Au point O, clevez sur OC la perpendiculaire ODD' qui
rencontre en I ct D' les droites menées des points M, M’ a
Pextrémité B du diamétre ACB. En prenant BO pour rayon,
la droite OD scra la tangente de - MCA, ¢t OD' la tangente
de+ M'CA. Or, les quatre points 3, M', D, IV, appartiennent
a unc méme circonférence, car les angles DD'M’, DMM’ sont
supplémentaires. En effet, 'angle DIYM', complément de
M'BA, doit avoir pour mesure la moitié de arc BM', il est
donc égal a Yangle M'MB, qui est adjacent 4 I'angle DMM'.
Puisque les quatre points M, M', D, D’ sont situés sur une
méme circonférence, on a OD.OD'=OM.OM'=0A.0B;
donc, tang 1 MCA X tang - M'CA = 0A X OB, quclle que
soit la direction de la sécante OMM'.
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Nortes. On peut démontrer les théorémes des n°* 1 et2(p.496,
497), au moycn des Propositions de Ia géométrie élémentaire.

1. Je suppose que le cercle inserit dans le triangle ABC
(fig. 75), touche la base BC au point D ; par ce point et le
centre O du cercle, je méne le diamétre DOE ; pais, je joins
le sommet A du triangle & I'extrémit¢ E du diamétre DOE,
par la droite AE dont le prolongement coupe la base BC au
point D' : ce dernier point sera celui auquel le cercle tangent
a la base BC et aux prolovgements des deux autres cotés
AB, AC, touche la base BC du friangle. C’est ce que nous
allons d’abord démontrer.

Jéléve sur BC, au point D', la perpendiculaire D'O'E’ qui
rencontre aux points O',E' Jes prolongements des droites AO,
AD; et je méne, des points O, O, des perpendiculaires OG,
O'G' sur AB. Il en résulte - OG:0'G':: AO:A0':: OE:0D'.
Mais OG = OE; dorc, O'G'=0'D’; ct par conséquent le
point O est le centre du cercle ex-inscrit au triangle ABC.
Ce cercle touche la base BC au poiat D', puisque le rayon
O'D’ est perpendiculaire sur BC.

Maintenant, je dis que les droites MO, MO', mencées du
milieu M de BC aux centres O et O', passent par les milieux
L, L' des droites AD, AD'. En cffet, les tangentes BD, CD’
sont , comme on sait, ¢gales entre clles; ainsi, le point M,
milieu de BG, est le milicu de DD'. La droite MO divise en
parties égales les cotés DD', DE du triangle DD'E : elle est
donc paralléle 8 D’EA; et par conséquent elle divisera DA
en deux parties égales au point L. De plus, D'O'=0E’,
puisque EO=0D; donc, la droite O'M est paralléle a ED;
il s'ensuit qu’elle partage en deux parties égales la droite
AD' au point L.

Je ferai encore observer que le produit des rayons OD,
O'D’ est égal au produit des tangentes BD, BD'. Car les trian-
gles BOD, BO'DY, semblables, comme ayant leurs cotés per-
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pendiculaires chacun & chacun, donnent la proportion
OD:BD'::BD:0D.

2. La droite qui unit les miliecux M, L des diagonales
BC, AA’ d’'un quadrilatére ABCA’ (fig. 76), circonscrit a un
cercle, passe par le centre O de ce cercle.

En effet, inscrivez des cercles dans les triangles ABC,
A'BC, ils toucheront la base commune BC en un méme
point D. Car, le quadrilatére étant circonscriptible, on a
AC—AB=A'C—A'B; mais la différence AC— AB est égale
a la différence des distances DC, DB des extrémités de la
base BC du triangle ABC, au point de contact D de la base
ct du cercle inscrit, et il en est dc méme pour le triangle
A’BC; donc, les cercles inscrits dans ces triangles touche-
ront la base commune au méme point. Les diamé(res DGE,
DG'E' de ces deux cercles, menés par le point D, seront en
prolongement 'un de l'autre, sur une perpendiculaire a la
droite BC. Les deux droites AE, A'Z" couperont la hase BC
en un méme point D', qui sera le point de contact de la base
BC ct des cercles ex-inscrits aux deux triangles (note 1).
Enfin, si Uon prolonge les deux droites AD, A'D, jusqu’a ce
qu’elles rencontrent en des points F, F' la perpendiculaire
élevée sur BC au point D', les droites D'F, D'F' seront les
diameétres des cercles ex-inscrits aux triangles ABC, A'BC,
et qui touchent la base BC au point D'.

Cela posé, on aura D'I":DE::D'F:DE', car les produits
DE x D'F, DE' X D'I" sont égaux entre eux, puisque cha-
cun d’eux est ¢gal & 4.BD.BD' (note 1); il s’ensuit HF'; HD
1. FH': H'D, et par conséquent la droite HH' est paralléle a
F'F eta E'E. Le milicu de cette droite HII' sera le centre O
du cercle inscrit dans Ie quadrilatére ABCA/, car les bissec-
trices AG, A'G’ des augles BAG, BA'C, divisant en deux par-
ties égales les diamétres DE, DE', devront passer par le mi-
ticu de HH'. La ligne D'C étant égale & BD, le point M, milieu

ANN. DE MATHEMAT. Il 3k
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de BC, est milieu de D'D. Ainsi, les trois points M, O, L
sont les milieux des diagonales D'D, H'H, A'A du quadrila-
tére complet HD’HDA'A. Donc, ces trois points sont en ligne
droite. C’est ce qu’il fallait démontrer. G.



