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AIRE DE L’ELLIPSOIDE ALLONGE
(Z.t.1, p. 480),

PAR M. A. PEYRONNY,
¢éléve interne du collége de Saint-Louis (classe de M. Vincent)

Considérons la branche AM'B ( fig. 64 ) d’une ellipse ayant
pour grand axe la ligne OA=a et pour petit axe la ligne
OB =1; cette branche,en tournant autour de 'axe OA, cn-
gendrera la moiti¢ de la surface d’un ellipsoide de révolu-
tion ; je représente par S cette surface, qu'il s’agit de dé-
terminer.

Supposons que nous ayons divisé¢ arc AD du cercle prin-
cipal circonscrit en un trés-grand nombre / de parties égales,
dont je représente la valeur commune par k; 4 aura pour
Ta
2l
cercle, en un cerlain point M.

valeur — et deviendra, quand ! sera infini , I'élément du

Soit K' Yélément de Vellipse qui correspond au point M',
ayant méme abscisse OP; menons par les points M et M’
deux tangentes qui viendront couper 'axe OA en un méme
point C., et représentons par m la tangente de Iangle
MCO =MOD = =, nous aurons

b')
- m2+ 1 ;5’"«""1
a
K=k

(0. p. 233).

™
m’+1 2“1 m* + 1

La demi-surface de Vellipsoide est ¢gale a la somme des sur-
faces élémentaires cngendrées par les éléments de la branche
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AM'B. Soit s la surface correspondante a I'élément &', il
viendra

X
1 ;—m+i
=Q1I'.M'P.,€'=7r’aM'P. - =
l m’+1
—wab. | " v .
=Ta .‘ZCOSOL "m:—:% T ;,m+l,

caron a

M'P =MP. 13= a coSa. li:bco.*;a.
a a

Représentons par p et g le sinus et le cosinus de I'angle «,

posons — = r" = cos"0, ce qui est possible, puisque b est <Za,

el désignons par s la somme de toutes les surfaces ¢lémen-
taircs , nous aurons

1
% S=3s=73x" ab % (pr+q)=ralz ;i .....
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Cetle expression devient, en posant t=tang % ct remarquant

que /= -————.

1+t
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Représentons par Ton—, et Tany s les coefficients des deux
termes consécutifs qui contiennent ¢ aux puissances
(2n— 1)éme o1 (2n-}-1)¢me nous aurons



Tonps +Topmy =

1 i
e ) )
P2(2 )qnn+(%_n)P2(2 b ‘)qz(’\+:)+ 2 2

2

1, 1 1
o o ) ) o)
P (‘l ) g:(n-{-:) +

1.2.3 B i

et remarquant que la quantité entre parenthése revient 4

)

1 1
n 5 no " an 23— an
P PR g—p G )9
ou a g™, en vertu de larelation p>-}-g” =1,

4] 1o
() (St .

T —1= *
ongt+ Ton—1 1.2..... n ,l ’

b

N4y

+2 7 représente la somme des (27 1)éme puissances de tous

les cosinus des angles compris entre 0 et 90°, divisée par le
nombre des angles, et 'on sait qu’elle a pour valeur

1.2... .. n ot
1.3..... @2n41)" =’
il viendra alors, en simplifiant,
+=2 1
T Ton—i= o X =
it + Lon—1 (2n—1)(2n+1)xﬁ’
d’ou
*2 1
Tont1 = o X = — Ton—y,

(2n—1)(2r+1) " =

le signe |- correspondant au cas ou z est impair et le signe
— a celui ou 2 est pair.
]

. 1
Revenons maintenant 2 la valeur de 3 S, nous avons
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il viendra alors
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r estle cosinus de 'angle 0, ¢ la tangente; alors la série qui
. 1 . .
est multipli¢e par ano représentele développement de I'arc 0

en fonction de sa tangente ; nous aurons ainsi définitivement

5 b S0 - i
- = rab {co —_—
2 + sin 6

ou S = 2rab gcose-i--,——— %
sin 6

Note. Cette belle méthode, qu'il serait facile d’abréger,
est analogue i celle que Wallis employait, avant l'invention
du calcul intégral , pour la quadrature des aiges; le calcul
suivant fait ressortir l'immense avantage des nouveaux
calculs.
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1° Aire de Uellipsoide allongé. On a pour expression in{é-

grale de cette aire

2m ES dzVa'—cxr'=n %,

cxr
2 Va—cz +-arctang —_—,
a'—cx

faisant x=a et doublant le résultat, on a pour la surface
0
totale 2mb(coso+m); lorsque a="0, alors 6=0 ct

s—en_o =1 ; Vaire devient 4=a’, qui est celle de la sphére.
i

9° Aire de l’ellipso‘ide aplati.

SEN—— 1 —_—
[C + Vi oy + —log (ey +V o+ ) J
Si on détermine la constante pour que Vintégrale soit nulle
/K
pour ¥ == 0, on obtient C=— - log 0*, faisant ensuite y=0

ct doublant le résultat , on obtient pour l'aire totale de I'el-
lipsoide aplati
. 1 -
2rab (sec 6+cotalog tang 450+ 3 0 ]
(V. (. 1,p. 524); faisant a =20, 0n a
log tang 45° + % 0
n=0, séco=H1, —_—
tang ] 0

La dérivée du numérateur est ——— et celle du déno-

n (90°}-9)
1
minateur csl o5 ; donc ce rapport est égal a 'anité. Ainsi

Paire devient 4=a’, qui est cncore celle de la sphére.
(¥. Moigno, t. 1I, p. 160.) Tm.



