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NOTE

Sur la question proposée au concours géneral de 1844,
(Mathématiques spéciales). (V. p. 3717.)

PAR J. A. SERRET.

La belle proposition que I’Académie de Paris a choisie
cette année pour le sujet de concours, est due a8 M. Chasles.
Elle se trouve énoncée dans un mémoire présenté, par ce
savant géomeétre, & ’Académie des sciences (*) et intitulé:
Propriétés géométriques des arcs d’une section conique dont la
différence est rectifiable.

L’étude géométrique des transcendantes elliptiques de se-
conde espéce, a naturellement conduit M. Chasles a des
théorémes nouveaux, dont la démonstration directe et syn-
thétique offrirait sans doute de grandes difficultés : parmi
ces théorémes dont'auteur n’a pas encore publié la démons-
tration, se trouvent les suivaots.

Quand deux arcs semblables (™) ont une extrémité com-
mune , leur différence est égale a la différence entre les tan-
gentes mendes par les deux autres extrémilés, et terminées é
leur point de concours.

Par ce point et Uextrémité commune des deux arcs, on peut
faire passer une conique homofocale d la proposée.

Quand deux arcs semblables ont une extrémité commune ,

(") Comptes rendus des seances de ’Académie des sciences, t. XVII, p. 838.
{**) M. Chasles appelle arcs semblables d’une section conique, ceux dont lg
aifférence est rectifiable.
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dans Uangle formé par les tangentes menées par lewrs deux
autres extrémilés , on peut inscrire un cercle qui touche la
conique au point commun des deux arcs.

Des théorémes qui précédent, on conclut aisément le sui-
vant qui fournit la solation de la question qui nous occupe.

Si I'on considére tous les cercles qui touchent une section
conique en un méme point, et qu'on méne a chacun de ces
cercles denx tangentes qui touchent en méme temps la co-
nique, le licu géométrique du point de rencontre de ces
deux tangentes sera la trajectoire orthogonale et conjuguée
de la conique donnée qui passe par le point donné.

M. Chasles ne tardera pas sans doute a publier ses élé-
gantes recherches. Quant & nous, nous n’avons d’autre but
que de montrer comment on pouvait arriver simplement, et
a laide de Yanalyse a la solution de la question proposée:
seulement nous donnerons un peu plus de généralité a I'é-
noncé en ne spécifiant pas P'espéce de la conique donnée.

Prosutme. Etant donnés une conique quelconque et un point
fixe sur cette courbe, on lut méne un cercle tangent en ce point,
et Von demande le liew décrit par le point de rencontre des
deux tangentes extérieures communes @ la conique et au cercle,
lorsque le rayon de ce dernier varie.

Sovurion. Soient pris pour axe des y la tangente com-

mune au point donné au cercle et & la courbe, et pour axe
des x la normale.

L’équation de la conique sera
(1) Y'+Ary+Bx'+Cx =0,
et celle du cercle
(2) V42 +2re =0.
Substituant mx +nr ay, dans ces deux équations, on trouve

(m*+Am+B )+ 2mn+An+ C)x+n" =10,
m+ ) +2mn+r)x+n=0;
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lesquelles équations auront pour premiggs membres des
carrés parfaits , si 'équation

(3) Yy =mr+n,

est celle d’'une tangeate commune au cercle et 4 la conique.
Dans cette hypothése on anra les deax conditions suivantes :

(%) (A'—4B) n*+ 4Cmn+2ACn 4+ C* = 0 ,
(5) n'— 2mnr—r® = 0.

Si dans les équations (4) et (3) on met au lieu de m sa valeur
tirée de (5), on aura

6) {r(A'—4B)+2C} n’+ 2ACrn + Cr(C—2r) =o,
) @r+x)n’ —2ryn—rx = 0.

Et I'équation (7),, dans laquelle on mettra successivement au
lieu de 7, les deux racines de I'équation (6) fournira les équa-
tions des deux tangentes cxtéricures communes au cercle
et a la conique; mais si x et y représentent spécialement les
coordonnées du point ou ces deux tangentes se coupent, on
voit que I'équation (7) se changera en une identité, quand on
mettra au lieu de = I'une quelconque des racines de Péqua-
tion (6). Sous ce point de vue on peut donc dire que les
équations (6) et (7) ont les mémes racines, et par suite sont
identiques.
L’identification des équations (6) et (7), fournit les rela-
tions
2r+x —y —_—rr
rA"=B)+2C~ A€  C(C—2)’

ou

®) | (A—4B)y +2AC} r+CAx+2y) =0,

&) (Az+2y)r— Gy = 0.

Ces équations ne renferment r qu’au premier degré: elles
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représentent deq} droites qui se coupent au méme point que
les tangentes communes. On trouve en éliminant r,

(10) (A’— 4B+ &)y +4Azy+ A2+ 2ACy = 0,

équation qui est celle du lieu géométrique demandé, lequel
n’est autre qu’une section conique tangente a Vorigine, i
I'axe des x, et qui par conséquent coupe orthogonalement
la conique donnée au point donné; cette derniére remarque
nous sera tout a Fheure trés-utile pour reconnaitre la posi-
tion relative des deux courbes.

Si H et H' représentent les quantités que Yon désigne ha-
bituellement par B*—4AC. et qui sont relatives aux courbes
(1) et (10), on trouve

H=A"—4B, H=—4A"(A"—4B),
la courbe cherchée sera donc une hyperbole, une parabole
ou une ellipse , suivant que la courbe donnée sera une el-
lipse, une parabole ou une hyperbole.

Ces deux courbes ont méme centre; on trouve en effet
pour les coordonnées du centre de la premiére ,

(11) 2+ Ar =0, Ay+2Bxr+C=0,
et pour celui de la seconde
(12) (A>— 4B +4)y+2Ax+AC=0, 2y +Ax =0,

et les équations (12) sont évidemment des conséquences, des
équations (11). Ces deux systémes s’accordent & donner
— AC . 2C

YEY B YT AN

Si de léquation (10) on retranche I’équation (1) aprés
Vavoir préalablement multipliée par 4, on trouvera

(13) (A’—AB)(¥" + ")+ 2ACy — 4Cx = 0.

Si (A’ — 4B) n’est pas nul, c’est-a-dire si les courbes (1)



— 429 —

et (10) ne sont pas des paraboles, ’équation (13) représente
un cercle qui passe par les quatre poinls communs aux
courbes (1) et(10) et qui du reste a évidemment méme centre
que ces deux courbes (*); on conclat de la que les deux
courbes (1) et (10) ont mémes axes, et comme elles se cou-
pent orthogonalement, il ¢n résulte qu’elles sont homo-
focales.
Si A>— 4B est nul, 'équation (13) devient

(14) Ay —2Cxr = 0.

Elle représente une droite perpendiculaire aux diamétres des
paraboles (1) et (10); il résulte encore de la que ces deux
courbes ont méme axe et méme foyer, puisqu’elles se cou-
pent orthogonalement.

En résumé on voit que le lieu demandé est la trajectoire
conjuguée ct orthogonale qui passe par le point donné de la
conique donnée.

On peut au surplus rendre plus explicite cetle derniére
conséquence.

Supposons d’abord que la conique donnée soit une ellipse
comme dans I'énoncé du probléme proposé au concours.

Soient

2 2

d Y

sTE=1!
I'équation de la courbe rapportée a son centre et a ses
axes, et xy’ les coordonnées du point donné M, le lieu
demandé sera une hyperbole, et si du point M comme centre
avec OM, comme rayon, on décrit un cercle qui coupe Vel-
lipse aux quatre points M, M', M", M"', ces quatre points,
ainsi que nous ’avons montré précédemment, appartiendront

(*) C’est un principe général que si ¢=0, {=0 sont les équations de deux
coniques concentrigues, 'équation ¢ 4 Ay =0 ol ) est une constante quelcon-
que, appartient & une troisi¢éme eonique concentrique aux premiéres.
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aussi a Vhyperbole qui aura par conséquent les mémes axes

que Dellipse ; son égnation sera donc de la forme
Py'+ Qx* =1.

Pour déterminer les coefficients P et Q, nous aurons d’abord
Py"+Qz" =1,

ct comme les tangentes en M a Vellipse et a 'hyperbole, se

coupent a angles droits, on aura aussi

Q' b _

Qx” a’
By “ay'

— 1 ou Py" = :-—I)”
de cette équation et de la précédente , on tire en posant

@ — b =,
ai ___b‘.
Q= c:xlz ? = Ci}’";

d’ou I'on déduit pour I'équation du licu demand¢

xﬂ yl
‘—x—) (Y
(%) %)
Ce qui cst bien Yéquation de T'hyperbole homofocale, qus
passc par le point M, puisque

/\ 2 2
((ir_) + (E'}i) =7,
a b
Un ealcul analogue conduit aux mémes conséquences,
dans lc cas ou la conique donnée est une hyperbole.

= 1.

Supposons en dernier licu que la courbe donnée soit unc
parabole; cette courbe rapportéc i son sommet ct a son axe,
aura pour équation

¥ =2px.

Soient x', y' les coordonnées du point donné M, 1a courhc
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cherchée sera une parabole, passant par le point M et son
symétrique M', elle aura donc méme axe que la proposée,
puisque la direction de leurs diamétres est la méme, et son
équation sera de la forme

y'=Pxr+Q.

Comme les deux courbes se coupent & angles droits, on aura
pour déterminer P et Q,
Pp

2 =‘Px’+Q et :2—? =—1,

ce qui conduit & 'équation suivante du lieu demandée -

r'+ (x—é) = (.r—-%’—.r’).



