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NOTE

SUR

LE FOLIUM DE DESCARTES.

PAR M. MIDY,
Ancien professeur des colléges royaux.

‘1 Lla coarbe (fig. 36) dont I'équation, rapportéc a des

axes rectangulaires, est
yi—3axy+ x*=0, (1

est connue sous le nom de folium de Descartes. Comme on
ne sait point résoudre cette équation, celle-ci ne peat faire
connaitre directement ni la mature ni la forme de la courbe.

Pour la transformer en unc autre plus aisée a discuter,
nous remarquerons qu’elle reste la méme quand on y change
x en y, et réciproquement. La courbe qu’elle représente est
donc symétrique par rapport a la bissectrice de I'angle formé
par les axes des coordonnées. 1l est donc facile de prévoir
qu’en prenant cette droite et celle qui lui est perpendiculaire
a l'origine pour nouveaux axes, la discussion sera simplifiée.

Les formules pour passer aux axes nouveaux sont

2= ViE'—p),
1 -
y=3V2(@'4y)

Dailleurs, en nommant &’ la portion de la bissectrice dont
la projection sur I'axe des x est a, I'on a

al

=Vé-

Portons ces valcurs dans 'équation (1) ; remplagons, pour:

a
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!

.. 3 .
plus de simplicité , —;i par a', et supprimens les accents ,
Yéquation réduite sera
Y'(@a+3x) + 2’ (x—a)=0.

_y:j_-.r\/ a=x (3)
a4 3x

L’équation mise sous cette forme , on voit de suite (fig. 37)
que la courbe limitée a droite a Vabscisse AB=a, l'cst &

Elle donne

gauche, a la distance AD _—:% a., par Pasymptote VV’, dont

Yéquation est

a4 3xr=0.
L’équation suivante
¥ a—x
=" =t
"= a+3x’
déduite de 1’équation (3) donnant pour 2, a la limite x =0:

m==1,
fait voir que les bissectrices GL, G'L' touchent les deux
branches BMAU, BM'AU’' a l'origine.
2. Comparons cette courbe a celle dont I'équation est

/a—x
y=1‘\/ Pt (&)

Cette scconde courbe, de méme forme que la précédente,
mais dont Yasymptote YV’ (fig. 38) est éloignée de Yaxe HY
d’une distance HD=AD, est d’une construction géométrique
facile. En effet, si 'on méne par B la droite arbitraire BC,
Yon aura touwjours, pour tous les points de la courbe,
CA = CM. Elle est aussi le lieu des sommets des hyperboles
qui, ayant le foyer commun B, ont 'axe AY pour asymptotc
commune. Cest ce que V'on vérifierait cn cherchant directe-
ment Ie lieu des points gui satisfont a 'une ou aYautre con-
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dition. Il serait curicux de chercher si la premiére courbe
jouit de quelques propriétés analogues.

La comparaison des formules (3) et (%) fait voir qu’entre les
points A et B, la premicre courbe est plus prés de I'axe des
x que la seconde, et qu'entre Aet D, elle s'en éloigne au
contraire davantage ; de sorte que si les deux courbes étaient
construites sur la méme droite AB, la premiére serait com-
plétement enveloppée par }a seconde.

3. Un point essentiel & déterminer, si I'on constrait les
deux courbes , est celui M, ou, sur la partie fermée , sitnée
a droite de 'axe des y, l'ordonnée est un maximum. Nous
croyons que les éléves n’attachent pas en général assez d’im-
portance aux constructions géométriques. Ce n'est que par
elles néanmoins que dans beaucoup de cas on peut se faire
une idée bien nette de la forme et de I'étendue de la courbe
que ’on discute. Nous les considérons d’ailleurs comme un
exercice extrémement utile pour les éléves, et trés-propre
a exercer leur sagacité. Elles nous semblent donc préfera-
bles sous ce rapport aux résultats déduits du calcul, et c’est
par ce motif que nous allons, pour chacune des deux
courbes considérées, indiquer la construction précise du
point que nous venons de désigner.

La dérivée de I'équation

rx+ay+x*'(x—a)=20
de la seconde courbe , prise par rapport a x et égalée a zéro,
donnera les points de la courbe ou la langente est paralléle
aox x, et dont Yordonnée sera dans le cas actuel un
maximum.

Or cette équation réduite est

r’4-ar—a'=0.

En la résolvant, on a



— 296 —

Pour construire & la fois I'abseisse et I'ordonnée du point |
1
faisons AK = N AB; prenons AH = AB; décrivons du cen-

tre K la circonférence KH, coupant I'axe des x en P et P'.
Le point cherche M sera sur la perpendiculaire élevée en P
sur AX, ct sur la droite BN menée de B a Vextrémité N de
la corde AN = AP. Quant au point P, on voit qu’il est hors
des limites de la courbe , ou que Yordonnée correspondante a
I’abscisse AP’ est imaginaire.
4. Si Yon fait le calcul analogue pour Péquation
(a4 3x)fx'(x—a)y=0
de la premicre courbe, Yon trouvera, pour la condition
cherchée ,
3’ —a'=0,
d’ou

172
r=t —.

V'3
Construction. Sur HB (fig. 37), comme diamétre, décri-

1
vez une circonférence ; faites AE=HD = T AB; élevez la

perpendiculaire EH sur AB. Alors la corde AH =—il:. Or
V3

celte corde est plus grande qlie AE ct aussi quc AO=HO.
Donc la circonférence AH coupera le prolongement de HO
en P et celui de AO en P'. Le point P’ est hors des limites de
la courbe. Le point P est le scul auquel correspondent les
points cherchés.

Construisons I'ordonnée du méme puint. L'équation (3)

donne
‘7" a—

o a - 32

Faisons AQ = 3AP, sur BQ, comme di:;métrc, décrivons
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une demi-circonférence rencontrée par la perpendiculaire au
point P sur HX en Z, et aprés avoir pris QP'=HP, la pa-
ralléle P'M" & BZ sera I'ordonnée cherchée. La méme con-
struction s’appliquant a une abscisse quelconque, on pourra
donc déterminer autant de points de la courbe que Yon
voudra. ’

La transformation dont nous avons fait usage pour discu-~
ter la courbe de Descartes doit étre remarquée a cause de sa
grande utilité pratique. Elle nous semble préférable , lors-
qu’elle rend possible la résolution directe de I’équation pri-
mitive, a la méthode des coordonnées polaires, plus facile en
apparence, mais qui, cn général , dans les courbes de forme
compliquée , est peu propre a indiquer d’une maniére précise
leur limite exacte, le sens de leur courbure et la position des
asymplotes, lorsqu'il en existe.

Dans le folium de Descartes , par exemple, si on passe de
I'équation primitive

y3—3axy 4+ x3=0
a Péquation aux coordonnécs polaires, au moyen des for-
mules connucs
y=psinw, X =pcoS»,
I'on trouve
3a sinw Cosw
P sinde + coste

Or, en posant
sin’e - cos0 =0,
on cn tire
Silw = — COS w.
Par suite,
3asin’e

=_————-= .
P ° -+

d’'ou Y'on doit conclure sculement que la courbe considérée
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peut avoir une asympltote paralléle a la hissectrice ZAZ'
(Aig.36)deYangle YAX'. Mais ce résultat ne fait connaitre ni
Pexistence réelle de cette asymptote, ni sa distance a la
bissectrice.

Je dis son existence réelle : en effet, il pourrait se faire,
dans de certains cas, que, malgré une indication de ce genre,
il 0’y en eiit aucune.

Car soit, par exemple, 'équation

xr—x'—y'=0,

discutée dans les 4nnales, t. 11, p. 232; son équation po-
laire est

4
E= cos'e
Quand ¢= % , On a
1
P: 6=iw,

et cependant la courbe n’a pas d’asymptote , ou celle-ci est a
une distance infinie de I'axc des y, ce qui, au fond, est la
méme chose.

6. L’auteur, d’ailleurs plein de mérite, de l'article inséré
dans le mémec tome des Annales, p. 314 , a é1é induit en er-
reur par une discussion de ce genre. C'est ce que je vais mon-
trer par la discussion directe de I'équation a laquelle il est
parvenu.

Cette équation est

y:—=——yr+yx+ y'+ 22— xy=0. (1)
Elle donne la solution d'un probléme trés-intéressant pro-
posé par M. Breton de Champ. Elle est, dans une suite de pa-
rallélogrammes ACBM, A'CB'M .... etc. ( fig. 39), qui ont
un angle commun M , et dont les cOtés adjacents varient en
conservant une différence constante, le licu des pieds des
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perpendiculaires abaissées des sommets C, C' .... ete., sur les
diagonales opposées et correspondantes.

L’auteur a été amené par son calcul & prendre pour ori-
gine le point O de la bissectrice de I'angle AMG, ou vont
concourir, par une propriéi¢ fort remarquable, toutes les
perpendicula{res considérées et , pour axes des coordonnées,
les droites OX, OY, paralléles aux cOtés de cet angle.

L’équation (1), étant du troisiéme degré par rapport aux
deux variables, ne peut étre résolue directement. L'auteur
de Yarticle la discute par les coordonnées polaires. Mais la
composition de cette équation, comme la nature méme de la
question, indique suffisamment que la courbe est symétrique
par rapport a la bissectrice de V’angle YOX 1 est donc na-
turel alors de prendre cette droite OX' et sa perpendiculaire
OY' pour axes coordonnés ; ¢t c’est a ces axes nouvecaux que
nous allons la rapporter.

Les formules d’ou dépend cette transformation sont

1
r=g Veiy'+=7y,
1 ) !
ry= §V2 (y—x).
L’équation transformée est, par suite,

y‘(2V§x——i)—l—2V§x3——3x’=0. (2)

Elle donne
3—2)2x
=+ 3
r \/2[/2 7—1’ ®

ct devient, sous cette forme , facile a discuter.
Les valeurs de = qui satisfont aux équations particulieres
22 x—1=0,
3—-22 x=0,

1 3
étant x’=il/2 pour la premiére, et x":il/2 pour la
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seconde, il suit de I'équation (3) que les abscisses auxquelles
correspondent des ordonnées réelles seront toutes comprises
entre les valeurs x' et 2",

Pour interpréter ces résultats, il faut se rappeler que I'é-
quation (1) a €té obtenue en prenant le coté du carré MPOQ
pour unité. Alors si on considére le carré inscrit mpq'p',
formé en joignant les points milieux des cOtés du premier, I'on

1
aura OR = i L2, 0§ :2 V/ 2. La courbe sera donc entié-

rement renfermée cntre les paralléles p'q', pg alaxe OY'; et
si Von fait croitre » depuis ' jusqu’a x", I'ordonnée posi-
tive correspondante décroitra d'une maniére continue depuis
Tinfini jusqu’a zéro.
La premiére de ces paralléles, et non point I'axe OY', sera
donc une asymptote de la courbe, et 1a seconde une tangente-
Ces conséquences se trouvent vérifiées par la valeur du
cocfficient angulaire de la tangente, qui est
8x'—6y/2x+3
@22 —NVRl2r—1)(3—2y/22)

Le¢ numerateur a ses racines imaginaires et ne peut en con-

langy = (4

sequence devenir ni nul, ni négatif. Donc, cn adoptant le
signe supérieur qui convient a la partic SPU de la courbe,
ce cocfficient est constamment négatif , ou 'angle que fait la
tangente avec OSX' est toujours obtus.

Pour x = x'= x" la valeur de tang¢ devient infinie. Ce
qui prouve de nouveau que p'q’ est une asymptote, et sa pa-
ralléle pg une tangente au sommet. De S & U la courbe
change donc le sens de sa courbure. Ainsi il y a un point d’in-
flexion entre ces deux points. Pour le trouver, cherchons la
condition qui rend tang 9 un maximum ou un minimum. Elle
sera exprimée par I'équation

— 1224 6V2=0,
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qui donne

1

d’ou il faut conclure que P et Q sont les deux points d’in-
flexion cherchés.

Cette hypothése , introduite dans (4), donne

tange =1

d’ou il suit que les cotés MA et MB ou MG dc Y'angle inva-
riable des parallélogrammes sont tangents a 1a courbe.

L’enveloppe des diagonales successives BA, B'A’ .... etc.,
est, comme l'indique I'auteur , une parabole. Son équation,

rapportée aux droites MB, MA, prises pour axes des x et
des y, est

'+ y' 2y +2(x—y)4+1=0. (5)
Si on y fait successivement x =0, =0, P'on trouve
(y—1'=0, (x4+1)"=0;

ce qui montre que les droites MP, MQ sont des tangentes; et
comme eclles sont rectangulaires, il s’ensuit que la droite
DDV, parallele a PQ, est la directrice de cette parabole ; qu’en
conséquence le point I en est le foyer, et S le sommet. Les
trois points P, S, Q sont donc des points communs aux deux
courhes, ou clles ont unc tangentc commune et ou par con-
séquent elles se touchent elles-mémes. Elles different dans
tous les autres points.

Note. 1. Le folinm de Descartes est une courbe du froi-
siéme degré de premiére espéce , ayant une asymptote recti-
ligne du genre hyperbolique ordinaire ( Introd in Analys.,
lib. IT, cap. 1x). On trouve de suite cette asymptote, en ap-
pliquant a I'équation (1) la méthode &’Euler exposée par
M. le professeur Vannson (t. 11, p 398): le marquis de
L’Hospital construit la partic infinie de cette courbe avec son
asymptote (Analyse des inf. petits , sect. 1. p. 15, et sect. x,
p. 166, deuxiéme édition, 1715).
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Bernoulli (Jean) procéde ainsi pour carrer la courbe (Opera
omnia, 1. 111, p. 405). Dans V'équation (3) faisons a—z=2",
on en tlire
_ 2@ —a)dz _ 2°(z’—a)dz

Via—3z Viar—3z2
ce qui donne immédiatement

ydx

1 z 1 £l 1
Sydx:(}—g z3(ha — 32")* '_-«C—E (@a—x)" (@ — 3x)" ;
Y'intégrale est nulle pour x = 0 ; donc C = % a’; ainsi aire

. ir, 1. ol I

est exprimée par : [a‘—— (a— x)” (§ 4 3x) ]; faisant x=a,
- 1 . .

on trouve , pour l'aire du demi-folium, - a’ ; faisant ensuite

1 . . . , o bl 1
r=—za la demi-aire asymptotique est équivalente a éa’ '

Pordonnée maxima est y = a \/% . Donc le carré de

cette ordonnée est équivalent a l'aire totale du folium ou
bien a I'aire totale asymptotique.

On a encore ici 'exemple d'une aire fermée carrable; mais
clle est dans I'exception indiquée par Newton. (#oir t. 11,
p. 351.)

Tous les foliums construits dans le méme angle des axes
sont semblables. 1l reste a trouver dans quel cas une équa-
tion générale du troisiéme degreé représente un folium. (# oir
Mémoire de Nicole, Acad. des Sciences, 1729.)

2. La partie fermée de la courbe, ressemblant a une fo-
liole,, a donné son nom a la courbe. J'ignore pourquoi cette
courbe est attribuée a Descartes : il n’en est point question
dans sa géométrie. Elle est probablement dans les lettres; ce
que je n’ose pourtant garantir, car je n'ai a ma disposition
que Y'édition de M. Cousin, qui ’a point de table de matiéres,
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Jacune déplorable. Il est vrai que dans le troisiéme livre de
la Géométrie, Descartes construit une courbe du troisiéme
degré, dont I'équation a quelque analogie avec celle da fo-
lium. Voici la génération de cette courbe : une parabole don-
née se meunt parallélement & son axe; d’un point donné sur
cet axe, on dirige des rayons vers un point fixe situé dans le
plan de la parabole ; le lien d'intersection de ce rayon avec la
parabole est une ligne du troisiéme degré, dont Descartes fait
usage pour construire les racines de I'équation du sixiéme
degré, en combinant cette courbe avec un cercle.

3. Les équations polaires peuvent servir & déterminer les
asymptotes avec autant de certitude et , en certains cas, avec
plus de facilité que les équations a coordonnées ordinaires.
Dans les uns et les autres, il faut tonjours deuz couditions -
la direction de Vasymptote , et sa distance & un point connu ,
et il est naturel de choisir le pole. L'expression de cette dis-
tance est dans les cuvrages élémentaires, et peut se conclure,
sans difficulté , de la formule de M. Rispal (t.II, p. 511).
Mais une ligne peut avoir des points isolés multiples situés a
I'infini ; la droite qui passe par ce pointa alors unc direction
déterminée et devient une asymptote, quoique la courbe n’ait
que des branches finies ; ce qui explique le fait, en apparence
paradoxal, signalé par M. le professeur Vannson (t. II,
p. 402). Nous reviendrons sur ce point d’analyse appliquée ,
et sur une propriété générale des surfaces et des courbes al-
gébriques, peut-élre non encore remarquée. Tm.



