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MEMOIRE
SUR LES POLYGONES REGULIERS.

PAR B. AMIOT,
Professeur de mathematiques au college Saint Louis

1. Lorsqu’une circonférence est divisce en un nombre m
d’arcs égaux , les cordes qui sous-tendent ces arcs forment le
polygone régalier ordinaire de 2 cOtés. Mais il existe plu-
sieurs espéces de polygones dans Vordre de m cOtés ( Voyer
Mémotre sur les polygones et les polyédres, par M. Powsor,
Journal de I’ Ecole polytechnique, 10° cahier, page 16.)

Soit @ un nombre cntier inférieur ct premier a m, toute
corde, qui sous-tend un arc égal a une fraction de la circon-

. . a " L .
férence marquée par —, peut‘étre considérée comme le coté
m

d'un polygone régulier de m cotés. Si a =1, on aura lc po-
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lygone régulier ordinaire , et dans tout autre cas, ce sera un
polygone régulier éloilé. L'espéce de ce polygone est mar-
quée par le nombre de fois que le périmétre fait le tour en-
tier de la circonférence, ou, ce qui est la méme chose, par
le nombre d’unités contenues dans le numérateur de la frac-
.oa

tion ~.

2, n et n' étant deux nombres entiers quelconques pre-
miers entre eux, supposons que I'on connaisse les valeurs de
tous les cOtés des différentes espéces de polygones réguliers
de Yordre n ainsi que de 'ordre »', et proposons-nous de
déterminer les valeurs des cOtés des différentes espéces de
polygones réguliers inscrits au méme cercle et contenus dans
I'ordre marqué par le produit nr'.

Rappelons d’abord la proposition suivante démontrée par
M. Poinsot. ( #oyez Mémoire déja cité. )

Dans 'ordre des polygones de m cOtés, il y a autant d’es-
péces différentes qu’il y a de nombres premiers a m depuis

m—1

I'unité jusqu’au nombre

Si I'on désigne ce nombre par M, et que 'on suppose

m=ad" £ ... , %, 8, 7 représentant les facteurs simples
ou premiers de m , on sait que I'on a :

m 1 1 1

3. Soient deux nombres entiers n et »' premiers entre
cux ; soient en outre « un nombre entier premier a 2 et

. n . . .
moindre que 37 et 2’ un nombre entier premier a »' el moin-
’ !
n . . a a A
dre que — , si I'on forme les deux fractions — &= — = —;,
2 n nw nn

A représentant I'un ou lautre des deux nombres an'==a'n.
°t que 'on remplace successivement « par tous les nombres
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premiers a n, depuis I'unité .jusqu’b -':;4 , et @’ par tous les

n—1

nombres premiers & n' depuis Punité jusqu’a

, il g’a-

git de prouver que I'on obtiendra pour A tous les nombres
nn'—14
2

toutefois que I'on prenne nr'— A au lieu de A , toutes les

premiers a nn’ compris depuis 1’'unité jusqu’a , pourvu

. nn' —1
fois que ce dernier nombre excédera .

2

D’abord il est manifeste que A = an'3-a'n est toujours
un nombre premier avec n et n', et par conséquent avec le
produit nr'. Car sil’on supposait qu'un certain facteur pre-
mier p divisit, par exemple, A et n, ce facteur diviserait
an' et par suite 2 ou n', ce qui est également contraire a
I’hypothése. 11 en résulte que nn' — A est aussi un nombre
premier a nn'. ¥

Je dis, en second lieu, que tous les nombres obtenus pour
A sont différents les uns des autres.

En effet, soient les valeurs de A

A,=an +a'n,

A,=an'+a/n,

A,=an' +a/n,

A;=an'—a/n,

A,=an —a/n,

Aj=an —a/n,

A, =elc.
11 est évident que A, différe de A,, dec A,, etc. Mais suppo-
sons que l'on eiit A,=A,, il en résulterait (¢,— a,)n' =
={(a'—a')n, et par conséquent n diviserait ¢, — a,, ce
qui est impossible , puisque chacun des nombres a, et 4, est

. n . .
moindre que 5 On verrait cxactement de 13 méme maniéerc
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que deux autres quelconques de ces nombres sont nécessaire-
ment différents 'un de I'autre.

Mais il peut arriver que A,, par exemple, soit plus grand

nn' —

2
je dis que ce nombre différe parcillement de A,, A,........
En effet, supposons que l'on ait nn’'— A =A,, il en résul-
tera n'(n—a)=n(a,+2a/), et par suite n devra diviser a,,

1 .
que ; alors, au lieu de A, on prendra nn'— A, et

ce qui est impossible, puisque I'on suppose a, < g Si Yon
supposait nn' — A, =A,, il en résulterait ' (n—a,—a,) =
=n(a'+a/); et par suite r’ diviserait a, + a,’, ce qui ne se
peut, puisque celte somme est moindre que 7'.

Enfin, si 'on supposait nn'— A, = A,, il en résulterait
n=2a, , ce qui est encore inadmissible.

4. Cela posé, soient N le nombre des nombres premiers
n—1

a n depuis 'unité jusqu’a , et N’ celui des nombres

n'—

L N . 1
premiers a ' depuis 1 jusqu'a ; si on donne succes-

2

. . .n—1
sivement & @ les N valeurs comprises de 1 a , on aura,

a cause du double signe, 2N valeurs de A correspondantes a
une méme valeur de 4. On en aura le méme nombre pour
chacune des valeurs de a', et par conséquent en tout on ob-
tiendra 2NN’ valeurs qui seront premiéres a nr’', différentes
nn'—1
2
ayant soin de prendre nn'— A, au licu de A, chaque fois

les unes des autres et comprises depuis 1 jusqu’a 5 €N

. nn'—1
que A excédera

Or, silon désigne par o, 6,4 les facteurs simples de n,
par o, 6, 4'.... ceux de 7', de sorte que I'on ait

n=of 6% ".,.. et n=dJd" . 9"

ey
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il en résultera
nn = o oa?'8%' YTy L
et si I'on désigne par N, le nombre des nombres premiers i

nn'—1

nr' et compris depuis I'unité jusqn’a , OD aura

N,='i;5'(1 ——9 (1 -—:7) (1 —16> (1 _%)

Drailleurs, on a

. n 1 1 ,_ 1 1

et par conséquent N, = 2NN'.
Donc enfin les différentes valeurs obtenues pour A, ou

nn'—

. . 1 .
nn'—A , chaque fois que A excédera , sont bien les
différents nombres premiers a nn' compris depuis I'unité
. ,, nn'—1

jusqu’a

5. Soient maintenant BC=x (fig. 1) le coté d’'un poly-
gone régulier de n colés, et AB=y celui d’'un polygone
régulier de n' cOtés, inscrits 'un et V'autre & un cercle de
rayon r, de sorte que les arcs BC et BA soient des fractions

N . . a a .
de la circonférence exprimeces par - et — ; il s’agit de calcu-
n n''

. A
ler la corde AC =1z, qui sous-tend Yarc AC= - ﬁ’ =—
n n nn

de la circonférence.
Si I'on abaisse BI perpendiculaire sur le prolongement de

AC, on a dans le triangle ABC,
(1) x'=y"+7z" +2z.A1;
les deux triangles semblables KOB et ABI donnent

Al:KO::AB:BO.... dou Al:l_'fj‘.:’;:f_'

>
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et par suile, I'équation (1) devient
(2) z’+‘;‘7:V4r’—x“.z+_y‘—-—1"=0.
On en déduit

Ly Vir=rx2Vir—y

@) or

Une de ces valeurs est positive et correspond 4 AC; on a, en
effet,
. 2V AP —y—yVhr—x 2r(2*—y?)
Z = 2 — =y
r NV ir—p+y\V er—z
quantité évidemment positive , puisque 'on suppose x > y.
L’autre valeur
o NF—T Ny
or

est visiblement négative. Pour l'interpréter, je change z en
— z dans 'équation (1), ce qui donne

=y+2'—22.A'T,
en prenant A'I = Al Or, dans le triangle CBA’, on a
2’ ="+ CA"—2CA".A'T;

et par conséquent CA’ est bien en valeur absolue la 2° ra-
cine de 1’équation (1) ; c’est-a-dire que 'on a

WV — 2 4 2V =y
- 2r )

CAI______ZII

Pour interpréter géométriquement cette solation, je
prends BA,—=BA, et le triangle CBA,, égal au triangle
CBA’ donne CA, =CA'. Dailleurs, arc CABA, =CAB 4

!
+ AB= g + %, de la circonférence. Donc enfin :

Des deux racines de Uéquation (1), l'une représente la corde
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a a .
qui sous-tend U'arc AC = — ——, , et U'autre la corde qut sous-
n n

tend CA, = % -+ %; de la circonférence.

6. Supposons maintenant que 1'on connaisse les N valeurs
T, Ty Ty des cotés des différents polygones de Lordre n,
ainsi que les N' valeurs y,, 7, ... de ceux des polygones
de I'ordre 7, il suffira de remplacer dans la formule (3) =«
successivement par les valeurs z,, x,.... Zy, et y par les
valeurs y,, 7, .... ¥y » pour obtenir les 2NN' cotés des diffé-
rents polygones de Y'ordre nn'.

7. Ainsi, pour obtenir les cOtés des 4 pentédécagones ré-
guliers inscrits anu méme cercle, nous prendrons le coté du
triangle équilatéral et les cOtés des deux pentagones régu-
liers inscrits a ce cercle, qui sont, le rayon étant pris pour

unité, y,=V§ et x = \/ﬁ?l{é, €= \/5_;/5‘

Ces valeurs étant substitnées dans la formule (3), nous
avons les 4 valeurs suivantes :

2= (VB-Vi— V115
w=— (T V5V To— a3
%2—2(\/53——\/54-!/104—2\/3%
1 ——
== V154 V34V 10 —aV/3)-

8. On pourrait obtenir de méme les valeurs des edtés d’un
grand nombre de polygones, en partant des valeurs connues
des polygones de 3, %, 5 cOtés ou de leurs multiples 6, 8,
15, etc., que I'on combinerait deux a deux, de maniére
a ne prendre jamais que des nombres premiers entre eux.
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Mais les différents polygones que 'on obtient ainsi peuvent
étre également calculés par les formules ordinaires de la
géométrie. Par exemple , en prenant les cOtés des polygones
de & et 5 cOtés , de 8 et de 15, elc., on trouve ceux de 20,
de 120, ete., et I'on peut obtenir ces mémes polygones, en
doublant , pour le premier, une fois le nombre des cotés du
décagone, et, pour le deuxiéme, trois fois le nombre des
cotés du pentédécagone.

9. Mais les polygones de 3, 4 et 5 cOtés ne sont plus les
seuls que I'on puisse inscrire géométriquement, c’est-a-dire
avec la régle et le compas, et dont on sache par conséquent
calculer les cOtés sans se servir d’aucune équation de degreé
supérieur au deuxiéme. M. Gauss a démontré que I'on peut
inscrire géométriquement dans un cercle tous les polygones
dont le nombre des cOtés est exprimé par 271, pourvu
que ce nombre soit premier ; il a donné des méthodes gé-
nérales pour ramener le calcul des cotés de ces différents po-
lygones a la résolution d’une suite d’équations du deuxiéme
degré. Ces méthodes sont fort belles et ne laissent rien a dé-
sirer quant a la théorie ; mais elles reposent sur les considé-
rations les plus élevées de la théorie des nombres , et ne con-
duisent pas a des résultats trés-simples, méme pour le
polygone de 17 cotés.

Nous avons donc pensé qu'un procédé particulier, par
lequel on peut calculer et construire les valeurs des cOtés
des 8 polygones de 17 cOtés sans sortir des notions les plus
¢élémentaires de 1'algébre, ne sera pas dépourvu de tout in-
térét : il offrira , du moins, un exercice utile de calcul et de
construction géomeétrique.

10. Supposons un cercle O (fig. 32), de rayon égal a
Punité, divisé en 17 parties égales, nous aurons dans le
triangle AOB,

A—B'=2—V4—_E',
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en obseryant que BB' = AC.
Nous aurons pareillement dans le triangle AOC ,

AC=2—Vi—ap,
parce que AD =CC'. Puis, dans le triangle AOD ,
AD =2—Vi—3AE ;
et enfin dans le triangle AOE,
AR —2+VA_2B,
parce que AB=EE".
Si, pour simplifier, nous posons ,

a= l/:@ — AB’ dourésulte AB = b—a’,

b=V1—aC AC=k— 0,
e=Vi—ap AD=4—c,
d=V21 3% AE=4—d,
nous aurons les quatre équations ,

g a=b+42,

(A) V¥ =c42,

? ¢ =d-42,

d=—a-}2.

Si nous considérons pareillement les quatre triangles
AOH, AOK, AOL et AOM, ct que nous posions

a=Vi—AK, V=Vi—AL,
¢ =V4—AN', d=Vi—aAl,

nous aurons les quatre équations

a“=—b'+2,
Yo=—c'+2,
(B> Clir‘_—d’+2,

d"=+a'+2;
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systéme qui nc differe du précédent qu’en ce que 2, b, c et
d y sont remplacés par — a', — V', —c' et — 4.

11. Sil'on éliminait directement b, ¢ et d entre les équa-
tions (A), on aurait une équation du 16° degré en <, dont
les racines seraient non-seulement toutes les valeurs cher-
chées , mais encore celles qui correspondent aux polygones
de 5 et de 3 cOtés. Car, en faisant b=d et c=—a, les
deux derniéres équations du systéme rentrent dans les deux
premiéres, et Pon retombe sur le pentagone régulier. De
méme , en supposant a =0, b =c,c=d et d=—a, on
a la scule équation 2* = a + 2 qui convient au triangle équi-
latéral.

Pour supprimer ces solutions étrangéres a la question, je.
soustrais d’abord la troisiéme équation de la premiére, et la,
quatriéme de la deuxiéme , puis je multiplie les deux équa-
tions ainsi obtenues et je supprime les facteurs 6—d et c+a,
ce qui me donne

(¢) (@a—c)(b+d)=1 ou bien ab+ad—bc—cd—=A1.

Je soustrais ensuite la deuxiéme équation de la premiére,
la troisiéme de la deuxiéme , la quatriéme de la troisiéme , et
la premiére de la quatriéme ; je multiplie membre 4 mem-
bre, et je supprime les facteurs communs b —c,c—d,
d+a et —(a+b), ce qui fournit

(6) (@—=b(c+d)(b+c)(a—d)=1
ou bien

(ac — bd+ ad —be) (ac— bd+ ab—cd)=1.
Si nous posons
x=c—a et
y=b+d t=bd
les équations («) et (6) deviendront

i
|
8

(o) Zy =1,
6 (t+z+bc—ad)(+z+cd—ab)=1,
ANN. DE MaTHEM. 111 19
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et la question sera ramenée a calculer x, y, z et ¢, ou sim-
plement X=2x4y, Y=tz etZ=1z,
puisque déja nous connaissons xy .
Or, en vertu de («) , I'équation (') devient
Y +3Y+ bd+bd:—ca’—act =1 ;
et comme on déduit des équations (A)
Vad+bd'+ca’—ac’=—1+20b+d+c—a)=—1+2X,
on a enfin, entre Y et X, I'équation

(Y) Y’ 4-3Y 42X =2.

Si Yon éléve an carré I'équation X=0b+c+d—a, en
observant d’ailleurs que 4* + d’+ c+a’'=x+y +8=X+8,
on obtient sans peine la denxiéme équation

X) X'—2Y —X=6.

Pour avoir Z, j'éléve pareillement au carré les deux
membres de V'équation Y = bd — ac, et jai

Y'=a'c’+ 0’d*— 2abed = a’c’+ b'd*+ 2Z.

Or
@+ Vd =bd—ac+2(b+d+c—a)+8,

et par conséquent, on trouve , aprés quelques réductions,

(2) 2=—2X+Y)—3.

12. Pour obtenir les valeurs de X et de Y, je remarque
que les équations (X) et (Y) peuvent se meltre sous la forme
suivante :

Y(Y43)=2(1—X) et XX—-1)=2(Y+3).
Si on les multiplie membre & membre , on a
(XY + &) (X — 1) (Y + 3)=0.
Et l'on voit qu'a la valeur X — 1 correspond Y =—=—3, sys-
téme qui ne peat convenir a la question, attendu que la va-
leur correspondante de Z serait +4—3 =1, et que Z doit
étre négatif.
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Reste donc I'équation XY = — %, laquelle combinée avec
X) donne , par I’élimination de Y,

X3 —X'—6X+8=0.
Cette équation est du troisiéme degré, mais on voit sans

peine qu’elle admet la racine 2; par conséquent elle se de-
compose dans les deux facteurs

X—2)(X*+X—4)=0.
A la valear X =2 correspond Y =—2, et ce systéme
doit encore étre rejeté. En effet, la valeur correspondante

de Z serait — 3, et il est facile de reconnaitre que I'on doit
avoir, en valeur absolue, Z < 2. Car la corde d , qui sous-

1 . ) .
tend 'arc A’'E =% de la circonférence, est moindre que la
moiti¢ du coté du décagone ; la corde ¢, qui sous-tend Farc

& 1 9
AD =— —_ == — 1 i 1 :
A'D ”—}—34 de C 3"C est plus petite que le coté du
3
décagone étoilé qui sous-tend T()C , et par conséquent on a

abed < 2.2.

\/52+1 « Vis—1 <

4
Restent donc les deux valeurs de X fournies par 1’équa-
tion X'+ X —4=0. Or, si nous substituons dans I'équa-

. 4 _—
tion (Y) la valeur X = — 3 et que nous supprimions la ra-

cine étrangére Y = — 2, nous obtenons encore I’équation
Y4+ Y—4 =0. Par conséquent, des deux racines de cette
¢quation, I'une est la valeur de X, et 'autre celle de Y; et
P'on a, pour la valeur correspondante de Z, Z = —1.

13. D’aprés cela, pour résoudre la question qui nous oc-
cupe, il suffira de résoudre ou de construire le systéme d’é-
quations suivantes :
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1) X'+ X —4=0,
@ ' —Xr—1=0,
(3) 2’ —Yz—1=0,
() a—axr+4z=0,
(5) V'—=by+t=0.

La racine positive de I'équation (1) sera la valear de X, et
Ia négative celle de Y ; les deux racines de ’équation (2) se-
ront positives et représenteront, la plus petite, la valeur de
x, et la plus grande, celle de y ; I'équation (3) donnera deux
valeurs de signes contraires, la positive sera = et la négative
t ; enfin, les deux racines de (4) seront — a et c, et celles de
(5), b et d.

En effectuant les calculs, on trouvera aisément

X=z(WTi—1), Y=—32(Tit+1),
x=% (\/E—i—\/%—-gl/r'z)’
y= %(\/ﬁ-—-l—}—\/M——ﬂVﬁ)’

% (\/17+1+\/sh+2\/17)
t=—1 ( +V17—\/34+2\/17)
—a=3 (\/ﬁ—l—\/ 34—V 17—

—V 68414V T—y/ 170—26V 17 416V 34—2l/1'7>,
c:%(l/ﬁ—l—\/ 3i—2b 17+

+\/ 68+148V TT—4V 170—26V 17416V 34+14V1‘7’),
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b =-ié ( V-4V 17+

+\/68+14\/1_7'+h\/ 170—26\/17—16\/3”2\/??),
d=_ (ViT—14V 3i—2V/ 11—

—V es+1aV/ sy 170—26\/1_7——16\/34+2\/1_7).

14. Siau lieu du systéme d’équations (A), on avait consi-
déré le systéme (B), on aurait effectué les mémes calculs en
posant x=d —c', y=—(b'+d), z=—a'd et t=Vd,
d’ou serait résulté que la racine négative de I'équation (1)
aurait représenté X et la racine positive Y. 11 s’ensuit que
les valeurs de @/, —¥', —c et d’ se déduiront de celles de

—a, b, c et d, en changeant \/ﬁ en — V17 dans les qua-
tre derniéres formules.

15. Une fois les valeurs de a, 0....a".... ainsi obtenues, on
aura aisément celles des cotés AB, AC ... des huit polygones
de 17 cOtés ; et en les combinant avec les valeurs connucs
des cOtés des polygones de 3, 4,5, 6,8, 10, 15 .... cOtés
on obtiendra tous les polygones de 51, 68, 85, 102, 136,
170, 255 .... cOlés. :

16. Au lieu de résoudre les équations du n’ 13, on pour-
rait les construire et arriver assez simplement aux valeurs
des lignes cherchées. Pour cela, 'équation (1) se met sous la
forme 2° = X {14 X)), et donne visiblement (Fig. 33) X = 0X
ot Y = OY, si I'on suppose OM =2 et MI = % = O?A- De
méme, les équations (2) ct (3) se mettront sous la forme
P'==x(@x—X) et 1°"=2z(z—Y), et I'on a, en posant

1
OL=-X et OL'= éY(ﬁg. 33):x=Az,y =Aly,z=A'z

cle=A't.
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Pour rétablir I'homogénéité dans les équations (4) et (5)
jeposez X 1=K, t X 1= 4", et je construis k==A'k et
h=A'h; ce qui me donne K’ =a(a—x) et °=b(y —b).

. X
Par conséquent, en prenant A'k, =k, et ky = 3 on aura

Ala=a, et A'c=c; de méme, en prenant A'y,=y et

A'h,=h onaura A'd=d et Ab=y,d=10; de sorte quen

portant les cordes A'd, A'c, A'b et A'a sur la circonférence
2

AC = — AD_——L et

O, on aura les arcs AB= — ,
17° 17 17

8 . .
AE= = de la circonférence:

Si I'on change ensuitc X en Y et réciproquement, puis que
I'on répéte d’ailleurs la méme construction , on aura les qua-
tre cordes A'c'=c', A'la' =ad', A'V'=V¥ et A'd' =4d, telles
quen les portantde A en M (fig. 32), en K, enLeten H, onob-
5 7

1—7,AK=f—7 et AM=—~

tiendra les arcs AH = i , AL=
17 17

de la circonférence.



