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NOTE

SUR LES INTERSECTIONS SUCCESSIVES DES LIGNES DE CONTACT.

PAR M. E. DESMAREST,
ancien ¢leve de VEcole polytechnique (*).

Deux courbes algébriques étant données , si des divers points
de Uune on méne des tangentes d Uautre, déterminer le lieu
géométrique des intersections successives des lignes qui unis-
sent les points de contact.

Les équations des courbes étant

Flzy)=0  ¢xy)=0,
les tangentes a la premiére courbe sont représentées par
Véquation
'
r—y=—5 ==

ou
IY 42X — ('Y 4 rX)=0.

) V.1, p. 263,
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1* &',y désignent les coordonnées d’'un point de contacet ;
2°Y', X' sont les polynomes dérivés pris par rapport ay et
a x; on démontre que la position sur la premiére courbe du
point 2’y opére toujours une réduction dans le polynome
y'Y' + X',

Si nous nommons x", y'' les coordonnées d’'un point de Ia
courbe ¢(xy)=0, et si la tangente passe en ce point , I'équa-
tion de la ligne des contacts sera

.},I/YI +xl¥xl — (J,IYI + rlXI) — 0 ,
ou en posant y"' = f(x"),
(A) Y/(2")+ X'z — (Y + X)) =0;
si nous donnons 4 x" Paccroissement %, I'équation de la nou-
velle ligne sera

1

(B) Y () + YL x")h+Yf<x") S +ete., +

+Xz"+Xb— (¥ Y’-{-x’X’ )=0
I'abscisse du point d’intersection des deux lignes est donnée
par I'équation

Y/ (2 + Y, f”(x") + etc., + X'k =0.

Si 1° on divise par %, et 2° on suppose % = 0, I'abscisse du
point d’intersection, de deux lignes infiniment rapprochées,
sera donnée par I'équation

Y/(x)+X =0,
ainsi le lien geométrique des intersections successives des
lignes de contact sera obtenu en éliminant z", y” des trois
¢quations

YN+ X'=0, YAxr)+Xz"'—('Y+2X)=0,

oxy" =0,

ct Yéquation finale '
Vi, p)=0

sera 'équation du lieu géométrique cherché.
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Premiére application. Les deux courbes données sont des
sections coniques, et sont, pour faciliter les ealculs, rappor-
tées au méme sommet pris comme origine, au méme axe;
leurs équations sont

y'=mx+nx’, ¥y =px+qx’,
I'équation de la tangente a la premiére courbe est
2y’ — (m+2nx)\x — mx'=0;

la condition de passer par un point x',)" de la seconde
courbe donne
%" y' —(m+2nx)x" —mx'=0, y"™=px"+qx";
ainsi les deux cordes de contact sont représentées par les
équations
(G 2y'f(x")— (m+2nx)x" —mx' =0,
D) (") + 2 (x"h+ ete. —(m+2nx) x" —
— (m+2nx" b —mx'=0;
Yintersection de ces deux droites donne,aprés avoir 1° divisé
par kb, 2° supposé h=0, '
] 9 "
.Z_(P_::_,W_Qf_’_) — (m +2n2')=0;

on doit donc éliminer x"y" des trois équations
(E) Py + 29y’ —y"(m+2nx')=0,
2y —(m+2nx ) —mx'=0, y"”—pxr'—qxr"=0;
des deux premiéres on déduit
., 2pyt—mx(m42nx’y | py'(m42nx')—2mgy'x!

= (m+2n2) —hqy” ’ r= (m + 2nx’)* — Aqy"™
ces valeurs, subtituées dansla troisiéme équation du groupe E,
donne I'équation du lieu géométrique cherché :
M) mpx'(m42nx'y'—(m’qx"+p’y") (m+2nx')—hmpgx'=0(")

(*) Cette équation est le résultat que 'on obtient aprés la suppression du fac-
teur m+-2nx' : ce facteur est étranger. 1o il ne peut étre nul lorsque la premiére
courbe donnée est une parabole; 2¢ si cette premiére courbe est une ellipse ou
une hyperbole, il représente une droite passant au centre et paralléle a Vaxe des
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Examinons quelques cas particuliers.
1° Si les deux lignes données sont des paraboles, on a
n=0, g =0, et le lieu géométrique est

2 m,
y=—ux;
si a la condition précédente on ajoute la condition p—=—m,
le lieu géométrique est
Y =—mx;

donc si les deux paraboles sont identiques, mais opposées au
sommet, le lieu cherché est la seconde parabole donnée.

2° Si la premiére courbe est une hyperbole et la seconde
une parabole, on doit, dans T'équation générale M, suppo-
ser g=0; la nouvelle équation, divisée par le facteur
m+2nx, donne

2
, m 2mn |

y=—x4+ —x.

P
3° Si la premiére courbe est une ellipse, la seconde une
parabole, on doit, dans I'équation (M), 1° changer le signe
de n, 2° supposer g=0, on a

2

¥y = B Qﬁl x,
P P

Nous pourrions ainsi examiner les modifications apportées
dans ’équation M par les divers assemblages de deux sections
coniques , mais I’examen des courbes a centre, fait en pre-
nant ce centre pour origine, facilite le calcul et fait mieux
ressortir quelques-unes des particularités que présentent les
lieux géométriques obtenus.

Les deux courbes primitives sont

r4mr’=n, r+pxr’=gq;

yet on peut facilement démontrer que cette droite est le lieu_géomélrique des
Intersections successives des cordes de contact lorsque le point de départ des
tangentes est un point quelconque de Vaxe des x.
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si nous conservons les notations précédentes, les deux cordes
de contact seront représentées par les équations

' Vv qg—px" 4+mx'x"—n=0,

1o

pyx
Viper

La rencontre des deux cordes donne, aprés la division
par % et la supposition 2 =0,

1o

y' VQ"P‘Z'“"“ h—etc+mx'x"+mx'h—n=0,

1.0

—py'x'+mzly" =0;

I'élimination doit donc avoir lieu entre les trois équations

L "ot

py'x"+my'x'=0, y'y'+mx"x'—n=0, y

ra

+p‘ruu__q=0 R
T'équation finale est
(N) q(pyﬂ +mixlh)ﬂ_rlzp2yll__'nznszll—__0.
1° Si les courbes données sont des ellipses, on doit conser-
ver les signes attribués aux quantités m, n, p, ¢; on peut,
a cette premiére condition , en ajouter une seconde , admet-
tre , par exemple, que la deuxiéme courbe est un cercle par-
ticulier , c’est-a-dire est le lieu des rencontres deux a deux
n(m+41)
m

Yéquation N est alors, aprés la suppression du facteur
.'V” + m? xlﬁ’

des tangentes normales; on a alors p=1, ¢=

nm

2 2,02
+mx’ = 5
Y mal

les foyers de cette derniére ellipse sont ceux de Vellipsc
donnée.

2° Si les courbes données sont des ellipses ou des hyper-
boles semblables, le lieu géométrique est une ellipse ou une
hyperbole semblable aux courbes données.

3° Si la premiére courbe est une ellipse , 1a deuxiéme une
hyperbole, et si les axes sont égaux, on doit 1° changer les
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signes de p et de g ;2 supposer p=m , g = n, I'équation
générale N devient

yu_m‘ru =—n;

le lieu géométrique est donc I'’hyperbole méme qui est le
point de départ des tangentes.

4 Si les conditions précédentes sont renversées, le ré-
sultat est également renversé : le lieu géométrique est V'el-
lipse méme qui est le point de départ des tangentes,

Deuxiéme application. Nous donnerons comme derniére
application I'exemple de deux courbes appartenant a une
famille remarquable, citée souvent dans les premiéres re-
cherches sur le calcul différentiel :

yr—b—clx—a)" =0, y—p—q(r—dR=0;
la tangente & la premiére courbe est
y—melx'—a)"'x —mb+ (m—1)y' v ame(x' —a)™ " =0,
les lignes de contact seront représentées par I'équation
(S) p+qlx’' —dR —me(x'—a)" ' — mb+

+(m — 1)y +amc(x' —a)" 7 ==0.
Si on fait osciller cette ligne en donnant 4 " l’aecroisse-
ment &, on a
(T) p+gq(x’ —dR 4+ Rg(x" —d)R~1h +etc., —
—me(x'—a)" 2" — me(x'—a)""h—mb+-
+(m—1)y +amc(x' — @)™ =0;
Iintersection de ces lignes donne, aprés la division par /,
et la supposition 2 =0,

Rg(x"— dR—1 — me(x' —a)" "' =0
I'élimination doit donc avoir lieu entre les trois équations
(V) Ry"—Rp—mcx"(x'— @)™ +dme(x' —a)" " =0,
Y'—me(x' —a)™" —mb 4 (m—1)y'+ame(x' — @)™ =0,

y'—p—qx"—dR=0

ANN. DE MaTHEM. 111, 16
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Les deux premiéres donnent

x"-—RP —Rmb +Ry'(m — 1)+ mc (aR—d) (x'—a)™*

me(R—1) (' —a)™" ’
y__Rp—mba4 (m—1)y' +mela—d)(x'—a)""
r = R—1 ’

ces valeurs, substituées dans la troisieme équation da groupe
(V), donnent
Rp—mb+ (m—1)y' + me(a—d) (x'—a)™
Rp — Rmb 4+ Ry'(m — 1)+ mcR(a — d) (x'— a)™ R
—d — =0
me(R— 1) (£’ — a)"™ ]

On peut, de ce cas général, déduire I'exemple des deux

paraboles données dans la premiére application, on doit
alors supposer

b=0, a=0, p=0, d=0, m=2, R=2,
on a alors I’équation finale

- 1 .
Si on suppose ¢ = —, ¢ =[—) , Si on change les x en y, ct

vice versd, les deux paraboles sont y'=mx, y*=px,
c’est-a-dire sont celles qui ont été indiquées primitivement,
ct le licu géométrique donné par Yéquation (U) est, comme
dans I'exemple cité




