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THEORIE ELEMENTAIRE DES NOMBRES,

D’aprés Euler, Legendre, MM. Gauss et Cauchy.

1. Pour donner plus d’ensemble a cette exposition, nous
croyons utile de remonter aux notions et aux propositions
primitives. Dans tout ce qui suit, on emploie les lettres pour
représenter des nombres entiers positifs; observation essen-
tielle qu’il ne faut jamais perdre de vue.

2. L'unité, c’est Iidée abstraite d’un objet quelconque
considér¢ comme existant seul.

3. Compter, c’est ajouler I'unité successivement a clle-
inéme ct donner un nom a cette agrégation; le nombre est
celte agrégalion d’unités. L’équation suivante contient la
dvfinition du nombre :

al=1.a (1)
H wexiste pas de dernier nombre.

% La numération parlée cst un systeme fimité de signes
vocaux ‘mots) an moyen desquels on peut nommer tous
les nombres donl peuvent avoir besoin les sciences . les arts
el diverses proflessions sociales.

5. La numération écrite est un systéme limit¢ de signes
graphiques ( chiffres ) au moyen desquels on peut représenter
tous les nombres.

6. La séric des nombres naturels est la suite des nombres
0,1,2,3..... ». Il faut se représenter cette suite comme
écrite sur une demi-circonférence de rayon infini, de sorte
que + oo cst diamétralement opposé & zéro; et sur lautre
demi-circonférence , aussi @ partir de zéro, on écrit la suite
naturelle des nombres négatifs 0. —1, —2..... — w, de sorte
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que +0 et —0, + ® et — o se confondent. C’est une observa-
tion essentielle dont Youbli entraine a d’élranges'hérésies *).

7. La série des nombres naturels donne lien a deux opé-
rations principales : 1° compter en avant, en allant vers + oo,
c'est Vaddition ; 2° compler en arriére, en allant vers — oo,
c'est la soustraction. Quel est le septiétme nombre aprés 13 ?
Réponse : 20. Quel est le treiziéeme nombre aprés 7? Ré-
ponse : 20; et le résultat s’écrit: 134 7= 7413, et en géné-
ral a+b=0>0+a (2). Quel estle septitme nombre aprés 13
en allant vers — oo > Réponse: + 6, ou 13—7=-+6. Quel est
le vingtliéme nombre aprés 13 en marchant vers — o ? R¢é-
ponse: —7, ou 13 —20=—"17. L’addition et la soustraction
sont deux opérations inverses et peuvent scrvir a se con-
troler mutuellement.

8. Probléme 1. Etant donné le polyndme a+a,+a,+...an ,
les nombres étant positifs ou négatifs , combien y a-t-il de
maniéres d’obtenir le résultat? Nous donncrons plus has
une solution simple de ce probléme difficile (p. 208).

9. Lorsque dans I'addition de plusieurs nombres tous les
nombres sont égaux, I’opération prend le nom de multipli-
cation ct le résaltat se nomme produit.

Théoréme 1. ab=1ba (3). Démonstration. On a a.1 =1.a,
donc a.1 +a.t=1.a+1.4, ou a(1+1)=(1+1)a, cl cn conti-
nuant, on parvient a zb=—0a. On peut aussi imaginer @ rangées
ded carrés chacune; le nombre total de carrés sera représenté
par ab et par ba. Le méme genre de raisonnement sert a dé-
montrer que les six permutations de abc donnent Je méme
produit : on imagine un assemblage de cubes égaux ranges

(*) 11 est utile aussi de remarquer que ol =7 et 0 se confondent ainsi que
wl” —1 et ». Pour les distinguer, dans Palgébre appliquée, 1l faur examiner
etat de ces quantités un instant avant et aprés qu’elles sannulent ou de-
viennent infinies. Cet examen est devenu objet d’un genre d'operations que
M. Cauchy désigne sous le nom de calcul des résidus et pour lequel il a imaginé¢
un algorithme special. il taut aussi toujours se rappeler jic 0 et » sontdes
expressions réesprogues
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en forme de parallélipipéde (*), on en compte un nombre «
dans le sens de la longueur, un nombre & dans le sens de Ia
largeur, ¢t un nombre ¢ dans le sens de la hauteur; il y aura
six maniéres, correspondant aux six permutations, de trou-
ver le nombre lotal des cubes, qui est toujours le méme.
(Legendre, Théorie des nombres , Introduction, § 2.)

10. Théoréme 2. Dans quelque ordre qu'on effectue les
multiplications de » facteurs , on parvient toujours au méme
produit.

Démonstration. Supposons que le théoréme soit vrai pour
un nombre de facteurs moindre que »; de quelque maniére
qu'on s’y prennc, lopération sc termine toujours par la
multiplication de deux facteurs, qui sont généralement cux-
mémes produits de facteurs simples. Soient, pour un de ces
modes d’opérer, P, et Py deux de ces derniers facteurs com-
posés, les indices r et s indiquent le nombre de facteurs
simples qui entrent respectivement dans ces facteurs multi-
ples; on a évidemment » +s=—n. Soient P et Py les deux
derniers facteurs correspondant 2 un autre mode d’opérer,
on a encore r'+s'=n; P; a nécessaircinent un certain nom-
bre de facteurs simples en commun avec Py ou avec Py ; ad-
mettons le premier cas et désignons par P; le produit des ¢
facteurs communs : r etant plus petit que ., on peut multi-
pliecr d’abord entre eux ces facteurs communs, on a donc

P, =P, . Pr—; Pp=P¢ . Pr_y:
donce Pr.Ps =P, . P .Ps
PrPy=P; . Pr_.Py;
or Pr—; .P; = Pp_,. Py, car ces deux produits renferment
les mémes facteurs simples et en nombre moindre que r ; de
quelque maniére qu’on effectue le produit, il doit donc, d’apres
la supposition, rester le méme ; donc aussi P, .Ps =Py . Py,

*\ 11 serait plus conforme a etymologie d’ecriie parallelepipede.
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Or le théoréme est vrai pour trois facteurs, il subsiste donc
aussi pour quatre facteurs, etc.

11. Probléme 2. De combien de maniéres peut-on effectuer
le produit de ~ facteurs inégaux?

Solution. Désignons par le symbole Py, ce nombre de ma-
niéres; et par Pny4y ce nombre lorsqu’il survient un nouveau
facteur K | et que I'on a n+1 facteurs; cherchons la rela-
tion entre Pn.1 et P,. De quelque maniére qu'on s’y prenne
pour effectuer Pn, il faudra toujours exécuter » — 1 multi-
plications, Ceci est évident lorsqu’on mulltiplie le premicr fac-
tear par le second ; ce premier produit par le troisiéme fac-
teur ; ce second produit par le quatriéme facteur, et ainsi
de suite : il en est encore de méme lorsqu'on exécute par
groupes. Exemples - soit =12, il faut onze multiplications ,
par le mode successif ; ¢t si on décompose en trois groupes de
trois , quatre et cinq facteurs , le premier groupe nécessite
deux multiplications , le second en exige trois etle troisicme
quatre ; & quoi il faut ajouter deux multiplications pour les
trois groupes ; ainsi, en tout, encore onze; et le méme rai-
sonnement s’applique & un nombre quelconque de facteurs.

Cela posé, soient d’abord deunx facteurs a, b, on a évidem-
ment P, =2, savoir : ab, ba ; prenons un troisiéme facteur c;
on peut le combiner comme multiplicateur,, ou multiplicande
avec ab, entiérement cffectué, ce qui donne deux maniéres ,
cab , abc; ou bien encore faire intervenir ¢ pendant la mul-
tiplication ; ainsi, ac X b,ca X b, a X bc,aXcb, ce qui
donne quatre maniéres , en tout six maniéres ; raisonnant
de méme sur ba , on voit que 'on a P,=12=2. 6 ; prenons
un quatriéme facteur , et combinons-le avecle produit abc ;
(’abord enti¢rement effectué , on obtient dcux maniéres
dabc , abed ; ensuite pendant Popération , abc exige deux
multiplications ; en introduisant & pendant la premiére ,
celle de a par be, on obtient quatre manicres - ad. be, da. be,
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a. dbe, a. bde, et autant pendant la seconde multiplication ,
celle de ab par c; en tout dix maniéres. On en ditautantd’an
produit quelconque , d’oit P,—=120=2.6.10; on trouverait
de méme P,=2.6.10. 14 ; et ainsi de suite.

En général , soit M une des maniéres employées pour
obtenir le produit de ~ facteurs. Le nouveau facteur K
peut se combiner, multiplicande ou multiplicateur avec M,
ce qui donne deux maniéres ; si on I'introduit pendant I'ex¢-
cution, ily a n— 1 multiplications dont chacune donne
quafre maniéres , ct en tout 4 (n—1) 4+-2=4n —2; ce qu’'on
dit pour M peut s’appliquer a toute autre maniére d’obtenir
le produit de n facteurs; donc

Pu+1 = (4n—2)P, ou bien Pp—=(4n— 6)Py_,.
Faisant successivement n=2,3, %, .... n, et considérant
que P, =1,0na

P,=2; P,=26. P,=26.10; P,=26.10.14;
P,—2.6.10.14.18 ;

n 2[2rn—3
et Pn+|———-2.6.10 ... (471.—-6)‘——2 4.3.5....2n—3= —l[:ll-—Q]];

les crochets désignent un produit continuel.

Observation. Celte ingénicuse solution est due a M. Ro-
drigues (Olinde). La formule avait ét¢ trouvée auparavant
par M. Catalan (E.), & laide de considérations combina-
toires. (Journal de Liouville , t. IH , p. 515 et 549. 1838.)

12. Probléme 3.De combien de maniéres peut-on effectuer
un produit de n facteurs , lorsqu’il y a des facteurs égaux ’

Solution. Soit a«b’cv...., el « 5+, ....—=n on aura

2.6.10.....4n—6
T 023912350123 9.

Cette formule, déduite de la théorie combinatoire est
aussi de M. Catalan. (Journal de Liouville, t. VI, p. 74.1841.)

Observation. Ces solutions convicuinenl aussi au pro-

Py

bléme 1 (', « La suite prochainement )



