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SUR LES INTERSECTIONS SUCCESSIVES

de droites représentées par une équation contenant
une variable (*).

P A R M. E. B E S M A R E S T ,
ancien élève de l'Ecole polytechnique.

1° A quelles conditions doivent obéir les quantités a et b

pour que toutes les droites représentées par l'équation

O Voir t. !. p. '281 : t. I l . p. 110, cor 2.
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se coupent au même point?

Soit b = y [a], l'équation devient

y = ax + <p (a). (A)

Remplaçant a par a + &, on a

^ = flx + hx + ff(a) 4- <P' (a) h + ?" (a) — +etc. (B)

Cherchant l'intersection des deux droites, on a

hx+yXa) + i(\a) —> + etc. = 0 .

Divisant par h, puis posant h = 0, on a .r = — <p'(a). Sub-
stituant cette valeur dans (A), on a pour les coordonnées du
point d'intersection de deux droites :

x = — * (a) , y

Or <pr(tf) doit être constante; donc y(a)=pa + q. Cette
condition est nécessaire et suffisante ; car elle donne, pour
les coordonnées du point d'intersection,

* = — p, y = + q-

Donc, pour que les droites représentées par l'équation
y=zax^-b se coupent au même point, il faut et il suffit que
les quantités a et b soient liées par une fonction du premier
degré. L'équation est :

y=zax +pa + q ou y — q = a{x+p).

2° A quelles conditions doivent obéir les quantités a et b
pourque les intersections successives des droites représentées
par l'équation y=zax + b soient sur une ellipse donnée ?

Soit cette ellipse donnée.

Soit b=zo{a) et l'équation des droites y = ax 4- va)«
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Les coordonnées du point d'intersection de deux droites voi-
sines sont

•* = — i(à), y = <p (a) — # ?'(a) •
On doit donc avoir

n*W(a)Y + [<p (a) — a(s/{a)Y = une constante m7n\

Or, même en restant dans les lois ordinaires des dérivées,

on peut reconnaître que la valeur <p(a), qui réalise cette con-

dition est cp(tf) =zm\/ni + ài. Donc, toutes les droites re-

présentées par l'équation

y = ax 4- mv n* + ^

se coupent sur l'ellipse

3° Un raisonnement analogue démontrerait que les inter-
sections successives de droites représentées par l'équation

y =z ax + mv — n* + a
sont sur l'hyperbole

— n? xl +y* = — ?̂̂ V̂ a.

Si l'hyperbole était rapportée à ses asymptotes, son équa-
tion serait de la forme

xy = — m\

Or les coordonnées du point d'intersection de deux droites
voisines étant toujours

x = — 'J\(i), y=.v(a) — av{a),

on devrait avoir

rt[<pr(a)]? — f (a) y\a) = une constante — m . (C)

Donc la fonction ?(a) devrait être de la forme \/a, cette
quantité étant multipliée par une constante soit dont'

cp(tf) = s[/a l'équation (C) devient

— ==• — tu ou s = hm .
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Donc, enfin, les intersections successives de droites repré-

sentées par l'équation

y = ax -f ^Lm\/ a
sont sur l'hyperbole

xy = •— m\

4° Si la courbe donnée est une parabole

x* = my,

on doit avoir

h'WY
— - — = une constante m
cp (a) — ao {a)

ou y {a)]2 + may'{a) — my {a) = 0 ; (D)
ce qui indique que la fonction do a est de la forme #% cette

quantité étant multipliée par une constante p dont on déter-

minera la valeur ; soit, en effet, <p(a) =/?<^% l'équation (D)

devient

(i/?-h///)rt2 s= 0 ; de là , /? = — —.
4

Ainsi, les intersections successives des droites représentées

ma2

par l'équation y = ax ~- sont sur la parabole

x* = my.

Les conditions qui précèdent ont été obtenues en évitant

toute idée de tangentes. En général, elles ne sont que suffi-

santes : si nous admettons que la droite primitive est, après

une oscillation, transformée en une tangente à la courbe,

nous pourrons conserver à la question toute sa généralité.

Nous donnerons ici Fellipse comme exemple.

5° A quelles conditions doivent obéir les fonctions algébri-

ques A et B , pour que les intersections successives de droites

représentées par l'équation

j = A.r + B ,
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soient snr une ellipse donnée, et rapportée à son centre et à
ses axes.

La courbe étant une ellipse, il existe une relation connue
entre la droite qui unit l'origine à un point d'intersection,
et la droite génératrice correspondante : le produit des tan-
gentes des angles que ces droites forment avec l'axe des x
est —rc% c'est-à-dire négatif et constant.

L'équation de la droite étant

y=zAx + B, (E)

si nous appelons A', A", etc., B', B", etc., les dérivées suc-
cessives que donnent, dans A et dans B, l'accroissement de
la variable indépendante, on aura l'équation de la droite
changée

(F) 7 = A a : + A ' ^ + A " ^ 2 + etc. 4-B+B7*+B"^+ etc.

L'intersection des droites (E) et (F) donne

B' A'B — AB'

* = " " ' " A T — (G)

La droite qui unit l'origine au point d'intersection est

A'B—AB'

Le produit des tangentes A et ~ — étant négatif et

constant, on a

De là, on déduit

AB —A = ~ £ -

Substituant ces valeurs dans les expressions (G), on a

— AB «2B
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ou

y*L'équation de l'ellipse donnée étant x* 4- — = ma, il est

clair que les sommes des carrés des valeurs données en (K)
doivent résoudre cette dernière équation. On doit donc avoir

"B V _
TÂ î j -m '

ou

OU

B = ™\/

Si nous faisons l'hypothèse la plus simple, si nous suppo-
sons que A est une variable indépendante a, nous retrouve-
rons la condition donnée précédemment, c'est-à-dire, que les
intersections successives de droites représentées par l'équation

y =. ax 4- niv if 4- a?
sont sur l'ellipse

Un calcul analogue résout la question générale pour l'hy-
perbole et pour la parabole.

6° Des développées et du cercle osculateur. Les recherches
de la développée et du cercle osculateur d'une courbe sont
des conséquences des recherches qui précèdent. Pour la pre-
mière , il suffira d'obtenir les intersections successives des
droites normales aux génératrices primitives, chacune de
ces normales passant par le point d'intersection des deux gé-
nératrices voisines correspondantes -, pour la seconde, on dé-
terminera la distance d'un point de la courbe primitive au
point correspondant de la développée. Ces calculs ne présen-
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tent aucune difficulté; nous donnerons seulement comme

exemple la développée et le cercle osculateur de la para-

bole

x'À = my.
La droite génératrice est

les coordonnées du point d'intersection de deux génératrices

voisines sont

t ma f ma*

la droite normale à la génératrice primitive, et passant au

point x',y, a pour équation

ma? 1
4 CL

Si dans cette dernière équation 1Ô on remplace a par

a-]-h; 2° on développe; 3° on cherche ïintersection des

deux normales, on a les coordonnées du point d'inter-

section

ma? 3/i2aa -\-^Lm
x = , r = • ,

2 ' J 4

si on élimine a entre ces deux dernières équations, on a

16

Cette dernière équation est celle de la développée. Si on

transporte l'axe des x parallèlement à lui-même, en posant

y = j r , on obtient la forme connue de la développée

27m'

Les coordonnées x',y'\ x,y d'un point de la parabole et du

point correspondant de la développée sont
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ma
,

ma? Zma* -4- 2
y 4 74 . *7 4

désignant par R le rayon du cercle osculateur, on a

ma wa3V //Ma (Sma* -f- 2

ou R ' ^ - ^ )

Substituantpoura sa valeur déduite del'unedes expressions

en JC' ou en y , on aura le rayon du cercle osculateur en

fonction de l'abscisse ou de l'ordonnée du point de la courbe.

Pour obtenir ce rayon en fonction d e y , on remplacera a%

4/
par l'expression — , et on aura

m

\


