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NOTE

SUR UNE

NOUVELLE METHODE DE GEOMETRIE ANALYTIQUE.

PAR M. FINCK,
Docleur és sciences, professeur a Fécole d’artillerie el au college de Strasbourg.

Notre Descartes, en créant sa géométric , n’a pas entendu
poser des bornes a la science : cependant, dans tous nos
traités absolument neufs, je ne vois que sa méthode. Quel-
quefois, il est vrai, on se plaint qu’elle n’'est pas parfaite;
qu'au deld du second degré, elle a bien peu de portée, etc.
N’y a-t-il donc pas de progres ? Si fait, mais pas dans les li-
vres ¢élémentaires. La méthode de Descartes ( sur le plan)
consiste a rapporter les modes de Y'étendue a des droites qui
souvent n’ont pas une liaison bien intime avec la courbe que
Von étadie. Mais déja le grand Euler, qui n’a touché a rien
en vain, afait un pas de plus : il est vrai que ce n’est qu'un
germe. Ge germe est actuellement développé ; j’ai fait con-
naitre un de ses fruits dans le journal de M. Liouville, ily a
quelques années. Le développement en question est le nou-
veau systéme de géométrie analytique du docteur Plucker,
Bonn, 1835.

Ce systéme, outre ses généralités par rapport a la trans-
formation des figures, consiste a chercher dans I'équation de
la courbe les droites qui ont avec la courbe, la liaison la plus
intime. J’ai fait, comme vous savez , une application de cette
méthode 4 'espace , en donnant des moyens précis et simples
pour reconnaitre dans chaque cas la nature da lieu repré-
senté¢ par une équation a trois variables. Je donne toujours,
dans mon cours, une idée de ladite méthode. Je ne me pro-
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posc pas de la développer maintenant ; il suffit de montrer,
par quelques exemples tirés du nouveaw systéme, avec
quelle facilit¢ elle s'applique a un certain genre de re-
cherches ou, au contraire, I'ancien systéme est trés-prolixe.

1° Je nomme p, ¢, r, s, a, b, des.fonctions linéaires de la
forme Ay + Bx +C. Toute courbe du second degré pourra
éire représentée d’une infinilé de manieres par une équation
telle que

]77-#(1’::0, 1) %

oi p==0, ¢ = 0 scronl ¢videmment deux tangentes, a=0
est la corde de contact.

Je représente la méme courbe par

rs+0=0, 2)
et, vu le nombre des coeflicicnts A, B, etc., jc puis supposer

pg+a’ =rs+b’; (3)
d’ou
pq—rs=(b+a)b—a). (%)
Les quatre droiles p =0, ¢ =0, r=0, s=0 forment
un quadrilatére circonscrit a notre courbe.
L’équation (&) est satisfaite par p=0, r=0, b +a=0;
elle Vest aussipar =10, s=0, b+a=0.
Ainsi, b+ a =0 est unc des diagonales du quadrilatere
circonscrit ; Vautre est évidemment b —a = 0.
Or ces deux diagonales s¢ coupent sur les droites b =0,
@ = 0. qui sont les cordes de contact, ou bicn les diago-
nales du quadrilatére inscrit, conjugué.
De 13, le théoréme déja connu de Newton.
Du reste, les équations a=0,0=0, b+a=0,b—a=0
sont évidemment celles de quatre rayons harmoniques.

(*) Cette proposition ne peut étre admise sans une démonstrationqui présente
une discussion difficile. Pour une courbe du 3me degré pourrait-on écrire &
priori pqr+ad=0> Tm.
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2> Je représente I'équation de la courbe par
pg=rs; 5)

P, g, T, s €tant toujours des fonctions de la forme indiquée.
Les droites p=0, g=0, r=0, s=0 sont ici des sécantes.

1’équation (5) est satisfaite par

p=r avec qg=s.

Ces deux droites se coupent donc sur la courbe; il en est de
méme des droites

pP=s, q=r.
Dailleurs, p = r et p =s se coupent sur p =0;
qg=s, gq=r .......qg=0,

Voild six droites -
p=0, p—r=0, g—s=0, y=0, g —r=0, p—s=0,
dont chacune coupe la suivante sur la courbe ; d¢ méme la
derniére, p—s, coupe la premiére, p = 0, sur la courbe.
Ce sont donc les six cotés consécutifs d’'un hexagone inscrit.
Or les cOtés opposeés forment les trois couples suivants :

]):() l .

7=0 qui se coupent sur-p—g=0;
p—r=0 ) \
g—r=0 . vu que (p—r) —(g —rj=p—q,
’/—S:O )
p—s5=0 .

Donc, les intersections des cotes opposés sont en ligne
droite. C'est le théoréme connu.

Voila donc I’analyse , a peu prés sans calcul : clle n’en est
pas plus mauvaise (7).

D’autres travaux remarquables, en ce genre, sont dus
4 MM. Magnus, Mabius, Druckenmiiller, elc. : j’extrais

(*) En admettant ce genre d’equations a priori sans demonstration, 1l me
scmble qu'on esquive les calculs: on ne les evite pas. § es resultats sont connus
d’avance et on s’arrange de matere a les obtenir. Tm.
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d’unouvrage de cedernier (Die Ueber iragungs Principien, etc.)
Particle suivant, remarquable sous plus d’un rapport.
Soient les deux équations

y=y'+mx—z2)=0, Q)
y—y'+mx—x)=0. 2
Je prends deux solutions de I’équation (1) :
r=a, y=y—mla—2); (3)
x=0b, y=y'—m((—2x). %)
Je prends pareillement deux solutions de (2) :

rx=ada, y=py—md—2x); 5)
=0V, y=y'—m'l— 2. (6)

Je forme P'équation du premier degré entre x , y, qui est
satisfaite par (3) et (5) : ellc est

m(a—2')—m/(a'—x') ,

Y=y trma—a’)= ; (x—a). (7)
a—a
Celle qui P'est par (4) et (6), est
Sy (p—t) = O 3) —_"Z C==) o). (8

Or, si 'on chimine y entre (7) et (8), 5/, m et m' dispa-
raissent, et x cst une fonction de x', a, a', b, V', que je
nomme x =f(x', a,a,b,l).

Ce résultat peut étre interpreté geométriquement de bien
des maniéres : en voici quelques-unes.

1. Je suppose que y, x soient des coordonnées ordinaires ,
(1) et (2) seront deux droiles qui se coupent au point (x', 5');
(7) sera une droite qui coupe (1) au point (r=a,y....) et (2)
au point (x = &',...). De méme, (8) est une droite coupant
(1) au point (x =0,...), (2) au point (x=10, ..). Voila
donc un quadrilatére complet dont les cOtés sont les droites
1), (2), (7, (8), ct dont les six sommets ont pour abscisses
respectives

ya d bV a=feaca, b b
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Or, si les cing premiéres abscisses restént constantes, la
sixiéme ne variera pas non pluas ; donc

Siparms les six sommets d'un quadrilatére complet,il y en a
cing qui décrivent des droites paralléles a une direction donnée,
le sixiéme décrira aussi une paralléle d cette direction (axe
desy).

11 est évident qu’il en est de méme des intersections des
trois diagonales.

I1. Toute droite interceple sur les axes deux segments qui
déterminent complélement cetie droite. M. Prucker, qui a
imaginé ce nouveau systéme de coordonnées , lui a déja donné

un assez haut degré de développement. En représentant par
1

1 . L
o ces segments, il appele y, x des coordonnées linéaires.
Une droite est, dans ce systéme , représentée par deux équa-
tions x —=oa, y =f. Une équation ¢(x, y) = 0 représente
ainsi une-infinit¢ de droites : on peut donc la regarder
comme représentant la courbe & laquelle toutes ces droites
sont tangentes. Par conséquent une méme équation¢(x, 3 }=0,
interprétée d’aprés les méthodes Descartes et Plucker, re-
présente deux courbes qui ont une certaine relation de réci-
procité dans le seus connu. Je ne m’élends pas maintenant
la-dessus.

Il est tres-facile de prouver que dans le systéme actuel
Véquation - =ax -+ b représente un point (*).

Il s'ensuit que l'équation (1) représente un point, el
comme elle cst satisfaite par y =y', x= x', ce pvint est sur
la droite que déterminent ces deux derniéres équations.

Nous avons donc un nouveau quadrilatére dont quatre
sommets sont les points (1), (2), (7), (8).

() Soit Péqnation ordinaire d'une dreite 2yt7.s - 1. St 2=alib, enveloppe
de la droite estun point voyes p tos . T,
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Parmi les cotés et diagonales, au nombre de sept, sont
les droites

(%', ¥') qui passe aux points (1), (2)
& ) O )|
G « . . L, 8
1) H RN ©) B )
6 . . . . ... 2,8

et la droite qui joint les points (7) et (8), que je nomme (9).

Chacun pourra faire cette figure : la septiéme droite du
quadrilatére est celle qui joint Pintersection des droites (4) et
(5) Acelle de (9) avec (x',y).

Ladroite (9) est déterminée par le systéme des équations
(7) et (8); C’est a elle qu appartient x = f (2, ¢, &', b, V).

On admetira que ', @, &', b, V' sont invariables; cest
supposer que les droites (', "), (31, (4), (3), (6) tournent
autour de leurs pieds sur I'un des axes ; mais alors x = f(x'.
a, a', b, b') estnvariable; donc

St parmu les sept droites qui composent un quadrilatére
complet il y en a cing qui tournent respectivement aufour des
pownts ou elles sont coupées par une droite quelconque , 1l y en
« une sixieme (par swile ausst la septiéme) qui tourne au-
tour du point ow elle est coupée par la méme droite.

111. Mais ce ne sont pas les seules inlerprétations géome
triques que l'on puisse donner au fait analylique ci-dessus
remarque , relativement a x =/ (&', a, «', 0, 0'). On peut
aflirmer que le nombre des interprétations est infini : on en
obtient, par exemple. deux en regardant y, x comme des
coordonnées polaires; alors , au licu de droites, ce sont des
spirales d Archiméde qui sont en jeu, et le théoréme cst re-
latif ou aux angles ou aux rayouns vecteurs.

J/auteur auquel jemprunic cc qui précéde n'a pas donné
ces dernicres interprétations; il en a donné une qui se rap-
porte a des cercles, la voici . Considérons une droite inde-
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finie nommeée axe des x; d’un point de cette droite , comme
centre , avec un rayon donné, je décris un cercle; prenant
pour origine un point quelconque de notre axe des x, je
désigne I’abscisse du centre par x et le rayon par y; j'ap-
pelle x, y, coordonnées circularres.

Etant donnée une équation f(x,y)=0, j’en tirerai une
infinité de cercles, et j'appelle lieu de V’équation la courbe
enveloppe de tous ces cercles : I'équation du premier degré
y =ax-b représente dans ce cas encore évidemment une
droite.

Par conséquent notre éqaation (1) représente une droite
tangente au cercle (z', ).

De méme (2). N

Nous avons les cercles (3), (4), (5), (6);

La droite (7) tangente aux cercles (3), (5);

La droite (8) tangente a. . . (4), (6).

Le systéme des équations (7), (8) convient au cercle qui
touche les droites (7), (8), et qui a pour abstisse du centre
r=f(x'ya,da,b, V.

Ainsi encore un quadrilatére dont les cotés sont (1), (2),
(7, (8), etsix cercles qui les touchent deux a deux ; donc

St on fart varier le quadrilatére de facon que les centres
determinés par X', a, a'. b, b', ne changent pas. quelles que
soient les variations des rayons, le centre du sixieme cercle
x = f(...) ne changera pus.

Mais rien n’empéche de regarder les » comme les abscisses
des centres et les  comme les rayons; donc les cing rayons
a', a,d, b, V', restant invariables, le sixiéme x=/f(...)le
restera aussi, et st les angles d’'un quadrilatére complet s’ap-
puient sur six cercles dont les centres sont en ligne droite, que
'on déforme le quadrilatére en faisant mouvoir les centres sur
[ droite qui les contient , de facon que cing des angles restent
appuyes sur leurs cercles, le sizidme ne quitlera pas le sien.
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Rien n’empéche de supposer que I'axe des x est une courbe
au lieu d’une droite, alors il y a modification.

Jajouterai a ce que je viens de traduire de mon auteur,
que Pon peut représenter par x, y deux éléments d’une
courbe quelconque dont tous les autres éléments resteraient
invariables, et alors le petit calcul ci-dessus conduit a4 une
proposition qui a une infinité de corollaires.

Terminons. Le but de la géométrie analytique est I'étude
des lois de I'étendue figurée, par I'intermédiaire des relations
métriques. Le moyen est d’attribuer aux symboles analyti-
ques une signification géométrique ; par suite, a chaque si-
gnification géométrique nouvelle que vous attribuez aux
symboles qui entrent dans un calcul, répond un nouveau
théoréme de géomeétrie, et tous ces théorémes ont un air de
famille qui tient a leur origine commune.

Voila la dualité bien dépassce.

11 me semble que ces idées pourraient ( dirai-je devraient)
trouver place dans les traités élémentaires. La composition
d’un ouvrage ou tout cela entrerait avec des bornes con-
venables, est trés-désirable. J'en ai le projet , toujours plus
facile que I'exécution. Non omnia possumus omnes.



