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Un cercle mobile ¢ son centre sur une droite fixe el touche ur
cercle fixe; quel est le liew du pole d’une seconde droite fixe
relativement a ce cercle mobile; que devient ce liew, lorsque
le cercle fixe sc réduit ¢ un point, ow devient une droiz>
Q. 74, p. 328,

PAR M VIDAL,
Eléve du College de Montpelhiet

} Je prendrai pour axe des v la drotte sue laguelle diat
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se trouver le centre du cercle mobile, et pour axe des » la
perpendiculaire abaissée sur cette droite par le centre du
cercle fixe. Sije designe par & I'ordonnée du centre du cer-
cle fixe et par r son rayon, son équation sera

x4+ (y—br=r.
Je désigne par @ et ', Vabscisse du centre et le rayon du
cercle mobile, son éguation serait

(o —a) 4y =r-. (1)

11 faut maintenant exprimer que ce cercle est tangent au
cercle fixe. Il suffit d’écrire

P = (r+ I/a-z + by,
Dans le deuxi¢me membre, il faudra prendre le radical avec
le signe —= parce que la longueur de la perpendiculaire peut

étre prise positivement ou négativement. En remplacant r
par celte valeur dans V'équation (1) il vient
(w—a)+y =(rz2= V(z’w—#}—-—(;’)’, 2
qui est maintenant I'équation d’'un cercle ayant son centre
sur la droite fixe et tangent au cercle donné. Soit y = ma
- g léquation de la droite fixe; le pole de cette droite se
trouvera sur la perpendiculaire abaissée du centre du cer-
cle sur cette droite, ses coordonnées devront donc satisfaire
a I'équation
1

e e L — N )
J m (‘7 (I) (’/

Je désigne par (%,8) les coordonnées d'un point quel-
conque pris sur la droite fixe; si par ce point je méne deux

tangentes au cercle (2), 'équation de la corde de contact
sera

ax+fy—ar—axr+a' =(r= Va -+ )

I faut exprimer que le point (=,3) est sur la droite fixe,
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pour cela il 0’y a qu’a remplacer § par mz g, celte der-
niére ¢quation devient

ax -4 (ma+g)y —an— ax +a’ = (r=Va + 11’)2'

Le pole de la droite devra encore se trouver sur cetle
droite: par conséquent, si je désigne par x et y les coordon-
nées de ce point, il n’y a plus qu’a éliminer «, entre cette
equation et’équation (3); de la premicre, je tire a = my -+ z;
en portant dapns la deuxiéme, il vient
axr -4 (ma—g)y—(my 4+ x)a—(my + x) x +(my + x)* =

= (r==V (my + 2 )"

ou bien en réduisant,

8y —(my 4 ) 2+ (my + 2= (r== Vimy +ay+b) =
=r'irytx) 402 \/(my—i— x) 40,
d'ou

gy —(my—+x) 2 =r*+ 0" =£2r V(my +T7;)T—-}-Z;’, b
c¢'est I'équation du licu cherche.

IL. Les perpendiculaires abaissées du centre du cercle mo-
bile sur la droite fixe rencontrent ces cereles en des points
qui forment un lieu ; cherchons 'équation de ce liru, pour
celail n'y a qu’a éliminer a entre les équations (2, et (3); en
faisant cette élimination il vient

{1‘-—(1}1(}».{__,1);2_!_3,: — (,.___t l/(lll)’ + x) +[/;) )
dou
(m* 41y = (ri Vimy +x) + b‘)”
d’ou
sy V1w =r=Viny + 27 -0,
en faisant passer r dans le premier membre et élevant au
carré

I B o 2 R ﬁ/’)“’/1+//z’: LN B S
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d'ou
y 42y l/r——{:;? =a' 4 2mxy + . (3

C'est I'équation d’une hyperbole équilatére. Je vais faire
marcher cn méree temps la discussion de cette courbe et celle
de la courbe demandée.

ITII. L’équation (4), dans le cas géncral du quatricme de-
gré, ne présente rien de remarquable. Mais dans des hypo-
theses particuliéres, c'est-3-dire pour des positions remar-
quables des données de la question, le licu prend diverses
formes que nous allons examiner les unes aprés les autres

1° Supposons que le centre du cercle fixe se trouve a I'c
rigine, nous aurons alors 6 = 0, les deux équations (4 ct
’5) deviennent alors

gy — (my+x)x = 1" == 2r (my +x);
yrxory Vism'= x' + 2may.

Lorsque m est différeat de zéro, c’est-a-dire lorsque la
droite fixe n'est pas parallele a Paxe des r, les deux équa
tions qu’on déduirait de la premicre représentent deux by-
perboles semblables et semblablement placées, vu les termes
du deuxiéme degré qui sont les mémes. On trouverait trés
facilement les coordonnées du centre ct la longucur des axes
de ces hyperboles. Ces deux hyperboles ont une asymptote
parallele a Paxe des y, les deux autres sont toutes les deux
perpendiculaires a la direction de la droite fixe. La deusiue
¢quation est toujours celle de deux hyperboles équilatéres
qui nc présentent rien de remarquable.

Si en méme temps que nous avons b = 0, nous avions aussi
= =0, c'est-a-dire si la droite fixe DE était parallele a Iaxe
des o, la premiére équation deviendrait (fig. 90

gy — L =r=2r,
»t la deuxiéme
Y =y =,
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Dans Ia premiére je fais passer «* dans le deuxi¢me mem-
bre, et il vient
x ) =gy,
doun &= £r=+ \/g_.};

Le lieu est alors deux paraboles, égales, ayant pour para
métre g, dont les sommets sont aux deux points A,A’,
extrémités du diamétre du cercle donné, ct qui ont pour axes
les deux perpendiculaires a I'extrémité de ce diameétre; ces
deux paraboles se trouveront au-dessus de Yaxe des x, sila
droite DE se trouve au-dessus de cet axe; et elles se trouve-
ront au-dessous, si la droite se trouve au-dessous. Ces deux
paraboles couperont I'axe des  au méme point c et & une

2
distance de Yorigine égale a (C’- Dans le cas de la figure cc
point se trouvera dans l’in(éx?ieur du cercle donné.

Le dcuxiéme lica devient dans ce cas-ci quatre droites,
que l'on obtiendra en formant le carré inscrit dans le cer-
cle donné qui aurait les soinmets aux points A, B, A B/'.

Si nous avions maintenant, outre =0 et m =0, g=20,
le deuxi¢me licu ne changerait pas, ce qui est assez évident;
le premicr se réduirait aux deux droiles AF, A'G, qui, dans
le cas précédent, élaient les axes des deux paraboles que
nous avions trouvées; c’est ce qu'aurait pu nous montrer
lintuition, puisque les deux paraboles que nous avions
trouvées dans le cas précédent avaient pour paramélre g.

Si la droite donnéc était perpendiculaire a 'axe des 2, on
trouverait 'axc des x et deux droites parall¢les & l'axe
des y.

Supposons maintcuant que le rayon du cercle fixe de-
vienne égal & zéro; c’est-a-dire qu’il se réduise a un point;
examinons ce que devient le lieu dans les diverses hypo-
théses que nous avons discutées ci-dessus. Les ¢quations des
deux licux que nous examinons deviennent.
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gy —(my +x)x =10, Yy =x'42mxy-- 0.

~
>

Lorsque nous avons b = 0, m z 0,2 z 0, 1a premiére de

ces ¢quations représente une hyperbole ayant unc asymptote
paralléle a I'axe des y, et autre perpendiculaire a la droite
donnée ; la deuxieme cst celle d'une hyperbole équilatére

>

dont le centre est a l'origine des coordonnées. Si b <0,

m =20, & — 0, le premier licu devient unc parabole, ayant

>
<
pour axe V'axe des y, et pour paramétre g ; le deuxi¢me de-
vient unc hyperbole équilatére dont les asymptotes, seront
les bissectrices des angles des axes et dont les sommets se-
ront sar I'axe des y, a des distances de l'origine égales a 0.
Si b z 0; m=0,g=0, le premier licu ne peut plus exis-
ter ; résultat que nous aurions pu prévoir, ct le deuxiéme
ne change pas. Supposons maintenant que & étant toujours
différent de zéro, la droite fixe devienne parallcle a Vaxe des
2 ; alors le premier licu se réduit a axe des x et a une pa-
ralléle a Paxe des y, et le deuxiéme devient 'origine.

Soit b=0,m z 0,g z 0, alors le premier licu devient
une hyperbole passant par l'origine, et le deuxi¢me se réduit
a deux droites passant aussi par origine. Si 6 =0, m: = 0.

g z 0, le premier lieu devient une parabole, ayant son

sommet & l'origine, I'axe des y pour axe ct g pour parame-
tre. Le deuxi¢me se réduit aux bissectrices des angles des
axes Enfin, si =0, m=0, g =0, le premicr licu se réduit
a I'axe des y, ct le deuxicme ne change pas. Voila tous les
cas qui peuvent se présenter lorsqu’on a un point fixe au
licu d’un cercle fixe.

Supposons maintcnant , qu'au licu d'un point fixe, nous
avons une droite fixe; alors en prenant pour origine le point
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ou cetle droite rencontre celle sur laquelle doit se trouver le
centre du cercle mobile, et pour axe des » une perpendicu-
laire a cette droite, et désignant par y = m'x V'équation de
la droite a laquelle le cercle mobile doit étre constamment
tangent , et y =—mx 4 g, l'autre droite, le lieu sera
(L4m") gy =1 4+ m") (my ) x—(my+-=x)*.

Equation qui représente dans le cas général une hyperbole
passant par V'origine des coordonnées, ¢t qu'on discuterait
comme nous I’avons fait dans les cas précédents. On trouve-
rait, dans tous les cas, une hyperbole, une parabole ou des
lignes droites (*).



