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DEMONSTRATION DU THEOREME 39 (p. 395, /. i)

PAR as. VIDAI,,
Elève au collège de Montpellier.

Démoutrer que la courbe enveloppe d'une droite de lon-
gueur constante s'appuyant sur les côtés d'un angle droit est
une épicycloide engendrée par le point d'une circonférence
roulant intérieurement sur une circonférence quatre fois plus
grande {fig. 92).

Pour arriver à la démonstration de ce théorème, je vais
chercher l'équation de Fépicycloïde engendrée par une cir-
conférence roulant intérieurement sur une circonférence qua-
tre fois plus grande, ensuite je verrai si on peut l'identifier
avec l'équation de la courbe enveloppe d'une droite de lon-
gueur constante s'appuyant sur les côtés d'un angle droit,
équation que M. Merlieuxa trouvé être, à lap. 266 du t. Ie?-
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l désignant ta droite dont la longueur est constante. Soit o le
centre de la circonférence fixe, dont je désignerai le rayon
par ha, le rayon de la petite circonférence sera donc alors a.
Soit A la position première du point qui décrit Tépicycloïde,
je prendrai pour axe desj ' la droite oA, et pour axe des x
une perpendiculaire à cette droite menée par le centre du
cercle fixe. Supposons qu'au bout d'un certain temps le cen-
tre du cercle mobile se soit transporté en o\ alors Je point A
se sera mû, de telle manière que la longueur de Tare AG
sera égale à la longueur de l'arc GM ; désignons par a la lon-
gueur de ces deux arcs. Nous savons qu'on peut mesurer un
angle par le rapport de Fore qu il intercepte sur la circonfé-
rence au rayon, nous aurions donc

ha
et

Mo G = -.

Je mène les coordonnées du point M que je désignerai par
x et r . Ensuite par le centre d du cercle mobile je mène o'E
parallèle à l'axe dos j * jusqu'à la rencontre de MC prolongé ;
nous aurons alors

MC — x = o'D — ME
MP = y = ol) — o'E ,

puisque o'E est parallèle à oD, l'angle Fo'Esera égal à Ao(J,
(X

et par suite à —. Je joins o'M, nous aurons

on aura par conséquent

MoF

il

a

;—: TT —

a

a

a '

3 y
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Dans Je triangle rectangle oo'D on a
a

o'ï}=z 3asin — ,
4a
a

oD ~ 3 a c o s — .
4a

On a de mérnc dans le triangle OME .

. 3a
ME = a sm — ,

4a
3 a

oE = a cos —.
ka

Nous aurons donc en définitive .

a 3a
x = 3a sm a sm — ,

ka lia
a 3a

i = 3ÜJ cos f- *z cos —.
ha 4a

Mais nous savons que l'on a :

3 a a a
sm — = 3 sin 4sin-* — .

4a 4a 4a
3 a a a

cos — = 4 cos° 3 cos •—.
4a 4a 4a

VAX remplaçant dans la valeur de x et y, il vient :
3a

x — 4a sm — ,
4a
3a

v =4a cos - - .
4a

De la première je tire .

a % / rS1"^= V «S'
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faisons la somme des carrés de ces deux valeurs, et il vient

d où

Voilà l'équation de l'épicycloïde ; nous voyons que cette
équation devient identique avec l'équation (1) si on pose

/ = ba ;

I'épicycloïde décrite est donc la courbe enveloppe d'une
droite s'appuyant sur les côtés d'un angle droit dont la lon-
gueur serait égale au rayon du cercle fixe. C. Q. F. D.

Nota. Si le diamètre delà circonférence mobile devenait
égal au rayon du cercle fisc, on trouvera facilement ce
théorème de Lahirc, que la courbe droite décrite est une ligne
droite passant par le centre et par le point A.

La méthode que j'ai donnée pour trouver l'équation de
Tépicycloïde n'est qu'un cas particulier de celle que donne
Euler dans son introduction à l'analyse des infiniment pe-
tits (1. 11, § 523), méthode qui conduit à l'équation générale
de I'épicycloïde tant raîiongéeque raccourcie.


