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DEMONSTRATION DU THEOREME 39 (p. 395, 1. 1)

PAR M. VIDAL,
Eléve au collége de Montpelher.

Démontrer que la courbe enveloppe d’une droite de lon-
gueur constante s’appuyant sur les cOtés d’'un angle droit est
une ¢picycleide engendrée par le point d’une circonférence
roulant inl¢rieurement sur une circonférence quatre fois plus
grande (fig. 92).

Pour arriver a la démonstration de ce théoréme, je vais
chercher l'équation de l'épicycloide engendrée par une cir-
conférence roulant intérieurement sur une circonférence qua-
tre fois plus grande; ensuile je verrai si on peut lidentifier
avec Véquation de la courbe enveloppe d’une droite de lon-
gueur constanic s’appuyant sur les cOtés d’un angle droil.
¢quation que M. Merlieux a trouvé étre, a lap. 266 du t. I,
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! désignant Ly droite doot la longueur est constante. Soit o le
centre de la circonférence fixe , dont je désignerai le rayon
par 4a, le rayon de la petite circonférence scra donc alors a.
Soit A la position premicre du point qui décrit Vépicycloide,
je prendrai pour axe des y la droitc oA, et pour axe des x
une perpendiculaire a cette droite menée par le centre du
cercle fixe. Supposons qw’au bout d’un certain temps le cen-
tre du cercle mobiie se soit transporté en o', alors Ie point A
se sera mil, de tcile mani¢re que la longucur de Varc AG
sera égale a la longueur de 'arc GM ; désignons par « la lon-
gueur de ces Jeax arcs. Nous savons qu’on peut mesurer un
angle par le rapport de Pare qu'il intercepte sur la circonfeé-
rence au rayon, nous aurions donc

\0G = —
A0y = —
ha

ol
MoG = ~.
0
Je mene les coordonnées du point M que je désiguerai par
2 et y. Ensuite par le centre o' du cercle mobile jeméene o'E
parallcle a axe des » jusqu’a la rencontre de MC prolongé ;
nous aurons alors
MC=x=0D—ME
MP =y =0oD—0E,

puisque o'E est paralléle a2 oD, 'angle Fo'E sera égal & Aots,
Lo, o -
ot par suile 8 —. Je joins o'M, nous aurons
ha

oA

Mo'F

|
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on aura par conséquent

MoE==— —'T—T—- =5 —,
a ta (XA
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Dans Je triangle reclangle oo'D on a
i . %
oD = 3asin PR

a
oD =3acos P

On a de méme dans le triangle OME .

3
ME = a sin — ,
ha

3o
o'E = a cos —.
ha
Nous aurons donc en définitive :

Ja sin * sin 3
X = o — —a —
< ba 4a’

P 3o
‘== 3a cos — a cos —.
J T ha

Mais nous savons que Y'ona:

. 3a 3 si o PP
sin — = J SIN ~— — 4 §8iI0° — .
ha ba ha

Jux 4 Lo 3 %
COS — =4 C0S” ~— — J COS —.
ha da 4

En remplacant dans la valeur de et y, il vient:

P 1
X = 4a sin —,

ba

. 3a
Yy =4a cos —.
ba
De la premicre je tire .
ki
. %x 2
sSin — = —
ha ha
3
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faisons la somme des carrés de ces deux valears, ct il vient

3 3
Va4V
At A

Ve

d'ou
* — 3 —_ 3 —
Vx +Vy =Viea.
Voila I'équation de I'épicycloide ; nous voyons que cetie
¢quation devient identique avec I'équation (1) si on pose
{=ha;
I'épicycloide décrite est donc la courbe enveloppe d'unc
dreite s'appuyant sur les cotés d’un angle droit dont la lon-
gueur scrait égale au rayon du cercle fixe. C. Q. I'. D.
Nota. Sile diamétre de la circonférence mobile devenait
¢gal au rayon du cercle fize, on trouvera facilement ce

théoréme de Lahire, que la courbe droite décrite est une ligne
droite passant par le centre et par lc¢ point A.

La méthode que jai donnée pour trouver I'équation de
I'épicycloide n’cst qu'un cas particolier de celle que donne
Euler dans son inlroduction a 'analysc des infiniment pe-
tits (1. 11, § 523), méthode qui conduit a I'équation générale
de I'épicycloide tant rallongée que raccourcie.



