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THEOREMES

SUR ILS FIGURES PLANES OU SPHERIQUES D EGAL PERIMETRI
0U D’EGALE SURFACE.

Démonstrations nouvelles et élémentaires.

PAR M. THIBAULT,
Professeur, licencié és sciences

Ces démonstrations, de la plus grande simplicité, n’exi-
gent la connaissance d’aucun théoréme relatif a Ia mesure
des surfaces, ou a la théoric des paralléles.

Les figures sont représentées comme plancs , mais on peut
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y substituer des figures sphériques tracées sur une méme
sphére, les lignes droites étant remplacées par des arcs de
grands cercles. Sculement les théorémes supposent que ces
figures sphériques sont comprises chacune dans un seul hé-
misphére. lls n’ont d’ailleurs besoin de démonstration que
pour le cas ou les figures ont des périmétres conveses, ce
qui suppose que ces périmétres ne dépassent pas la circonfé-
rence d’'un grand cercle.

1. Lemme. fig. 97. Etant donné un polygone ABCD...H d'un
périmétre p, on peut déterminer sur le prolongement d'un
coté AB quelconque un point 1, de maniére que le poly-
gone AICD...H ait un périmétre donné P > p.

Car en faisant croitre le coté AB d’une maniére continue,
on augmente aussi d’'unce maniére continue le périmétre (%),
depuis 1a valeur p jusqu’a linfini (ou au moins jusqu’a ce
qu’il soit égal a la circonférence d’un grand cercle §’il s’agit
d’un polygone sphérique) ; dans I'intervalle ce périmétre est
donc devenu ¢gal a P.

1. Théoréme. De tous les polygones d'un méme périmétre
et d'in méme nombre de cétés, le polygone régulier est le plus
grand.

Démontrons successivement que si un polygone ABCD...H
n’a pas tous ses cOtés égaux ct tous ses angles égaux, il ne
peut étre le plus grand parmi les isopérimétres d’'un méme
nombre de cotés.

1°Soit AB<ZBC. fig. 98. Prenons sur BC le point M assez prés
de G pour qu’on ait encore AB<BM, et joignons AM. Fai-
sons ensuite fe triangle AMN symétrique de MAB, en prenant
AN=MB, MN = AB. La substitution du triangic AMN a

(*' On peut faire crottre le perimétre par degrés moindres que toute quantité
donnée &; 1l suffit pour cela d’augmenter AB par degres, tels que BB’ egaux
& & Car la difference des perimétres ABCD.. H, AB'CD.. .H est BB’ +B'C-BC,
quantité moindre que 2BB’ ou &', puisque 'on 2 B'C < BB’ +BC.
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la place de MAD ne produit pas de changement dans le péri-
métre ni dans la surface du polygone ; mais alors ce polygone
devient ANMCD...H qui a un angle rentrant NMC; car a
cause de 'inégalité AB < BM I’angle AMB est moindre que
MAB ou AMN. Si donc on joint NC, le polygone ANCD...H
amoindre périmétre et plus grande surface que ANMCD...H
ou ABCD...H{; donc (LemneI) on peut déterminer le po-
lygone AICD...H1 de méme périmétre que ABCD...H, d'un
méme nombre de ¢61¢s, etplus grand que lui, puisqu’il con-
tient ANCD...H.

2° Soitl'angle A > B. fig. 99. Prenonssur BC le point Massez
prés de B pour que F'on ait encore I'angle HAM > AMC; fai-
sons ensuile le triangle AMN symétrique de MAB. La substi-
tution du premicr de ces triangles ala place du second ne pro-
duit pas de changement dans le périmetre ni dans la surface
du polygone. Mais le nouveaun polygone ANMCD...H a un
angle rentrant HAN ; car 'angle IHAM étant plus grand que
AMC , le supplément du premier est moindre que AMB
vu MAN supplément du second. On en conclura done, comme
plus haut, que le polygone ABCD...H n'est pas le maximum.

1I1. Théoréme. De tous les polygqones d’éqale surface et d'un
méme nombre de cites, le polygone régulier a le moindre peri-
métre.

Car chacun de ces polygones, a I'exception de celui qui cst
regulier, pourrait élre convertli, comme dans la démonstra-
tion du théoréme précédent, en un aunlre polygone d’égale
surface et d’égal périmétre, ayant un angle rentrant, tel que
ANMCD.. .M (fig. 98). En joignant NC on aurait le polygone
ANCD...II plus giand que le précédent, et de moindre péri-
métre; puis, en retranchant de ce nouveau polygone une
partic égale au triangle NMC au moyen d’'une droitec menée
par C dans I'angle BC.N ; on le raméncrait a la méme surface
que le polygone considere, Mais alors son périmetre devien-
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drait moindre qu’auparavant, et serait a plus forte raison
moindre que celui de ce dernier polygone.

LV. Théoréme. De deux polygones réquliers d’égal périme-
tre , celui qui a le plus de cotés est le plus grand.

A éqalité de surface ce dernier polygone aurait le moindre
perimétre.

Soit ABCD...H (fig. 100) un polygone régulier de n cotés.
Joignons le sommet A avec un point M pris sur BC , et fai-
sons le triangle AMN symétrique de MAB. Par la substitution
du premier de ces triangles a la place du second, le polygone
ABCD...H estchangé en un aulre d’égal périmétre et d’égale
surface ; mais alors cc polygone devient irrégulicr et de
n+1 ¢Olés; donc, a égalit¢ de périmeétre, il a moindre
surfacequele polygone régulier de n+ 1 cotés. De méme celui-
ci a moindre surface que le polygone régulier isopérimétre
de n+2 ¢otés, et ainsi de suile, ce qui démontre la pre-
micre partie de 1'énoncé. On démontrerait de méme la seconde
partie.

V. Théoréme. Etant donnée une portion de perimétre d’'une
figure plane ou sphérique , pour terminer le périmétre par une
{igne brisée de longueur donnée , d'un nombre de cétésn, et
e maniére que la figure ait la plus grande surface possible.
il faut que la ligne brisée soit réquliére (c’est-a-dire composée
le cotés égaux comprenant des angles éqaux).

On démontrerait ce théoréme comme celui du n°I1.

La figure ainst construile aurait aussi moindre périmétre, @
eqalité de surface, que st on U'eut terminée par une ligne wrré-
yuliére de n célés.

On le démontrerait comme le théoréme n° I11.

Cetle figure aurait ausst une plus grande surface a égalité
de périmétre , ou moindre périmétre a égalité de surface que si
on Uedt terminée par une ligne brisée quelconque ayant moins
«e n colés.

On le démontrerast comme le theoreme n” 1V,
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VI. Théoréme. De toutes les figures planes, ou sphériques
( comprises dans un sewl hémisphére ), celle qui a la plus
grande surface @ égalité de périmétre est la figure terminée par
une circonférence , savoir le cercle pour les figures planes , et
la zone @ une base pour les figures spheriques.

La figure dc la plus grande surface doit étre terminée évi-
demment par unc ligne convexe; il sera démontré que cette
ligne est une circonférence, si 'on fait voir qu’on peut tra-
cer une circonférence dont la distance a tout point de cetic
ligne soit moindre que toute quantité donnée .

Inscrivons dansla figure maximum, ct en faisant au moins
le tour complet du périmétre, une suite de cordes égales
AB, BC, CD, .... HI (%), assez petites pour que chacune des
parties du périmétre sous-tendues par ces cordes soit moindre
que 26 ( fig. 101).

11y a égalité¢ entre tous les angles B, G, ....H compris
entre ces cordes; car si deux angles successifs C, D
n’étaienl pas égaux, et qu'on menat la corde BE, on aurait
un quadrilatére BCDE qu'on pourrait convertir en un auire
plus granc, de mémes cotés, donc les angles en C et D seraient
¢gaux (V). Ce changement pourrait se faire sans rien changer
aux aufres parties de la figure totalc; il en résulterait donc
pour celle-ci unc augmentation de surface, sans que le péri-
melre ait changé, ce qui est contraire a la supposition que
la surface était d’abord un maximam.

Puisque les angles B, C, D, etc., sont égaux, sionles
partage par des hissectrices, celles-ci détermineront avec les
cordes des triangles isocéles égaux, ayant un sommet com-
mun O (**). Les points A, C, D...H, I, étant a égale distance

(*) On doit remplacer les cordes par des arcs de grands cercles, s'il s'agit de~
figures spheriques.

(**) Cela suppose que les bissectrices se couperont, ce qui peut se démontrer
independamment d’aucun theoréme base sur la theorie des paraliéles. D’abord, a
cause de Vegahite parfaite des parties du plan ou de la surface de sphére inter
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de O appartiennent 2 une méme circonférence ; mais chacun
des points situés sur le périmétre de la figure maximum en-
tre les points B,C,...H,I se trouve séparé de Yun de ces der-
niers par une distance moindre ave §; done a fortiori sa dis-
tance la plus courte a la circonference est moindre que 6.

La figure de moindre périmétre parmi celles qui ont la
méme surface est ausst terminee par une circonference. Car si
une figure A p’élait pas ainsi termincée , elle serait moindre
qu'une autre figure B d’é¢gal périmetre comprise par une
circonférence. On pourrait, aumoyen d'unc corde, parlager
B en dcux segments, dontI'un serait équivalent & A. Mais ce
scgment aurait moindre périmetre que B, et par conseqaent
que A ; aiosi A ne serait pas la figure de moindre perimétre
parmi celles qui ont une surface égale.

Corollaire. On peut towjours consiruire sur un plan ou sur
une sphére donnée une circonférence de longueur duonnée; car
parmi toutes les figures rectiligres ou spheriques d’un peri-
métre ¢gal & cette longucur, si Pon considere celle qui a la
plus graade surfac> possible , elle a pour perimétre nue cir-
conference qui satisfait a la question.

On demontrerait de méme qu'on peul y construire une cir-
conférence comprenant un cercle owune zone de surfece donnee.

VII. Un polygone rectitigne ow spherique inseriptible P a
une plus grande surface que tout aulre polygone P’ rectiligne
ou splérique de meénies cofes.

Ayant (race la circonference circonscrite a P (fig. 102,

ceplees entre BC.CD, ete , et fes bisscetrrecs, czalite quo peut demontrer par
la superposition, st deux bissectuices consecutives ne se 1ehcon'tatent pas, il en
serait de meme de toutes los auties Or <1 gucune d elles ne rencontiait la pre-
cedente, on ne pourtait ormdre le pomnt A o aucun pomt de la bissectrice de ¢,
prolongee mndehniment sans couper celie e B. A fortion ne potrrait-on pas sans
couper ceite daintere porhdic 1o nowt 4 a la missectince de D. Dbece tusonnement
Fepete pour toutes les bissectt.ces. on conclurait (ue lon ne peut mener une
droite du point A ¢ aucun des pomts €, .1, T sans coupes fa bissectniee de
Fangle B, ce qui est evidemment faux pour ce detnter point
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formons respectivement sur les cotés de P’ des segments A’
B, etc., égaux aux segments A , B, elc., interceptés entre la
circonférence et les cotés de P. Les polygones P, P' réunis
aux segments constraits surleurs cotés constituentdeux figures
&’égal périmétre; mais la premiére a une plus grande sur-
face, puisqu'elle est terminée par une circonférence (VI) ;
donc en retranchant de part et d’autre les segments égaux
sar-ajoutés , on aura le polygone P plus grand que Ie po-
lygone P'.



