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QUESTIONS D'EXAMEN.
e, v 449.)

P A R M MIDY,
Professeur de mathématiques.

Deuxième question. Trouver le lieu des foyers et des som
mets de toutes les hyperboles qui ont même directrice et
une asymptote commune.

Premifre solution. Soit Y A Y' l'asymptote donnée, axe des
y-, DAD' la directrice donnée ; A l'origine; XAX' l'axe des
x perpendiculaire à l'asymptote ; on aura [y—£)2 + {x—a)2=
=(qy +P&Y (1). Équation de la courbe; qy +px=0{2). —
Équation de la directrice.

Pour exprimer que l'axe des y est une asymptote , nous
ferons dans (1) x = 0 , il viendra alors

L>—(3)*-(?ƒ)'+»•= 0,
et nous écrirons que les deux racines de celte équation sont

infmies. Ce qui donne les deux conditions

7 = 1, £ = 0,
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qui reduisent les deux équations (1) et K-2 aux suivantes -.
(x _ xy —p*x* _ £pxy = 0 , (3)

px+y = Q. (4)
De la condition

il faut déjà conclure que tous les foyers sont sur l'axe des .*
et qu'ils sont par conséquent en ligne droite avec le point
de concours des deux droites données. L'un des lieux est donc
déjà trouvé.

L'autre, celui des sommets , sera donné par l'intersection
des courbes (3) avec la perpendiculaire menée du foyer sur
la directrice.

Or, cette perpendiculaire a pour équation

Y — (%v — a) ;

d'où l'on tire
) — a ~ py.

Substituant cette valeur dans (3^, il vient

pour l'équation du lieu.
Celte équation résolue donne

-1±:\/\
r

équation d'une double droite passant par l'origine sur la-
quelle se trouvent les sommeis. La première divise en deux
parties égales l'angle DAF que fait la directrice avec Al\ et
l'autre, qui lui est perpendiculaire, divise aussi en deux
parties égales l'angle FAD', supplémentaire du premier.

C'est sur cette seconde droite que se trouve le second som-
met Sr correspondant au second foyer.

Deuxième solution. Ensappuyant sur une des propriétés
géométriques de la directrice, on sera conduit plus promp-
fement et plus simplement encore aux mêmes résuUats.



Soit, en effet, une hyperbole GSH \fig. 94), dont nous dé-
signerons le demi-axe transverse par a et l'excentricité parc.

On sait que la directrice est la polaire du foyer. En nom-
mant d la distance de cette droite au centre, on aura donc

de = <z\

Or, si du foyer F on abaisse la perpendiculaire FA sur l'a-
symptote UCl/; puis du point A, la perpendiculaire ADsurAF,
le triangle rectangle CAF, dans lequel CA = a, donnera

CD x C F = CA2 ,

d'où il suit que AD est la directrice.

Donc, puisque pour toutes les hyperboles considérées,
les deux droites AD, AU sont invariables, la perpendi-
culaire AF sur la seconde lest aussi, et Tune des deux pro-
priétés se trouve ainsi démontrée.

Or, CA —CS. Donc, menant AX parallèle à SSf, les
angles SAX, S\C sont égaux, et, à cause de CA = CS\
les angles S'AX', SAC lo sont au^si. Mais puisque l'angle
DAU est invariable , les an^ies CAX . CAX' le sont aussi, et
la direction des droites rectangulaires AS, AS' est constante.
Donc la seconde propriété se trouve démontrée.

D'ailleurs , cette seconde solution s'accorde ai oc la solu-
tion analytique trouvée.

Car, de régalité des angles SAX, SAC, il faut conclure
colle des angles SAU, SAX', et, à cause des angles droits
F AU, DAXr, celle des angles SAF, S AD, ei , par suite, celle
des angles FAK, FAV.

11 est facile d'expliquer, par de simples considérations géo-
métriques , pourquoi, dans les deux questions que nous ve-
nons de traiter, les lieux cherches sont des droites passant
par le point de concours des droites données. Car, dans la
première, les paraboles sont, par leur nature,, des courbes
semblables, et puisqu'elles ont ïa même directrice, leurs
axes sont parallèles. Dans la seconde question, toutes le*
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hyperboles ont leurs axes transverses perpendiculaires a la-
directrice commune, et par consequent parallèles. D'ailleurs,
puisqu'elles ont une asymptote commune, l'angle des asymp-
totes est constant, et, par suite, le rapport des axes Test
aussi. Donc, dans les deux cas, les courbes considérées sont
semblables et parallèles, et les droites données en sont des
lignes homologues. Donc, le point de concours de ces droites
est le centre d'homologie commun à toutes ces courbes , et
par conséquent tous les points homologues s >iH en ligne
droite avec lui.

Il n'en serait pas de même si Ton cherchait le lieu des
foyers ou des sommets de toutes les ellipses qui ont même
directrice et une tangente commune, parce que ces données
seraient insuffisantes pour déterminer la similitude de toutes
ces courbes *. Mais si l'on y ajoutait cette dernière condition,
les mêmes conséquences se reproduiraient encore.

Soit, en effet, SBS'B' (flg. 95) une des ellipses considérées.
Supposons-la rapportée à ses axes. Son équation sera

axy* -\- bJx2 = a'bx. (1)
Soit LL' la directrice, et TM' une tangente a la courbe.

x' et y désignant les coordonnées du point 31 ue contact,
l'équation de cette tangente sera

a2yy' -f- Ù2J?JL! =• a bf 2)

En nommant m la tangente de l'inclinaison de cotte droite
sur Taxe des . i , Ton aura

b>>'
„ , — . ,jf

try

D'ailleurb , puisque le point x . j } est sur la courbe

a y A- b7 x. ~ab2 (4

Le point D, où la directrice coupe laxe, en nommant d

* D a n s 1 e l l i p s e , c o m m e d a n s 1 t n p e i b o l e , il Mifht , p o u r la s i m i l i t u d e , d e t o n
n , n f r o Ki dispf fu r* r f ! i p o s i t i o n d >iv di>vi d ! j m n p r c * <^ " « „ m - < r « i»\ l i n
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sa distance au centre, sera déterminée par la relation connue

cd = a*,

c désignant l'excentricité. Nommons (3 l'ordonnée du
point A où la tangente rencontre la directrice. En substituant
ses coordonnées

•* = — 7 - e t i v = £>

dans l'équation 'ü), celle-ci devient

< )n en tire

Toutes les ellipses devant être semblables, le rapport

doit être constant. En le nommant/?, l'on aura
b — ap.

Par suite,
< • ' z= a ' — b7 =• a* ( i — / / ) :

dou

^5 et </ = . /-

puis

e l H I = _

(Combinant cette dernière relation avec (4), on en tire

am ap~

Met ta ni ces valeurs ainsi que celle de r dans (5, 1 on a

c ^ ^ C V / ^ f ^ V7!— /r — m;

l/ï— r"
('/est Vordonnée du point A qui doit varier avec <i, c'est

a-diro lorsqu'on fora varier I ellipse que l'on a considérée.
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Bailleurs,

DS = £*—<* = —

Supposons maintenant que l'on ait transporté l'origine en
A , et que l'on prenne la droite LL' et la perpendiculaire AX
sur cette droite pour axes nouveaux des y et des x, les coor-
données du point S relatives à ces nouveaux axes seront

r = —:— —- , .*•= —-

Eliminant #, il vient

-m
x

1 — \ / i — p*

pour le lieu des sommets S. L'on aurait de mémo

__ \/p 4- m- y/1 — p* — m

/
pour celui des sommets S'.

L'ordonnée du point F, ou du point F' est la môme que
celle du point S. Quant à l'abscisse. Ton a

a y an*
Z V /

Les lieux des points F et F' seront donc les droites ayant
pour équations

= ___ Vp1 H- mÀ \Z\^p* — m

y = _ \/p+iiilT
A p

Ainsi les lieux cherchés sont encore des lignes droites.
Ce qu il fallait démontrer


