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QUESTIONS D’EXAMEN.
Sunte, v 449.)
PAR M. MIDY,
Professeur de mathemauques.

Deuxiéme question. Trouver le licu des foyers et des som
mets de toutes les hyperboles qui ont méme -directrice ct
unc asymptote commune.

Premiére solution. Soit YAY' Pasymptote donnée, axe des
y; DAD' la directrice donnée; A Yorigine; XAX' l'axe des
x perpendiculairea 'asymptote; onaura (y—8)* + (xr—x)’=
=(qy + pa)’ (1). Equation de la courbe; gy +pr=20(2). —
Equation de la directrice.

Pour exprimer que I'axe des y est une asymptote , nous
ferons dans (1) .+ =0, il viendra alors

(0 —B)»— (@) +<=0,
et nous écrirons que les deux racines de celte équation sont
infinies. Ce qui donne les deux conditions

q=1, L=0.
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qui reduisent les deux équations (1) et 2 aux suivantes :
(£ —2) — p*x? —2px) =0, (3)
px—+y=29. (4)
=0,
il faut déja conclure que tous les foyers sont sur I'axe des x
et qu'ils sont par conséquent en ligne droite avec le point

de concours des deux droites données. L’un des licux e¢st donc
déja trouve.

De la condition

L’autre, celui des sommets, sera donné par 'intersection

des courbes (3) avec la perpendiculaire menée da foyer sur
la directrice.

Or, cette perpendiculaire a pour équation

= lr—aua); K
!l

&’ou l'on tire

! — ==y,

Substituant cette vaieur dans (3, il vieat

e
3 =4 .

[ J—

nour P'équation da licu.

Celte équaiion résolue donne
—1== \//1)*2-—1;—1
—
¢quation d’unc double droite passant par Vorigine sur la-
queclle se trouvent les sommets. La premiére divise en deux
parties ¢gales Pangle DAL que fait la directrice avec AL, et
I'autre, qui lui est perpendiculaire, divisc aussi en deux
parties ¢gales I'angle FAD', supplémentaire du premicr.

C’est sur cetle scconde droite que se trouve le second sem-
met S’ correspondant au second foyer.

Deuziéme solution. En s’appuyant sur unc des propri¢les
gtométriques de la directrice, on sera conduit plus promp-
tement ct plus simplement encore aux mémes résultals.

Y ==
o

T, 6)
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Soit, en effet , une hyperbole GSH \fig. 94), dont nous de-
signerons le demi-axe transverse par a et ’excentricité parc.
On sait que la dircetrice est la polaire du foyer. En nom-
mant d la distance de cette droite au centre, on aura donc
dec = a®.

Or, si du foyer I' on abaisse la perpendiculaire FA sur I'a-
symptote UCU'; puis du point A, laperpendiculaire ADsur AF,
le triangle rectangle CAF, dans lequel CA = a, donnera

CD x CF =CA?,
d’ot il suit que AD est la directrice.

Donc , puisque pour toutes les hyperboles considérecs,
les deux droites AD, AU sont invariables, la perpendi-
culaire AF sur la seconde I'est aussi, et I'une des deux pro-
prictés se trouve ainsi démontrée.

Or, CA =CS. Donc, menant AX paralléle a SS') les
angies SAX, SAC sont egaux, ct, a cause de CA=CS/,
les angles S'AX', S'AC le sont aussi. Mais puisque I'angle
DAU eost invariable, les angles CAX . CAX' le sont aussi, et
Ia direction des droites rectangulaires AS, AS' est constante.
Donc la seconde propriété se trouve démontree.

Bailleurs , celte seconde solution s’accorde avec Ja solu-
tion analytique trouvée.

Car, de Vegalite des angles SAX ) SAC, il faut conclarce
celle des angles SATU, SAX!) e, a cause des angles droits
FAU, BAX/, celle des angles SAF, SAD, et par suite, celle
des angles FAK, FAY'.

11 est facile d’expliquer, par de simples considérations géo-
méirigues, pourquoi, dans les deux questions que nous ve-
nons de traiter, les licux cherches sont des droites passant
par le point de concours des droites données. Car, dans la
premiére, les paraboles sont, par leur nature, des courbes
semblables , et puisqu’elles ont la méme directrice, leurs
axes sont paralléles. Dans la scconde question, toutes Ies
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hyperboles ont leurs axes transverses perpendiculaires a la
directrice commune, et par consequent paralléles. DVailleurs,
puisqu’elles ont une asymptole commune, I'angle des asymp-
totes est constant, et, par suile, le rapport des axes I'est
aussi. Donc, dans les deux cas , les courbes considérécs sont
semblables et paralléles, et les droites donnees en sont des
lignes homologues. Donc , le point de concours de ces droites
est le centre d’homologie commun & toutes ces courbes, et
par conséquent tous les points homologues sint en ligne
droite avec lui.

Il n’en serait pas de méme si Von cherchait le lien des
foyers ou des sommets de toutes les ellipses qui vnt méme
directrice et une tangente commune, parce que ces donnees
seraient insuflisantes pour determiner la simililude de toutes
ces courbes *. Mais si I'on y ajoutait ceite derniére condition,
les mémes consequences se reproduiraient encore.

Soit , en effet, SBS'B’ (fig. 95) une des cllipscs considérées.
Supposons-ia rapportée a ses axes. Son équation sera

aly? + bz = a’l’. (1

Soit LL' la directrice, et TM' une tangente a la courbe.
a’ et y' designant les coordonuées du point B de contact,
I'equation de cette tangente sera

ayy' - 0xa'=al’ 2)

En nommant 2 la tangente d2 'inclinaison de cetie droite

sur Vaxe des x , I’'on aura
U

N = ————

o
a7y

[
N

Draillenrs . pwmisque le point 2. ;) est sur la courbe
ay +0r =a'l? (4
Le point D, ou la directrice coupe laxc, en nomunant ¢

* Dans lellipse, comme dans 1hypeibole, il suflut, pour la similitude, de con
naitre la ditectirer et 1y pasttion d ap dey dramerres corvnes « rany im
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sa distance au centre, sera déterminée par la relation connue
cd = a?,

¢ désignant Texcentricite. Nommons 3 Yordonnée du

point A ou la tangente rencontre la directrice. En substituant
ses coordonnées

pye=—— ot v = ﬁ,

dans I'équation 2}, celle-ci devicnt

9

w4 , ., Q .
(.'l{j.‘jf —_ b —=a'h?,
P

On en lire

[€N]

= —— (:i/‘l

;

. ) s
Toutes les ellipses devant ¢tre semblables, le rapport -
“

doit étre constant. En le nommant p, I'on aura

[) oot (I/).
Par suite,
C=mal =V =a (=)
dou
— «
— o\ 2 . — ——
1— t o == =
r=al PEoel o Vis
puis
2,2 c g )'&‘1.’
5 — M et m= --_[._, .

(")" 'V
Combinant cette dernicre relation avec (4), on en tire

am ap®
!

Mettant ces valeurs ainsi que celle de ¢ dans &, T'on a

. _zt(\«//p2+ mw V1 —pg—m;‘

i V’]:?;?_ :

(est V'ordonngée du point A qui doit varier avee @, ¢’est-

a-dire lorsqu'on fera varier I'ellipse que Yon a considérée.
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Drailleurs ,
a(t —\V1=p")
Viep

Supposons maintenant que 'on ait transporté l'origine en
A, et que Y'on prenne la droite LL' ct la perpendiculaire AX
sur cette droite pour axes nouveaux des » et des x, les coor-
données du point S relatives a ces nouveaux axes seront

__a WV p+m Vi—p* —m) — a(l—\V1=p%)
\/1_::—]1’ ’ V1———p‘~’ .
Eliminant «, il vient
o Viprdm Vi —p:—m
o= . \/1__;;2_ N3
pour le lieu des sommets S. L'on aurait de méme
. \/p_-}-—n?-l/ i_:—-‘p_’-—— m ”
14+V1—p
pour celui des sommets S'.

L’ordonnée du point F, ou da point I est la méme que
celle du point S. Quant a Vabscisse. l'on a

DS=d—a=

)=

a ap
DF=d—¢ .—_:"——*——(L\/i—- ) = ——
\/1-—-[)2 £ \/1 ——,l)'?
@ (2—p?)
et DFM=d4c=—-~—"".
T \/1 —p?

Les lieux des points I et I seront doac les droites ayant

pour équations

yo=— \/,p2 -t ‘<1 —pt—m "

1

_ \/p“' L2 V1 —pt—m

2-—p

et )=

Ainsi les lieux cherches sont encore des lignes droites.
Ce qu il fallait déemontrer



