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RELATIONS D'ILENTITE

1t equations fondamentales relatives aux courbes
de second degre.

Suite, voir p. 106 ) (*
Lquation polare. Foyers, directrices.

XXXIV. Soit z la distance d'un point de la courbe a l'ori-

¢

Voir pour les notations et Jes identites, t 1, p 489.
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gine; ¢ =angle que forme cette distance avec Vaxe des x;
v = angle que forme cette distance avec I'axe desy ;ona :
¢49' =< ; xsiny=1zsiny': y siny =z sing;
mettant ces valeurs de x et de y dans I’équation générale, il
vient :
<! [A sin’g - B singsing’ + Csin’g]-+zsiny [D sing 4 E sing']-+
Fsin'y = 0. (24)
Cest cc qu'on appelle V'équation polaire de la courbe; or-
dinairement, on suppose = 1? et alors sin¢'= cosy ; I'origine
se nomine pole, et Yaxe des x est Yaxe polaire.

XXXYV. Résolvant I'équation générale polaire , on trouve

T = siny

Dsing + Esing'==\/ Isin’o+ 2nsingsing +/'sin’y
A sin‘p 4+ B sing sing' +Csin’y’ J

Coroll. 1. Le dénominalcur sc décompose en deux facteurs
réels inégaux , lorsque 72 >>0 ; en deux facteurs réels égaux,
lorsque m=0; en deux facteurs imaginaires, lorsque m<0;
cette discussion raméne encore aux trois formes qu’affec-
tent les coniques.

Coroll. 2. Si n’—Il'=0. La quantité sous lc radical devient
un carré parfait; mais n’—{' =4LF (identités, p. 490) ; donc
I =0; alors =z est rationnel, ¢t 'une des valeurs de z est
¢videmment nulle; ce que donne aussi immédiatement
I'équation générale.

Relations correspondant a¢ un foyer @ Uorigine.

XXXVI. Cherchons les relations qui rendent la quantité
sous le radical, indépendante de T'angle variable ¢; sicette
indépendance est possible, il est ¢vident qae la quantité doit
rester la méme, quelque valeur qu on donne a ¢ ; faisant donc

. 1 ~
suceessivement z = 0: 2 =05 o =v =giiena. Usin'y =
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lsin*y = ({47 sin® % 9+ 2nsin® éy ; dou I={'; n=l cosy (2);
admettant cette double relation, la quantité sous le radical
devient :
I[sin’ ¢4 sin’ (y—¢ ) 4 2cosy sino sin (y—¢ )] =
U[sin’o+sin(y—¢) [ (sin(y—o)+2cosy sing)]=

1=1 [2sin’¢-cos 29——cos27]:
2

[ [sin’o -~ sin (y—o) sin (y4-¢)
(1—c0s 27)
—
Coroll. Si cette double relation subsiste, on a donc
siny[Dsino 4 Esing'==siny}/7 ]

A sin’¢ - Bsing cos¢’ 4 Csin’y'

On voit done que I doit étre positif ; n*—'=(cos’y—1)=
4FL; donc T'L est négatif. Ainsi, I'origine dans ce cas est
toujours dans l'intérieur de la courbe (XXII, p. 112).

XXXVII. Prenons des axes rectangulaires, alors [=10';
n==0; remplacons dans I'équation générale de la courbe, les
coefficients A,B,C,D,E,F, par leurs valeurs, tirces des iden-
tités, et ayant égard aux deux rclations (2), cetle équation
devient :

(K —ml)y* —2kK xy 4 (k> — ml) 2"+ 2U(K y+kx)—1'=0; on
peut la mettre sous cette forme -
hy+k 2 )+ (Ky+ke) — [Ky + ke — 1] —ml(2*+ y*)=0.
Développant et réduisant, on obtient

(2 FE—ml) =y hkx—1), (@)

la polaire de I'origine est Ay ++kx— =0 (p. 113); donc

Ky4kz—1 . A
est la distance d’'un point de la courbe a cette
VELE

l = lgiTlnﬂ/.

polairc, ct \/x’;}— »* ost la distance de ce méme point &
Vorigine; or, 'équation (a) donne

Ky ke —1 \‘/4 FET =l
VELE -V Ga b 44"
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Ainsi, la distance d’un point quelconque de la courbe a la
polaire de l'origine, divisée par la distance de ce méme point
a Dorigine, donne un quotient constant.

Observation. Ce quotient étant fondamental dans les coni-
ques, nous le désignerons sous le nom spécial de rapport
focal.

XXXVIII. M. Bret est le premier qui ait démontré direc-
tement qu’il existe dans l'intérieur de la parabole un point,
et dans les deux autres coniques deux points seulement,
tels, qu’en les prenant pour origine, les axes étant rectan-
gulaires, I'équation de la courbe prend la forme (a). Ces
points sont les foyers. 11 établit cette proposition en discutant
les équations de condition, qui raménent 1'équation générale
a cette forme particuliére. ( #nnales de Gergonne, t. VIII,
p- 317, année 1817-18.) D’autres ont suivi la méme marche,
ct, d’aprés un usage généralement suivi en France, sans
jamais nommer l'auteur () ; c’est une raison pour que nous
le nommions toujours.

XXXIX. Equations des coordonnées des foyers; ellipse el
hyperbole.

Prenons Péquation générale, et 4 pour angle des axes;
transportons l'origine au centre; I'équation devient

Ay -+ Bay 4+ Cx® + L =0.

1
Soient z, 3 les covrdonnées du foyer relatives a ces diamétres
pris pour axes; transférons-y derechef Y'origine des coordon-
nées, on aura Ay’ +Bxy+Cxr'+[2A5+ B« y +[2Cx+ Bl o+

L
+Afz"+B7|5+‘JAL2 + ’—]—l~_—... .

Pour que cette origive svit un foyer, on doit poser les
deux relations { XXXV1)

", Nous devons naintenant excepter M. Cirodde. Voir sa Geometrie analy-
fique, p. 387.
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. L
(2A6 + Ba)’ —4A [A(-x +Bag +Cs +’.7;] =
2 ) , L
= (2Cz + B?)" — 4G (Aﬁ + Baf + Cx* + ;l> S
(QA{Q’ +Ba) (2Ca + B‘.’ﬁ)—' 2B (A‘G) +B/|5 +C2* + }—:—l) =

=Cosy [(2A(5+ Be)'—4A (A[S2 +Bf+ G’ + ;]L-l) ],
/

effectuant et réduisant, il vient
4IJ

m’

C—A =0, (b)

R
, 2L
o' €o8 y 4 ub - — (B—2Acosy)=0. (¢

Ces équations représentent deux hyperboles équilateres ,
concentriques.

Eliminant les quantites connues , il vient

2({A—C)ap+ta'[B—2Ccosy]+ :*[2A cosy—B]=0.

¢quation du systéme de deux droites rectangulaires qui ne
sont autres que les axes principaux de la conique (t. I, p. 496);
donc les foyers sont sur les axes ou sur les intersections d’unc
hyperbole équilatére avec deux de ses diamétres rectangu-
laires; et dans ce cas, un diameétre rencontre toujours. et
I'autre, jamais; par conséquent, il existe toujours deu-
foyers réels et deux foyers imaginaires.

Les deux équations (b) et (c) combinécs donnent auss
celle-ci
oL
m’

“’cosy + af = (2CGcos y —B).

Eliminant B entre les deux équations (b) et (c) on obtient
«*sin’y -+ o' [Q — 2Q'cosy] --Q"* = 0;
AL ,_ L
Q= "—l,((n—- A); 20 = T (B—24Aco0s7).
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d'ou
2,7sin’y = 2Q'cosy—Q 4+ V/(2Q  cosy—Q)* 4-4Q"sin’ ;.
On ne prend que le signe 4, car le signe — donne
pour « des valeurs négatives relatives aux foyers imagi-

naires, or
4L 202 \§
2Q €05y —Q = s [2Asin®y —N],

(2Q' cosy — QY +4Q*sin’ y= 4Q” —2QQ cosy+Q* =

16L [(B—2Acosy)*—2(C—A) (B—2Acosy)cosy-H(C—A)’]

m’
= 161: [ (B — 2A cosy) (B—2Ccusy)+ (C—A)' ] =
m
16L’
ainsi «'SID g = —; [2A sin’ y—N +\/1\z+msm /] /

ct s’y = — [7C sin"y—N-- V'N'misin®, ~+msin® ] s

Telles sont les coordonnces des foyers, relativement a
denx diamétres quelconques pris pour axes. On voit que «
a deux valcurs ¢gales aux signes prés; par conséquent les
deux foyers sont a égales distances du centre; « siny et § sin -,
sont les distances du foyer aux deux diamétres pris pour

axes. On a
2L 2Acosy—B

P =y —————— —aC08 7,
m 73

ainsi , connaissant le signe de «, on a celui de g.

Si, dans Vellipse, on prend le grand axe 2a pour axe
des x, et le petit axe 20 pour axedesy, on trouve «’=a*— ",
&"=0; donc les foyers sont sur le grand axe, ct I'on a aussi
(V. U1, p. 493)

o sin’ 7= [&_‘K_L_Sm_" — b,
m’

4CL
&%sin’ Y_T sin’ '/—b

I‘
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On démontre de méme que dans I'hyperbole les foyers
sont sur I diameétre principal 2a qui rencontre ; etlon a, cn
4ALsin’ ,

T _7 + b ?

énéral, z*sin*y =
g ’ / n’

4CL
p'sin® y = — sin’ y -+ b7,

ou est le demi-diamétre principal qui ne coupe pas la courbe.

Observation. 1° Les coordonnées des foyers par rapport a
des axes quelconques sont donc = — ;kl et f— ;/;' .
2° Lorsque les diamétres sont conjugucs, l'on a

(o*2"sin’y = 0 — b’ cos’

donc la somme des carres des distances d'un foyer a deun
diamétres conjugués, dons I'ellipse, est un maximum pour
les axes principaux et un minimum pour les diameétres con-
Jugués égaux ; dans ’hyperbole, cetic somme est un minimum
pour les axes principaux, et un maximum pour Pasymptote,
considérée comme systéme de diamétres conjugués coinci-
dants.

XL. Distances des foyers au cenire; ellipse et hyperbole
rapportées au cenlre.

Désignant celle distance par ¢, on a

16L°

mé

4:

[N* -+ msin®]. (26

On parvient a cette cxpression en calculant le carré de la
difference des racines dans I'équation (3) (t. I, p. 493).

XLI. Coordonnées du foyer dans la parabole.

Soient toujours «, > les coordonnécs du foyer ; transpor-
tant Porigine au foyer , il vient
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Ay'+Bxy +Cx*+Dy+ Ex+F =0,
D' = 2A8+ Bat+D,
E =2C«+B3+E,
F = AL +Bap+Ca’ + Dg+ Ex+F;
les relations focales (XXXVI) donnent
D" —4AF = E” —4CF', D'E' —2BF = (D" —4AF')cos v :
développant, réduisant et ayant égard a I'équation m =0,
il vient
K — hatl—1 =0,
kB + o (K 4 2k cosy) +n—Ilcosy == 0,
il n’existe donc qu’un seul foyer, intersection de ces deux
droites.
Ces ¢quations donnent
_ 2Klcosy+k ({—1)—2kn __ 2kl cosy+ K (! —0)—2kn
T ol K okkcosy) T 2(k+ K+ 2Kk cosy)
k(ll—l)—2Kn =k (I+1)— 2kI'— 2k'n = k(I+!) —4EL,
Fl—l)—2kn=HF({l+!)—iCL,
k* + K*+2kK cosy = 4NL,

donc
k 14Uy —4EL+-2K Lcosy
= SNL , _
K (4+0)— kDL424 cos 7 | ° coordonnées du foyer (27);
p= 8NL

rapportant la parabole aux axes principaux ct prenant le
diamétre principal pour axe des .x, il vient 5 =0; donc le
foyer est sur le diamétre principal.

XLII. Equation de I'axe principal dans la parabole.
Cette ¢quation cst

kK +kcosy

2A1 +Bxr + D =2A6+Ba+D = aN
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En effet 'on a
2A8+ Ba + D =
U+0)2AK +Bh)—4L[2AD+-BE—2(A+C)D]+cosy [k Akl +2BK I4-4LkA'D]
T 8NL '
2AK+ Bk =0, DBkl= —2Ck,
AAKI+ 2BIl = 4(AKl —Chl) = 4k[AV— Cl) = 4k [L. — DK,
A4 4 cos
donc 9424 Bu + 1) = .S’Z:)lsf’f v, (28)
Observation. Celle equation de I'axe principal est plus
simple que celle qu'on a donnée ( X1V, p. 27).

XLII. Equation de la directrice dans la parabole.

La directrice élant la polaire du foyer, Péquation de la
directrice est
Dy +Ex+ D5+ B +2F =0,
e P LLLY
N - N 7
SNL(D:4Ex)=(l+{){DA +EL)— AL(D*+E")+2cosy DAL+ EX D),
les identités donuent DA - £k =2L,
DAL +DEn = 2DEL,
EX{+ Ekn = 2DEL,
d’ou DAV +ERN L = 2L [2DE — ],
ou 4N [D:+Ea]) = I+0—2(D'+E?) + 2cosy [zDE— n],
4N [D34 Eo42F] = {40 —2(D* +E")
+BA+QF+2c08y [2DE —n—A4BI' | = — 1 — '+ 2ncos .

or D=-

Ainsi I'équation de la directrice est
2y (K'+ heosy) +2x (k+ A cosy) = L+ — 2ncosy.
XLIV. Coordonnées du point d’intersection du diamétre
principal etde la directrice.

z et étant les coordonnées du foyer, on a
Equation du diamétre principal

2Ay +Bx = 2A8+Bu« , ‘a)

AN, pE Mamew 1L 29
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Equation de la directrice
2 (2AL+ Ba+t-D)+2x(20a+ B +E) = — D5 — E« — 2F |
ou bien
5 (2Ay +Bx) + a(By +2Cx) + Dy + Ex = — D3 — Ex — 2,
et encore
B
B(2Ay +Bx) + :): (2Ay+Bx) +Dy+Ezx == — D*—Ea— 2F.
Cherchant les intersections du diamétre principal et de la
directrice, il vient
B
Dy+Ezx = — Df—Ea—92F—§ (2A5+Ba)— ;—z (2A%+ Ba)
ou bicn
Dy + Ex = — 2Af° —-2Bap — 2Ce’ — D% — Ea —2F,

combinant cette équation avec I’équation (a), on en tire-

4A
X = — ~k—(Aﬁ’+Ba@+Ca’+])B+Ea+F)+a,

2B
¥y = T~(A=’3’+Baﬁ +Ca’ +DE+Ea+4-F)+ (2,
4C 2B
car -—_ 7{7 = 7 :

on a lidentité

, 1
AL +Boa54+Cx + D+ EatF = ii | QAZ+Bat+-DY+2kat1],

K+l —4kEL+2kK lcosy

Qbka or =4AL, 2kkK=—4Bl..

ANL
donc o = A+l — k? —BI cosv,
N
o= A (lJ"l)—’fE; Blcosy—-l\‘wlq

remplacant dans le numérateur N par sa valeur
I

A5G —Beosy, ilvient 2ha— = — 'i,
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K +Fkcosy

et 2A3+Ba+ D = 5N

donc

K42k cosy+Kcos’y—i LN
AB'+Buf+Cor +D8+Ea+l‘——-A ﬂi—i'f%ﬁ“’i/ k ]

__ Lsin’y
AN®

Pour parvenir a ce résultat il faut remplacer /7, k&', £,
N, par leurs valeurs, el metire cos’y=1 —sit’y;

LA ksin” 7.
: n’
donc T = sin’y +a = N ( o
_Ksin'y ‘ R
TNt T

XLYV. Coordonnées du sommet de la parabole.

Le sommet étant au milieu de la distance du foyer a la
dircetrice, on a donc

ksin'y
g = A ——
N° (
ey \ 3)
P sin‘y
=3 —_——
Y=t 8N:

XLVI. Distance du sommet au foyer.
Désignant cette distance par p; 'on a
p=(@x—a+(yr—Pp)+2(x—a)(y —f)cosy,
ou z ety sont les coordonnées du sommet; substituant les
valeurs trouvées ci-dessus, on a
, Lsinty

né

Ainsi deux paraboles sont égales lorsque LSN 7 ! a 1a méme
valeur poar les deux; confirmation de ce qui a ¢(é (rouvé
‘tome 1, p. 493).
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XLVIL. Rapport focal dans Uellipse et Uhyperbole.

Désignant ce rapport par u, on trouve au moyen de I'équa-
tion aux rapports des diamétres principaux
2N (E=EN+ N .
w o= S ) . N'=N'+ msin’y,
msin y
oa N est positif, dans Vellipse, on prend — N, daus lhy
perbole == N ou les deux rapports focaux appartiennent aux

hyperboles conjuguées. (La sute prochainement.)



