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SUR LES FORMULES

qui donnent les expressions de sin ( adbb ), cos (adbb ).

P A R M. T H I B A U L T ,
Professeur de mathématiques.

Le but de cette note est de simplifier la discussion des for*
' mules qui donnent sin (a±b), cos {a±b). On n'a besoin d'y
considérer aucune relation de grandeur entre a et b. Tous les
cas possibles y sont ramenés seulement à trois dont l'encbaî-
nementest des plus simples. Cette discussion d'ailleurs n'exige
pas qu'on s'appuie sur les expressions de sin (a—b), cos (a—b)
ni, par conséquent, que l'on établisse par une figure ces ex-
pressions dans aucun cas particulier.

Les formules qui expriment sin (a—b) et cos (a—b) ren-
trent dans celles qui donnent sin (a-\-b) et cos (a-{-b) en fai-
sant b négatif; il suffit donc d'établir, pour toutes les valeurs
possibles positives et négatives de a et b, ces deux dernières
formules, qui sont :

sin {a-\-b) = sin %a cos b -|- cos a sin b
cos [ci-\-b) = cos a cos b— sin a sin b (1 )

1er CAS. aetb positifs et < ^.

Si on a tf-4-6<-, les formules s'établissent directement

par la figure connue.

Si on a a-\-b^> - , soit a= — a b = b j il en re
â 2 2

suite a+b = T:— (a'+U) et a'+6'<^. On a donc
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sin (tf-f b) = sin (a;-f 6') = sin a' cos &'-f- cos a! sin 6',

cos (a-\-b) = — cos (#'+£') = — cos <z' cos&' + sin a'sin br;

égalités dont les derniers membres deviennent ceux de (1)

en y remplaçant les sinus et cosinus de a! b' par les cosinus

et sinus de a, b.

2° CAS. a et b positifs quelconques.

Il suffit de prouver que si les formules (1) sont vraies

quand on y remplace l'un des arcs a par a ,«lies le sont

aussi quand on y laisse a tel qu'il est ; car par là on ferait'

dépendre de proche en proche les formules (1), a et b étant

positifs quelconques , de ces mêmes formules daas lesquelles

onaarait diminué a et b de tous les quaéraots qu'ils peuvent

contenir ..Or, comme alors on retomberait sur le premier cas,

le deuxième cas st trouvera aussi démontré.

Prenons a — ~ = a\ on a :

sin (a+b)=. sin [n+a'+b) = cos (a'+b),
cos (#+&) = cos (TT -f # f+ b)=—sin {a'+ b) ;

or, d'après noire hypothèse, les derniers mei»bres de ces

égalilés sont égaux respectivement à

cos a' cos b — sin a sin b ,

— sin a' cos b — cos a! sin b,

expressions qui reviennent aux seconds membres de (1) à

cause de sin a = cos a!, cos a = —«in a'.

3* CAS. a et b quelconques positifs ou négatifs.

En prenant les nombres entiers /*, ri assez grands on peut

toujours rendre positifs les arcs 2im + &, %-rin -f- b que nous

désignerons par a', b1 j on a donc

sin (a-\-b)= sin {a!-\-b') = sin a! cos &'-f cos a1 sin &'

cos {a-\-b) = cos (a'-f-fr') = cos a' cos &r — sin a' sin 6'
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égalités dont les derniers membres deviennent ceux de (1) ,

en y remplaçant les sinus et cosinus de a\ b' par ceux de a9bf

qui leur sont équivalents.


