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PROBLEMES D’EXAMEN.
(Fin, v. p.205.)

SOLUTIONS DE M. GUILMIN ,
Ancien cleve de 'Ecole normale, professeur de mathématiques.

Du parallélogramme inscrit a une ellipse.

1. Les diagonales d’un parallélogramime inscrit a une cl-
lipse sont des diamétres, car ce sont deux cordes s¢ coupant
mutuellement en deux parties égales ; ce qui ne peut arriver
quwa deux diamétres.
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La réciproque est vraic. On obtient un parallélogramme
inscrit & Vellipse en joignant deux a deux les extrémités de
deux diamélres; en effet 1a figure cst un quadrilatcére dont les
diagonales se coupent en deux parties égales.

2. Les cotés adjacents d’'un parallélogramme inserit sont
toujoursparalléles a deux diamétres conjugués dirigés suivant
les lignes qui joignent deax a deux les milieux des cotés op-
posés. En effet, chacune de ces lignes est un diamétre puis-
qu'elle joint les milieux de deux cordes paraliéles, et les deux
diamétres sont conjugués, car chacun divise en deux parties
¢gales les cordes paralléles a Vautre.

3. Les cOtés d’un rectangle inscrit sont parallcles aux axes.
En cffet, lesdiamétres conjugués auxquels ils sont respective-
ment paralléles, devant étre perpendiculaires entre eux , ne
sont autres que les axes de lellipse. De la, un moyen bien
simple d’inscrirc un rectangle; chacun des axes divise les
deux eoOtés qu'il traverse en deux partics égales.

%. Si la figure est un carré, chaque sommet est a égale
distance des deux axes. On obliendra donc un carré inscrit
dans unc ellipse en menant les diamétres bissecteurs des an-
gles des axes et joignant deux a deux leurs extrémités. Ce
carré est le scul que I'on puisse inscrire.

5. Deux rectangles inscrits peuvent-ils avoir méme sur-
face? Soient R,R' deux rectangles qui satisfassent a cette con-
dition,connaissant R. il faut construireR'; soient x,y, les coor-
données d’un sommet de R ; ', 5 les coordonnées d’un som-
metde R’; on a R = hxy, R = 4xy'. On devra avoir -
=xy' (1) avec a’y’ 4 b’x’ =a®0’ (2),a’y"” 4 V2" =a’b’(3).
L’égalité (1) revient a x°y" = x’y"". De(2) on tire

b?(aﬂ_ ‘rﬁ) . b')xﬁ(“zl__"rﬁ)
y =200 do 2ty = =)
a a
de méme
" bﬂ!x".l a?__‘rl) . 3 ,
Xy = —-———————-( ,‘ ) , on doit donc avoir 2@ — 2’}

3 J
a
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=x"@’— "), dott a’x’— x* = a’x" — 2'* qui revient a
a*(x'—x")—(x*—a’*)=0,égalité qui sera satisfaite cn prenant
2’=x", ot x==tx', ou &’—(2’4x") = 0, car elle peut
s'écrire (xr*— x”) (a’—(2"+4 2'*))=0. En prenant x'= == x,
on ne fera que passer d’'un sommet de R a un autre sommet du
méme ; nous choisirons ' tel que @’ — (x* +x?) =0, d'out

2a,2 2.2

On trouverait de méme )y = ——.
a

/3 2

=g — =

x

Ainsi, en partant du rectangle R pour en trouver un autre
qui ait méme surface, on en trouvera un et rien qu’un ; car

b
x' = i% ¥,y ==%-x, ne donnent qu'un rectangle; les
a

permutations des signes faisant simplement passer d’un
sommet a un autre du rectangle construit avec les pre-
miéres valeurs adoptcées.

>

Du losange inscrit.

6. Il suffit de tracer deux diameétres rectangulaires et de
joindre les quatre extrémités deux a deux. Tous les losanges
inscrits sont équivalents deux a deux, il y en aun maximum
et un minimum, qui est le carré inscrit.

Du quadrilatére maximum tnscrit.

7. On appelle ainsi un quadrilatére inscrit ayant la plus
grande surface possible.

Dans une telle figure chaque diagonale doit étre paraliéle
aux deux tangentes menées par les sommets opposeés.

En effet soit IADC (fig. 46) un quadrilatére ne remplissant
pas cette condition, la diagonale AC, par exemple, n’étant pas
parallcle a la tangente en 1. Je construis la tangente EF pa-
ralléle a AG et soit B son point de contact qui est par hypothése
différentde I ; joignons BA, BC; lc triangle BAC a évidem-
ment une surface plus grande que IAC et le quadrilatére
BADC est donc plus grand que JADC ; donc celui-ci qui ne
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remplit pas la condition indiquéen’est pas maximum. Cetté
condition est donc nécessaire.

Supposons que le quadrilatére BADC la remplisse ; les
tangentes EF, GH menées aux sommets opposés B ct D étant
paralléles & la méme droite AC, sont paralléles entre elles ,
par suite BD est un diamétre; il en est évidlemment de méme
de AC ; tout quadrilatére qui remplit les conditions indiquées
est donc un parallelogramme.

Mais la ligne BOD joignant le centre an point de contact
d’une tangente est le diametre des cordes paralléles a cette
tangente EF , laquelle est paralléle & AC ; donc pour un pa-
reil parallélogramme les diagonales sont des diamétres con-
jugués..Soit BOA = y. La surface du parallélogramme équi-
vaut a quatre triangles tels que BOA.. Donc si I'on pose BO=0'

’b’ s
AO=d',ona ABCD =4.% Sy

= 2a''siny=2ad; (a,b),

étant les demi-axes del'ellipse. Les surfaces de tous les paral-
lélogrammes satisfaisant a la condition indiquée sont égales ;
donc chacun d’cux est un maximum (*).

Ilest facnle de voir que cette condition est remplie lorsque
les deux dlagouales du parallélogramme sont dcux diamétres
conjugués. La réciproque vient d’étre prouvée, donc on peut
dire : pour qu’un quadrilatére inscrit soit maximum,il fautetil
suffit queles deux diagonales soient deux diamétres conjugués.

8. Remarque. Les quatre tangentes aux sommets d’'un pa-
rallélogramme maximum forment un parallélogramme, et
chacune d’elles est divisée en son milieu par le point de
contact. En effet, EFGH est un paraliélogramme, et
DG = FB; de méme, DG=BE, donc FB=BE.

La réciproque est vraie.

Siles cotés d’un parallélogramme circonscrit sont divisés

—

(*) De tous ces parallélogrammes équivalents, quel est celui dont le péri-
étre est un minimum ou un Maximum? T,
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on deux par les points de contact, le quadrilatére intérieur,
formé en joignant ceux-ci deux a deux, est un parallélo-
gramme maximum inscrit. En effet, en sc servant toujours
de 1a méme figure, si I'on tire AC, on voit que FACE est
un parallélogramme , puisque AF = EC. AC est donc un
diamétre paralléle a FE et GH; donc le parallélogramme
ABCD cst tel que chacune de ses diagonales est paralléle aux
tapgentes menées par les sommets opposées ; donc, etc....

9. Les diagonales d’'un rectangle étant égales, on obtiendra
un rectangle maximum en employant un systéme de diame-
tres conjugués ¢gaux. Comme ce systéme est unique, il n’y a
gu’un rectangle maximum isscrit.

10. Le parallélogramme qui a les axes pour diagonales est
un losange maximum.

11. Si on emploie les formules que nous avons trouvées
pour chercher un rectangle équivalent au rectangle maxi-
mum, on {rouve ce rectangle lui-méme:

11 est aremarquer que deux rectangles quelconques inscrits
équivalents entre eux ont leurs sommets placés symétrique-
ment deux a deux, par rapport aux coOtés deﬂce rectangle
maximum.

12. Circonscrire a un parallélogramme une ellipse mini-
mum.

11 suffit pour cela de construire une ellipse pour laquelle
notre parallélogramme soit un parallélogramme inscrit
maximum , et conséquemment, d’aprés ce qui a ét¢ dit, de
construire nne ellipse pour laquelle les deux diagonales du
parallélogramme soient deux diamétres conjugués.

Soit s la surface du parallélogramme ; o, b les demi-axes
de I'ellipse dont nous venons de parler ; on a s=2ab. Celle
courbe étant déterminéc par la condition qui a servi ala
construire , le parallélogramme ne sera plus maximum pour
ancune des autres ellipses circonscrites. Soit &', ' les demi-
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axes de l'une de ces derniéres, on a s <C2a'l/, qui serait la
surface de 1'un des parallélogrammes maximum inscrils dans
cette courbe. Donc 22b <240, d’ou rab <rd'l'.

Donc la premiére ellipse est plus petite que la deuxiéme;
donc, cte.

Du parallélogramme circonscrit.

13. Soit ABCD (fig. £7) un parallélogramme circonscrit. La
ligne des contacts EH de deux tangentes paralléles est un dia-
mélre; il en est de méme de GF; donc le quadrilatére EFHG,
obtenu en joignant deux a deux les points de contact des cotés
adjacents, est un parallélogramme inscrit. La ligne 1K qui
joint les milieux de deux de ses cotés opposés EF, GH,
est dirigée suivant un diameétre, puisqu’elle joint les milieux
de deux cordes paralléles. Mais KOI, prolongée au dela du
point I, ira passer au point B, puisque le point de concours
de deux tangentes, le milien de la ligne de leurs points de
contact et le centre de l'ellipse sont toujours en ligne droite ;
KOI, prolongée au deld de H, ira de méme passer cn D.
Donc la diagonale BD de ABCD est dirigée suivant un dia-
métre ; il en est de méme de AC. Mais GE , FH sont paral-
léles 4 BIKD, donc le diamétre dirigé suivant AC est le dia-
meétre des cordes paralléles a celui qui est dirigé suivant BD ;
donc ces deux diagonales sont dirigées suivant denx diame-
tres conjugués.

Calculons la surface de ABCD. Soit AOB=+, on a

4.BO. AO
ABCD=4ABO = — sin y=2BO . AOsiny.

Or, si nous désignons par @', 0’ les demi-diamétres conju-
gués dirigés suivant AO, BO, nous aurons

(l“ [//v

ANN, pE MaTnEw. 11 20
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2a"0"siny _ 2a"0"sin'y _ 2a%)?
O1.OP ~ OI.OPsin; OL.OPsiny
Le dénominateur est la surface du parallélogramme 10PE,
qui ¢st contenu quatre fois dans le parallélogramme EGHF ;
2a*H*
EGHF)

done ABCD=

done ABCD = , d’ou

4
ABCD < EGHF =84},

ce qui fait voir que le produit de la surface du paraliélo-
grammce circonscrit a4 une ellipse par celle dn parallélo-
gramme inscrit formé par les lignes de contact est un nombre
invariable pour une ellipse donnée.

14. Par suite, ABCD scra minimum quand EFHG sera
maximum ; donc, pour avoir un parallélogramme circonscrit
wimimum, il suffit de mener des tangentes aux extrémités
de deux digmétres conjugués quelconques , car alors le pa-
rallélogramme inscrit correspondant est un maximum.

Soient R et rces deux parallélogrammes, ona R Xr=8a"0";
mais nous avons trouvé r—=2a0, donc R =4ab. Donc la
surface d’un parallélogramme circonscrit minimum quelcon-
que est égale au rectangle des axes.

Du rectangle circonscrit.

15. Les cotés d’un tel rectangle étant des tangentes rectan-
gulaires entre elles, les sommets en sont situés sur la circon-

férenck décrite du centre de Vellipse avec le rayon Vb,
On construira donc cette circonférence. Par un point A quel-
conque de cette ligne, on ménera deux tangentes a Vellipse,
puis deux (angentes respectivement paralléles a celles-1a ; les
trois autres sommets s¢ trouveront d’euax-mémes sur la cir-
conférence.

La surface d'un rectangle circonscrit est évidemment
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2(a’ - b*) siny, cn désignant par y I'angle des demi-diago-
nales , dont chacune est égale a /" a* - 0*.

16. Le rectangle secra maximum pour sin y =1, alors les
diagonales sont dirigées suivant les axes. Le parallélogramme
inscrit correspondant ayant alors ses cOlés paralléles aux
axes est un rectangle.

22 272

On a ici R=2(a” 47, dois r= Q(i‘,fi = _:b,, ce
qui est la surface du carré inscrit a Tellipse. Il n’en Taut
pas conclure que ledit reclangle est le carr¢ lui-méme,

il est facile de vérifier que c’est au contraire le rectangle
inscrit de méme surface que ce carré, ct dont un sommet
a’ , I/
GG
17. Le rectangle circonscrit sera minimum quand sin -
aura la valeur qui convient au plus petit angle de deux dia-

a pour coordonnées x'=

. ) < s 2ab .
meétres conjugués , c’est-a-dire —— ,. Par suite, la surface
jugues , 7 )
+b

de ce rectangle est 2(a’ - 0") X = 4ab. On retrouve

7
ici la surface d’un parallélograrjl-ne circonscrit minimum
quelconque, ce qui devait étre. On sait que les deux dia-
meélres conjugués qui forment le plus petit angle sont les
diameétres conjugués d’égale longueur ; donc le reclangle
minimum circonscrit ct le rectangle maximum inscrit se
frouvent avoir les mémes diagonales.

18. Le rectangle maximum cst un carré, puisque c’est un
reclangle dont les diagonales se coupent i amgles droits.
C’est le seul carré que l'on puissc circanscrire, car les axes
étant lcs seuls diamétres conjugués rectangulaires, un carré
circonscrit doit avoir ses sommets sur les axes et cn méme
lemps sur la circonférence, lien des sommets des angles
droits circonscrits a V'ellipse , conditions qui ne pcavent étre
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remplies que par le rectangle dont nous nous occupons, .

19. Toscrire dans un parallélogramme donné ABCD une
cllipse maximum. On démontrerait , comme pour les autres
problémes analogues, qu’il suffit de construire une cilipse
pour laquelle ABCD soit un parallelogramme circonserit
minimum.

Fig. 47. Supposens cette cllipse eonstruile. Le parallélo-
gramme EFHG, formé parles lignes des contacts consécutifs,
doit étre maximum ; donc ses diagonales doivent étre des
diamétres conjugués, ct les points de contact E, I, H, G
doivent étre les milicux des cdtés du polygone circonscril.
Pour construire cette ellipse , il faut donc joindre les milicux
des cOtés opposés du parallélogramme donné , et se scrvir de
ces deux lignes comme d’un systéme de diamétres conjuguds



