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RELATIONS D’'IDENTITE

Kt équations fondamentales relatives aux courbes du second
degre.

( Suite , voy. t. 1, p. 489.)

XIII. Coordonnées des sommets : ellipse et hyperbole.

En éliminant » cntre les équations (2) et (8), on obtient
une équation dont les racines sont les abscisses x des som-
mets , I'origine étant au centre. Effectuant 1’élimination ct
ayant égard aux identités, il vient

mx® [N*+msin’y] [m’x*—4AL] =L’ ( 2Acos'y——B)

changeant A enC, on aura I'équation en y.
Pour revenir a I'équation générale (1), ou l'origine est

k
quelconque, il faut remplacer x par x — ot faisant le cal-

cul, et mettant au lieu de 4AL, sa valeur &’ — m! , I'équa-
tion résultante est divisible par 7z, et on obtient

(N*+-msin’y) [m3x*—hnd kxd3--2mx® (34*—2AL)
+ bkx (2AL—£")] = L’ (2Acosy—B)* — &L (N*}-msin’y) (9)

changeant A enCet k&, len ¥, ' on a 'équation en y.

Observation 1. Pour le cercle N* 4-msin’y = 0 ct
2Acosy—B=0; l'équation se réduit a Iidentit¢é 0=0
comme cela doit étre ; lous les points du cercle sont des som-
mets.

Observation 2. L'équation (9) combinée avec 'équation
analoguc en y, peut servir a trouver le lieu géométrique des



sommels , lorsqu’on assujettit les coefficients de 1'équation (1;
a des relations données.

2

—~ estinvariable pour la méme courbe
m sin’y

(X, corol. 2) ; ce qui est utile & considérer lorsqu'il s’agit de
trouver le lieu géométrique des sommets d'une méme co-
nique , prenant diverses positions, d’aprés une loi assignée.

Observation 3.

XIV. Coordonnées du sommet , et équation de U'axe principal
dans la parabole.

Dans I'équation (9), si P'on fait m =0, trois racines de-
viennent infinies, et la quatriéme reste finic et donne
I'abscisse du sommet de la parabole :

__ KIN—L’ (2Acosy—B)’

- 2k3N*
k*I'N°—L? (2CGcosy—B)”
2K 3N* ,
Equation de Vaxe principal ky —K'x = ky/ —k'x'  (11)

(10)
et Yordonnée y =

¥, x' sont les coordonnées du sommet; les substitutions
effectuces ne donnent pas de simplifications.

Observation. Connaissant le sommet , la direction de 'axe

ct le paramétre de la parabole (IX), on peut décrirc la
courbe d’'un mouvement continu.

XV. Ezpression de la grandeur des diamétres : ellipse
ei hyperbole.

Placant l'origine au centre, soit y = px I'équation d’un
diamétre; combinant cette équation avec celle de la
courbe (2) , on obtient, pour les coordonnées des points d’in-
tersection des deux lignes ,

., _—L , —pL =+pL

= wp Y S YT oo P=Ap'+Bp+C
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dans L'ellipse , /2 étant négatif, le trindme P n’ayant point de
racines réelles, conscrve toujours le signe de A, qui est
positif ; et L étant positif, 2’ et »* sont positifs , et par con-
sequent x et y ont loujours des valeurs réelles; et si p est
positif, = et y sont de méme signe et xy positif. Il faut
donc, dans le cas de Yellipse, et pour p positif, écrire

dans I'hyperbole ou m est positif, le trindme P a deux racines
réelles , et par conséquent il change deux fois de signe, en
passant par z¢éro; donc x* et y* changent aussi deux fois de
signe, en passant par linfini. Nous reviendrons sur ce sujet
ci-dessous (XVII).

Soit D la grandeur du demi-diamétre ; on a donc
D’=y’+x"+2xycosy;
meltant a la place de y et de x leurs valeurs, on aura
D'Pm’=L’(p’==2p cosy+1) (12).

GoroLL. Résolvant 'équation (12) par rapport a p, el ega
lant a zéro la partie sous le radical, on trouve pour D, les
mémes valeurs que I'on a obtenues pour les diamétres prin-
cipaux (VIII). On a ainsi une seconde maniére de parvenir
a I’équation fondamentale (3).

XVI. Systéme de diamétres conjugqueés égaux ou simplement
égaux dans Uellipse. Origine au centre.

Soient y=px, ¢t y=qx, les équations de deux diamétres,
ct par conséquent I'équation du systéme de ces diamétres
est

) —(ptq)r+pg =0,
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ies deux diametres étant de méme longueur , I'équation (12)
donne celle-ci

p+2p cos v+ _ g'+2q cos y+1
Ap'+Bp+C —  Ag’+Bg+C ’

celte équation est satisfaite en faisant p=g¢; ainsi aprés avoir
chassé les dénominateurs, et avoir pass¢ tous les termes dans
un méme membre, I'équation sera divisible par p—g ; effec-
tuant ces opérations, il vient

(2A cos y—B)pg+ (A—C)(p+g)+B—2C cos y=0 (13).

Combinant cette équation, qui apparlient aux diamctres
simplement égaux, avec I'équation (5) aux diamétres con-
jugués, on en déduit pour les diamétres conjugués égaux

m+2CN —2(BN-m cos 7)

= AN P1 T T AN
Observation 1. Ayant construit ces deux diamétres con-
jugués, le grand axe de Dcllipse est bissectrice de I'angle
aigu etle petit axe est bissectrice de 'angle obtus. La position
de chaque axe principal est donc complétement déterminée; et
on connait aussi leurs grandeurs. On peut donc construire

Ucllipse d’'un mouvement continu.

Observation 2. L'équation (13) aux diamétres égaux jouit

de propriétés importantes, que nous étudierons plus tard.

Observation 3. Dans deux ellipses semblables les angles
que font entre eux les diamétres conjugués égaux, sont
égaux et vice versd.

XVII. Systéme d’asymptotes ; hyperbole.
Pour les asymptotes, on a

—BV'm

D=occet Ap’+Bp+C=0; dou p= 3A
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L’équation qui exprime le sysiéme des asymptotes est donc
(2Ay+Bx+x}/ m) (2Ay+Bx—x)/ m)=0,

Porigine étant au centre; revenant a une position quelconque
de l'origine , I'équation de ce systéme devient

[QA( — g) +B (.r—-,l:—l) + (.z--—- '%)\/;z]
o) (o)l
ou bien, ayant égard a l'identité 10™e
[2Ay+B.r+D+(.z‘-—— %) \/7_)-:] [2Ay+B.r+D——<x—— %) \/;;] =(

AN

k
(2Ay+Bx+D)'— (.z"—— — ) m=4A(Ay"+Bxy+Cx’+Dy+Ex)

m
kﬂ
+D'— — =0;
m
mais
K a Kk o
D— & D AAFHAF—E. ml—E+4mAF =4mAI' 4AL;
m m m m

ainsi I'équation au systéme d’asymplotes est
L
Ay’ +Bxy+Cx*+Dy+Ex+F= ~ (14).

Conrort. 1. Toutes les hyperboles qui ont les mémes asymp-
totes, lorsqu’on les rapporte aux mémes axes, ont donc des
¢quations qui ne différent que par la valeur du terme tout
connu, et pourvu que la fonction L ait toujours des valeurs
de méme signe, toutes ces hyperboles sont semblables ct
semblablement placées.

Corore. 2. Deux coniques semblables et semblablement
placées élant coupces par une troisiéme conique , le point de
moyenne distance des points d'intersection de la premiére co-
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nique avec la troisi¢me cst le méme que le point de moyennc
distance des points d’intersection de la decuxi¢me conique avec
la troisi¢éme; c’est un théoréme que nous démontrerons
comme unc conséquence immédiate de la théorie de Iélimi-
pation; un cas trés-particulier da théoréme est énoncé dans
les éléments. Savoir : les parties d’'une sécante interceptées
entre Uhyperbole et ses asymptotes sont égales.

Corovt. 3. Résolvant I'équation (14), on trouve pour les
équations des asymptotes

2A (my —F) 4 (Bi\/;z) (mx—*k) =0,
ou bien

2C(mx—k) + BV m) (my—Kk)=0.

XVIII. Systéme de deux hyperboles conjuguées.

L’équation (3) rapportée a une hyperbole, devient celle
qui convient a I’hyperbole conjuguéc, en y changeant le
signe du sccond terme. Désignant par des lettres accentuées
ce qui est relatif a cette seconde hyperbole, on aura
IN_ LN L I”

’ )
m? m? ' md om"

Ces deux équations expriment que les hyperboles ont
les mémes axes, mais dans un sens inverse, l'axe réel de
V'une est Vaxe imaginaire de I'autre et vice versd; on éerit
que les deux courbes ont mémes asymptotes ; en exprimant
que léquation (14) leur est commune; ce qui donne ces
¢équations de condition :

AN B C D E mmF-L)
A" B C DT E- wmmF—Ly

Les dcux précédentes équations peuvent étre remplacées

par celles-ci:
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Observation essentielle. Pour que deux hyperboles soient
semblables , il faut donc outre la condition énoncée (X),

’

N - \
que et 1 » ouce qui revient au méme, que NL et N'L/

aient méme signe. Alors les hyperboles sent dans Ie méme
angle des asymptotes. (La suite prochainement.)



