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SOLUTION DE LA QUESTION 49 (page 520, tome I).

P A R M. ROCHE ,
Professeur de l'artillerie navale.

Problème.

Déterminer les racines réelles de l'équation

2(1 — cos x) = x sin x.

Pour résoudre cette équation, il faut la ramener à une
forme plus simple, en faisant x = 2z, ce qui donne

cos x = 1 — 2sinaz, 1 — cos x=2 sinaz,sin^ = 2 sin z cosz.

Substituant ces valeurs et réduisant, l'équation deviendra

sin z = z cos z, ou, en divisant par cos z,

(1) tangz=z.

11 est évident que si l'on ne considère que des arcs moin-
dres que deux angles droits, il n'y a qu'une solution pos-
sible z = 0, ou x = 0 ; mais comme tous les arcs qui diffèrent
d'un nombre exact de demi-circonférences ayant des tan-
gentes égales à celles des arcs simples, peuvent satisfaire à la
question, si,au lieu de z, on substitue u-\-nr.,u désignant un
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arc plus petit que le quadrant et n un nombre entier quel-
conque, on aura, en substituant la valeur z = u -f- WTT, Té-
tion générale

(2) tang u — u=z m r = F (u).

Cette équation indéterminée fait voir que le problème a une
infinité de solutions correspondantes aux valeurs entières et
positives de n. Pour résoudre l'équation, je prendrai pour va-
leur approchée de u, une valeur u' déterminée par l'équation

tang u'=—-—-; u' sera plus grand que u, et je déterminerai

la quantité S qu'il faudra retrancher de u' pour avoir u par
l'équation

>Ftt'—nn Fu — 7*T
= Vu' ==: tang2 u' '

Car, en désignant par Fu'= tang u' — u', on a,

FV= îl^—tang'tt ' , etFw= F(u-ï)=n^=Fu'—SF'u'+ etc.

En négligeant dans le développement les termes affectés des
puissances supérieures de u\ on déduit la valeur de d.

Premier cas. /i = l*

Dans ce cas, l'équation (2) devient tang u U = TZ. Une

première approximation donne tang w'= - TT, dont le loga-

rithme 0,6732421 répond à un arc u'= 78°i'9'= 280869".

Cet arc, évalué d'après la longueur de l'arc d'une seconde,

donne u' = 1,361692, Fu! — K= 0,209108. On en déduit

S = 0,009417,
et par suite,

u' — 8 = 1,352275.

Cette valeur approchée de l'arc réduite en secondes, donne
77°28'47". Prenant pour u! cette nouvelle valeur, on en
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déduit Fa — 7 T = 0 , 0 0 9 2 9 8 6 et &=0,000459 et u=l ,351816.

Cette valeur, réduite en secondes, donnera u = 77°27'12", et

Fu = 3,141569, qui diffère très-peu, comme on voit, de la

valeur de :r=3>141592.

Second cas. ra = 2.

L'équation (2) devient tang u—U = 2TT. La première ap-

proximation donne tang u' = - ?r. Elle répond à un arc de

82°44'38", dont la longueur est 1,444153. On a

Fa' — 27T = 0,126647, et * = 0,002053,

et par suite

uf — S=: 1,4421.

Cette valeur approchée répond à un arc de 82°37'34". En

la prenant pour u\ on aura Fu' — 27: = 0,001856, et

S = 0,000031 etar — 8= 1,442069. Cette valeur correspond

à un arc de 82°37'28". Une dernière approximation donnera

tt = 82°37'27".
Troisième cas. n = 3.

L'équation (2) devient tang u— u= 3TT. La première ap-

proximation donne tang u'= - r . Elle répond à un arc de

84°48/l3", dont la longueur u'= 1,480102. On a

Fu' — 3rr = 0,0906932, $= 0,000750,

et par suite,
u'—*= 1,479352.

Cette valeur répond à un arc de 84°45Î38", valeur approchée

de l'arc u à une seconde près.

Quatrième cas. n = 4.

L'équation générale devient tang u—u = 4r. La première

approximation donne
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£ Fu'—47r=0,07065, £=0,0003535,

et par conséquent

u' —dz=zu = 1,4997265,
et en degrés

M = 85°56'1".

C'est la valeur de l'arc, à une seconde près.

Résumé.

Des valeurs de w, on déduira celles de z = u ~f m; et celles

de x = 2z, et Ton aura pour les cas examinés,

{tt = 77o27'12", JC= c ire+ 154° 54'24"

= 82»37'27", .r=2circ-f-165014'54"

L = 85°56' \'\x = 4circ+171°52' 2"

Les valeurs de M, comprises dans la première accolade, ré-

pondant aux valeur impaires de ny donnent des arcs z, com-

pris dans le troisième quadrant ; les autres, qui répondent aux

valeurs paires de n1 donnent des arcs qui diffèrent de u d'un

nombre entier de circonférences et qui se trouvent dans

le premier quadrant. Pour les valeurs n — 5,6, etc., on aura

par une première approximation, les valeurs de u, à quel-

ques secondes près.

NOTA. Cette question a été aussi résolue par Euler, Introd.

ad. analy.y tom. II , ch xxn, prop. 9. Il y parvient par une

voie plus longue, par le développement en séries.

Nous donnerons les valeurs trouvées par Euler dans un

article spécialement consacré à toutes les principales valeurs

numériques, formules et séries algébriques relatives au

cercle et à la circonférence. Tm.


