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NOTE

Sur une limite de Verreur que U'on commet en remplacant
un arc par son SUNUS ;

PAR M. LIONNET, ¢
Professeur au Collége royal de Louis-le-Grand.

En partant de la formule sina = 3 sin g— 4 sin’ 33,
3
M. Vincent a obtenu la relation a —sin a << -:—3. Je me

propose de montrer dans cette note, 1° que cette formule
n’est pas la seule qui puisse conduire au méme résultat;
[\ 3

20 quegg est la plus petite fraction du cube d’un arc, par
laquelle on puissc exprimer une limite de 'errcur que 'on
comnict cn remplacant 'arc par son sinus.
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1. Si dans la formule
sin @ =2sin % cos < '
- 2 2
on remplace

a -3 a
C0s 3 par 1—2sin -

4’
on aura :
a a=-—a
in a=2sin — —4sin - sin -.
sin sm2 4s 2sm i
Or, on a
. a a’ o
sin — —
1 2<2,sm < <
et, par suite,
a-—a a’
4 sin — sin - <—;
350 7 <3
donc
(1) sin 25‘na @
a -——
¢ > 2smg—=3

Remplacant @ par g dans cette inégalité, dans celle qui en

résulte, et ainsi de suite, on a successivement :

. a . a al 1
(2) sm-2—>2sm—2;—§><§
a a ad 1
3 in — in — — — —_—
3) si 22>25m 5 8><26
et, en général,
a3 1

(n) ..... sin _"__’ >2 sm 8§ x 23 (n—1)

Multipliant les inégalités (2) (3)... (n) respectivement par
2, 2%, 2%,,. 2" faisant la somme des inégalités résultantes
ct de linégalité (1), puis supprimant les termes communs
aux deux membres, il vient :



, .. a a 1 1 1
Sma>281ﬂ-27;—8—<1+z+zg—f— ..... +z,.—_,),

d’'ou Ion déduit

. sin —;
sin a 2*  a 1 1 1
2> T L (gt ptet )
2"

Cela étant, si I'on suppose que le nombre entier 7 croisse

. a
sin —,

indéfiniment , le rapport et la somme

2"
1 1 1
14— o seses -
+ 4 + 42 + 47!—1
auront pour limites I'unité et la fraction g; ce qui réduit

linégalité précédente a

a2

sin @ a
= 1Ty
d’ou Y'on tire
. al
sina>a— 53

et
. a’
a—sina < 53"
Donc lerreur que U'on commet, en remplacant un arc positif
quelconque par son sinus, est moindre que le sixiéme du cube
delarc.
Remaroue. Si, dans la formule

. . a —3 a - a *
sma=55m5—20s1n5 ~5+1ﬁsm D ™

(") Dans cette relation et dans les suivantes, on supposera que le rapport a de
I'are au rayon est moindre que Punite,
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on néglige le dernier terme, qui est positif, et qu’on remplace
sin %‘ par g dans le second terme, qui est négatif, on aura

a 4ad
i 5sin———.
sin @ >> 5 si T

Remplacant a par ng dans cette inégalité, dans celle qui en

résulte, et ainsi de suite, on obtiendra, par des calculs ana-

LLad
logues & ceux qui ont conduit a la limite 53 I'inégalité

. e . @ had 1 1
sinae>5 XSIH?,—EE'<1+§3+§-5—,+ .....),

i . ka? 25
et, par suite, sina> a——<= X o
. a
ou sin a——;
4>a=33

comme précédemment.

En général,, on peut obtenir cette relation, en partant de
loute autre formule qui donne la valeur du sinus d'un arc
en fonction des sinus d’arcs sous-multiples du premier. Pour
cela, on néglige tous les termes a partir du troisiéme, qui
est positif , et 'on remplace dans le second terme, qui est
négatif , chaque sinus par I'arc correspondant. On est ainsi
conduit a une premiére inégalité de la forme

2
m'—1
a’.

. . a
sinag > msin — — 5
m 6m

Puis on achéve le calcul, comme précédemment.
2. Reprenons la formule
. . a . a,,a
(1) sma=25m§——4 sm—sm’l:.

2

. . aa
La relation sina>a— 33 donne
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. a a a? sin a a al
LS 7&>4 53
. —s fa a at
et, par suite, sin (Z) > 5 Fx3’

en négligeant le dernier terme, qui est positif.

On en déduit
sin? sin’( 2 @ _ &
in— sin’( - —_——
2 ™ (4) =3

en négligeant encore le dernier terme , qui est positif. Sub-
stituant le second membre de cette inégalité a la place du
premier dans la formule (1), il vient

) . a ad a’
sina < 2sin Y -+ 7

a I3
Remplacant @ par 3 et opérant comme pour trouver la

. . al .
relation sina™>a — 53 on est conduit a

. .. a a 1 1

sina<2'x § =% (14 + gete ) +
a® , 1 1

Tz 1TE+W+elc')’

et, par suile, a

3 5
. a a
sine<a— — 4+ ———.
<®—337T 2345
Gela étant, supposons que Verreur commise, lorsqu’on
. S @  a
remplace un arc par son sinus, soit moindre que 53w
. (2

m élant un nombre donné aussi grand qu’on voudra. On
aurait
. a’ al
a—sina <

2.3 m’

on a d'aillcurs, par cc qui précede,
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a’ a
a—Sina> o = e

d’ou il résulterait

ab a? 2345
2345 m W ¥>—

ce qui est impossible, pmsque l’arc a peut étre supposé
aussi petit qu'on voudra. Donc 2—:—J’est la plus petite fraction

du cube d’'un arc par laquelle on puisse exprimer une ltmite
de Uerreur que Pon commet en remplacant Uarc par son
sinus.

RemarQue 1. Si, dans l'inégalité

ad a’b
sina a—
< +234 5’

. a
on change successivement z en —

a
graen 7 et quon rem-

place dans la formule (1) sin;f et sin g par lears limites ainsi

obtenues, on trouvera, par des calculs analogues a ceux
quon a faits précédemment,
a3 4 a’
n .
a>a— st 5545 234567

On voit qu’on peut obtenir, par cette méthode d’approxima-
tions successives, autant de termes qu’on voudra de la série

a’ a’ a’
sina=a—gs + o e 36T
ant a3

3. @i 1) T 2.3...2n13)

Remangue 2. Si, dans la formule

lOl'Q

cosa =1 —2sin’
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. a .
on remplace sin 5 successivement par chacun des seconds

()

membres des inégalités

. a a
sing <3, sin - >

a a
sin—- < - -———_ elc.
2<a— 2.3 55 0%
on obtiendra les relations
a a at
— C — — ———
cosa>1 5 0s a <1 2—{- 534’
a’ ab 6
cosa>1—— 4 — ¢ , ele.;

2 23.4% 2.3.4.5.6

ce qui montre quon peut trouver ainsi autant de termes
qu’on voudra de la série

2 d"‘ az'n a2n+z

a
=1 - 4+ — ... =+ fores .
cosa 3 T332 2.3.4..2n T 2.3.4..(2n42)




