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NORMALES ET CERCLES OSCULATEURS

AUX COURBES DU SECOND ORDRE.

(Voy. pages 72, ....., 719, t. IL.)

7. Les propriétés des normales conduisent a la solution de
ce probléme : trouver la plus courte distance d'un point a
Pellipse.

La plus petite et la plus grande des droites menées d’'un
point au contour d’une ellipse, sont des normales. G’est ce
qu’il est facile de voir en décrivant des circonférences tan-
gentes a Vellipse; on peut encore le reconnaitre en détermi-
nant, par le calcul, le point de la courbe auquel il faut
mener la droite pour qu'elle soit un minimum ou bicn un
maximum (*).

") Soient xr, y les coordonnees d'un point de Ucllipse , et «, € celles du point

donne: la distance 9 de ces deux points sera determinée par la formule
P2 (y—EpH(z—a )2
Il s’agit de rendre mazimum ouminimum la fonction &2 par des valeurs de x,
y, satisfaisant & Pequation a2y*+b2e2=a2h2. Or, si on pose y =b siny, et
r=a cos, Uequation de lellipse sera satisfaite, quelle que soit la valeur attri-
buce a Ja variable 7. D'ailleurs, par cette substitution on a
g2=Dbsiny—E)2 + (acosy—x)2
11 faut donc trouver pour la variable independante , une valeur qui annule la
derivee de la fonetion (Usiny—&)24(acosy—=,2, cequi donne
(b sin,—8b cosy — (a cosy—x'asiny=20;
d'ou . .
¢2sin y €05 y+ be cosy—ax snny:ﬁ_

. y x .
Et, eu remplagant siny, cosy. par leurs valeurs e on ohtient
oy + b2l — a2y =03

Cal-a-die que fa question fevient o mener, par le point gue Lon donnw, des
normales a Fellipse.
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Mais, afin de présenter avec plus de précision la discussion
du probléme nous indiquerons d’abord quelques remarques
sur la sitnation relative des circonférences tangentes a unc
ellipse en un point déterminé.

Par un point, R, d’'une ellipse (fig. 26), menons la tan-
gente SRS’ qui rencontre les prolongements des axes aux
points S, et §'. Puis , d’un point quelconque M de la normale
RM , décrivons une circonférence dont le centre soit M, etle
rayon, MR. Cette circonférence touchera la droite SRS’ au
point R, et pour ce motif nous dirons qu’elle est tangente a
I'ellipse en ce point. Si, maintenant, on considére sur cette
circonférence deux points contigus de R, et de différents
cOtés de ce dernier point, il peut arriver qu’ils soient tous
deux extérieurs a Iellipse , ou tous deux intérieurs; ou bien
encorc , 'ur d’eux peut étre extérieur , et I'autre , intérieur.
Dans le premier cas, la circonférence est dite tangente exté-
rieure a ellipse, au point It ; dans le second , elle est tan-
genle intérieurement ; et enfin, le troisicme cas se distingue
des deux autres, en ce que la circonférence ecst a la fois
sccante et tangente a P'ellipse au point R.

Pour montrer quelle est, dans ces différents cas, la posi-
tion du centre de la circonference décrite, je méne a l'ellipse
les tangentes ST , S'T" , qui seront parallcles, etle diamétre
TOT’, dont la direction divise en partics égales chacune des
cordes CD , RE, C'D', paralléles aux tangentes ST, S'T". Par
les points T, T', jeléeve sur les tangentes , les perpendicu-
laires T L, T'N , qui rencontreront la normale RM , en des
points L, N, situés sur les axes OX, OY ; ct, aux milieux I,
K, 1' des cordes CD, RE, G'D', j’éléve encore des perpendi-
culaires IH, KP, I'M, dont les directions coupent la nor-
male RM , aux points I, P, M.

Lorsque le centre de la cireonference tanzente a Uellipse
au point R, sera situe eutre fes points P | par exemple,
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en M, la circonférence coupera l'ellipse aux deux points
C', D' (page 75, t. I1) ; clle sera tangente extérieurement en
R ; l'arc D'T'C’ de I'ellipse sera extérieur au cercle , et Iarc
D'TC’, intérieur. La normale MR est alors plus grande que
chacune des droites menées du point M aux points de I'ellipse
contigus a R ; ainsi , par rapport a ces droites la normale est
un maximum. 1l faut toutefois observer qu’elle n’est pas la
plus grande des droites menées de M a tous les points de 1'el-
lipse, car toute droite menée de M a un point de Y'arc D'T'C
est plus grande que le rayon RM de la circonférence
décrite.

Si le centre de la circonférence est situé entre P et L,
par cxemple en H, la corde d’intersection des deux courbes
sera la droite CD ; la circonférence est tangente intérieure-
ment a ellipse an point R ; I'arc d’ellipse DT'C est extérieur
au cercle , et 'arc DTC, intérieur. La normale HR devient
alors un minvmum, par rapport aux droites menées de H aux
points de Yellipse , voisins de R. Mais , elle n’est pas la plus
courle distance du point H al’cllipse, car toute droite menéc
du point H a 'arc DTC , est moindre que le rayon HR.

En prenant pour centre le point P, la corde d’intersection
sera la droite RE. La circonférence décrite sera a la fois
sécante ct tangente a Dellipse au point R. L’arc ET'R de I'el-
lipse est extérieur au cercle, et Parc ETR, intérieur. La
normale PR est plus petite que les droites menées du point P
a l'arc ET'R; et elle est au contraire plus grande que les
droites menées  'arc ETR. Ainsi, elle ne représente plus un
maximum ni un minimum (7).

On voit de méme qu'en placant le centre au point L, ou

(*) Cette circonstance est encore indiquee par le calcul. Car, les coordonnées

p » 2

+, £ dupoint P satisfaisant & 'egalite (ax)v + b3)> ==(c2) ~ , celles du pont R
annulent a la fois les deux premiéres derivees de la fonction Xx—x)2+4.y ¢ 2,
qui vepresente le carre de Ja distanee du point P aun point de lelhipse.
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la normale coupe le grand axe de Pellipse , la corde d’inter-
section des deux courbes se confond avec la tangente TS. La
circonférence décrite est alors tangente a V'ellipse aux deux
points R, T'; et tous les autres points de Pellipse sont exté-
rieurs au cercle. Que si le centre est au point N, ou1 la normale
coupe le second axe, la circonférence touchera l'ellipse aux
deux points R, T'; et tous les autres points de I'ellipse sont
intérieurs au cercle.

Enfin, si I'on place le centre, en G, dans l'intérieur de
I'angle Y'OX des axes, ou se trouve le point R , les deux
courbes n’auront qu’un seul point commun, R. Le cercle sera
entiérement situé dans I'intérieur de I'ellipse , et alors la nor-
male GR est la plus petite de toutes les droites menées du
centre G , au contour de Dellipse. Il en serait dc méme dela
normale G'R. Mais , le contraire a licu lorsque le centre de
la circonférence est en G' dans I'angle YOX' oppos¢ au som-
met a I'angle YOX. L’ellipse est intéricurc au cercle, et la
normale G'R est la plus grande de toutes les droites menées
de G" au contour de Vellipse.

Au moyen de ces observations il est facile de reconnaitre
parmi les normales , la plus grande et la plus petite des droi-
tes menées d’an point a Pellipse.

Supposons que le point donné M ( fig. 19) soit dans I'angle
YOX, ct intériecur a la développée del’ellipse. Il y aura qua-
trenormales. L’'une d’clles est tangente a la branche HG' de
la développée, une seccnde touche la branche GH'; ct les
deux autres,la branche GH. La premiére est la plus grande
des droites menées du point M a I'ellipsc; car elle est normale
cn un point de 'arc A'B’, situé dans I'angle des axes , YOX'
opposé au sommet a I'angle YOX ou se trouve le point donné
M. La seconde est la plus courte distance du point M a I'el-
lipse , puisqu’clle est normale a 'arc AB , situé avec M dans
le méme angle des axes , YOX. Les deux autres ont des lon~
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gueurs moyennes. Gelle qui touche la développée au point P,
centre M et R, est un maximum relatif aux droites menées de
M aux points de ellipsc contigus a R. Et la derniére, dont le
prolongement est tangent al’arc HG de la développée, est un
minimum.

8. Les différentes remarques que nous avons faites au sujet
des normales a Vellipse s’appliquent aux normales a hyper-
bole , en ayant toutefois égard a quelques modifications géné-
ralement indiquées par le calcul , et qui résultent de ce que
'on passc de I'équation de Vellipse @’ y*+0"x*==a*0* acelle de
I'hyperbole a*°—b’x’=—a’)’ en remplacant b par —0’.

Si Von nomme o, i les coordonnées du point M ( fig. 27 ),
par lequel il faut mener une normale & 'hyperbole ; et », »
les coordonnées du point R, auquel cette droite, MR, est
normale a la courbe, on aura, pour déterminer les valeurs
des inconnues -, » , les deux équations .

).on.. @y’ —b2*=—a’", et (2).... ¢’ xy—0"6r—a’sy=0.

Un calcul absolument semblable a celui qui a ¢té fait

>

(pages 17... 24, n* 1 ...%)donrera I'équation (ax)’ — (by )’

3 3 2
(3)een.s ‘/Z}—"—\/Z’_a = {/Z

pour le licu géométrique des points par lesquels on peut
mencr trois normales & hyperbole. Et, suivant qu'on aura
(az):‘—— 5) " ((");> 0, ou <0, le nombre des normales
demandces , sera quatre ou deux.

La tangente , PD, ( fig. 27) menée a la courbe que I'équa-
tion (3) représente , forme avec I'axe des x, un angle PDX

dont la tangente trigonométrique est\/ . les coordon-

'x

nées du point de contact, P, étant ), 2. Si, par un point
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queiconque M, dont les coordounéessont «,6 , on veut mener

une tangente MP a la courbe , on aura pour déterminer y et
x, les équations :

3 3 3
@) Vaxr—\Vy=17,

3 3 3
ot (4)... \/C4xy+€\/1)’.r~a\/1t’3’: 0.
ox's cy
Et, en posant x = Y= il viendra
2y —0x"=—a’h’, et ’2y'—0'6x'—a’sy'=0, (pages 72,

73; no 5). Ces deux derniéres équations étant précisément

celles qu’il faut résoudre pour mener du point M une normale
MR aYhyperbole, lorsque x', ', représentent les coordon-
nées da point R, on en conclura que les coordonnées des
points P, R, sont liées entre elles, par les rclations :
>t o )

C(za,y—_——%y—j. Ces relations donnent

=

4

y__ay N\ Suy_ ay

T — —— = —
x i 'S b*x bz

Ccst-a- dire que les droitesMP, MR, forment des angles égaux
avec P'axe des x, et par conséquent elles coincident, puis-
qu’clles ont un point commun. Donc, les tangentes a la courbe

3 3 3
‘ / (L’.l‘n—‘/bl,}’ ':."‘/L‘A,
sont normales a U hyperbole a’y*—b*x* =—a’b* ; et réciproque-
ment.

9. La courbe représentée par 'équation

3 3 3
\/azx"—\/b’y’=\/c‘,
se compose de quatre branches GH , GL, G'H', G'L', (fig.27)

indéfinies , symétriquement placées par rapport a chacun des
axes de Vhyberbole. et qui tournent leurs convexités vers
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I'axe focal. Elle a pour centre le point O, centre de 'hyper-
bole. Elle coupe 'axe transverse en des points G, G/, dont les

2

distances au pointO sont égales a % On sait d'ailleurs que
cette courbe est la développée de I’hyperbole.

Les tangentes menées aux différents points de la branche
GH, formentavec I'axe OX, des angles aigus dont les valeurs
sout d’autant plus grandes que le point de contact est plus
éloigné de axe OY. Cest ce que l'on voit facilement an

3 /5
moycn delaformuletang PDX = \/Zy , en observant que
x

3 3 3
I'équation de la courbe \/a2 — Vy*=\/¢c*, donne :
\/7 \/b' (, ;. Lorsqu’on suppose x= o, il

vicnt;: [7/, et par suite : tang PDX::;-. Ce qui montre guae

la tangente PDR cst alors perpendiculaire sur I'asymptote
OG a T'hyperbole. Ce résultat pouvait étre prévu, car le point
P étant a Vinfini, il en est de méme du point R, ct la tangente
RS a I'hyperbole se confond avec I'asymptote OC. La tan-
gente PDR passant entiérement a l'infini , pour une valeur
infinie de 2, nous en conclurons que la courbe GH n’a pas
d'asymptote

Les coordonnées » . & d'un point M (fig. 27) situé entre

3
les deux branches GH, GL, donnent évidemment Vas

s N
—V 78—V ¢">0; et il en est de méme pour tout point
situé entre les branches GH' , G'L'. Si le point considéré est
en M', hors de la partie du plan de la coarbe comprise entre
GH, GL, ou bien entre G'H', G'L/, les coordonnées «, €, sa

3 3 3
tisferont, au contraire, alinégalité \/a‘a:‘-—-\/b‘—é“—-l/ c*<0.
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Dans le premier cas, on pourra mener du point M quatre
normales a 'hyperbole (n° 8); et dans le second , seulement
deux normales.

Pour chaque position du point considéré , il sera facile de
reconnaitre comment les normales sont dirigées , et a quelles
branches de I'hyperbole , elles sont normales. En effet , sup-
posonsque les coordonnées «, &, soient positives et satisfassent

3 3 3

a Yinégalitél” 2’2—\V/ 16—}/ c*> 0. Le point donné se
trouvera dans I'angle YOX, entre les branches GH, GL. Il y
aura quatre normalcs. Deux seront des tangentes MP, MQ |
a la branche GH de la développée ; la troisiéme coincidera
avec Ja tangente ML a labranche GL, et la quatriéme tou-
cheraG'L’ au point N. Or, les relations x= 5—54—3, y= —C—Z;,
qui cxistent entre les coordonnées &, ¥, ', y' , des points P,
R (n° 8). montrent que ces points sont toujours situés d’un
méme coté de Paxe desy, et de dilférents cotés de axe des
x. Donc, les tanzentes MP, MQ . seront normales & 'hyper-
bole en des points I, T de la branche AR. La tangente ML
scra normale en un point E de la branche AL ; et la qua-
triéme MN, est normale cn un point I de A'E'. Les qualre
points R, T, E, I, sont les intersections des hyperboles
VD =—al, et Cay—b"br—a ay=0.

Si les coordonnées =, %, sont pusitives, ot salisfont a
3 3

3
I'équation Viar—\Vy=) Ez,le point donné setrouvera
sur Parc GH de 1a développée, les normales MR, MT se
confondront , et alors 'hyperhole ¢*xy—0"6 x—xy =0, tou-
chera au point R Thyperbole &'y’ —b'x’'=—a"b’, ct d»
plus, elle la coupera en deux autres points appartenant aux
branches AE, A'E". Enfin, lorsque les coordonnées positi-

3 3 3
ves, «, 6, donneront Vias -—\/b"G’—\/c" <20, le point
Ay or Martoew 11 . 12
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donné sera en M' extérieur a la partie du plan comprise entre
GL,GH. 11 y aura seulement deux normales. L’'une d’elles
sera tangenle a GL; et Vautre, a G'L'. Elles rencontreront
Thyperbole en des points situés sur les branches AE,; A'E’.
Dans ce dernier cas, les hyperboles a’y—bixr*=—a’l?, et
¢’ xy—b'6x—a’«y=0, se coupent sculement en deux points.

3 3 3

10. Pour que ladéveloppée V@' — /' y* =\/¢*, ren-
contre 'hyperbole @’y’—0'x*=—a*b’, il faut et il suffit qu’on
ail a>0. La résolution directe des équations des deux courbes
conduit a ce résultat, mais on peut aussi faire le calcul de la
maniére suivante. Supposons que le point P appartienne aux
deux courbes, et menons la tangente PR ( fig. 27) ala déve-
loppée ; cette droite PR sera normale a Thyperbole au point
R. Soient x. 3, les coordonnées de P; et »', 9/, les coor-
données de R. On aura :

013 2,03
l"—i — c_‘_y_ a"‘y’_b‘x‘——_a9b"
a0 ot )

ay? =02 =—a’l’.
Les trois premicres équations donnent :

@ty —broct b =—a*b'".

De la quatricme , on tire «fy'0=0%{(2"*—a’)*. Ou,
arecy®=alcib® (2" —a).
Et par suite, ona:
ct{at—0Y) 2’ 4 3ctab (@*— ") 2" - a’ (bi—c?)=0.

Si les deux courbes se coupent, cetle dernicre équation
doit admettre nne racine plus grande que «, et finie; et
cetie condition est d'ailleurs suffisante. Or, toute valeur de &’
plus grande que @ rend négatif le produit 3ciaf(@’ —x")x".
De plus, le dernier terme @™ (b*—c*) est évidemment néga-
tif. Le premier terme citat—&40", doit par conséquent étre
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positif, pour qu'il soit possible de satisfaire a I'équation pro-
posée, par une valeur finie de x' et plus grande que a. C’est-
a-dire qu’on doit avoir 2>>1b.

Lorsque ¢ > b , le premier terme de I’équation a un coeffi-
cient positif. Et, si I'on remplace x' par « le premier
membre se réduit a a’b¥a‘— c%), qui est une quantité néga-
tive ; donc, I'équation admet une racine plus grande que «,
et finie.

De 1a, on conclara les corollaires suivants :

1o Sil’axe transverse d’une hyperbole est plus grand que
le second axe, il existe sur I'hyperbole quatre points tels
que par chacun d’eux, on peut mener trois normales a la
courbe. Ces points se trouvent a U'intersection de ’hyperbole
et de sa developpée. Par un point pris sur unc des bran-
“thes de Ihyperbole, et plus éloigné du sommet que les inter-
sections dont il s’agit, on pourra mener quatre normales.
Mais si, au contraire, ce point est plus rapproché du sommet
que les inlersections des courbes, il y aura sculement deux
normales.

20 Lorsque I’axe transverse est ¢galau second axe , ou plus
petit, on ne peut, par un point de hyperbole, mener plus
de deux normales a cette courbe.

11. On peut encore démontrer que la courbe

Var — Vi =V
est le licu géométrique des centres des cercles osculateurs a
I'hyperbole (p. 76). En effet, supposons que par un point R
de Thyperbole (fig. 28), on conduisc la tangente RS, et la nor-
male RMP. Puis, d’un point M de celle normale, comme
centre, décrivons une circonférence tangente a la branche
EAR en R, et qui coupe la méme branche aux deux poiats
D,C. Quelle que soit la position du centre M sur RM, la corde
GD restera paralléle a la tangente BN menée a Phyperbole
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par le point B,auquel la tangente RS coupe I'axe transverse.
La démonstration de ce principe est semblable a celle qui a
ét¢é donnée pour Pellipse (p. 75).

Réciproquement , si lacorde DC cst paralléle a la tangente
BN, la circonférence passant par les points C,D,R, sera tan-
gente a ladroite BRS, au pointR (p. 76). Lorsque la corde
DC coincide avec la corde RE paralléle a BN, trois des points
commuuns & la circonférence et a 'hyperbole se confendent en
un seul R, ctle quatricme est E. Alors, le cercle est oscula-
teur 2 Y'hyperhole au point R, Ainsi, pour trouver le centre
P du cercle osculateur a V'hyperbole en un point donné R,
il suffit de tirer la corde RE parallele 8 BN, et d’élever sur
le milicude cette corde une perpendiculaire HP, qui counpera
la normale RDM, au centre cherché. En appliquant le calcul &
celte construction graphique (p. 76...78), on obtiendra, pour
I'équation dulicu géomélrique des centres des cercles oscula-
teurs: V'@’ a—1/b 3 =/,

Le rayon de courbure de Yhyperbole au point R, est la
droite RP. Lalongueur de cette droite est donnée en fonction

; s 4
de Pabscisse 2’ de R, par I'égalité ET’I.—_ (—c—%;};—a—ﬁ (p. 78).
La valeur de RP augmente avec 2, et devient infinie lorsque
(c'x’"—a,’)S__ b4

adl’ a*’

a4'== . Sil'onsuppose x'=:a, il cnrésultcra
1 i 0
Donc (fig. 27), AG == d’ou AG=;. Pour déterminer le
centre G du cercle osculatear au sommet A, de Ubyperbole, il
sufiit de mener la tangenle AK (fig. 27.), qui rencontre I'a-
symptote OB, aupoint K, et d’¢élever la perpendiculaire KG a
I'asymplote; cette perpendiculaire prolongéerencontreralaxe
transverse au cenire G du cercle osculateur. Car, la con-

¢’ ¢! b’
struction donne OG= — , dou AG= —-—a=—.
«a a aQ
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12. Lorsque la courbe du second ordre est une parabole
y'=2px, on délermine lcs normales menées par le point M
(fig. 29), dont les coordonnées sont «,8, au moyen des équa-
tions

y'=2px, yr—(a—p)y—p8=0,
qui donnent immédiatement

¥ —2p(a—p)y—2p’6 = 0.
Le nombre des normales est donc trois, deux, ou bien un ,
suivant que 27.p6"—8(«—p)> est négatif, nul, ou positif.
Par conséquent, lelieu géométrique des points par lesquels
on peut mener précisément deux normales, a pour équation:
27.py"—8(x—p)*==0. La courbe, que cette équation repré-
sente, se compose de deux branches indéfinies SN,SL(fig. 29),
qui tournent leur convexité vers I'axe de la parabole; elle
est divisée par ’axe en deux parties ¢gales et symétriques.
La tangente HM, menée a la branche SL, en un pointH dont
les coordonnées sont x, y, fait avec Vaxe des x un angle qui

br—p)’ Sy
a pour tangente (r—p) , ou \/‘Z. Si 'on observe que
9p.y r

3 - i 03
\/‘Z devient —-);, lorsqu’on remplace y par py , il sera
p P

facile de reconnaitre que les tangentes ala courbe
27py’—8(x—p)* =0,

sont normales a la parabole y* = 2px, et réciproquement.
En effet, soient »', x' les coordonnées d’'un point quelcon-

que, G, de la parabole. Prenonssur SL un point H dont l'or-
—y'3
donnée y = ——p‘zg—. L’abscisse x de H sera donnée par I'équa-

. 3 3 —
tion 27.py" — 8(x—p)* =0. Donc, x—p = 3 l7py‘ , ou

3y . .
x—p = \/——_ —J—-— 3x'. Ainsi » = p+3x'. La tan-
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gente de l’angle que la droite GH fait avec I'axe des abscisses

= -. Mais

'3

est

' -+
r—='__\p _ Y0 _—~r \/y
x—x' p2x' ] p(pr+epx)
Par conséquent, la droite GH cst, a la fois, normale a la para-

bole au point G, et tangente a SL au point H. C’est ce qu’il
fallait démontrer.

v

13. La relationy = ‘7“ montre que les points H el G sont

toujours situés de différents cOtés de 'axe AX de la parabole.
D’aprés cela on voit comment sont dirigées les normales
mences d’'un point donné M, et a quelles branches de la para-
bole elles sont normales. Supposons que les coordonnées «, 6
de M ( fig. 29), soient positives et satisfassent a 1’inégalité
27p6"—8(2—p)* < 0. Il y aura trois normales (n° 12). Les
deux premiéres , dirigées suivant les tangentes MH , ML a
SL, sont normales en des points G, I de la parabole, situés
au-dessous del'axe AX. La troisiéme , dirigée suivant la tan-
gente MN a SN, est normale en un point K, situé avec M
au-dessus de I'axe AX. Les trois points G,I,K sont lesinter-
sections de laparabole donnée et de ’hyperbole

yx—(a—p)y—p5=0.
Si les coordonnées o, 6 satisfont a 1'égalité
27p6"—8 (a—p)* =0,

le point M scra sur SL en H. La droite MI coincidealors avec
MG ; I'hyperbole est tangente a la parabole au point G, et la
coupe en un point de }a branche AC. Enfin, lorsque

27p8’—8(a—p)3 > 0,

¢ point M a la position M': les tangentes MG, MI n'existent
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plus; la tangente MN passe par M/, et son prolongement est
une normale a la branche AC'. Dans ce cas, les deux courbes
Y'=2px, et yx—u—p)y—p8 =0, se coupent en un seul
point sur AC'.

14. Pour trouver les coordonnées des intersectionsde la pa-
rabole et de la courbe LSN, il faut résoudre le systéme d’é-
quations y* =2px, 27py*—8(xr—p)* = 0. L’élimination de
donne 27.p* x—4(x—p)3 = 0. Cetle derni¢re équation admet
¢videmment pour racine la valeur 4p. Il en résulte y* = 8p?,
d’olly = == 2p\/2. Les deux autresracines de

27 p*x—h(x—p)*=0,
sont égales a %E, ct donnent pour y I'expression imaginaire
+p V1. Ainsi, lespoints communs & ces deux courbes se
trouvent sur une perpendiculaire a4 P'axe de la parabole, a
une distance du sommet égale au double du paramétre.

15. Si d’un point quelconque de la wormale GM, comme
centre , on d¢crit une circonférence tangente a la parabole
en G, et qui coupe cette courbe en deux autres points O,C
(fig.29); la corde d’intersection OG, fera avee 'axe AX un
angle supplémentaire de celui que la tangente GE forme avec
le méme axe. Ainsi, la corde OC conserve constamment la
méme direction, quelle que soit la position du centre sur la
normale. En effet, prolongeonsOC jusqu’ala rencontre de la
tangente.GE au point E. Puis, menons parallélement a OC la
tangente QB, qui coupe GE en B. On aura, d’aprés Ic théo-

A 2
réme de Newton, 92 = E)_-i?@
GB EG
par conséquent le point B est sur 'axe de la parabole. I1s’cn
suit que la direction de OC est invariable.
Réciproguement , sila corde OGC est parall¢le a la tangente

BQ, la circonférence passant par C,0,G touchera la droite BG,

=1. Donc, QB=GB; et
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EOXEC _ QB’ e
au point G. Gar —-—-_Z_E— = Q—BL=1,doncEO><EC=EG2-

—

EG’ GB

Supposons, maintenant, que la corde OC, en conservant
une direction parallélea BQ, se rapproche de plus en plus du
pointG. Les circonférences passant par C,0,G seronttangen-
tes  la parabole en G, ct couperont cette courbe en deux au-
tres points O,C dont I'un, O, se rapproche continuellement
de G. Lorsque OC coincide avec la corde GC', paralléle a BQ,
trois des points communs aux deux courbes se confondent
en un seal G, le quatricme est en C'; alors, le cercle est os-
culateur a la parabole au point G, son centre est a I'intersec~
tion de la normale GM et d’'une perpendiculaire élevée au
milicu, D, dela corde GC.

On peut, aumoyend’un calcul trés-simple, démontrer que
le lieu géométrique des centres des cercles osculateurs a la
parabole, a pour équation 27.py"—8(x——p)*=0. Car, si 'on
nomme x', y' les coordonnées du point G, I'équation de la

corde GC', paralléle aBQ, sera y—y'= ——‘:,i, (x —2'). D’ail-

leurs, 'équation du diamétre QD est évidemment y = —»'
On a donc, pour déterminer I'abscisse du point D,

2" =ple—ur'), dout x—a' =4x', x=3x".
D'apres cela, Péquation de la perpendiculaire élevée au mi-
1t
licu de GU', devient -{-y’:J}—J (x—>52"); Véqualion de la

normale GM est y—y = e (+'—a) additionnant, on trouve
I)
9 ) ’ 1.7 — r
)= *— = ——, pour l'ordonnée du centre du cercle
P r

osculateur. En retranchant P'une de Vautre les mémes équa-

'

1 . .
tions, il vient ;’,)'::‘; 2r—6:", doa a4 = p+32’. Celle
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valeur de x est I'abscisse du centre. L’élimination de »', 2’
entre les trois équations

_—‘YI5 — J f2 ’
Y= 2 =p3x,  yl=2px,

donne
27.py’—8(x—p)® =

16.Delarelationx=p--3x',ondéduit x—}—g =3 (.70'+ —‘Z >

Cest-a-dire que la distance de la directrice TR au centre H,
du cercle osculateur en G, est triple de la distance de celte
droite TR au point G. 1l en résulte HR=3GR, et HG=2GR.
Ainsi, pour déterminer le centre H du cercle osculateur en
un point quelconque G de la parabole, il suffit de prolonger
la normale GM jusqu’a la rencontre dela directrice au point
R, el de prendre GH=2GR (¥).

La longueur de la droite GH, rayon de courbure de la pa-
rabole au point G, s’exprime en fonction de Vabscisse x' par
l’éga]itc

GH—(y——y +w-—r = yz—l-y) +(p2x)' =

II

D’onr
) AW G v Ui
GH® = (22" +p) ( I ) I
Le rayon de courbure augmente avec I'abscisse x'. Lorsque
2x'4-p)’
+'=0, on a(xl# =p";lerayon AS=p. Si 2'=w ,0na

deméme GH= o .

17. Nous terminerons cet article en indiquant le moyen de

") Cette remarque est due a M Poncelel — La construction indiquee (p. 79 ,
pour tiouvet les centres des cercles osculateurs aux sommets de Pellipse , est
consignee dans un recuetl de Tables mathemutiques , ouvrage encore inedit de
. Barrc, officrer supetieur d arthiflenie en retraite,
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trouver les normales a la parabole menées d’un point quel-
conque M, par les intersections de la parabole et d’'une cir-
conférence.

Pour obtenir les coordonnées des points auxquels les nor-
males rencontrent la parabole, il faut résoudre les équations

1)....0"=2px, yr—(@—p)y—p8=0,....(2),
v, € étant les coordonnées de M. Sil'on multiplie par y tous
les termes de I'équation (2),il vient y2x— (a—p)y*—pby=0,
6
ou, (3)....a"—(e—p)x —-i—/= 0, parce quey’ = 2px. Ajou-

tant membre & membre les équations (1), (3), on trouve :
¢
y'+x'— (a+tp)x -—g: 0...(4).

L’équation (4) représente une circonférence qui passe par les
poinls communs aux courbes (1) et (2). Celte circonférence
coupe aussi la parabole & son sommet; c’estla une solution
étrangcére, introduite dans le calcul lorsqu’on a multipli¢ par
y Yéquation (2). Si des autres points d’intersection de la cir-
conférence et de la parabole on tire des lignes droites au
point donné, M, on aura les normales cherchées. G.



