
NOUVELLES ANNALES DE MATHÉMATIQUES

TERQUEM
Note sur l’équation aux sommes des racines,
prises deux à deux, d’une équation donnée
Nouvelles annales de mathématiques 1re série, tome 2
(1843), p. 128-133
<http://www.numdam.org/item?id=NAM_1843_1_2__128_0>

© Nouvelles annales de mathématiques, 1843, tous droits
réservés.

L’accès aux archives de la revue « Nouvelles annales de
mathématiques » implique l’accord avec les conditions
générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions).
Toute utilisation commerciale ou impression systématique
est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou
impression de ce fichier doit contenir la présente men-
tion de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=NAM_1843_1_2__128_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


— 128 -

NOTE

SUR L'ÉQUATION AUX SOMMES DES RACINES,

PRISES DEUX A DEUX, D'UNE EQUATION DONNÉE.

Parmi les différentes méthodes que l'on donne pour trouver
l'équation aux sommes des racines d'une équation/[x) = 0,
il en est une qui consiste, comme on sait, à éliminer x entre

les équations : f{x) = 0.... (1) etJ— —•-—-' = 0, ou
y — 2x

bien

. It. o t • . Tfl.

les polynômes / ' {x),f" (or), etc., étant les dérivées de/(or),
et m le degré de l'équation proposée. Lorsqu'on fait cette
élimination au moyen des fonctions symétriques des racines
«z, b, c, etc., de/(.r) = 0, l'équation finale enjr estjdu degré
m (m—1), ses racines sont les sommes a + b, b+a, a + c,

c + a, etc. ; le premier membre de l'équation en y est alors
un carré (*). Mais si Ton élimine par le procédé des divi-
sions successives, l'équation en j ' , à laquelle le calcul con-
duit, est seulement du degré ; le premier membre

n'est plus un carré ; chacune des sommes a+b, a-Vc, etc ,
est racine simple de l'équation résultant de l'élimination.

(*) Pour éliminer # , on remplace successivement a?, par a, &, c, ...., dans le
premier membre de l'équation (2). Il en résulte m polynômes du degré m- t
par rapport à y. Leur produit est du degré m(m— 1 ) ; les coefficients des diffé-
rentes puissances de y sont des fonctions symétriques de a, b, c, etc., qui s'ex-
priment en fonctions rationnelles de* coefficients de /\#)""°> a u moyen de
formules connues.
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On a demandé pourquoi l'équation en jr, obtenue par ce

dernier moyen d'élimination, ne contient, parmi ses racines,

qu'une seule fois les sommes a+ b, a + c, etc. ? C'est la ques-

tion que nous allons examiner.

Si les racines a,b, c..., de/(.r) = O, étaient connues, en

remplaçant x par a dans l'équation (2), on obtiendrait une

équation à une seule inconnue y du degré m — 1, dont les

racines seraient les sommes a + b, a+c, etc. De môme, la

substitution de b à x donnerait une équation en y ayant

pour racines b-\-a, b+c, etc. Ainsi, à une seule valeur

a + b dey correspondent deux valeurs différentes a, b, de x ;

ou , ce qui revient au même, la substitution de a + b h y

donne pour commun diviseur aux premiers membres des

équations (1) et (2) le produit du second degré (x—a) {x—b) ;

par conséquent, le dernier reste obtenu par les divisions

que l'on fait pour éliminer x devra être annulé lorsqu'on y

remplacera y par les sommes a+b, a + e, etc.; et la substi-

tution de ces valeurs dey dans le reste précédent devra don-

ner successivement pour résultats les produits {x—a){x—b)t

{x—a) {x—c)..., qui deviennent les plus grands communs

diviseurs des premiers membres des équations (1) et (2), cor-

respondants à ces valeurs de y. L'avant dernier reste sera

donc du second degré, par rapport à x (*). C'est la seule con-

séquence que Ton puisse rigoureusement déduire de ce que

toute valeur convenable dey donne aux premiers membres

des équations (1) et (2) un diviseur commun du second degré

en x -, et rien n'indique , dans cette méthode d'élimination ,

que le premier membre de l'équation finale en^ , c'est-à-dire

le dernier reste des divisions effectuées, doive contenir au

C) Si l'équation proposée est xZ + px + q = o, l'équation (2\ deviem
x2—^y+y2+p = o,et, après une seule division, on trouve le reste — #'•*— py+q.
L'équation y*-\-py—q=o,a év idemment pour racines les sommes a+b, «+r, b-y r,
des racines a, 6 , r , de

ANN. i>r. MATIILM. IL
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carré les facteurs y— (a + b), y—(# + c), etc.; il résulte,

au contraire, de ce calcul même, que si aucun facteur

étranger n'a été introduit, le dernier reste ne peut contenir

les facteurs j - — { a - \ - b \ y — ( # + c ) . . . . à des puissances su-

périeures à la première. C'est ce qu'il est facile de recon-

naître, en exprimant le dernier reste en fonction des pre-

miers membres des équations proposées.

Nous désignerons par A , B, les premiers membres des

équations (1), (2), et par Rn le reste indépendant de x , ob-

tenu par los divisions successives. Il est supposé que ces di-

visions donnent des quotients entiers, sans l'introduction

d'aucun facteur dans les dividendes. Les polynômes A, B, ï\n

seront liés entre eux par les égalités.

A = Bq + R

En exprimant les restes R, R', en fonction de A, B, on

trouvera d'abord R = A — ^B et R'= (qq'i-î)B —-q'A.

Dans ces valeurs de R, R', les coefficients de A, B sont,

abstraction faite des signes, les termes des deux premières

réduites de la fraction continue •
<7 + 1

Pour démontrer que tous les autres restes R", R"\ etc.,

s'expriment de la même manière en fonclion de A , B , il

suffit de faire voir que si la loi dont il s'agit est applicable à

deux restes consécutifs de rangs quelconques, elle convient

de même au reste immédiatement suivant.

Soient r, r', /*", trois restes consécutifs, q, <y', ry", les quo-
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tients correspondants, e t - , - - , les réduites terminées aux
a a

quotients incomplets q, q, on aura , par hypothèse :

r=/iA—'dB,r=:d}B — n'A, r = r'q"+r"-

d'Où • /•" = {n'q'+n) A.—(d'qf'+d)B.

Cette dernière égalité montre que la loi observée s'appli-
Nque à tous les restes ; par consequent, si 1 on désigne par —

la réduite correspondante au dernier quotient cjn , on aura,
on faisant abstraction des signes :

RW = NA — DB '3 .

11 faut de plus observer que les polynômes N, D ne peu-
vent être annulés à la fois par les mêmes valeurs de x,y ;

. N' , , . . , ., . . , . N #

car, si r-~f represente la réduite qui précéder-, on a

VI) — ND' = ± 1 , quelles que soient les valeurs attribuées

à «r, y.
Cela admis, substituons à .r, dans l'égalité (3), une des ra-

cines, a, de l'équation (1) ... A =:0. Cette égalité se ré-
duit à R»i = — DB, et le polynôme B devient le produit
iX— (u + b)~\[y—(a + c)]... Donc, si le facteurjr— {a+b)
entrait dans Rn à une puissance supérieure à la première,
il devrait aussi, lorsque x = a, se trouver dans le poly-
nôme D ; ou , ce qui revient au mèire , le polynôme D serait
divisible par x — a, lorsque y*= a -}- h. Or, la substitution
de {a-\*b) ky} dans (3), donne l'égalité NA = DB, et le pîu«
grand commun diviseur de A , B est alors [x— a) (x — b).
Par conséquent, si D est divisible par x—a, lorsquey=a+b,
il faut queN admette aussi le diviseur x — a. D'où il suit
que les équations D = 0, N = 0 auraient la solution commune
y^ia + b, x = ay ce qui est impossible, comme on vient de
le voir.
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II résulte de la relation (3) établie entre les polynômes

R n , A, B , que le reste R% ne peut contenir, à une puissance

supérieure à la première, aucun des facteurs y— [a + b),

y — {a + c), etc. C'est ce qu'il f ail rit démontrer.
G.

OBSERVATION. Waring est le premier qui ait donné des for-

mules générales pour calculer les fonctions symétriques des

racines, et leurs applications pour trouver l'équation qui a

pour racine une relation donnée entre les racines de l'équa-

tion proposée, telle que les rapports des racines, les différen-

ces des racines, etc. Nous extrayons ici les formules qui con-

viennent à la somme des racines, prises deux à deux ( Medi-

tationes algebraicœ, tertia editio, 1782, p. 27).

Soit l'équation donnée/'(JT) = O de degré /TZ, et F (y) = 0

l'équation cherchée ; Sp est la somme connue des puissances

p de la première équation, sp la somme des puissances/? des

racines de la seconde équation, on a :

sp = (m—2)P"SP

1.2. 3 r

i
Celte série se termine au terme •

1.2.3.. J-

p-p-*- v
pour p pair, et au terme S .S , pour v

i . j . 3 . . . — — 2 2

impair. Au moyen de cette formule, on trouve facilement

les coefficients de l'équation F (y) — 0. Ainsi, pour ni = 4 ,

on a :

.s,=r3S,; 5a = 3S i +2 .~ ; . v ,= 3S,SI; s, = - _ * S 4
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,; Sö •= — 28S6+6.S5Sf+i5S4S3+ —'S3
8.

Il est à remarquer qu'en cherchant l'équation directement

par les fonctions symétriques, elle s'élève au degré • m ;

mais en ayant recours à la même méthode pour opérer l'éli-
mination entre les équations (1) et (2), on arrive à une
équationde degré m(m— 1 ), mais qui est un carré parfait.

Il est évident que l'équation aux sommes des racines, prises
deux à deux, ou quatre à quatre, six à six, etc., a néces-
sairement quelques racines réelles.

On peut aussi parvenir à l'équation à la somme des racines,
prises deux à deux, en cherchant les conditions pour que
l'équation proposée admette un diviseur du second degré
a?+px + q : l'équation en p est évidemment l'équation
cherchée. Tm.


