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LA TOTALE-D DE DENJOY 
ET 

LA TOTALE-S SYMÉTRIQUE 

Par W. J. TRJITZINSKY, 
Urbana, Illinois, U. S. A. 

1. Introduction. — Notre objet est le développement approfondi de 
totalisations abstraites aux genres -D de Denjoy et -S symétrique. A 
l'origine de toutes les totalisations est A. Denjoy; pour les totalisa
tions en général d'une utilité capitale, voir les indications données 
dans son livre (D) [1] [en particulier, voir (D; p. 44o-465)]. Dans la 
théorie abstraite il faut des conditions mi-topologiques, mi-métriques; 
on essaie d'employer une topologie minimale. Les propositions 
de nature métrique, comme le théorème Denjoy-Vitali entre 
autres, dont on fait usage dans les totalisations abstraites, ont été 
développées par Denjoy (D*) [2] et, ensuite, par l'auteur dans les 
fascicules (T*) [3], (Tm) [5J. Les tota,les-D et -S ont été développées 
dans l'Ouvrage (T) [4] de l'auteur sans la condition que les fermetures 
des ensembles des familles fondamentales, qui interviennent, soient 
compactes. La théorie de la totale-D, comme présentée dans (T), 
constitue une extension de la théorie (d'une pareille totale) due à 
P. Romanovski (R) [7]; le Mémoire (R) est dans l'hypothèse de 
compacité. La totale-S symétrique fait intervenir des difficultés 
considérables additionnelles. Des totalisations au genre symétrique 
surviennent d'une manière indispensable dans plusieurs problèmes 
fondamentaux. La première totalisation de cette sorte, dans l'espace 
euclidien l i t (de dimension i), a été développée par Denjoy, dans (D), 
pour le but de la résolution du problème classique du calcul des 
coefficients d'une série trigonométrique; il s'agit de la totalisation 
des dérivées secondes généralisées (de Riemann) — c'est une tota-
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lisation symétrique de second ordre. D'une façon plus générale, les 
totales de Fespèce-S sont utiles pour la totalisation de certains lapla-
ciens généralisés. 

En rapport avec la totalisation-D nous étudions les P- et les R-mino-
rantes et majorantes [(2.8), (2.20)], qui sont respectivement aux 
genres de Perron et de Ridder. Dans la section 3 il s'agit des Ô-mino-
rantes et majorantes [(3.i)] qui sont pareilles aux minorantes et 
majorantes désignées 'dans (R; p. 96-101) par D. f étant la fonction 
de point qui intervient, on définit, moyennant ces trois sortes de 
minorantes et majorantes, certaines fonctionnelles (si elles existent), 
désignées respectivement P(f9 R) (2.8 c), H(f, R) (2.23), Dtf, R) (3.4). 
Nous n'appelons pas ces fonctionnelles, respectivement, la P-totale 
(ou la totale de Perron), la R-totale (ou la totale de Ridder) et la 
l5-totale, pour les raisons sur ce sujet que Denjoy a données 
dans (D ; p. 667-683) — c'est-à-dire, essentiellement parce que, en 
général, il n'y a aucun moyen effectivement constructif pour les 
calculer à partir de f; d'autre part, une totale (ou bien une intégrale) 
devrait éventuellement être le résultat d'un calcul. Liées avec la 
totalisation-S symétrique sont les P*-, les Rç- et les ^-minorantes 
et majorantes [(5.3), (6.7), (7.i)] d'une fonction /"ponctuelle. Les 
fonctionnelles correspondantes Ps(f, ...)» *V(£ •••)» §(/", . . . ) sont 
introduites dans [(5.3), (6. n ) , (7.4)]; elles ressemblent d'assez loin 
aux fonctionnelles P(/*, . . . ) , R(/", . . . ) , Û(f, . . . ) . Pour les raisons 
indiquées plus haut nous ne les appelons pas totales. 

Les conditions, définitions et résultats relativement à la totale-D 
ont été présentés, en résumé, dans la section 2 de notre Mémoire (T5) [6]. 
Les notions d'un point « indéfiniment couvert par une famille 
d'ensembles 5 » et d'ensemble A(^) de points indéfiniment couverts 
par & se trouvent dans (T; p. 2). Quant à la famille fondamentale DR 
et la famille DR, on a l'hypothèse (T; 7.4) et la définition (T; 7.7); 
on admet que 3TCoG', G' étant d'accord avec [T; (2.8)]. Les décom
positions-/* et -f sont spécifiées dans (T; p. 36 et 38), tandis que 
dans (T; p. 37-38) sont présentées l'intégrale de Burkill et les notions 
de la « continuité intérieure dans DM », de « l'additivité complète 
dans Dît », d'un point isolé-s et d'un ensemble parfait-s. La définition 
de la totale-D se trouve dans (T; p. 4o). Notons l'hypothèse (T; 7.8) 
pour la mesure cp. 

Dans la section 2 le théorème 2.7 est fondamental pour la définition 
éventuelle de P(f, . . . ) . La constatation (2.10) présente un cas parti
culier où la fonctionnelle P vaut la totale-D. L'énoncé ( 2 . n ) est 
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sur une propriété de f, lorsque f possède une P-minorante et une 
P-majorante. Selon (2.12), la sommabilité de f sur un R de Jît 
implique 

P(/ , R)=(L) f/rfç. 

Quelques propriétés immédiates de P(/", r), en tant qu'une fonctionnelle 
et une fonction d'ensemble, sont indiquées dans (2. i4). D'après (2.5), 
l'existence de P(/*, R) entraîne D P(/*, x) = f(x) (dérivation par rapport 
à DR) sur une plénitude de R. Si P(/", R) existe, /"est mesurable sur R; 
si P(f9 R) existe et f~±o, /"est sommable (2.16). La proposition fonda
mentale, qui est à la base de l'emploi de R-minorantes et R-majorantes, 
est comprise au théorème 2.19. Selon (2.21), si O est une R-minorante 
(de f) sur R, il vient D <ï> (x) < + 00 sur une plénitude de R. L'existence 
d'une R-minorante et d'une R-majorante de f sur R (de 311) 
implique |f| < 00 sur une plénitude de R (2.24). D-totalisabilité de f 

sur R entraîne R(f, R) = (D) ffdy (D-totale) (2.25). La fonction
na 

nelle R(/*, . . . ) satisfait aux propriétés élémentaires (2.26). On note 
en plus (2.27) : DR(f, x) = f(x) sur une plénitude de R, si R(/", R) 
existe; (2.28) f ^ o et l'existence de R(/", R) impliquent 

R ( / , R ) = ( L ) ffdv. 

Au théorème 2.29 il s'agit des conditions sous lesquelles l'existence 
de P(/", R) implique celle de R(/", R) et l'égalité de ces fonctionnelles; 
pour la démonstration on adapte le raisonnement dans (T; p. 60-62). 

Dans la section 3, en faisant usage du lemme 7. n de (T), 
on démontre (3.2) que f est mesurable et | f\ < 00 sur une plénitude 
de R, lorsque f(x) possède sur R une 6-minorante et une D-majorante. 
Moyennant le même lemme, on établit le théorème 3.3 : O (r)^ W (r) 
[pour tout r (de 311) c R ] , dès que Q[W] est sur R une D-minorante 
[6-majorante] d'une même fonction ponctuelle. Quelques propriétés 
assez immédiates de Ô(jf, . . . ) surviennent dans (3.5). La totali-
sabilité-D de f sur R implique l'existence de t)(f9 R) (3.5 a). Les 
énoncés (3.5 b), (3.5 c) s'obtiennent aisément. Dans (3.6) nous 
introduisons la notion d'une fonction prétotalisable-D ; cette notion 
intervient au théorème 3.7; celui-ci présente des conditions sous 
lesquelles l'existence de H(f9 R) entraîne celle de 6(/", R) et l'égalité 
de ces nombres. Enfin, au théorème 3.8 on constate que l'existence 
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de t)(f9 R) (un R€3îl) implique la relation D(Ô(/", X) = f(x)jmr une 
plénitude de R, la dérivation étant par rapport à la famille"3îl. 

Un résumé sommaire des résultats sur la totalisation-S (T; p. 67-131),, 
dont nous faisons usage par la suite, est présenté de (4. i) 
jusqu'à (4.39 a). L'hypothèse 4.4i mène à une simplification consi
dérable de la théorie de la totale-S; cette hypothèse est admise dans 
les développements des sections 5, 6, 7 sur les P S RJ- et ^-minorantes 
et majorantes. La proposition fondamentale, fondée sur l'hypo
thèse 4.4i , est le théorème (4.4^), qui présente des conditions sous 
lesquelles, étant donnée une fonction. W sur un H de DRS

09 il existe un 
ensemble p = p ( H ) parfait-s dans H de sorte que W soit s. a. (au 
sens de [(4.17)-(4.17 &)]), relativement à p9 sur H [voir (4.42«)]. 
L'énoncé (4.43) est sur la mesurabilité des dérivées extrêmes DaF (4.28). 

A la base de l'emploi des P^-minorantes et majorantes est le 
théorème 5.2. F étant définie dans JRS sur un H de 3ÏIJ, l'énoncé (5.4) 
présente les conditions sous lesquelles l'existence de la dérivée (symé
trique sphérique) D*F(#) sur une plénitude de H entraîne 

F(H) = P*(D'F(.r), H); 

la constatation (5.5) fait intervenir des conditions entraînant 

F ( H ) = ( S ) fD'F(*)rfç(*), 

où le second membre est une totale-S. Il est montré (5.6) que l'exis
tence sur un H (de 5)1%) d'une P*-minorante et d'une PMnajorante 
de f(x) entraîne | f(x) | < 00 sur une plénitude de H. Au théorème 5.7 
il est établi que la sommabilité (L) de f(x) sur H entraîne 

P<(/, R)=(L)/7(*)rfç (X). 

La proposition (5.8) donne quelques conséquences de l'existence 
de Ps(f, H) pour un H (de 311 j). On démontre que l'existence 
de Ps(f9 H) implique la relation D'Ps(f9 x) = f(x) sur une plénitude 
de H. Enfin, dans l'hypothèse (4.29), si Ps(f, H) existe, f sera mesu
rable sur H et, au cas f ^ o, f sera sommable sur H. 

Dans (6.1)-(6.1") nous introduisons les notions Vff.B. (variation 
bornée au sens sphérique asymétrique), A. C7. (continuité absolue 
sphérique asymétrique), A. C". S., A. C7. L, A. C°. G. (continuité 
absolue généralisée au sens sphérique asymétrique) et la notation F<̂ > 
[p au moins fermé dans l'ensemble de H considéré]. Les caractères 
asymétriques impliquent les propriétés correspondantes au Sens 
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symétrique (6.2). A la base de l'emploi des R*-minorantes et majo
rantes est le théorème 6.5, dont la démonstration tient à la propo
sition (6.6); celle-ci fait intervenir le* caractère A. Ca. G. et est ana
logue au résultat (4.33) [voir la preuve à la suite du théorème 6.18]. 
On note l'énoncé (6.9), selon lequel le caractère V*.B. sur un H 
(de 3ftj) entraîne la sommabilité sur H des dérivées extrêmes D* ,Dff 

asymétriques. Au moyen de (6.9) on établit (6.8) : sur une plénitude 
de H, D*®(x)< + 00[DaW(x)> — 00], lorsque sur H, <É>[W] est une 
R'-minorante^une RA-majorante] d'une fonction f(x). Ensuite, on 
déduit (6.10), l'inégalité ®(r)^W(r) [pour tout r (de 3Tt*)cH], 
valide si sur H, <I> est une R'-minorante et W est une RMnajorante 
de f(x). L'existence sur H de R*-minorantes et majorantes de f 
entraîne \f\<oo sur une plénitude de H (6.12). On montre que, si 
la S-totale F de f dans un H (de DRj) existe et F possède les propriétés 
A. C*. G. et (4.4i, I, II), on aura Rs(f9 . . . ) = F ( . . . ) dans H. La 

sommabilité de- f sur un H implique R5(/", r) = (L) / fdy 

[tout r ( € 3 Ï l 5 ) c H ] (6.14). Puis, au théorème 6.16 on vérifie que 
l'existence de R*(f, H) entraîne DsRs(f9 x) = f(x) sur une plénitude 
de H; si l'on ajoute l'hypothèse (4.29), on aura f(x) mesurable et'si, 
en plus / *^o , f sera sommable sur H (6.17). En procédant comme 
dans (T; p. 123, 124), on déduit le théorème 6.19, selon lequel, F étant 
une fonction définie et finie pour les sphères dans un H (de DRS

0)9 

l'inégalité D<TF> — 00 sur H — e, où e€(*5) (5.i) , implique 
F~(6.3)€A. (X G. sur H. Cette proposition survient dans la preuve 
du théorème 6 .18: l'existence de Ps(f9 H) entraîne celle de R5(/, H) 
et l'égalité des deux nombres. 

Moyennant (T; lemme 13.6) on établit que f(x) est finie sur une 
plénitude de H et mesurable, lorsque sur H, f(x) possède une S-mino-
rante #D et une ^-majorante W (7.2). En tenant compte de 
(T; lemme 13.6), on déduit aussi le théorème 7.3 : Qï^W dans H, 
lorsque O et W sont respectivement une ^-minorante et une â-majo-
rante sur H d'une même fonction ponctuelle. Quelques propriétés 
de § ( / " . . . ) assez immédiates sont indiquées dans (7.5). L'existence 
dans un H (deart*) de la S-totale F de f9 F satisfaisant à (4.41, I, II), 
implique que §(/*, H) existe et vaut (S) J fdy (7.6). La somma
bilité de f sur H entraîne 

§ ( / , H)=(L) f / r fç ; 
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si /"^ o sur H et §(/*, H) existe, il vient 

§(/, H)=(L)/7^?. 

Dans (7.7) nous introduisons la notion d'une fonction prétotalisable-S 
sur un H. Au théorème 7.8 on admet la condition (4.29); si f(x) 
est prétotalisable-S sur H et Rs(f9 H) existe, on aura §(/", H) = Rs(f9 H). 
Enfin on montre (7.9) que, la condition (4.29) étant admise, l'exis
tence de §(/", H) entraîne sur une plénitude de H : DA §(/", x) = f(x)9 

où la dérivation est au sens sphérique symétrique. 
Dans la section 3 du Mémoire (Ts) [6] de l'auteur on a présenté 

une construction effective de la totale-D, en forme d'une succession 
transfinie des calculs. Dans la section 8 de l'Ouvrage actuel nous 
résolvons le problème correspondant pour la totale-S. On admet 
que f(x) soit totalisable-S, au sens (4.18), sur un H de 2RS et l'on 
entreprend le calcul dans H de la S-totale, (S) f fdy9 à partir de f. 

Nous procédons sans l'hypothèse (4.29) [voir la remarque à la fin 
de la section 8], 

Dans les sections 9, 10, 11 nous développons la totalisation-S des 
séries, liée avec la totalisation-S des fonctions. Dans (D; p. 343-388) 
on trouve l'exposé de la totalisation des séries dans l'espace eucli
dien "lit de dimension 1, que Denjoy a réalisée en rapport avec sa 
totalisation originelle, dite « simple », des fonctions. Dans (T*) l'auteur 
a présenté la totalisation-D des séries; cette théorie est liée avec la 
totalisation-D des fonctions. 

Selon (9.1), si F est définie et finie pour les sphères fermées contenues 

J s 
f F 
H 

(rel. à p) [(4.i5)] finie existe, alors l'intégrale / F (rel. à p) finie 

existe pour tout r (de DRs)cH; de plus, cette intégrale indéfinie 
est complètement additive dans DRS (9.2). En admettant que F(e) 
puisse être distincte de zéro pour des ensemble' e de (*) (4.12), on 
définit le caractère de l'additivité complète de F dans 3TI* (9.3). 
Dans (9.4)-(9.7) nous spécifions les notions de décompositions 
(finies) dans JRS

9 avec composants dans une famille Ot9 de s. a. 
(rel. à p), de A. S. G. sur un H (de DRS) épais. Le lemme 9.8, qui 
est une adaptation de (T; lemme 13.6), joue un rôle fondamental 



TOrALE-D DE DENJOY ET TOTALE-S SYMÉTRIQUE. 7 

dans la suite. Soit un (n = i, 2, . . . ) une suite de nombres avec zéro 
comme le seul point d'accumulation. Désignons par 0 = {6„} 
( n = i , 2 , . . . ) un ensemble de points 0„ situés sur un H de 311$. 
Les 6* et les un correspondent l'un à l'autre d'une manière biunivoque. 
Nous admettons la condition (10.1). La totale-S (si elle existe) de la 

série ^Un sur p (de 3Tl*)cH est une fonction finie F(p) = (pJ^Su*, 

qui satisfait aux conditions de la définition 10.3. Moyennant le 
lemme 9.8 on obtient le théorème 10.4, selon lequel cette totale est 

unique. La classe des séries V u „ totalisables-S est linéaire (10.5). 
V 

Soit un H (de 311 j) = V qt + e9 où les qt (de 3Tt*) sont épais, dis-

joints, eqt=o9 £€(*); si la série ^.un est totalisable-S sur chacun 

des ql9 cette série sera totalisable-S sur H [voir (10.6), (10.6a)]* 

Au moyen du lemme 9.8 on montre (10.7) : la totalisabilité-S de ^ u n 

sur un r0 (de 3TLj)cH, avec un^o9 entraîne ( i ^ ^ S i i w ^ o . 

D'après (10.8), la convergence absolue de la série "Vu« implique 

la totalisabilité-S de cette série et l'égalité ( 1 3 ) ^ 8 ^ = ^ 1 1 , 1 , au 

moins au cas où pour tout ensemble p parfait-s dans H (G3R() e t 
tout r de 3îl*, r c H , rp^o9 il existe un r' (de 3TI*), contenu dans rr 

joint à p et dépourvu des points de 0. 

Dans la section 11 on envisage une série 'V un totalisable-S sur un H 

(de 3Ttj), avec 0 = {0w-j sur H; au moyen d'une succession trans-
finie des calculs on résout le problème de trouver, d'une façon effecti
vement constructive, la totale-S de cette série. 

2. Les P T et les R-minorantes et majorantes associées avec 
la totalisation-D. — Dans les sedions 2 et 3 il s'agira toujours de 
fonctions d'ensemble, nulles pour tout e contenu dans la frontière d'un 
ensemble de DR. Dans les conditions actuelles, d'après [T; (7 .4 , 8°)J 
le théorème exact de Denjoy-Vitali [(D*), aussi (T; (8.1)] s'applique 
sous la forme suivante : 

(2. i ) Soient un RGDR [T; hypothèse 7.4], un ensemble H, c R , 
mesurable et une famille âli = [p}9 avec les p (de DR) contenus dans R. 
Supposons que, sauf peut-être pour un ensemble mince, H est contenu 
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dans A (,91^). Étant donné un s > o , on peut choisir une suite dénom-

brable de py, ^diu disjoints, de sorte qu'en posant T = 2 ^ » o n ^ ' 

(2.i a) ?(H — H r ) = o , 9(r)<cp(H)-+-£. 

On sait que la famille 1R1 peut être réduite en sorte qu'en retenant 
la notation originelle H et A(^tj) soient identiques, sauf pour des 
ensembles minces [voir (D*; p. 353) et (Tm; p. 67, 68)]. 

Si f(x) est une fonction numérique définie sur un ensemble H 
et x0 € H, posons 

(2 2) J Mu(f^o, r) = Mn(xQ, r) =sup(xerB)f(x), 

( mn(f-> ^0, r) = mH(j,0i r) = inf(.r€ rYL)f(x), a\ec r (de 311)B#Q; 

,-> x ( M „ ( / , a?0) = M „ ( J : O ) = inf(r(deOTl)aa:o)MH(j?o, r ) , 
( z . 2 a ) < 

( m\\{fi œo) = ^ H ^ O ) = sup(r (de 311) BXQ) mii(x0, r ) . 

/"(x) sera semi-continue supérieurement (inférieurement) au point x0 

de H sur H, si 

(2 .2 b) f(x0) = M H ( / , * 0 ) [ / (*o) = n i „ ( / , *o)]î 

on dira que /"(x) est continue au point x0 de H sur H, si 

(2 .2 c) /(j:©) = ™ H ( / , ar0) = M H ( / , a?0) fnw. 

On pourrait indiquer ces propriétés « en #0 de H relativement à H ». 
En tenant compte de la condition [T; (7.4, 90)], il vient que la conti
nuité de f sur H (e. g. en tout point de H relativement à H) signifie 
que 

# o € H , s > o entraînent l'existence d'un if)o= 0(^0^ s) > o 

tel que 

(2 .2 d) o s c ( 7 ; H ) / < £ , des que r (de 31l) BX0 et <p(r)<7) 0 ; 

ici, le nombre au premier membre est l'oscillation de f sur f H, e.g. 
sup \f(x') — f(x")\ pour x' et x" sur T H. 

Un théorème de Lusin s'applique dans nos conditions [T;(9 .2)] : 

(2.3) Si f(x) est mesurable et finie sur une plénitude d'un 
ensemble mesurable E et E c R ( e 3 1 l ) , à tout £ > o il correspond 
un E£, c E , fermé tel que 

9 ( E — E £ ) < e ' et / ( # ) est continue sur H£. 
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(2.4) La mesure cp est nulle pour tout ensemble contenu dans la 
frontière d'un ensemble de 311; cp est complètement additive dans 3TL 
(T) p. 38); cp est intérieurement continue dans DR (T; p. 37) sur tout R 
de DR. _ 

En effet, soient un Re3 î l et un ensemble e c R — R; d'après 
[T; (7.4, 6°)] il y a r et p dans DR tels que 

r c R , R c p , ? ( R _ r ) < e , < p ( p _ R ) < s ; 

ecp — r et 0 (e) ^ © (p — / ) = cp [(p — R) -h (R — r)] < 2e; 

d'où cp(e) = o. La seconde partie de (2.4) s'ensuit. La troisième partie 
est immédiate. 

(2.5) Si W est intérieurement continue dans 311 pour un R (de 311), 
des r«€3îl existent tels que 7„cR et W(R) =limW(r„). 

n 

A tout s > o il correspond un rt (s) > o de sorte que les relations 

r ( € 3 U ) c R 5 c p ( R _ r ) < Y i ( £ ) 

entraînent | *F(R) — W(r) | < s; selon [T;(7.4, 6°)] il existe un r(s) 
(de 3H) tel que , 

7(i)cR, * ( R - r ( e ) ) < n ( O î 

on aura |W(R) — *F(r(s)) | < s. La conclusion dans (2.5) découle en 

posant £„= - » rn= r ( - j • 

(2.6) Étant donnés un R de 311 et une fonction W définie pour les r 
(de 311) contenus dans R, on définit les dérivés extrêmes DW(x), 
D ^ (x) et la dérivée unique D W (x) (si elle existe) d'accord avec [T ; (8.2)] 
e. g. en faisant usage des ensembles 1 de DR; DW(x), Df(a;) et toute 
dérivée intermédiaire, D * F ^ D*W^ D W, sont mesurables [T; (8.3)]. 

(2.7) Désignons par (*) toute réunion dénombrable de frontières 
d'ensembles de DR. 

Le lemme fondamental qui est à la base de l'emploi des P-majo-
rantes (P-minorantes), du genre de Perron, donné par Roma-
novski (R; p. 92) en rapport avec sa théorie, aura lieu dans les condi
tions actuelles. Ainsi : 

THÉORÈME 2.7. — Soit F additive dans DR sur un R de DR et inté
rieurement continue dans DR sur R, tandis que sur R : 

(2.7 a) D F ( x ) > — 0 0 , sauf sur un ensemble (*): D F ( i ) \ o sur 
une plénitude de R. Alors F(r) ^ o pour tout r (de DR) c R. 
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Il suffit de démontrer le théorème en supposant que : (i°) D F(x) > o 
sur une plénitude de R; en effet, si F satisfait aux conditions indiquées 
au théorème, d'après (2.4) la fonction F' = F+£cp sera additive 
dans 311 et intérieurement continue dans 3TI sur R, tandis que 
D Ff(x) > o sur une plénitude de R; on aura la conclusion du théorème 
pour F', donc pour F. De plus, comme une conséquence de (2.5), 
il suffit d'obtenir la conclusion du théorème pour R0 € 311, avec R0 C R. 
Le reste de la démonstration est comme dans (R), en s'appuyant 
sur le théorème de Denjoy-Vitali sous la forme (2. T). 

(2.8) Si f(x) est une fonction numérique de point définie sur une 
plénitude d'un R (de DR), une fonction <I> [une fonction W] sera dite 
une P-minorante [P-majorante] de f(x), si elle est additive dans DR 
et intérieurement continue dans 311 sur R, tandis que 

(2.8 a) D<[>(^)<-+-oo [DW(x) > — oo] sur R sauf sur un ensemble (*), 
(2.8 6) D®(x) ^f(x) [ 2 ^ - ( ^ ) ^f(x)] sur une plénitude de R; 

si pour une f(x) de la sorte indiquée et pour tout £ > o il y a une P-mino
rante # et une P-majorante W de f9 telles que *F(R) — ̂ (R) <e, on 
définit le nombre 

(2.8c) P ( / , R) = s u p $ ( R ) = mf*F(R). 

On note que, d'après le théorème 2.7, <J> (r) ̂  W (r) (tout r, de 311, c R) ; 
P(f9 r) est une fonctionnelle de f9 f décrivant un certain champ p , 
et une fonction d'ensemble r (de 311) cR. Pour les raisons indiquées 
dans la section 1 nous n'appelons pas P(f, . . . ) totale (ou intégrale) 
de Perron. 

(2.9) Admettons que F est additive dans DR et intérieurement 
continue dans DR sur R, tandis que —oo<DF(z), DF(x) < + 00, 
sauf sur un ensemble (*), et que la dérivée DF(x) existe sur R — e, 
cp(e) = o; alors P(D F(x)9 R) existe et vaut F(R). 

En effet, la fonction f(x) = D F(x) est définie sur R — e [elle est 
mesurable d'après (2.6)]; F sera à la fois une P-minorante et une 
P-majorante de f(x); d'où la conclusion. 

(2.10) Si F satisfait aux conditions de l'énoncé (2.9) et si, en plus, 
F est complètement additive dans JR sur R [(T5(7.7)), (T;p. 38)] 
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et est continue au sens de [T; (10.7)], tandis que DR jouit de la propriété 
de mobilité (T; p. 60), il s'ensuivra que 

(2.10 a) F(R) = P(DF(a?) , R) = ( D ) f D F (x) dy (x), 

JR 

le troisième membre étant une totale-D. 

Ce résultat découle de (2.9) et du théorème 10.8 (T; p. 60). 
(2.11) Si f possède sur R une P-minorante $ et une P-majorante W9 

f sera finie sur une plénitude de R [pour cela il suffit donc que P(f, R) 
existe]. 

Si (2.11) est en défaut, on aura par exemple / * = + o o sur un 
ensemble h9 <pe(/i) = r\ > o. Selon (2.6), la dérivée D W(x) est mesurable, 
donc l'ensemble h,= j xeR; D W(x) = + 00 j l'est. D'après (2.8 6) 
(pour W) DW(x) = DW(x)= + oo sur h — /, <p(A) = o; h0Dh — l. 
F = *¥ — <& (additive dans DR sur R ) ^ o , donc F e V . B . sur R au 
sens de (T; p. 5o); d'après [T; (9.4)], tous les dérivés (extrêmes 
et intermédiaires) de F sont sommables sur R; en particulier, D* 
désignant un dérivé intermédiaire quelconque, D*F sera fini sur une 

plénitude de. R. On a * ->D?(x ) (= - ( -oo ) pour xeh09 dès 

que rl = rl(x)ç.DR9 rtBx9 cp(rz)->o. Pour tout xeh — 1 prenons 

les rl = rl(x) de sorte que lim y =D*<£(:r) (fini ou infini) existe. 

D'après (2.8 a), D*0(:z) ( ^ D <b(x)) < + oo sur une plénitude 7i4 

de h — 7 (donc de h). On a 

h m ^ 4 = D ? ( j c ) - D * $ ( i ) = D*F(x) sur h, ; 

© ( T j ) 

ici D*F(x) est fini sur une plénitude h2 de h^ (de h); ainsi 

D * F ( - F ) (fini) ^ D ? ( J ? ) — D<ï>(#) = + 0 0 — D®(x) = -hoo sur/t2 ; 

il y a une impossibilité, en tant que /i2 est non vide 
[car 9,,(/1,)= cpe(/i)= v>o]. On procède d'une même façon pour 
f = — 00 sur un /1, cpe(/i) > o . (2. n ) est vérifié. 

(2.12) Si f est sommable sur un R, P(f9 R) existe et vaut l'intégrale 

de Lebesgue (L)//"dcp. 

Comme au cas analogue (R;p. 93) il suffit d'établir cet énoncé 
avec / ^ o et finie partout sur R. Il y a des modifications dans la 
démonstration en tant que dans la théorie actuelle on ne suppose pas 
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que les fermetures des ensembles de 311 soient compactes. Notons 
d'abord qu'avec la semi-continuité définie selon (2.2)-(2.26) on 
peut vérifier, dans les conditions actuelles, le fait suivant : 

(2. i3) Si q est sommable sur un R (de DR), pour l'intégrale indé

finie F(e) = f gdcp (e mesurable, c R ) on aura D F ( X ) ^ J ( I ) aux 

points x de R, où q(x) est semi-continue inférieurement relativement 
à R . 

L'énoncé (2.12) est démontré comme dans (R; p. 93-94) en faisant 
usage du théorème de Lusin dans la forme (2.3) et de (2.i3). Au 
cas envisagé, on définit effectivement une P-majorante W et une 
P-minorante O de f(x)9 toutes les deux étant certaines intégrales 
lebesguiennes indéfinies, tandis que W — O < e. 

(2.i4) Si P(f, R) existe, P(f9 r) existe pour tout r (de 311)cR 
et représente une fonction additive dans 311 et intérieurement con
tinue dans DR sur R; si P(fi, R) (î = 1, 2) existent et si k± et k2 sont 
des constantes, on aura 

P(*i/i-+-*,/!> R) = *iP(/ i , R)-h* ,P( / i , R). 

Cet énoncé est une conséquence immédiate des définitions. 

(2.i5) Si P(f9R) existe, DP(f,x) = f(x) sur une plénitude de R. 
On peut suivre l'idée de la démonstration dans (R; p. 95). Pour £> o, 

une P-majorante W et une P-minorante <î> de f sur R existent, telles 
que F(r) = V ( r ) — <&(r) < £2 (r, de 311, c R ) . Posons 

h = h(e) = (xeR; D F t e ) > e ) ; 

d'après (2.6), h est mesurable; moyennant le théorème de Denjoy-
Vitali dans la forme (2.1), il vient cp(/z) < £-*F(R) < £. Sur une pléni
tude q = q(s) de R — h(z) 

(1) o ^ D W(x)— D ¢ ( # ) ^ D T(ar) — D V (x) ^D F (x) ^ s. 

Écrivons P(r) = P(f9r); qn = q(±\,&n9 Wn correspondent à £ = - ; 

sur qn : D<bn(x)= f(x)^DWn(x). Sur une plénitude Q0 de Q == ïïïngw 

(donc de R), on aura (DP(i;)Z)f(x) = DP(x), ce résultat pour 
P1(r) = P(—f, r) donne f(x) = DP(x) sur une plénitude de R; 
(2. i5) s'ensuit. 

COROLLAIRE 2.16. — L'existence de P(f9 R) entraîne la mesurabilité 
de f sur R; si f ^ o sur R et P(f9 R) existe, f sera sommable sur R. 
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La première partie découle de (2. i5) et de (2.6), la seconde comme 
dans (R; p. 94-95). 

Avant de considérer des R-minorantes et R-majorantes9 au genre 
de Ridder, empruntons quelques faits préliminaires au mémoire (T), 
à savoir (T; p. 52, 53, 55). 

(2.17) F étant définie dans 3îl sur un R, on dira que F e A . C. 
(absolument continue) sur R, si pour s > o i l y a u n r ; ( s )>o de sorte 

que Y F ^ , ) < £, dès que : 

(2.17a) qt (de DR), en nombre fini, sont disjoints, qt c R, cp ( ̂ T qt ) < r\ (e) ; 

F e A . C. I. (A. C. inférieurement), si (2.17 a) implique seulement 

" V F ( ^ ) > — s; une définition analogue pour A. C. S. (A. C. supé

rieure). On dit système fini dans R pour désigner un nombre fini de qt 

(de 311) disjoints et contenus dans R; on écrira 

F-(s) = mf F ( a ) , F + ( * ) = s u p F (<J) , 
(7 d 

si s est un système fini dans R, les a- désignant tous les systèmes finis 
(vide ou non) contenus dans s. Il vient 

(2.17 b) F+(s) ^ o ^ F-(*), F+(*) ^ F (*) ^ F-(s), 
D F + ^ D * F ^ D F - surR. 

(2.17 c) Si F est additive dans 311 sur R et p est fermé, on pose 
(avec r€3î l , r c R ) 

Fp(r)=F(r) (si rp 760), =0 (sirp = o). 

F e A . C. G. (A. C. généralisée) sur R, si p parfait-s, re3H, r c R , 
rp^é.o entraînent l'existence d'un r4 (de 311), c r et joint à p, de 

sorte que F;, e A. C. sur r, ; F e A. C. G. sur un R équivaut à R= V } (n), 
n 

où les l(n) sont fermés (dans R), tout l(n) étant dans la frontière d'un 
ensemble de DR, ou bien F\(n)^A. C. sur R. 

(2.i8) Avec F définie dans 311 sur un R, on dira que F € A. C. G. I. 
est A. C. G. inférieurement, sur R, si F~€ A. C. G. sur R; une défini
tion analogue pour le caractère A. C. G. S. 

La base pour l'emploi de minorantes et majorantes au genre de 
Ridder, introduites plus loin, est le théorème suivant qui est analogue 
à un énoncé dans (R; p. 95) : 

THÉORÈME 2.19. — F étant additive dans DR et intérieurement 
continue dans 311 sur R, si Fe A. C. G. I. (2.18) sur R et D F ( x ) ^ o 
sur une plénitude de R, on aura F(r) ^ o pour toiit r (de 311) c R. 

MÉMORIAL DES SO. MATH. — N° 1 6 6 . 2 
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Moyennant (2.4) et (2.5), comme dans la preuve du théorème 2.7, 
on voit qu'il suffit de démontrer le théorème en admettant 
que D F(x) > o sur une plénitude de R et d'obtenir la conclusion 
pour R0€3TL, R 0 cR. La démonstration est achevée comme 
dans (R; p. 95) en s'aidant de (2.17 c) et du théorème de Denjoy-
Vitali (2. i); on ne fait pas usage d'ensembles compacts. 

(2.20) On dira que 4>[*F] est R-minorante [R-majorante] de f, 
f définie sur une plénitude de R, si elle est additive et intérieurement 
continue dans 311 sur R, tandis que 

4»€A.C. G. S. [ ^ € A . C . G. I.] sur R, 
D$(x) ^f(x) [DW(x)^/(x)\ sur une plénitude de R. 

(2.21) Pour les fonctions ¢ , W survenant dans (2.20), on a 
D <E> (x) < + 00 et D W(x) > — 00 sur une plénitude de R. 

En effet, ^ - € A. C. G. et 

(2-17^) R C ^ X n + ^ ^ 5 

où gn est la frontière d'un ensemble de 311, tandis que ln est fermé 
et WïneA. C. sur R. On obtient : ( io)D^ f l (a;)=DT(a;) sur RA„; 
or Wx„€V.B. sur R et, d'après (T; p. 5i), DW\n(x) est fini sur une 
plénitude de R (le dérivé est sommable sur R); ainsi [(i0), (2.176)]: 

VW(x)[=DWïn(x)^DV-kn(x)]>-oo 

sur une plénitude de RÀn (n = 1, 2, . . . ) , donc de R. 
La démonstration est pareille pour D O (x). 

(2.22) Si sur R, <D est une R-minorante et W est une R-majorante 
de f(x)9 on aura ^(r)^W(r) pour tout r (de 311)cR. 

Cela s'ensuit du théorème 2.19 et de (2.21). 

(2.23) Étant donnée une f(x) définie sur une plénitude de R, 
on dira que le nombre R(/*, R) existe, si pour tout e > o il existe des 
R-minorantes $ et des R-majorantes W de f(x), telles que W (R) — <ï> (R) <£ ; 
alors on pose 

R(/, R)=sup*(R) = inf^(R). 

Pour les raisons données dans la section 1 nous n'appelons par H(f, r) 
totale (ou intégrale) de Ridder. R(/", r) est une fonctionnelle de f, 
pour /"dans un certain champ, et une fonction d'ensemble r (de 3H)c R. 
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(2.24) Si une R-minorante O et une R-majorante W de f(x) existent 
sur R, f sera finie sur une plénitude de R. 

Supposons, par exemple, que f= +00 sur un h, cpe(ft) = yj> o. 
Or / io=î#€R; D*F(:r)=+ooî est mesurable. D'après (2.20), 
DW(z) = +00 sur un hu cp(/z— /i,) == o; h0Dhi, cp(/i0)^Y}. Comme 
dans la démonstration de (2.n), il suit que tout dérivé D*(W—<!•) 
est fini sur un e, cp(R — e) = o, et que DW(x) — D&(x) est finie 
sur eh0. Donc D Q> (x) = D O (x) = + 00 sur eh0, ce qui est contraire 
à (2.21). 

(2.25) Si f est D-totalisable sur R, R(f, R) existe et 

(D) ffd9 = n(/, R). 
^ R 

D'après les caractères de la D-totale, 

F(r) = (D) ffdy [r de DR variable, r c R ] , 

spécifiés au Mémoire (T), on a F € A. C. G. sur R, e. g. simultané
ment F est A. C. G. I. et A. C. G. S.; en outre, selon (T; théorème 8.8), 
DF(x) = f(x) sur une plénitude de R; F est une R-majorante ainsi 
qu'une R-minorante sur R de f9 d'où la conclusion dans (2.25). 

L'énoncé suivant est immédiat : 

(2.26) Si R(/; R) existe, R(r)=R(/*,r) existe dans 311 sur R 
et y représente une fonction additive et intérieurement continue 
dans 3Ti; si kl9 Jt2 sont des constantes et les R(/"*, R) (i = 1, 2) existent, 
on aura 

R ( * i / ! + * 2 / 2 , R ) = * i R ( / i , R)-+-*2R(/2 , R). 

(2.27) Si H(f9 R) existe, en posant R(r) = H(f, r) (r de DR variable, 
rcR), on aura DR(x) = f(x) sur une plénitude de R. 

La démontration est comme celle pour (2.15). 

(2.28) Si R(f, R) existe et f(x)^o sur R, f sera sommable et 

R(f, R) = (L) ffdy (finie). 
^ R 

En effet, d'après (2.27) et en raison de (2.6), l'existence de R(f, R) 

entraîne la mesurabilité de f sur R; si (L) / fdcp = + 00, en posant 
^ R 

qn = f (où f < n), = n (où f ^ n ) , on aura 
(L) / qnidy > R ( / , R) (fini) pour /ii suffisamment grand. 
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Conséquemment, en tenant compte de [T;(7. i3e)] , (2.25), il vient 

(L) fqnidv (finie) = (D) f qni d9 = R ( ^ , R) > R( / , R). 
^ R i 7 R 

L'inégalité ici présente une contradiction, car qn^f' 

THÉORÈME 2.29. — Admettons la mobilité [T; (10.7 a)] de DR e 
la continuité [T; (10.7)] dans DR de W[Q]; si W[d>] est un R une P-majo
rante [P-minorante] de f(x), W[®] sera une R-majorante [R-minorante] 
de f(x); l'existence de P(f, R) entraînera celle de R(f, R) et l'égalité de 
ces nombres. 

Envisageons, par exemple, une P-majorante W. Selon (2.8), f(x) 
est définie sur une plénitude de R, W est additive dans 311 sur R, 
DW(x)^f(x) sur une plénitude de R et 

(1") D 1 ' ( I ) > - Ï s u r R - H o , où H 0 c H , = 2 ] ^ n € C ) (2.7). 
1 

W remplira les conditions (2.20) pour une R-majorante, si l'on établit 
que W e A. C. G. L sur R, ce qui voudrait dire W~ € A. C. G. sur R (2.18) ; 
d'après (2.17 c), cela reviendrait à montrer que des ensembles E m ( c R) 

oc 

fermés existent tels que R — ^ E m est contenu dans un 
1 

ensemble (*) (2.7), tandis que WïJmeA. C. sur R (2.17); e. g. que 
pour £ > o un r)m(e)> o correspond, de sorte que les relations 

(2») ql(deDR)cR (i = 1, . . . , v fini), ^disjoints , cp ( ^ g i ) <1\m(*) 

[c'est-à-dire { qt j est un système fini s c R, avec cp (s) < r\m (1)] entraînent 

(3") (°^)xVÊm(qi)> — * (ou bien, ^ - s ) . 
» 
Nous adaptons le raisonnement dans (T; p. 60-62) en faisant les 

modifications suivantes dans les formules et constatations (1'),..., (i4')* 
L'inégalité dans (3') est remplacée par *F(p)^ — mcp(p); la seconde 
inégalité (6') est omise; (8') prend la forme *F(p)^—&(#)?(p); dans 
la quatrième ligne à la suite de (9') on aura 

V ( P ) ^ - ô ( a r ) ? ( p ) ^ - # » r ç ( p ) , P cR; 

(10') devient R — H 0 = ^ E m , où H0 est l'ensemble survenant dans (i°); 

à partir de (10') x est un point sur Em, Em étant défini selon les 
formules (1'), (2'), (3') modifiées; la première partie de (i3') sera 

V ( p ' ) ^ — m ? ( p ' ) = - m c p ( p ) ; 
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dans (12/) et (i3') on fait usage de la mobilité de 311; l'inégalité 
dans (i4 ;) est remplacée par *F(p):^ — mcp(p); (i4') s'ensuit en raison 
de la continuité dans 311 de W; on conclut que x d e E T O ( c F m fermé) 
est sur Em, donc Em est fermé (m = i, 2, . . . ) . 

A cause de (i°), R — ^ V E m = , H 0 c H 1 € (*). Pour o < s ^ i , 

posons r)m(s) = — et considérons un système fini 5 ( c R ) satisfaisant 

à (20), s = j qj} ; on a 

e I 

Si ç/Em^z£o pour un j , en utilisant la définition [T; p. 60; (2'), (3')] 
modifiée de Em (avec p = qj et un point x€g y E m ) , on obtient 
W(qj)^ — my(qj). Par conséquent, (20) implique 

ainsi (2.17), ( o ^ ) f E J ^ — s, e. g. (20) entraîne (3°). Le théorème 
est vérifié pour W; d'une manière analogue on le démontre pour # ; 
le reste est immédiat. 

3. Les D-minorantes et majorantes associées avec la tota
lisation-D. 

(3.i) f(x) étant définie sur une plénitude d'un R (de 311), on 
dira que ®[W] est une î)-minorante [t>-majorante] de f, si ®[W] est 
complètement additive dans DR, intérieurement continue dans DR sur R 
et est telle que : les relations 

(3.i a) p parfait-.?, pR^o, % r(de3TL)cR, rp ^ o 

entraînent l'existence d'un p (de 311) cr, pp ^6 o, de sorte que 

(3.i&) f&péî(L) f fd<? [ fwp^(L) f f d<A pour tout q (de 3H)cp, 

f étant sommable au sens fini sur pp. 

Il serait naturel d'appeler cette sorte de \ninorantes [major; 
les minorantes [ . . .] de Denjoy, parce qu'appar rament e M ^ 

file:///ninorantes
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étroitement liées avec la totalisation-D [comme développée dans 
(T; p. 35-67)], qui est du genre des totalisations originelles de Denjoy. 
Les ô-minorantes [...] correspondent aux D-minorantes [...] 
dans (R; p. 96-101), qui ont été envisagées dans les conditions du 
Mémoire de Romanovski. 

On pourrait procéder à partir de la définition (3.1), en n'employant 
pas d'abord les conditions [T; (7.4, 7°), (7.4, 8°), la partie extérieure 
de (7.4,60)]. 

(3.2) Si f(x) possède sur R une D-minorante [Û-majorante] &[W], 
f(x) sera mesurable^et finie sur une plénitude de R. 

Nous allons démontrer cet énoncé au moyen de (T; lemme 7.11) 
[qui est essentiellement différent du lemme analogue dans (R)]. 
Considérons le cas où f(x) a sur R une D-minorante <D. Soit 91, cDR, 
la famille d'ensembles p, tels que : 

(i') pcR, f(x) est mesurable sur p, f(x) est finie sur une plénitude 
de p. 

Supposons qu'un r (de £ l ) c R , tandis que des rn (/1 = 1,2, . . . ) 
épais existent tels que 

(2') rnGDR, rn-fr, rn possède dans 311 une décomposition-f avec 
composants dans 9t ; ainsi : 

(3') r"=Vp? + en
9 les p" (n fixe) disjoints, p?€#t, en contenu 

1 

dans une réunion finie de frontières d'ensembles de 311. 
Il suit que f(x) est mesurable sur rn et est finie sur une plénitude 

de rn; d'après (2'), f(x) aura les mêmes propriétés relativement à r; 
donc r e £ l ; la condition [T; (7.11, i0)] est remplie. Si un p€#t, tout r 
(de DR) contenu dans p sera un ensemble de dt9 e. g. la condition 
[T; (7.11, 20)] est satisfaite. Considérons un r' de 3îl, tel que tout r 
de 3ït, avec rcrr, apartient à âl; cp satisfait à la partie intérieure 
de la condition [T; (7.4, 60)], donc pour n = 1, 2, . . . il existe un rn 

(de DR), tel que rncr', cp(r'—rn) < - ; o n a r „ € ^ , donc sur une pléni

tude de q =Vr„/"(x) est finie, f(x) est mesurable sur q; or 

/•'— ^ J I ^ ' - " rn)crf— rn, d'où ? ( r ' — q) < i 

et q est une plénitude de T'\ ainsi r '€# l ; on a vérifié [T; (7. n , 30)] 
pour la famille dl. 
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Soit ait une sous-famille de 91 ne couvrant pas R. L'ensemble 

A = F—^(^ i )P» °ù F e s t l'espace A(5), est fermé et / R est non 
vide. 

CAS ( I ° ) : XR possède un point x0 isolés. — Il y a un r0 (de DR) tel 
que 

RD/*O9#O, r0\cg, 

où g est la frontière d'un ensemble de DR; 

r0— r0\eDR et r0— r0Xc ^ ( f f l i ) p. 

En vertu de (T; lemme 7.10), pour 911 et avec r = r0—r0l9 il vient 

f*o— r0\ = ^ , pv? les pv (de 31l) disjoints, 

pv c un rv de 9L\ ; pv = ^ pV) l -+- ev (décomposition-/ dans 3Tl), 

ç(ev) = o; pV)i (de 311) c pvcrv, avec rve9l1c9l. 

D'après [T; ( 7 . n , 20)], déjà établi pour 91, on obtient pv>i€#l. Or% 

(40 ' • n = r o X - h 2 p v = 2 ^Pv.iH-e71 («w mince) €3Tl; r « f r 0 ( c R ) . 
V = l V = l Z = l 

Par conséquent, le caractère [T; (7. n , i0)], déjà Vérifié pour 91, 
entraîne r0€9l. Ainsi, au cas (i°) il existe un r0 de 91 non couvert 
par 9tu 

CAS (20) : L'ensemble 1 est parfaits dans R. — Puisque /R^z£o 
et <t> est une D-minorante de /*, selon (3. i) on déduit l'existence d'un p 
(de 311)cR, Xp^o, de sorte que 

Jl $X^(L) / /^9 (fini) pour tout gr (de 3R) c p ; 
q Jq\ 

en particulier, f étant sommable (au sens fini) sur p, f est mesurable 
sur p et est finie sur une plénitude de p, e. g. (i') on voit que p est 
dans 9t. En tant que Ap ^ o, p n'est pas couvert par Sfllm Au cas (i°) 
on a la même conclusion qu'au cas (i°). 

La condition [T; ( 7 . n , 4o)], ainsi que les autres conditions de 
(T; lemme 7 . n ) , est vérifiée pour 91 (ir). Conséquemment, Rs9t9 

ce qui démontre (3.2). 
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THÉORÈME 3.3. — Si sur R, <I> est une D-minorante et W est une 
î)-majorante de f(x)9 on aura ®(r)^W(r) pour tout r (de 311) c R . 

Soit 919 c31l, la famille d'ensembles p c R sur lesquels «fc^W. 
Supposons qu'un r (de 311)cR satisfait à (2'). On aura (3') pour rn; 
d'après la définition de 9t, «Êfe'O^Wfe"); 4> et W sont complètement 
additives dans DR (T; p. 38), donc <ï> et W sont nulles pour tout ensemble 
contenu dans la frontière d'un ensemble de 311, de sorte 
que Q>(en) = W(en) = o pour en de (3'); par suite, 

¢(1-) =2* (P ." ) ^2^ (p f ) =* (»- ) ; 
1 1 

rn (de 3Tl) f r (de 311) entraîne (vu l'additivité complète dans 3Tt) 
O (r) ̂ W(r). Si g (de 311) c r9 en notant que qrn (de 3Tt) possède dans 311 
une décomposition-f avec composants dans 91, au moyen du raison
nement qu'on vient de donner on obtiendra 

&(qrn) ^W(qrn) el, enfin, &(q) ^W(q) (car qr* \ q). 

Ainsi r^9t, ce qui vérifie [T; (7. n , i0)]. Soit un r' (de 311), tel que 
tout r (de DR) ayant Ter' est dans 91. Considérons q (de 31l)cr'j 
<ï> et W étant intérieurement continues dans 311, d'après (2.5) on 
trouvera des qn (de DR) tels que 

înCq, *(qn)~+*(q), W(qn)-+V(q)\ 

or qn c r'9 donc qn € 0t et O (?„) ̂  W(gn) ; par conséquent, 4> (qr) ^ W (q)9 

e. g. r 7 € ^ . La condition [T; (7. n , 30)] est établie. Si un r de 3H 
est contenu dans un p de 9t9 selon la définition de 9t on aura r e # t , 
ce qui signifie [T; (7. n , 20)] pour 9t. 

Étant donnée une famille 9t1c9t9 ne couvrant pas R, posons 

A = F - 2 < ^ > P ' > 

X R ^z£ o et X est fermé. Si à R possède un point x0 isolés, nous procé
dons comme au cas (i°) dans la démonstration de (3.2); on obtient (4'), 
où r0, rn, pv, pv>z, en sont des ensembles spécifiés par rapport aux 
familles 9ti9 9t à présent considérées. On fait l'emploi de 
(T; lemme 7.10) [ T ; ( 7 . n , 20); (7.11, i0)] et l'on montre que 
^(q)^^(q) pour tout q (de 311)cr0. Donc r0e9L; mais r0 contient 
le point x0 de 1R; ainsi au cas envisagé il existe un r0 de 9i non couvert 
par 9tu 



TOTALE-D DE DENJOY ET TOTALE-S SYMÉTRIQUE. 2 1 

Vérifions le fait suivant :' 

(ii) a {de 311) c R — R^ entraine a € 91, 

e. g ¢( /1)^^( /1) pour tout h (de 311) c a. 

En effet, a c V ^ p ; d'après (T; lemme 7.io), il existe des pv 

(de 3Tt) disjoints et des rv (de 9t±), pvcrv (v = i, 2, . . . ) , tels que 

a = 2 , P v , Pv=2,pv,*-+-ev, <p(ev) = o, 
i = l 

(pv,zj (̂  fixe) étant une décomposition-^ dans 3TI de pv; 
n 

pV)i (de DR)crye9ti[c9t] entraîne pV}ie9t; r* = Vpv€3TL et rn 

possède une décomposition-^ dans 311 avec les composants dans 9t9. 
de plus rn\aL\ selon [T; (7.11, i0)], déjà établie, ae9t, e. g. (ii) 
s'ensuit. 

En continuant avec 1 parfait-s et en faisant usage de (ii), nous 
procédons comme dans (R; p. 97) et nous concluons qu'un p de 311 
existe non couvert par 9t1; [T; (7. n , 4o)], ainsi que les autres condi
tions de (T; lemme 7. n ) , est remplie, d'où RG91; le théorème 3.3 
en découle. 

(3.4) f(x) étant définie sur une plénitude de R, on dira que le 

nombre D(f, R) existe, si pour tout £ > o il y a une D-minorante <$ 
et une t>-majorante W de f sur R, telles que *F(R) — #(R) <e; on pose 

fi(/, R) = sup$(R)= inf^F(R). 
$ W 

L'énoncé suivant est immédiat : 

(3.5) Si D(f9 R) existe, Ù(f9 r) est définie pour tout r (de 3R)cR 
et représente une fonction complètement additive dans DR et inté
rieurement continue dans 311 sur R; de plus, D(kf, R) = kt>(f, R) 
lorsque k est une constante. 

En tenant compte de la définition (T ;7 . i2 ) de la totale-D e t , 
d'après (3.4) on conclut ainsi: 

(3.5 a) Si f est totalisable-D sur un R (de DR), î>(f,R) existe et 
l'on aura 

(D) /><*p = 6 ( / , R). 
•^R 
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On démontre comme dans (R;p. 98) la constatation suivante: 

(3.5 b) L'existence des nombres t)(fi9 R) (i = 1, 2) entraîne 
l'existence de t>(f± +f2 , R), qui vaut t)(fu R) + D(/"2, R). 

(3.5 e) Si f^ o sur R et D (f, R) existe, 

fi(/, R) = (L) ffd9 (finie). 

En raison de (3.2), f(x) est mesurable et finie sur une plénitude 
de R; si f est non sommable sur R, définissons qn comme à la suite 
de (2.28); pour un n±(> 6), en tenant compte de [T;(7.i3e)] et 
de (3.5 a), il vient 

D(/, R)<(L) fqnid9=(D) fqnid9 = S(qni,R), 

ce qui est une impossibilité, car f^qni* • 
Réintroduisons maintenant les conditions [T;(7.4, 7°), (7.4,8°), 

la partie extérieure de (7.4, 6°)]. 

(3.6) On dira qu'une fonction f(x) est prétotalisable-D sur R de 3H, 
si 

(io) p parfait-s, un r (de 3Tt) c R, rp ^ o, 

entraînent l'existence d'un p (de 311)cr, pp 7̂  o, tel que f(x) soit 
sommable sur pp. 

Ce caractère est nécessaire, mais non pas suffisant, pour que f(x) 
soit D-totalisable sur R. 

THÉORÈME 3.7. — Soit f(x) prétotalisable-D sur un R; supposons 
que H(f, R) existe. Alors D(f, R) existe, sans qu'on exige que t)(f,...) 
soit complètement additive dans JR sur R; de plus, on aura 

R(/, R) = 6( / , R). 

Soient sur R, O une R-minorante et W une R-majorante de f(x). 
Supposons qu'un p et un r satisfont à (i0). D'après (2.20), ¢+ et W-, 
sont A. C. G. sur R. Donc (2.17 c), on peut trouver un r, (de 311)cr, 
f i p ^ o , tel que sur n : 

(20) *+€A.C. , ^ € A . C . 

Puisque f est prétotalisable-D, il y a un p (de 311), tel que 

(30) p c r i ( c r ) , p/>^o, (L) / fdy (finie) existe. 
'PP 
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En appliquant [T; (9.6)] à ^ ( € A . C . S. sur p) et à Wp (<= A. C. I. 
sur p), il vient pour tout q (de DR) c : 

(4o) f®p^ fv®p d^= f D$ </<p ^ (L) f fd? (finie) 
Jq Jq Jqp Jqp 

^ f DW dy = fvwp dy ^ fwp. 
Jpq Jq dq 

Ainsi [(3. i)-(3. i b)\, O [W] est sur R une f)-minorante [Ô-majoranteJ 
de f au sens modifié, e. g. sans qu'on exige l'additivité complète 
dans 311. La conclusion du théorème en découle. 

Remarque 3.7'. — Dans la démonstration de (R; p. 98-99) d'un 
résultat analogue au théorème 3.7 on ne fait pas l'emploi d'une 
condition pour f au genre de (3.6). Il est indiqué que la sommabilité 
de f (sur l'ensemble approprié) est une conséquence d'un énoncé 
dans (R; p. 81); celui-ci correspond à (T; p. 5i-52). Nous n'avons 
pas pu vérifier cette constatation. Si l'on omet le caractère (3.6), 
en vertu de (20) et de (T; p. 5i-52) on conclut que les dérivés de ¢^ 
et de W~ sont sommables sur p (en général ®p et Wp ne sont pas addi-
tives dans 311), mais il ne semble pas possible de déduire autant 
pour les dérivés de <î>~ et de W+; sur une plénitude de pp il vient 

VQp^f^DWp; on n'obtient, pour q (de 311)cp, que 

( a = fDQpdy = f D$£a?<p <-+-«, 

(5.) ' Ç 

- o o < Çv^d*^ Çm?pdy = $-9 
y ^q Jq 

il est concevable que % =—00, ou bien [3 = +00 ; la sommabilité 
sur pp de f ne s'ensuivrait pas. 

THÉORÈME 3.8. — L'existence de î)(f9R) entraîne D F (x) = f(x) 
sur une plénitude de R, où F(r) = D(f9r) pour r (de DR) variable 
dans R. 

La démonstration est comme dans (R; p. 99-101), en faisant usage 
du théorème de Lusin dans la forme (2.3) et du théorème Cantor-
Baire (T; section 4), qui s'applique dans les conditions actuelles 
et qui permet de constater qu'une certaine suite d'ensembles fermés 
se stabilise; on évite partout l'emploi d'ensembles compacts, en les 
remplaçant par des ensembles qui sont seulement fermés. 

4. La totalisation-S symétrique. — Résumons sommairement 
ce qu'il nous fait sur la totalisation- S (T; p. 67-131). Comme en rap-
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port avec la totalisation-D, nous admettons encore les définitions et les 
développements des sections 2, 3, 4 dans (T; p. 2-19). Ainsi les en
veloppes et les noyaux s'identifient respectivement avec les ensembles 
ouverts et fermés dans l'espace F = A(3r). 

(4. i) On admet la propriété [T; (7.i)] : si H ( c F ) est mesurable 
et £ > o est donné, il existe un Q fermé et un O ouvert, tels que Q c H c O, 
<P(0 — Q ) < 3 . 

Une certaine*famille dénombrable G' [T; (2.8)}. d'ensembles ouverts 
possède la propriété (T;7.2) (G' est une base de la topologie qui 
survient). 

(4.2) Tout ensemble fermé est l'intersection d'une suite non 
croissante d'ensembles ouverts. 

(4.3) D'accord avec (T; p. 8) la pseudo-distance p (sans que l'iné
galité triangulaire soit nécessairement satisfaite) est définie comme 
il suit : si X\ et x2 sur F sont tels que des O (de G') les contiennent, 
on pose 

*p(#i, #2) = i n f [ 0 (de G')3( .r i x2)] ç ( O ) ; p(#i> #i) = p(#a, # 1 ) ^ 0 ; 

on suppose que p(xi9 x2)>o lorsque xx^x2 et p(xux2) existe; 
p(x9 x) = 0. 

Dès lors on suppose la pseudo-distance p étendue de sorte qu'elle soit 
définie et finie pour tout couple de points sur F. La condition [T; (3.1 c)] 
de continuité de p n'est pas nécessaire pour la totalisation-D. En 
outre, nous en avons besoin pour la totalisation-S; cette condition 
est la suivante : 

(4.3 a) Si le point x2 et le nombre cr > o sont fixes et il y a des #•$ 
tels que a = p(xl9 Xi)9 xA étant variable on aura p(xl9 Xi)-> a dès 
que p(xu x2)-+o [xi9 variable, assujetti à l'équation p(x29 xz) = o-]. 

Les sphères et les surfaces de sphères sont introduites d'accord 
avec (T; p. 67-68); ainsi on a la situation suivante: 

(4.4) La sphère fermée S (x, r) = { z; p (x9 z) ^ r j ; la sphère 
ouverte Sn(x9 r) = {z; p(x9 z) <r\ (si r > o ) ; la surface de S(#, r) 
est C(x9 r) = S (#, r) — S°(x9 r). On dit r est un «rayon effectif)) de S(x, r), 
si pour tout £ > o il existe u n z e S(x9 r) tel que p(x9 z)> r— z. Par 
la suite on ne considère que les sphères S(#, r) pour lesquelles 
[avec o < c 0 ^ c = c?(F)] : 

(4.4 a) o < r ^ c 0 , C(x9 r) n'est pas vide [ainsi r est toujours un 
rayon effectif pour S(x9 r)]. De plus, pour la mesure cp on admet 
que cp (C(x9 r)) = o. Il suit que cp (S(x, r))^r. 
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DÉFINITION 4.5. — Soient L le segment linéaire o ^ r ^ c 0 et 
F* = F x L [avec F = ^ ( ^ ) ] un espace produit. Pour tout couple 
de points v = (x9 r), v1 = (xï,ri) de F* la pseudo-distance p*(v,Vi) 
vaut p(x,xt) +\r — r1\. 

La continuité d'une fonction numérique définie dans P sera entendue 
moyennant la pseudo-distance dans F*. 

(4.6) Les familles DR, DR étant celles ainsi désignées dans (T) 
en rapport avec la totalisation-D [voir (T;7.4, 7.7)], on introduit les 
familles 

(4.6a) 311*, aiv*, 3¾% ifej 

de la manière suivante. 311J est formée de DR et des sphères ouvertes; 
DRfs est la famille des ensembles H + e, H décrivant 311% e (vide 
ou non)cH — H ; 311* est la famille minimale, D311'% telle que les 
inclusions HZ€3TL* (i = 1, 2) entraînent que les ensembles Hi + H2, 
HiH2 , Hi — HiH2 sont dans JRS; JRS

0 consiste des ensembles 
ouverts de JRS. 

(4.7) cp étant toujours étendue de sorte que les sous-ensembles 
d'ensembles minces-cp sont minces-cp et les frontières des ensembles 
de 311s étant minces-cp, il suit que les sous-ensembles des frontières 
d'ensembles de DRS jouissent de la même propriété; cp satisfait aux 
conditions intervenant relativement à 311 dans (T;7 .4) ; en outre, 
on admet à présent aussi la condition de continuité relativement à DRS : 

(4.7 a) cp (S (x, r)) est continue dans F* = F x L (4.5), comme 
fonction de point (x, r); cp(S(x, r)) tend vers zéro quand r - > o . 

(4.8) Notons [T; (12.5)] que pour tout x fixe sur F, chacune des 
relations 

®(S(#, r)) ->o, p (S (J?, /"))(= di-amètre de) ->o, /;->o 

implique les deux autres. 

DÉFINITION 4.9. — On dira qu'une fonction W additive, définie 
et finie pour les ensembles de DRS, est complètement additive dans DRS

9 

si les relations 

He3Ïi*} HneDRs, les Un disjoints, H = V H „ 
1 

entraînent W(H) = VW(Hr t); nous convenons toujours d'inclure dans 

la définition de la complète additivité dans JRS le caractère de conti-
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nuité, relativement aux sphères, au sens de (4.7 a), avec W au lieu de cp 
[on évitera la mention explicite de cette condition, dès que le caractère 
de la complète additivité dans DRS est admise]. 

Des hypothèses déjà introduites on conclut ainsi [T; (13.3, 6°)]. 

(4.10) Pour tout r de 311* et s > o il existe des re, pc de DRS, 
tels que 

ï.cr, r c p £ , ç ( r — r s ) < e , 9 ( p £ — / • ) < £ • 

(4.11) On admet l'hypothèse [T; (7.4, 70)], avec 31V au lieu de DR. 

(4.12) On désignera par (*) tout ensemble contenu dans une 
réunion finie de frontières d'ensembles de 311*. 

Soient 9lcDRs
0 et un r€31T; on dira que r possède une décompo

sition finie dans DRS avec composants dans 9t9 si 
V 

( 4 . 1 2 a ) /- = 2^qt-h e, ql^9l. qt disjoints, <?€(*) (4 .12) . 

1 

Notons que les relations 91 c3TfLJ, r€31lj, 91 couvrant r, entraînent 
l'existence des rv, pv (v = 1, 2, . . . ) tels que 

( 4 . 1 2 6 ) r = y p v , pv disjoints, pvC'V, pv€3Îl*, rye9t; 

on peut faire en sorte que 

p v = p i H _ . . . -+. P v € 3 R 5 (pvf r ) . 

Le lemme (T; 13.6) joue un rôle fondamental pour la totale-S. 
D'accord avec les remarques de A. Denjoy (Un demi- siècle de 

Notes..., t. II; Observations, p. 68-69), ou bien comme dans, 
(T; p. 87) on réalise le théorème de Denjoy-Vitali pour les sphères dans 
la forme suivante : 

(4.i3) Étant donnés un ensemble H (cF) et une famille 9ts de 
sphères fermées, de sorte que tout point de H est contenu dans une 
suite de sphères de 9tA de mesure (de rayon) tendant vers zéro, on 
pourra associer avec tout £ > o des sphères Sz€#l% disjointes et en 
nombre fini, telles que Mj S* j (= supcp(S*)) <£ et 

9efu - H^SZ) < h ?*(2S<- H2S<) < E-

(4.i3 a) Si W est définie pour les sphères fermées et p c F , 
on définit W{p) ainsi : W(p)(s) = W(s) -(si le centre de s est sur p), 
W(s) = o (au contraire). 
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(4. i4) Si un r € 3¾ et un p fermé est joint à r, on dira que S = { Sj} 
est un système fini (de sphères), relativement à p, dans r, lorsque les sj 
en nombre fini sont des sphères fermées disjointes, contenues dans r, 
de sorte que ou bien le centre de Sj est sur pr, ou bien s; est disjointe 
de p ; il suit de (4. i3) que S (rel. à p, dans r) peut être choisi tel que 

(4 . i4a ) Mj*/i[=sup<p(*/)]<3, l(r— ^ 5 / j < s ; 

pour un tel système fini S on pose | 

(4.146) N ( S ) [ = N { * , } = N(r, S)] = sup(M { , , j, ^ ( r - J / / ) ) -

DÉFINITION 4 . i5 . — Soient p fermé, uii r de DRS épais, une W 
définie (finie) pour les sphères fermées. Les intégrales de Burkill (au 
sens sphérique symétrique) de W sur r, relativement à p9 seront désignées 
par 

(4- i5a) Ç W (rel. à /?), fw(reihp), f (rel. àjo); 

ce sont les intégrales supérieure, inférieure et unique (si elle existe) 

et elles sont définies comme lim, lim, lim unique de ^W(sj)9 

où S = { Sj \ est un système (variable) fini, relativement à p, dans r° (4. i4), 
le nombre 9t(S) (4. i4 b) tendant vers zéro. 

W, p, r étant comme dans la définition, on pourra dans (4 . i5a ) 
remplacer W par Wip) (4. i3 a); dans ce cas nous omettrons parfois 
la désignation (rel. à p); ainsi, si la limite existe, 

(4.156) / % ( „ ) = f V ( „ , = lim Y *•(,,) [=<V(V, rp)], 

lorsque N { sj-} (4. i4 b) -v o, {s/} étant un système vcuiable fini, relative
ment à p, dans r° [le centre de tout sy- intervenant au troisième membre 
est sur p]. 

rs 
(4.16) Si p est fermé et un r épais €3H% tandis que T(r) = f W 

Js 

(rel. à p) finie existe, à tout £ > o il correspond un TJ(E)> O tel que les 
relations 

S = { s/ j un système fini (rel. à p) dans r°, M(S)[= sup <p (*/)] < T](E) 

impliquent | W(S) —T(S) | < s ; ici, par exemple, V(S) = 2 ^ / ) 

[i;oir plus loin (9.i), (9.2)]. 
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(4.17) On dira que W, définie dans JRS est s. a. (additive au sens 

sphérique), relativement à un p fermé, pour un rçDRs
9 si VF(r) = / W 

(rel. à p). 

(4.17 a) xQ est un point isolés de p, si pour un r0 de 311 (ou de DRS) 
contenant x0 on a r 0p€(*); on dira qu'un ensemble est parfaits s'il 
est fermé et sans points isolés-s. 

(4.17 b) Si W(e)= o pour tout e€(*), on note (T; p. 91) que W 

est s. a. (sans intervention de p) pour tout r mince de DRS. On dira 
que W est s. a. relativement à p (fermé) sur un r de 3TL*, si W possède 
cette propriété pour tout p (de JRs)cr [cela revient à dire : pour 
tout p (de DRs

0)cr]. 

(4.18) f(x) étant définie (finie) sur une plénitude d'un H&DRS
9 

on dira que f est totalisable-S (totalisable au sens symétrique) sur H, 
s'il existe une W, nulle pour les ensembles (*) (4.12), complètement 
additive dans DRS sur H (4.9), telle que : 

— si p est parfait-s dans (H)° (au cas de H épais) et r (de DRS) 
est contenu dans H et est joint à p, il existe un r' (de DRS), r' cr, 
pr' ẑ£ o, pour lequel : 

(I) W =fS^iP) (rel! à p) dans r' [e. g. (4.17) W est s. a. (rel. à p) 

sur rr]; 

(II) fAW(p) (rel. à p) [=V*(W9rlP)]=ÇL)f fdcp (intégrale 
Jrv »rlP 

finie de Lebesgue) pour tout ri (de JRs)crf (4. i5 b). Dans ces condi
tions, on écrit 

(4.18 a) (S) ffdy (totale-S de /sur H ) = ^ ( H ) . 
JH 

Cette totale est unique (T; p. 92-95). 

(4.19) (a) Si /*est totalisable-S sur un He3Ïi% fie sera sur tout r 
(de DR*) c H; 

(b) Si les qt ( 1 = 1 , 2 , . . . ) sont les composants d'une décomposi
tion dans 311* de H et f est totalisable-S sur chaque ql9 f sera tota
lisable-S sur H et 

(S) ffdy = V (S) f fdy pour tout r (de DR*) c H ; 
Jr ~ Jrqt 
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(c) La classe de fonctions totalisables-S est linéaire; 
(d) Si / ^ o sur une plénitude de H et f est totalisable-S sur H, 

(S) / jfdcp^ o; si /"= o sur une plénitude de H, (S)y /"dcp = o sur H; 

(e) Si fest sommable sur H, f sera totalisable et (L) / fdy = (S) / /"dcp. 

Si W est définie pour-les sphères (fermées), on envisage (T; 11.8) 
les dérivés extrêmes et la dérivée unique (si elle existe) sphériques; 
symétriques : 

(4.,o) *<S(*,r)) 
j D^(^) = l i m ^ J l ^ [pourr(>o)-*o]. 

Notons le fait suivant (T; p. ioo), conséquence de (4.i3). 

(4.2i) Avec dérivation au sens (4.20) D* symétrique, des théo
rèmes analogues aux constatations [T; (8.5)-(8.6 b)] ont lieu, y 
inclus : le théorème d'épaisseur et les énoncés relativement aux fonc
tions complètement additives et absolument continues d'ensemble 
mesurable et aux fonctions sommables. 

(4.22) Avec H (€3Tl*) épais et 9t étant la famille de sphères 
fermées contenues dans (H)°, soit W une fonction définie dans 91 : 

si l'intégrale symétrique (4.i5) de Burkill / W (sans intervention 

d'aucun ensemble p) existe sur H et si / W = o pour tout a- de 9t9 

Dsy$(x) = o sur une plénitude de H [voir (T; p. 100-101)]. 
De plus, selon [T;(14.2), (14.3)] on a ceci: 

(4.a3) Avec H (eDRs) épais et p fermé joint à (H)°, si f W 

(rel. à p) existe sur H et si j (rel. à p) est s. a. (4.17) relativement à p 

pour toute sphère dans H, sur une plénitude de H on aura 

5 ^ ( ^ ) = ¾ / V (rel. à/>), D*W(ay) = Br f '^ (rel. kp). 

(4.23 a) L'ensemble p intervenant ou non, si f W existe dans 3TLÇ 

rs 

sur un H € DRS
9 f W sera additive dans DRS sur H. 

MÉMORIAL DBS SO. MATH. — N» 1 6 6 . 3 
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(4.24) Si f est totalisable-S sur un H de DRS
9 sur une plénitude 

de H on aura 

Di [(S) j/rfç] =/(*). 

(4.25) Soient un H (de JRS) épais, un Ec(H)°, une W définie 
pour les sphères fermées c H; on dira que *F € Ys. B. (*F est à variation 
bornée au sens sphérique) sur E dans H, s'il existe un Y? > o tel que 
^\W(S;)\^B<oo9 dès que les sphères S/= S,-(a;/), c(H)°, en 
nombre fini et disjointes, ont les centres Xj sur E et M {S/} 
r = sup cp(Sy)"|<Yî; on dira que We A. Cs. [W est absolument continue 

au sens sphérique (symétrique)] sur E dans H, si "V W(Sy) < s, lorsque 

les sphères S/, c(H)°, en nombre fini et disjointes, ont les centres 

sur E et2Jcp(Sy) < r)(e); nous dirons WeA. CM. (W est A. C*. infé

rieurement) sur E .dans H, quand les conditions pour les S/ qu'on 

vient d'indiquer entraînent seulement ^ W ( S y ) > — e ; d'une pareille 

façon on définit les caractères : A. Cs. S. (A. C*. supérieure), Ys. B. I. 
(V*. B. inférieure), Ys. B. S. (V5. B. supérieure) sur E dans H. La 

définition de A. C\ n'est pas modifiée si l'on remplace ^.^(Sy) 

par 21^(8,)1. 
(4.26) Le théorème de Lusin, au genre de [T;(9.2)], a lieu dans 

les conditions actuelles. 

(4.27) Si WeV*.B. sur (H)° dans un H de DRS épais, tout dérivé 
(intermédiaire ou extrême) au sens sphérique symétrique de W sera 
sommable sur H. 

(4.28) Les dérivés extrêmes et la dérivée unique (si elle existe) 
au sens sphérique général, d'une fonction W en un point x sont désignées 
par DCT*F(:r), DaW(x) et sont définis comme les limites, respectivement 

supérieure, inférieure et unique, de -~j o-représentant les sphères 
fermées, <JBX9 cp(<r)->o. 

Quelques développements relatifs à la totalisation-S sont dans 
l'hypothèse suivante : 

(4.29) D°«F(ar) = D*V(jO [D°W(x) = D'W (x)] 

sur une plénitude de Vensemble où les dérivés indiqués sont définis 
[cf. (T;(14.i0)]. 
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THÉORÈME 4.3o. — Admettons que WeA. Cs. I. (4.25) sur (H)° 
dans un H épais de DRS. Si un p fermé est joint à (H)°, on aura 

(4.3oa) f *F (rel. à p) ^ fï><Wdy, f W (rel. à / > ) ^ fjî'Wdy; 

la seconde inégalité est dans la condition (4.29). Si le caractère A. Cs. I. 
est remplacé par A. C*. S., on aura dans les relations (4.3o a) le signe ^ 
[alors il faut admettre (4.29) pour la première inégalité]. 

Par la suite, avec H (de 3ît*) épais et p fermé, (H)°p^ o, on fera 
usage des nombres W(s), W+(s), définis relativement à p, s = {sj\ dési-' 
gnant un système fini de sphères dans H [e. g., les sphères fermées sJ9 en 

nombre fini, sont disjointes, Sj c (H)0] ; avec la notation W (s) =y^jW(sj)9 

voici la définition : 

(4.3i) ^ " ( O = inf ^F(or), W+(s) = sup *F(a), 
cr cr 

les <J = {o-,} étant des systèmes finis de sphères fermées, relativement à p, 
contenus dans s [ainsi, pour un cr fixe, les cr, sont disjointes, toute 
<7iC(si)° pour un k, tandis que toute <jt (de cr), dont le centre est 
étranger à p, est disjointe de p]; cr peut être'vide, e. g. dépourvu 
d'éléments; on pourrait écrire W(s) (rel. à p), . . . : 

(4 .3 ia) ^ + ( 0 ^ 0 ^ ^ ^ ( 0 , ^ ( 0 ^ ^ ( 0 ^ ^ - ( 0 , 
D*rçr-f-(#)^D'rçr(#)^D*\F-(#) [aux points où D*<*F(#) existe]. 

(4.32) Soit W définie pour les sphères dans un H (^JRS) épais; 
on dira que WeA. Cv. G., absolument continue généralisée sur H 
[e. g. sur (H)° dans H], au sens Symétrique, si les relations 

p parfaiw, (H)°/> ^ o, r (de JRS
Q) c (H)°, rp ^ o 

entraînent l'existence d'un n (de 3Tt$) c r, tel que n p ẑ£ o et W € A. C*. 
[déf. (4.25)] sur r±p dans r± [e. g. W{p) (4. i3 a)€ A. Cs. sur rx dans r j . 

(4.33) T e A. C*. G. sur un H (de DRS) épais équivaut à ce que: 

(H)°=N X(AI), les \(n) étant fermés dans (H)°, at>ec X(/z)€(*) (4.12), 
1 

ou bien 
V(A(WJJ € A. C*. sur H [e. g. sur (H)° dans (H)0]. 

Notons que ce théorème est indépendant de Vhypothèse (4.29). 
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(4.34) Admettons que *F€A. C*. sur un H épais de DRS. L'exis

tence de D5lF sur une plénitude de H implique l'existence de j W 

(rel. à p) et l'indépendance de cette valeur de p; l'existence de 

/ W (rel. à p0), pour un p0 fermé, entraîne l'existence de DSW sur 

une plénitude de H. 
Cet énoncé suit du théorème 4.3o [et de 4.27)]; ainsi l'hypo

thèse (4.29) intervient. 

(4.35) Soit W définie dans JRS dans un H épais de 3RS. On dira 
que W est additive au sens sphérique généralisé, W e A. S. G., sur H, 
si pour tout p parfait-s joint à H° et tout r de DRS, contenu dans H 

et joint à p, il existe un ri de 311% A c r, rxp ẑ£ o, tel que W = / W 

(rel. à p) dans r± [e. g. W est s. a. (rel. à p) sur r, ; cf. (4.17), (4.17 b)]. 

THÉORÈME 4.36. — Admettons que ̂ (à) = o pour tout A de (*) 
dans un H (e$Rs) épais, que W est complètement additive dans 311* 
sur H et WG A. S. G. sur H (4.35). Dans ces conditions, pour que *F 
soit une totale-S sur H, il faut et il suffit que 

(4.36a) ? € Â . G \ G . sur H et D**F(#) (finie) 
existe une plénitude de H. 

(4.36') Dans les conditions du théorème, pour que W soit la totale-S 
d'une fonction f(x) (définie et finie sur une plénitude de H), il faut 
et il suffit que We A. C*. G. sur H et D ^ ^ ) = f(x) sur une plénitude 
de H [le théorème 4.36 et (4.36') sont dans l'hypothèse (4.29)]. 

(4.37) Soit W complètement additive dans 5\v sur un H épais 
de DRS, W = o pour les ensembles (*), We A. S. G. sur H. Si, en plus : 

(i°) DslF(#) existe sur une plénitude de H ; 

(2o) — oo<D*^(^), D>W(x)<-hx> sur H —Ho, 

avec H0 contenu dans une réunion dénombrable de frontières 
d'ensembles de 311*, il s'ensuivra que W est la totale-S sur H de sa dérivée 
D*W(x) [on inclut H—(H)° dans H0]. 

Dans cet énoncé, l'hypothèse (4.29) intervient. 

DÉFINITION 4.38. — W étant définie pour les sphères fermées 
(contenues dans un certain ensemble), e étant fermé, on posera (4. i3 a) ; 

i l Qfi N i We)(s(x)) = W(s(x)) = W{e)(s(x))=W(S(x)) 
(4.38 a) 

! (si x$e), = 0 (si xGe), 
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s(x) Résignant une sphère de centre x. Pour un H (eDRs) épais nous 
désignons par T(H—H e ) l'intégrale de Burkill (4.i5), si elle existe, 

(4.386) r (H — H e)= f ir{e) (rel. h e) 1= im^(xl^e)W(sl(x))]i 

où S = (Sj (Xj)) est un système variable fini, relatif à e, dans H, 
avec N(H°, S)(4. i4 6 )<s ; on note que pour les sphères de S on a 
Sj(x7)cllQ et que s/(x/) est disjointe de e dès que xf$e; le nombre 
T(H — He)9 s'il existe, est défini par les valeurs de W pour les sphères 
fermées cH°—H°e . 

THÉORÈME 4.39. — Soient un H (de DRS) épais, un e fermé, eH° ^ o, 

une f(x) définie sur une plénitude de H et sommable sur He; suppo

sons, de plus, que W(r) = (S) f /*dcp existe pour tout r (de3Ttj) tel 

que r c H ° et 7e = o, tandis que v(p) = T(p—pe) est (i0) complète
ment additive dans JRS sur H et (20) possède la propriété A. S. G. (4.35) 
sur H. Dans ces conditions il s'ensuivra que f est totalisable-S sur H et 

(4.39a) (S) ffdy = (L) f / a> + r ( H - H e ) . 

Dans le texte en rapport avec [T; (15.3)] est introduit le carac
tère P. G. qui dénote l'intégrabilité, au sens sphérique symétrique, 
Burkill généralisée; P . G. intervient dans les énoncés (T; 15.4)» 
(T;15.6) et dans la partie (15.8 a) de [T;(15.8)]. Au théorème 
(T; 15.i6) il est affirmé que toute fonction f(x) totalisable-S appar
tient à une classe K a [Définition (T; (15. i5))] pour un a des classes I, II. 

En tenant compte de (4.14)-(4.15 a) on conclut comme il suit. 

(4.4o) Si r de DRS est épais et W est définie pour les sphères fermées, 
contenues dans r°, et si p est fermé dans r°, on aura 

f W^C W (rel. kp)^ C W (rel. à p) ^ Ç V; 

les intégrales extrêmes aux premier et quatrième membres sont sans 
qualification; elles peuvent être définies relativement à r°. 

Notons que si piCp>(cr°) et les p, (î = 1, 2) distincts sont fermés 

dans r°, tandis que r°—p»p=o, il ne s'ensuivra pas que / W 

(rel. à p^ ^ j W (rel. à p2). En effet, un système fini Si (de sphères 

fermées) (4. i4), relativement à pu dans r°, ne l'est pas nécessairement 
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relativement à p2, puisqu'il peut arriver qu'une sphère fermée Si e Si 
existe, telle que stpi = o, sxp^ o et le centre de Si est dans r°—pr9 

une telle st ne sera dans aucun,système fini relativement à p>. 
Par la suite, à quelques reprises, on admettra l'hypothèse suivante : 

HYPOTHÈSE 4 . 4 I . — Soit W définie pour les sphères fermées, 
contenues dans un H de DRS

0. 

(I) C'est la propriété suivante : pour toute frontière y d'un ensemble 
de DRS

9 y H ^ o , les relations 
S = {<jj\ un système fini (de sphères fermées) dans H (4.i4), 

cryy^o, M (S) (4 . i 4a ) ->o , entraînent 

V(S)(=JV(a/))->o. 

(II) lim f W=lim f W = o9 dès que qn(eâRs
Q)cH et qn^o. 

Remarque (4.4i'). — En conséquence du théorème de Denjoy-
Vitali pour les sphères il s'ensuit que cp nécessairement satisfait à la 
condition (4.4i, II) [même avec la. relation qn | o remplacée par qn 10, 
où cp(0) = o]. 

L'énoncé ci-après permettra une simplification considérable de 
la théorie de la totale-S, si les deux parties de l'hypothèse (4.4i) 
ont lieu pour la fonction d'ensemble, éventuellement la totale-S, 
tandis que cp satisfait à (4.4i, I). Ce résultat nous sera utile dans 
l'étude de majorantes et de minorantes de divers genres, au sens 
sphérique. 

THÉORÈME 4.42. — Soit un H € DRS
0. Supposons que W est complète

ment additive dans DRS sur H (4.9), nulle pour les ensembles (*) (4.12) 
et WeA. C. S. sur H (4.35) [ce qui est la propriété (4.i8,*I)]. En 
plus, admettons que W satisfait, dans H, aux conditions (4.4i, I), 
(4.4i, II) et que cp remplit (4.4i, I). Alors il existe un ensemble p = p(H) 
parfaits dans H, tel que W est s. a. (additive au sens sphérique [(4.17)-
(4.17 &)]), relativement à p, sur H, e. g. que 

(4.42 a) V ( p ) = T W (rel. à p) pour tout p (ofej) c H. 

Nous ferons usage du lemme 13.6 de (T). Soit 9L la famille de tous 
les p tels que : 

(i°) p€3TlJ, pcH, W est s. a. [rel. à p(p)] sur p, où p(p) est parfait-s 
dans p. Ici et dans la suite la désignation p ( . . . ) signifiera un ensemble 
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parfait-s dans l'ensemble indiqué. Par définition à tout p de 9t9 il 
correspond un p(p), parfait-s dans p, pour lequel (i°) a lieu. 

Considérons un r de 3Tt$ contenu dans un r' de 9t. Avec p' = p(rr) 
on aura 

W(rt) = j W (rel. à p') pour tout rj (de 3 Ï l j ) c r ' . 

En particulier, cela aura lieu pour rt = r; d'où re9t. Pour p(r) 
on peut prendre p'. 9t satisfait à la condition [T; (13.6, 30)]. Démon
trons la proposition suivante : 

(20) Si ri et r2 sont dans 9t9 rt + r2 sera dans 9t. 

On a (r2—r^)0 (si non vide)e9t; posons 

Pi = p(n), p* = p[r2—nr2)Q]. 

Il existe un ensemble p parfait-s dans r± + r2 tel qu'on peut prendre 
pl==p2 = p. Soit X (de 3Tlj) un ensemble quelconque contenu 
dans rt + r2 ; posons 

X 1 = X r 1 , X 2 = ( X — Xi)°, d'où X 2 c (r2 — ^/-0) 0 . 

On aura 

X = XI-H X2-+- e, e € ( î ) ( 4 . i 2 ) , e disjoint de Xi•+- X2, \ e 9 t (t = i , 2 ) ; 

(1') *F(X) = W(l±) -+- 1F(X2) = 2 ^ V (rel. bp ). 

S^js/t} étant un système fini quelconque, relativement à p, dans X 
[voir (4.i4)-(4.i4&)], il vient S = S' +S 2 + S*, où S ' = Î 4 } est 
un système fini (rel. à p) dans lt (i = 1, 2) et S* = { s*k j est un système 
fini* dans X dont les sphères sont jointes à e. Puisque cp satisfait à 
(4.41, I), cp (S*) -+ o lorsque N(X, S) -> o [car alors M (S*) (4.14 a) -> o). 
Par conséquent, N(X, S)->o entraîne N(X', Sl)->o (1 = 1,2). En 

tant que / W (rel. à p) existe et vaut W(X,), W satisfaisant à (4.41,1) 

d'après (1') on obtient [pour N(X, S)->o] 
2 

!T(S) = iF(S*)-4-^(S2)-+-^(S*)->2 / W (reL àJp) = \T(X); 

f Y (rel. à p) pour tout X (de 3TL;)ci +r*- Ainsi 
x 

n+rae^l , avec p(rx+rt) = p. Uénoncé (20) es/ yérî̂ é-
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Envisageons unr(deDRs
0)cHayant une décomposition finie dans 3Ttç 

avec composants dans 9t, e. g. 
V 

(3°) r=:2^,qi-*-e, les qt et e disjoints, qle9t, «€(*). 
î 

En vertu de (20) il existe un ensemble p' parfait-s dans q1 + . . . + q\>, 
tel que 

V 

1 

Il y a un ensemble p parfait-s dans r tel qu'on peut prendre p' = p. 
Soit un X (de D)VQ)cr. On aura lq€DR<09 Iqcq, donc [d'après 
(T;(13.6,30))] 

X = Xa-he', Xq et e' disjoints, \qe9t, avec />(X #)=/>, e '^(*). 

S = {s*} désignant un système fini (rel. à p) dans X, on obtient 
S = â + S*, où § est un système fini (rel. à p) dans Iq, tandis que S* 
est un système fini dans X dont les sphères sont jointes à e'. Pour 
N(X, S)->o il résulte que cp(S*)->o, N(Xç, § ) - > O et 

«"(§)-> f \ F (rel. à/?) = W(Xa) (car \qe9t) = V(X) (car V(e') = o) 

AinsiW(S)==*F(s) +W(S*)->1F(X),puisqueW(S*)->oî e.g. W(X)= f V 

relativement à p, cela étant pour tout X (de3Tlj)cr. Par là, r^9t. 
La condition [T;(13.6, i0)] est vérifiée. 

Envisageons maintenant un r et des rn(n = 1, 2, . . . ) tels que 

(4°) r€3Ïlo, rne9t, rn\r pour rc-»oo. 

p(rn) parfait-s dans rn est associé à rn; il existe un ensemble p parfait-s 
dans r de sorte qu'on peut prendre p(rn) =p (n = 1, 2, . . . ) . Si 
un X (de 3Ïlj)cr, posons ln = lrn, p* = (X — X")°. En tant que X" 
(de JRs

0)crn, selon [T; (13.6, 30)] l
ne9t, avec p(l") = p(r«) = p. 

On observe que 

(5°) X = X*-+-p"-f- e", 

les ensembles au second membre étant disjoints, en€(*), 

*F(X) = *F(X«)-t-¥(p«), V(ÀH) = T W (rel. à/?), X" f X, 

lim(^)=VF(X). 

file:///qe9t
file:///qe9t
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S = {sn} désignant un système fini (rel. à p) dans X, on obtient 

S = Sn + Sn + §*, où S" est un système fini (rel. à p) dans Xn, 5" est 

un système fini (rel. à p) dans pn, tandis que S* est formé des s* jointes 
à en. Avec n fixe, la relation N(X, S)->o implique 

cp(s«)->o, N(X«, S»)->o, N(p", 3")->o, tr(s»)->o, 

l i m ^ S " ) = f W (rel. à p) = V(X«) (car X«€0 l ) ; 

or 

V(S) = V(S") -+• *F(3«) + ?(§«); 

il en résulte 

(6°) f W (rel. àj»)-hV(A»)^ T W (rel. bp)^Ç W (rel. à />) 

^*F(X") + f ? (rel à/>). 
•/p-

p"(€3Tlj)cXcrcH et p*|o, donc (4.4i, II) s'applique et l'on 
déduit (4.4o) : 

ÏÏm~ f W (rel.àjD)^ÏÏm" f W = lim f T = o; 

lim T >F (rel. à /?) ^ lim f *F = lim f *F = o. 
/ï ^£pn ^ î^_On ^ _ P n 

En tenant compte de (5°), (6°), on obtient 

f W (rel. à/>)^W(X)+ïïm" f *F = *F(X), 

f V (rel. à/>)^.^(X)H-lim f W = W(l); 

conséquemment, 

W(k) = f W (rel. àp) pour tout X (de 3Ï l j )cr ; 

c'est-à-dire, les relations (4°) entraînent re9t avec p(r) = p; 
[T; (13.6, 20)] es/ établie pour 9t. 
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La preuve de [T; (13.6, 4o)]. — Soit une famille 9tu c9t9 ne couvrant 
pas H; on veut montrer qu'il existe un p' de 9t non couvert par 911. 
Posons 

(7°) ? = H -^(91^) p; 

q est non vide, fermé dans H. Considérons d'abord le cas où q est 
parfait-s dans H. La propriété A. S. G. sur H (4.35) de W entraîne 
l'existence d'un p' de 31IS, tel que p'c tl, prq^ o, W est s. a. (rel. à q) 
sur p'. On voit (i°) que p'€#t avec p(p') = q. En outre, p' contient 
un point de q, d'où p' est non couvert par 9tt. Il reste à considérer 
le cas où q possède un point X0 isolés. Il existe un r0 (de DRS) conte
nant x09 tel que r 0cH, r0gcy, y étant la frontière d'un ensemble 
de JR\ 

Soit un X (de 3Ïlj)cro. Il résulte que 

(8o) X'=X-XT€3îlo% X ' c H - a = 2 ( ^ ) P -

L'énoncé (4.12 b) s'applique à X', qui est couvert par la famille 9ti9 

Des rv, pv (v = 1, 2, . . . ) existent tels que 

X' = j^p v , pv sont disjoints, pvcrv, pve3Tl*, r^^9ti (c9t). 
1 

En tenant compte de [T; (13.5')], on peut prendre 

P i = X'rj, p v = XVV— X'rv(p1-h. . . -+-pv_1) ( v > i ) ; 

alors 

(9°) p v =pi-4- . . .H-pv [ = X ' ( n - l - . . . - * - r v ) ] , PV€3Î15, p v f V . 

Les rn étant dans 9tl9 donc dans 9t9 d'après l'énoncé (20) on a 

r v = n-h.. .-+-rv€#l. 

Selon [T; (13.6, 30)] et (9°) : pv(cr') est dans 9t. Il y a 
un ensemble p, parfait-s dans r0, tel qu'on peut prendre p(pv) = p 
( v = i , . . . ) [noter que r0rv€#t, avec p(r0r

y) = p, et p vcr 0 r , 
de sorte que p (pv) = p (r0 r

v) = p]. Posons TV = (X'— pv)° ; on 
obtient 

X'= pvn_ T v + Cy> < € ( : ) ; V(X) = V(X') = V(pv) + ^(TV); 

(100) 
I * <,pv; = 

'pv 

iF(pv)= r u/ (rel. à/?); 
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X = pv + TV + ev, les ensembles (pour v fixe) au second membre 
étant disjoints, ev€ (*). Soit S = {s*} un système fini (rel. à p) dans X; 

alors S = Sv + §v + &v, Sv étant un système fini (rel. à p) dans p\ Sv 

étant un système de la même sorte dans TV, SV comprenant les s* 
jointes à ev. En procédant comme à la suite de (6°), on observe que 
la relation N(X, S)->o entraîne (pour v fixe) 

N (pv, sv) -> o, N (^, §V) -+ o, v (§v ) -> o, 

lim^(Sv) = f W (rel. à JE?) = *F(p*); 

de plus [en tant que V(S) = W(SV) + V(SV) + v(§v)] 

f W (rel. à p) -+- W (pv) ^ T IF (rel. à />) ^ T *F (rel. à /?)« 

^ V ( p v ) + T W (rel. à/>). 

*F étant complètement additive dans 311*, 

lim^(pv) = T(Xf) = V(X). 
V 

Comme à la suite de (6°), en tenant compte de (4.4i, II) on déduit que 

f *F (rel. à p) = W (X) pour tout X (de 3Ttj) c r0, 

e. g. r0€#t, avec p(r0) = p; mais r0 contient le point #0 de q (70), 
donc r0 est non couvert par 9tu On a établi que 9t satisfait à 
[T;(13.6,4o)]. 

* Le lemme 13.6 de (T) entraîne que H e 9t9 la famille 51 étant définie 
selon (i°). Le théorème est vérifié. 

(4.43) Soit un H€3TtJ (donc H est ouvert). Désignons par G la 
famille de toutes les sphères fermées se H. Étant donnée une F définie 
et finie pour toute s de G, il suit que les dérivés D^F, DCTF (4.28) extrêmes 
sont mesurables sur H(= A (G)); de plus, l'ensemble E (s'il est non vide) 
où DffF existe est mesurable; DCTF est mesurable sur E. 

Cela s'ensuit essentiellement parce que pour G le théorème de 
Denjoy-Vitali s'applique [voir Denjoy (D*; p. 338-339), aussi 
(T";(5.7))]. 
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5. Les P-minorantes et majorantes associées avec la tota
lisation-S. — Dans les sections 5, 6, 7 on supposera toujours que 
les fonctions d'ensemble, qu'on considère, sont nulles pour les 
ensembles (*) (4.12) [si elles sont définies pour e€(*)]. 

(5.i) Désignons par (*s) toute réunion dénombrable de frontières 
d'ensembles de DRS (4.6). 

La proposition suivante est à la base de l'emploi des majorantes 
{minorantes) au sens P*, qui seront introduites par la suite et qui 
ressembleront d'assez loin aux majorantes (minorantes) de Perron. 

THÉORÈME 5.2. — Soit un H€3RJ. Admettons que F est complète
ment additive dans 2RS sur H (4.9), A. S. G. sur H (4.35), que F 
satisfait à (4.4i, I, II) et que cp remplit (4.4i,I). Si [avec DCT au 
sens (4.28)] : 

( 5 . 2 a ) D ( 7 F ( # ) > — 00 sur H — eU, où <?€(**); 

( 5 .2 b) D*F (x) ^ o sur une plénitude de H, 

on aura F ( r ) ^ o pour tout r (de 3ïï/)cH. 

Il suffit de démontrer cet énoncé en remplaçant (5.26) par la 
condition 
(5 .2 b') D*F (x) > o sur une plénitude de H. 

En effet, d'après les-propriétés de cp, le caractère (4.4i, I) pour <p 
inclus, on voit que la fonction F' = F + sep remplit toutes les condi
tions du théorème, mais avec Ds(F'(x)> o sur une plénitude de H; 
si le théorème était démontré avec (5.2 b') au lieu de (5.2 b) on aurait 
sur H : 

F ' ^ o , d'où F ^ — e<p et F ^ o. 

Ainsi, nous procédons sous la condition (5.2 b'), avec l'objet de 
démontrer que F ( H ) ^ o , donc pour tout ensemble de JRI et de 3T15 

contenus dans H; la conclusion du théorème s'ensuivra. 

L'ensemble e dans (5.2 a) est ^ y « , y« étant la frontière d'un 
1 

ensemble de3H*(n = 1,2, . . . ) . Supposons, s'il est possible, queF(H) <o . 
D'après le théorème 4.42, qui s'applique sur H à F et à cp, il existe 
un p = p(H), parfait-s dans H, tel que 

( i 0 ) F (p) = T F (rel. à p) pour tout p (de DR g) c H. 
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Soit S = \sk} (k= i, . . . , v) un système fini (de sphères fermées), 
relativement à p, dans H1 = H —Hy^ Hieaft*. Pour N(H!,S) 
(4.i4 6)->o, il vient 

v v 

F(S)=2 F (**) -> / ^ (rel. à/>)=F(H1) = F ( H ) « o ) . 
î H l 

Ainsi il existe un système fini S de la sorte indiquée, tel que F (S) < o. 
Parmi les s* de ce système il y en a un, soit s', pour lequel . 

(20) F ( s ' ) < o [*'fermée, «'cH, S'YI = ° ] ; 

la sphère s' est (rel. à p), e. g. s'p = o ou bien le centre de s' est sur p. 
Selon (5.2 6'), DfF(x)> o sur s'—e', avec cp(e') = o; la frontière 
de s' étant mince, nous la comprenons dans e'; on aura s'—e'c(s')° 
(l'intérieur de s'). Pour xesf—e' il existe une suite de sphères 
fermées sn(x), de centre x9 telles que y(sn(x))-+o et 

n ®(Sn{œ)) si x$p, on a sn(x)p = o. 

Soit 5 = j s„(:r) j , # décrivant s'—e', n = i, 2 $ couvre au 
sens de Denjoy-Vitali l'ensemble s'—e'; $ contient une suite dénom-
brable de sphères sn(n = 1, . . . ) disjointes, pour lesquelles 

sn C (s')°> F (sn) > °y l e s 5 " s o n t (rel' à P)? 

cp ( s'—ZiSn / == °» *e c e n t r e de sn e s t s u r *'— c'-

En prenant n1 assez grand, (s*9s*, ...,snX) formera un système fini 
(rel. à p) dans (s')°, tel que 

n» 

(3o) 9 ( ^ X 1 , où ^ = ( O 0 - 2 f * € r f f L ' [F(s*)>o] . 
1 

Or Fest s. a. (rel. à p)surç1 [4/17)-(4.176)^011,81 = {s£ }(ft=i,...,v') 
désignant un système fini (rel. à p) dans qx avec N^1 , S^-^o, en 
tenant compte de (20), (30) il vient 

(4.) limF(Si) = F(f»), F ( 0 = 2 F ( 5 * ) + F ( ^ ) = 2 F ( ^ ) + l i m F ( S l )<o; 
1 1 

les F (s*) sont positifs. Il existe un système S1, avec N(q\ S1) assez 
petit, de sorte que 

| F ( ^ ) - F ( S i ) | < - i F ( / ) ; 
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alors, d'après (4o), 

(5.) F(S^) = F ( ^ ) - [ F ( ^ ) - F ( S * ) ] < F ( 0 - j F ( 0 = i F ( 0 « o) 

Les s\ de S1 sont dans g1, donc (3o)cp(S0<£; en raison de (50) 

2 F W) / F (s') \ 
(60) —-. f < • < o) ->— 00 pour s->o. 

*(2*0 2' 
Il existe un s > o, tel que parmi les s\ d'un système S1, qui corres

pond, il s'en trouve une, soit o-,, qui est (rel. à p) et pour laquelle 

(70)i£ï<2mi ?T"i) ^>THT = P ( < 0 ) ^ c ^ = ( 5 ' ) 0 - 2 ^ ( d e 3 R 5 ) , a l T l = o ( 2 0 ) . 

Sinon, pour tout s = - (n = 1, 2, . . . ) aucun o-j ( = s\) de S1 (S1 corres

pondant à s), satisfaisant à (70), n'existe; e. g. 

F('Î)^M'I) (* = I> ^1). d'où F ( 2 ' * ) - P * C £ ' * ) ' 

ici le système Sl = {s'A) correspond à £ = - ; en laissant n->oo, 

on obtient une contradiction à (60). En succession on trouve des 
sphères fermées cy (j = i, 2, . . . ) , chacune étant relativement à p, 
telles que co(cr7)->o et 

pour j = 1, 2, . . . , avec <70= H; on a ; 7: ->-—00. Il existe un point 
Cp(<T / ) 

unique a:o=TTcry, e H — H V y y , en lequel D(JF(x0)=—00 (4.28), 

ce qui est contraire à (5.2 a). Le théorème est établi. 

DÉFINITION 5.3. — f(x) étant une fonction numérique de point, 
définie sur une plénitude d'un H de 3TIJ, on dira que <&Ç¥) est une 
Ps-minorante Ps-majorante de f(x) sur H, si ®[W] est complètement 
additive dans 3TL* sur H et A. S. G. sur H, si <D ÇV] satisfait à (4.41,1, II) 
et cp remplit (4.4i, I), tandis que 

(5 .3a) D*$<-+-ao [D*}¥(x)>— 00] sur H — H*, ou <?€(*')> 
, (5.36) D'$(x)^f(x) [D*W(x)^f(x)] sur une plénitude de*H, 



TOTALE-D DE DENJOY ET TOTALE-S SYMÉTRIQUE. 4 3 

si pour tout £ > o il existe une PJ-minorante<^etunePJ-majorante W 
de f sur H, telles que W(H) — $ (H) < s, on définit le nombre 

(5.3 c) p.,(/, H) = sup$(H) = înfV(H). 

La définition de Ps(f9 H) a un sens puisque pour les fonctions W9 <D 
survenant dans (5.3 c) il vient * (r)^V(r)(pour tout r, de 3Tt*, c H ) , 
ce qui est une conséquence du théorème 5.2. Par définition, dire 
que $ est une Ps-minorante sur un r ( € 3Tl*) équivaut à ce que O est 
une Ps-minorante sur (r)° (€3TL°); O (r) = $ ((r)°), car r—(r)°€(*). 
Si <E> [W] est un P5-minorante [PA-majorante] de f(x) sur H, il en sera 
de même sur tout r( e 3îl*) c H. 

Si pour un H(eJRs
0)P

s(f, H) existe, le nombre P*(f, r) = P'(r) 
existe pour tout r de 3TtA, r c H ; par définition, Ps(f, r) = Ps(f9 (r)°). 
Pour un H fixe, H étant dans 3TLJ ou bien épais, Ps(f9r) est une 
fonctionnelle en f9 f parcourant un certain champ |l* = p*(H); 
pour H et /"(€ÏM(H)) fixes Ps(f,r) est une fonction d'ensemble r 
(de 3Tt*)cH. 

(5.4) Soit F complètement additive dans DRS sur un H de 3Tt;, 
A..S. G. sur H, satisfaisant à (4.41, I, II), <p étant assujettie à (4.4i, I); 
si, en outre, —oo < DCTF(z)^ D*F(:r)< +oo sur un H — He, oùee (*s)9 

et si D*F(a;) existe sur une plénitude de H, on aura 
F(H) = P*(D*F(ar), H). 

La fonction f(x) = DsF(x) est définie sur une plénitude de H; 
F est simultanément une P*-minorante et une P^-majorante de f(x) 
sur H; (5.4) s'ensuit. 

(5.5) Soient H, F, cp assujettis aux conditions de (5.4); de plus, 
admettons Vhypothèse (4.29). Alors . 

F(H) = P*(D*F(#), H)=(S) f D'F(.r)rf<p(ar), 

le troisième membre étant une totale-S. 
Sur H — eH, on aura 

— oo<D*F^D»F, D*F^D<rF <-Hoo. 

Le théorème (4.37) s'applique, ce qui mène à la conclusion dans (5.5). 

(5.6) Sî sur un H (de 3Ttj) f(x) possède une Ps-minorante <b et 
une P-majorante W9 f sera finie sur une plénitude de H [il suffira que 
Ps(f9 H) existe]. 
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Si cet énoncé est en défaut, on aura par exemple f= +00 sur un 
ensemble h, avec cpe(/i) = •/}> o. Soit h0 = [xeH; DsW(x) = +00]; 
d'après (5.3 6) DA W(x) ̂ . f(x) sur une plénitude de H, donc /i0 D h — X, 
cp(A) = o, D*W(z) = +oo sur A —A. Or F(r) = W(r) — 0 ( r ) ^ o 
pour tout r (de 3TtA')cH, tandis que F est complètement additive 
dans 311* sur H. Pour tout système fini (de sphères fermées) 
S = { s7 j (j = 1, . . . , v) dans H, il vient 

V 

^ 5 / ( d e 3 Ï l 0 c H , o ^ F ( S ) ^ F ( H ) <•+- 00; 
1 

par conséquent, F€VS .B. sur H dans H (4.25); à cause de la propo
sition (4.27) tous les dérivés D5F, D**F (intermédiaires) sont 
sommables sur H, donc mesurables et finis, chacun sur une plénitude 
de H. On obtient 

( i 0 ) D'W(x) (= + x>)=l\mW(Sl^ pour xeh — l, 

lorsque les st(x) (i = 1, 2, . . . ) sont des sphères fermées quelconques 
de centre x, cp(sz(x))->o. Choisissons les sz(#), pour tout xçh — A, 

de sorte que lim v y (\ =
 D**4>(JC) (fini ou infini) existe; alors (itt) : 

lim FW*}} = W(x) — D**$0r) = D<*F(tf) sur une plénitude h, de h — \ 

[Ds*®^Da<b\ VU (5.3 a) DCTO < +00 sur une plénitude de H; donc 
la différence DsX¥(x) — D'*$(x) est déterminée sur une plénitude ht 

de h — X]. Le dérivé intermédiaire au troisième membre est fini 
sur une plénitude h2 de hl9 ye(h2) = v > o; or sur h2 : 

(20) D**F(#) (fini) ^D*W(x) — D*$(;c) =-+- 00 — D * $ ( a ) ; 

donc Ds<b(x) = +00 sur h2; par là D^(x) = +00, sur h2 ce qui est 
contraire à (5.3 a). De la même façon, on obtient une contradiction, 
si f=—00 sur un ensemble q, avec ye(q)> o; ainsi l'énoncé (5.6) 
est vérifié. 

THÉORÈME 5.7. — Si f(x) est sommable-y sur un H épais de JRS
Q, 

Ps(f,H) existe et 

P*(/, R)=(L) ff(x)d9(x). 

On peut supposer que H €3¾ et donner la démonstration pour f 
non négative et finie sur H. Pour tout s > o il existe un ensemble 
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Q = Q£(cH) fermé tel que cp(H — Q) < s et que f(x) est continue 
sur Q relativement à Q. La fonction q = f (sur Q), = o (sur H — Q) est 

semi-continue supérieurement (rel. à H); / (f—ç)dcp->o pour s-^ o; 

posons F(r) = /j/dcp. On obtient 

T)°F(x) ^q(x) ^ / ( a j ) <-+-oo sur H, 

d'où 

(i°) V'F(x) ^f(x) sur M ( c a r D ^ D * ) . 

F satisfait aux conditions (5.3 a), (5.3 6) d'une Ps-minorante. F est 
complètement additive dans 311% puisqu'elle l'est comme fonction 
d'ensemble mesurable-cp. Soit S = {s,} (j = i, . . . , v ) un système 
fini de sphères fermées dans un p (de 3Rj)cH; on obtient 

(20) F( P ) -F(S)=J%6*p, où X = X ( S ) = P _ 2 \ y . 

Pour N(p, S) (4. i4 6)->o, il vient cp(A)-^o et [d'après la continuité 
absolue de F comme fonction d'ensemble mesurable-cp] 

(3«) F (p) = lim F (S) = T F pour tout p (de jftj) c H ; 

donc F présente un cas assez spécial du caractère A. S. G. (4.35) 
sur H. Soit y ( y H ^ o) la frontière d'un ensemble de 3TtA; désignons 
par S = S<7,} (j = i>«-->v) u n système fini (de sphères fermées) 
dans H, o^y^o; on aura 

V 

O ^ F ( S ) = fqd9, T = T ( S ) = y * / ; 

1 

posons qn = q (où q < n), = n (où q^n)9 alors 

8„(S) = / (q — qn) dy ^ / (q — qn) dy = v„, v„ | o pour n-><x>) 

pour £ > o il y a un n' = n(s) tel que vn> < i ; il vient 

F ( S ) = r ^ ' ^ - h 8 ^ ( S ) < è ^ ? ( T ) - h i < « , 

dès que M (S) (4.14 a) est suffisamment petit afin que cp (T) = cp (S) < -^-, 

[noter que cp satisfait à (4.4i, I)]; ainsi M (S)->o entraîne F(S)->o, 
MÉMOMAL DBS SO. MATH. — N» 1 6 6 . 4 
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d'où F satisfait à (4.4i, I). Envisageons des ensembles qn 

(n = 1,2, .. .)&DRS
09 g*cH, qn^o; d'après (3°) / F existe et vaut 

F(qn)=f q(x)dy(œ), donc l i m / F == o, 
Jqn

 n Jqn 

ce qui est la propriété (4.4i, II) pour F. On conclut comme il suit. 

(4°) La fonction F, introduite plus haut, est sur H une Ps-minorante 

de f(x); on peut faire en sorte que (o^) f (f—q)dcp soit aussi petit 

qu'on veut. 
Nous allons construire une fonction g d'une façon pareille à des 

développements analogues dans l'Ouvrage (R; p. 93-94). Par la 
suite dans les applications successives du théorème de Lusin [comme 
établi dans (T*)] il s'agira de certains ensembles fermés, plutôt que 
compacts. On pose E t = {x€H; f(x) < i j; il existe un Qi (cEi) 
fermé tel que cp(Ei — Qi)<€ 2~1 et f est continue sur Q4 relativement 
à Qi; soit fa = f [sur Qi+(H — E,)], =1 [sur Ex—Qt]; ensuite, 
dans E 2= jx^H; i^f i < 2 ( on trouve un ensemble Q2 fermé, 

cp(E2—Q2)< - £2-2, tel que f est continue sur Q2 relativement à Q2. 

En procédant ainsi, on obtient des ensembles fermés Qm9 des Em et 
des fonctions fm9 tels que : 

1 / = / 0 ^ / 1 ^ / 2 ^ . - . - , QmCEm= {xeU; m — i^fm^l<m\\ 

? ( E » - Q » ) < s i r « ; 

/ m = / / n_! [sur Qm-+-(H — E w ) ] , =m [ surE m —Q m ] ; 

fm continue sur Q/n+i relativement à Qm(m^±o); 

j£c/--/~0*<£ - e 2 ~ m ; 
m 

(6°) Q 1 - 4 - . . . H - Q m _ 1 H - E m = [xeU;f(x)<m\; ? ( Q i - + - Q Î • + - . . . ) = ? ( H ) ; 

/ V - I = / V = / V M = . j - sur Q v [ c H - E m ( m > v ) ] , 

cela étant pour v = 1, 2, . . . ; 

(7°) fmQn^i) est semi-continue inférieurement, relativement à H, 
en tout point de Qm"; on définit g(x) = lim fm(x) sur H. 
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Cette fonction g(x) jouit des propriétés : 
(8°) 9^f sur H; g est sommable sur H; g = fm sur Qm; g est semi-
continue inférieurement, relativement à H, en tout point 
de Qi + Q2 + . . . (une plénitude de H); 

Montrons que W(r)= fgdy [r (de 3Tt*)cH] est sur H une 

P-majorante de f(x). W est complètement additive dans 3TI*; 

W pour tout p (de 3Tlj) c H [voir le raisonnement en rapport 

avec (20), (3°)]; donc *F est A. C. S. sur H; *F satisfait aux condi
tions (4.4i, I, II), ce qui résulte des développements à la suite de (3°), 
en tant que W est une intégrale de Lebesgue. D'après la propriété (8°) 
de semi-continuité de g, il vient 

D < * W ( x ) ^ g ( x ) ^ f(x) sur la plénitude Q*= Qt-h Q2-h. . . de H. 

Or Dç ̂  DCT, donc D* W (x) ̂  f(x) sur Q* ; W satisfait à la condition (5.3 6) 
pour une P'-majorante de f(x). La fonction W étant non négative, 
JJCTUT^O sur H; ainsi W remplit (5.3 a). On conclut que West en effet 
une P'-majorante sur H de f(x); de plus, comme on vient de voir 

ffdy^W(r)<ffdy-hs [tout r (de i « ) c H ] . 

En tenant compte de (4°), le théorème 5.7 est vérifié. 

(5.8) Si P>(f, H) existe pour un H de JRS
0 (ou bien de 3ÏlA), Ps(f, r) 

existe pour tout r (de 3TL*)cH et est une fonction complètement addi
tive dans DR3 et A. C. S. sur H, satisfaisant à (4.4i, I, II); si les 
Ps(fi9 H) (1 = 1,2) existent et ku k2 sont des constantes, on aura 

P * ( * , / i + * . / 2 f H ) ^ * , ^ / , , H)-+-*2P<(/2, H). 

Pour tout £> o on trouve une PMnajorante W(H) [P*-minorante 
W(H)] de /"sur H de sorte que W(H)—^(H)<s; r (de DRS) désignant 
un ensemble quelconque contenu dans H, W(r) [<& (r)] sera une P5-majo-
rante [P*-minorante] de /"sur r; 

( o ^ ) !F(r)— $ ( r ) ^ ^ ( H ) — <I>(H)<s; 

donc Ps(f9 r) existe. Soient les rn et r dans 3Tt*, r c H, rn f r. On obtient 
*(r„)^P' ( / > rn)^W(rn); 
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d'après la complète additivité dans ORs de O et de *¥9 il vient 

(lo) *(r)^ïiïLP'(f, rn)^W(r), | P*(/, r) - 1 ^ ( / , rn) \ < e; 
n 

par conséquent UmPs(f, rn) = Ps(f,r). Ainsi Ps(f,r) est complète-
n 

ment additive dans DRS sur H. 
Soient un p parfait-s dans H et un r (de 3H5)cH avec rp^o; 

écrivons Ps(f9 . . . ) = P( . . . ) . f et $ étant A.C.S. (4.35) sur H, 

d'abord on trouve un r' (de DRS)9 r'cr9 r ' p ^ o , tel que W = / W 

(rel. à p) dans r' [e. g. W est a. s. (rel. à p) sur r']; ensuite on trouve 

un n (de 31V), h c r', r, p ^ o, de sorte que $ = | O (rel. à p) 

dans A. Soit S un système fini (de sphères fermées), relativement à p, 
dans un p (de DR^cr,; alors $ (S)^P(S)^W(S) ; en laissant 
N(p, S) (4. i4 6) -> o on obtient 

f $ (rel. à/?)^ f P (rel. à p) ^ f P (rel. p) ^ T W (rel. à/>); 
^P ^ P J9 J? 

d'où 

* ( p ) ^ / P(rel. à /> )^V(p) . 
^P 

Enfin / P (rel. à p) existe dans rt et l'on a 

P ( p ) = T P (rel. à/?) pour tout p (de 3Tlj)cri. 

Ainsi Ps(f9r) est A. C. S. sur H. Soit y la frontière d'un ensemble 
de DR\ y H ^ o . Or f et $ satisfont à (4.4i, î); si S = {cryJ est 
un système fini dans H, avec les sphères fermées 07 jointes à y, on aura 

i ir(S)->o, $ ( S ) - > o , lorsque M (S) (4.i4 a) -+ o. 

Puisque ®(S)<^P(S)^W(S)9 on obtient P(S)->oî e. g. Ps(f,r) 
remplit (4.4i,*I). Prenons 

qn(eDRso) (/2 = 1 , 2 , . . . ) , qncU, qn^o; 

W9& satisfont à (4 .4 i , II), donc 

(20) \\mf^P = o9 l i m / $ = 0; 
* <qn « Iqn 
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soit S„ = { sn/k} (k = i, . . . , v̂ ) un système fini dans qn; 

*(Sn)^P(Sn)^W(Sn). 

Avec n fixe, pour N(qn, Sn) tendant vers zéro, il résulte 

lim^(Sw)^ÏMP(S/2)^ÏÏnT^(Sw); f ¢ ^ T ' P ^ T ' p ^ T V ; 
— Hn — q n qn qn 

enfin, en laissant n->oo (20) il vient lim T P = o. Donc Ps(f, r) 

satisfait à (4.41, II). Le reste de l'énoncé (5.8) est immédiat. 

THÉORÈME 5.9. — Si P"(f, H) existe pour un H de 3TIJ, on aura 
D*Ps(f,x) = f(x) sur une plénitude de H. 

Soit un s > o ; il existe une PMnajorante et une P5-minorante 
(de f sur H) telles que 

(a , ) ( o ^ ) F ( r ) = *T(r) — * ( / • ) < s2 pour tout r (de 311* ) c H. 

Puisque D ^ D * (4.28), il vient 

(a») h (s) = \x € H ; D' F (x) > s } C h' (e) = { x € H ; D* F (x) > £ }; 

selon (4.43), l'ensemble A'(e) est mesurable. Soit & la famille de toutes 
les sphères fermées a, telles que crcH (ouvert), F(<J)> scp(cr). L'en
semble h'(s) est indéfiniment couvert par #" [e. g. tout point x de A'(s) 
est contenu dans une suite c-" (de #), avec 9 (^) -^0] . En raison du 
théorème (4. i3) de Denjoy-Vitali pour les sphères, des dn (n = 1, "2,..., v)-
existent telles que 

anG&, les an sont disjointes, ç l A'(s) — h' (t)^ an ) < s 

[cr„cH, F(ff„)> sep (CT„)]. Par là [(a,), (a3)l : 
V V 

(a») ?e(A(g)^cp(^(£))<>rcp(A'(3)c7/l) + e ^ 2 ? ( ^ ) - + - s 

1 1 

V 

< i 2 ) F (<Jn) -4- £ ^ i F (H) •+• E < 2S. 
1 

D'après (a2) et (5.3 6), il y a une plénitude q(s) de H — A (s) sur 
laquelle 

(a 4 ) L V $ / ^ / ^ D ' ^ , o ^ D'^F — D*<ï> ̂  D* W — D*<ï> ^ D*F ^ s. 
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Désignons par <DW et Wn les fonctions <I> et W qui correspondent à 

Posons 

Or (aO : 

Q = \imqn, , Qi = lira(H —A„); ?(Qi —Q) = o, 

H — Qi = limhn = 2 (Aw Aw+1... ), 
î 

2 
? p ( ^ / z ^ « + i . . . ) ^ T e ( ^ m ) < — (tout m^n)\ 

y(hnhn+i...) = o , donc cp(H — Qi) = o; ainsi Q est une plénitude de H. 
Soit un point a; sur Q; des entiers nl = nl(x) (1 = 1,2, . . t) existent 
tels que limn l = oo et x€qni; on aura (a,): 

l D*<!>ni(x)^f(x)^D<Wni(x), 

puisque <&„(.. .)__P*(/", . . . ) = P ( . . . ) - - ^ ( - - . ) dans H, on obtient 

(a,) D* ¢ ^ ( ¢ ) ^ 5 ^ ( ^ ) ^ 5 - ^ ( ^ ) - , 

pour les x considérés, de (a8) il suit que 

lim S* VBi(_) = lim D* *„,(_) = / ( * ) ; 

il en résulte [d'après (a6)] : DçP(x) = f(x) sur la plénitude Q de H. 
Cette conclusion, appliquée à Pj(r) = P*(—f, r), mène à la relation 
f(x)=DsP(x) sur une plénitude Q' de H. Le théorème est vérifié. 

(5.10) Admettons l'hypothèse (4.29). Si Ps(f,H) existe, f sera 
mesurable sur H; si, en plus, jf^_o sur H, f sera sommable sur H. 

La mesurabilité de f(x) suit du théorème 5.9 et de l'énoncé (4.43). 
Pour démontrer la seconde partie de (5.10) notons d'abord que 
l'existence dePs(fl9 H), avecU^U s u r H» entraîne Ps(fl9 H)^P<(f2, H) 
Si /X_^ o), connue être mesurable, est non sommable, prenons qn = f 
(où f<n), = n (où /*__^n); pour n suffisamment grand, en vertu du 
théorème 5.7, il vient 

(L) fqndl = P*(qn, H)>P' ( / , H) (fini), 

ce qui est impossible, car qn^f* 
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6. Les R*-minorantes et majorantes associées avec la tota
lisation-S. —• Introduisons : 

DÉFINITION 6 .1 . — Soit F définie (et finie) pour toutes les sphères 
fermées contenues dans un H de 3TIJ ; soit E joint à H. On dira que 
F € \ X B . (est à variation bornée au sens sphérique asymétrique) sur E 

dans H, s'il existe un YÎ> O tel que V F ( < J Z ) L _ 3 < + OO, dès que 

cr' = {<rt \ est un système fini dans H, M (<T; ) f" =» sup cp (o-*) 1 < -n, 

crzE^_o. On dira que F e A . Ca. (est absolument continue au sens 
sphérique asymétrique) sur E dans H, si pour £ > o u n r ) ( e ) > o existe 
de sorte que les relations 

o"'=- {(Si S est un système fini, tjtc H, <J/E ?_ o, /,<? ( g 0 < ^ ( 6 ) 

entraînent V F(az) < s. Dans ces définitions, la signification des carac

tères V0". B., A. (X n'est pas changée quand on remplace | ^ F ( ^ ) 

par|2F(^) 

A. C*. S. (A. CG. supérieure) [A. C*. I. (A. Ca. inférieure)], en rem

plaçant 2^(°"*) ^ a n s *a définition de A. C*. par ^F(c7è)<s 

VF(cxi)> — s L De la même manière, on spécifie: \ X B . S. ( \ X B 

supérieure) et Va. B. I. ( \X B. inférieure). 

(6.i ' ) F et H étant comme plus haut, supposons p fermé est 
joint à H. Pour toute sphère fermée s e H, nous posons 

¥<p>(s)=:¥(s) ( s i « p j ? 6 o ) , = 0 ( s i * p _ = o ) . 

Ceci constitue une modification de F{p) (4 . i3a ) . 

(6.1") F E A . C*7. G., absolument continue généralisée au sens my-< 
méirique, sur H, si pour tout p parfait-s, joint à H, et tout r (de 3TLj) 
dans H, joint à p, il existe un r± (de 3TL*)cr, tel que r±p ^- o et que 
F € A. (X sur r±p dans r t [e. g. F<̂ >€ A. (X sur r4 dans r4]. 

(6.2) Les caractères sur E dans H : V*.B., V^.B. S., V a .B . I., 
A. C% A. C°. S., A. CŒ. L impliquent respectivement sur E dans H : 
V . B . , V5 .B. S., V*.B. L, A.C*., A. (X S., A. C M . f r t (4.25)1. 
A. C0* G. sur H entraîne A. C*. G. (4.32) sur H. y^^^^Oi^ 

SERVICE DE > ^ 

[ 3 f MATHÉMATIQUES 

k * \ PURES J * > 
s ^ _ _ ~ - - - < ^ 



52 W. J. TRJITZINSKY. 

Notons que, si F est définie pour les sphères fermées dans un H 
(de 3îl5) épais (ou bien de 2RS

0)9 pour tout système fini s = {sy} 
dans (H)° on définit 

( 6 . 3 ) F - ( s ) = inf(<j), F + ( * ) = supF(ff) , 
a a 

a = {crz j désignant des systèmes finis continus dans s [voir la défini
tion (4.3i) pour le cas où l'ensemble fermé p y intervenant est tel 
quep(H)° = (H)0]; on a 

I F + W ^ o _ F ' W » F + ( * ) ^ F ( * ) ^ F - ( s ) ; 

D' F+ (x) ^ D* F 0*) _* D*>- (x), 

D^F+(^)^D^F(^)^D<JF- (^) (4.?8) sur (H°). 

DÉFINITION 6.4. — Soit F définie pour les sphères fermées dans 
un H de 3TLJ. On dira que F € A. (X G. I. [A. CX G. S.] sur H, si F~ÏF+] 
est A.CX G. sur H (6.1'). 

THÉORÈME 6.5. — H étant dans DRS
0, supposons que F est complète

ment additive dans D\V sur H (4.9), F e A . S. G. sur H (4.35), F 
satisfait à (4.41, I, II) et cp remplit (4.4i, I). Les conditions 

(6 .5 a ) F e A . C * . G. I. sur H (définition 6 .4) ; 

(6 .5 6) T> F (x)^. o sur une plénitude de H 

entraîneront F(r)^.o pour tout r (de 3Ïiv)cH. 
Il suffit d'établir cet énoncé avec la condition 

(6 .5 6') D ^ F ( J ? ) > O sur une plénitude de H, 

au lieu de (6.5 6). Or cp satisfait aux conditions du théorème; le 
même sera vrai pour F' = F +scp, si F remplit ces conditions; mais 
on aura D5F'(ic)>o sur une plénitude de H; ayant établi que F ' ^ o 
dans H, il s'ensuivrait que F^—sep, donc F ^ o dans H. Ainsi il 
suffira de procéder sous la condition (6.5 6') pour F, en obtenant F(H)^o. 
On aura alors la même conclusion pour tout r de 3TtJ (donc de JRS) 
contenu dans H. 

On a (6.5 a) F~€A. C*. G. sur H. Or, en utilisant les méthodes 
qu'on avait employées pour établir le théorème (4.33), on peut vérifier 
une proposition [analogue à (4.33)], selon laquelle le caractère A. CX G. 
sur H (de JRS

0) pour une fonction Q équivaut à ce que 

(6.6) H = V A ( H ) ; les l(n) fermés dans H; l(n) contenu dans la 
1 

frontière d'un ensemble de DRS
9 ou bien Qa (n)>€A. C*. sur H [e. g. 
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sur H dans H; (6.1')]. Nous en donnerons une preuve à la suite du 
théorème 6.18. 

Par conséquent : 

(1°) H c ^ e m + S ^ , 
m — 1 m _ 1 

"ktn étant la frontière d'un ensemble de 311s; les em sont fermés; 
F^m>€A. C7. sur H. Pour tout s > o un rj(£)>o existe tel que les 
relations 

(20) N { st} est un système fini dans H, / , 9 ( 0 <^(£) 

impliquent ^ 1 ¾ ^ ( * ) > — £ (car Ftem>^o); or F<em>^FZem> 
1 

pour les sphères, donc (20) entraîne V jF<em>(s /)> — E. Ainsi la for-
1 

mule (i°) a lieu avec F<em>€ A. CCT. I. sur H. Supposons, si cela est 
possible, que F(H)<o . En vertu du théorème 4.42, pour H et F, 
il existe un p = p (H), parfait-s dans H, de sorte que 

(3°) F ( p ) = / F (rel. à/>) pour tout p (de 3TLj) cH. 

Désignons par S = {St} un système (rel. à p) dans 

Hi_:H — HXi, H1€3Tlg; 
on obtient 

F(S)-> f F (rel. â/>)=F(HO = F(H)<o 

lorsque F(H4, S) (4.i4 6)->o 

[on se -rappelle la constatation au commencement de la section 5]. 
Pour N(Hi, S) suffisamment petit, S contiendra une sphère fermée s' . 
telle que 

(40) F(57)<o, s'cH, s'Xi-to, s' est (rel. à/>). 

Soit o < £ i < i , £i_^-|F(s') | . En raison de (6.5 6') on a D * F ( z ) > o 

s u r s
r— e'c (s')°, avec un e' mince (on inclut la frontière de s' dans e'). 

En tenant compte du théorème de Denjoy-Vitali (4. i3) et procédant 
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comme à la suite de (5.2 6') de (20) jusqu'à (30), on trouve un système 
fini (s1, s2, . . . , sni), relativement à p, dans (s')°, tel que 

**c(s')°> F ( 5 * ) > o , le centre de s* est sur s' — e'\ 

(5°) ? ( ? f ) < * » ( « i ) , avec q^ = (s'^-^s^eDR^ 
î 

Pour les raisons qui, à la suite de (5.2 6'), mènent à (4o)> (50) il existe 
un système S1 = {s\ \ (k = 1, 2, . . . , v1) fini (rel. à p) dans ç1, tel que 

(60) | F ( $ i ) - F ( S i ) | < - i F ( 0 , F ( S i ) < Ï F ( 0 « o ) . 

D'après la seconde inégalité (6°) des s\ existent tels que F(s*)<o; 
désignons-les par <rz (i = 1, ...9m); les autres seront notées s£; 
F(a,)<o, F ( s ^ o . On a [(50),(60)] 

F(O = 2 F ( 5 * ) + 2 F ( a 0 + _ _ F ( ^ ) + 8 ' °Ù 8 = F(^)-F(Si); 
t k 1 kx 

2F«)<F(*')-S<iF(/)«o). 
t 

Si l'on avait toute o-j jointe à e„ on obtiendrait 

SF<^('')=2F(ï')<5F(î'); 

l l 

F<ei> est A. CCT. I. sur H (dans H); or V 07 c g', d'où (5°) V<p(*i)< (̂£1); 

{er, j satisfait à (20), avec s = £t; par là, 

-^<2 /F< < ? i >(cr,)<iF(5')«o). 

ce qui est contraire à l'inégalité £4f^ - | F (s') |. Par conséquent, il y a 
une 07, soit ex1 (rel. à p), telle que (4°) 

a1 e s ' , c r U i - o , ¢71^1=0, F ( c r 1 ) < o , ? ( « * ) < "H («i). 

En succession on trouve une suite de sphères fermées an (chacune 
relativement à p) 

(70) ciD<T2D.. . ; «".(*»-+->>,,) = o; 9 ( ^ X ^ ( 5 » ) ; F ( < j « ) < o ; 
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on prend successivement o < sn < I , £„__ i | F (a"-1) | ; ainsi cp(<rn) -> o. 

Le point unique x0=JJcrw est dans H et est étranger à ^(e„+A«), 

ce qui est contraire à (i°). Le théorème 6.5 est vérifié. 

DÉFINITION 6.7. — On dira que ®[W] est Rs-minorante [RMnajo-
ranté] d'une fonction f(x)9 définie sur une plénitude d'un H de DRS

09 

si elle est complètement additive dans 311* sur H (4.9), A. S. G. 
sur H (4.35), satisfait à (4.4i, I, II) [cp remplissant (4.4i, I)], tandis 
que : 

(6.7a) $ € A . (X G. S. [^«sA.C*. G. I.] sur H (définition 6.14); 

(6.76) D*$(x)^f(x) ['D^F(x)^f(x)] sur une plénitude de H. 

(6.8) Si<betW ont les propriétés qu'on vient d'indiquer, on aura 
D° <D (x) < + 00 et Da W (x) > —00 sur une plénitude de H. 

En tant que *F~€A. CCT. G. sur H, d'après (6.6): 
00 00 

(1') H c ^ ^ + 2^ 
m _ \ m _ l 

lm étant la frontière d'un ensemble de DRS, les em fermés; W .̂nt>€ A. C*. 
sur H (6.1'). On voit que 

(2') D<*W(x) = -D°W<em>(x) suremH. 

Moyennant des méthodes pareilles à celles utilisées dans la preuve 
de (4.27) [voir (T; p. 107-108)] on vérifie la constatation suivante. 

(6.9) Q étant définie pour les sphères fermées contenues dans un H 
(de DRS

0) si QeV'.B. sur H dans H [ce qui revient à \ X B . [(4.25), 
(6.1)] sur H dans H], il s'ensuit que les dérivés D^Q sont sommables 
sur H. 

On ne peut pas déduire cet énoncé comme une conséquence directe 
de la proposition (4.27). Nous savons déjà (4.43) que les dérivés 
extrêmes DCTQ(a:) sont mesurables; (6.9) est prouvé essentiellement 
en utilisant le théorème de Denjoy-Vitali pour les sphères. 

A. CCT. sur H (dans H) pour W<Cm > entraîne le caractère Ve7. B., 
donc V.B. , sur H (dans H); d'après (6.9), le dérivé DCT^m> est 
fini sur une plénitude de H (y étant sommable). Par conséquent (2'), 

DCT *F(x) ̂  Dff W^6m>(x) > — 00 sur une plénitude de emH. 
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En tenant compte de (i'), la conclusion de l'énoncé (6.8)pour W découle. 
La partie de (6.8) relative à 4> se démontre de la même façon. 

(6. io) Si sur un H, $ est une Rs-minorante et W est une R-majo
rante de f(x), il s'ensuivra que & (r) ̂ .W (r) pour tout r (de 3 ït ç)cH. 

En effet, (6.7 a) W et — 0> sont A. C*. G. I. sur H, donc F = W — 4> 
l'est, e. g. F satisfait à (6.5 a). De plus, F (comme W et ¢ ) est complè
tement additive dans 311* sur H, A. S. G. sur H et remplit (4.4i, I, H). 
Montrons que D* F(x)^ o sur une plénitude de H; alors le théorème 6.5 
entraînerait F ^ o dans H, e.g. la conclusion dans (6.10). D'après 
(6.76) et (6.8), il y a une plénitude h de H sur laquelle simultanément 

(ii) D ' ^ / ^ D ^ , DA$(^Dff<ï>)<-Hoc, — o o < ( D * ^ ) D < ^ . 

Conséquemment pour x sur h il est impossible que l'un ou l'autre 
des deux cas suivants ait lieu 

(2O { D ' $ ( # ) et D * ^ ( J ? ) sont -t- 00 }, { D*4>(#) et D*^(a?) sont — 00 j. 

Mais les cas (2,) sont précisément ceux pour lesquels 

a(x)=D»W(x) — D^(x) 

est indéterminée. Il vient 

D* F ^ r> V -+- B* (— ¢) = « (£) _̂  o 

sur h, ce qui établit (6.10). 

DÉFINITION 6.11. — Soit une f(x) définie sur une plénitude de H 
(de DRl). NOUS dirons que le nombre Rs(f, H) existe, si pour tout s> o, 
f possède sur H une Rs-minorante <£ et une Rs-majorante W, telles que 

W(U) — $ ( H ) < 3 ; R*(/,/H) = sup<E>(H)=inf^(H;. 

(6.12) Si f possède sur H une Rs-minorante 0 et une Rs-majo-
rante W, f sera finie sur une plénitude de H. 

Cela se démontre comme l'énoncé correspondant (5.Q) pour les 
PA-minorantes et majorantes. Supposons, par exemple, s'il est possible, 
que f = + 00 sur un ensemble h, avec cpe (h) = -n> o. Selon (6.7 6), 
D* W(x)^ f(x) sur une plénitude de H; ainsi Ds W(x) = + 00 sur une 
plénitude h' de /z. F(r) = W(r) — <£(r) (^0 ) est complètement addi
tive dans DR* sur H; FeV*. B. (aussi Va. B.) sur H dans H; par 
conséquent (4.27), tout dérivé intermédiaire D**F est fini sur-

une plénitude de H. D'après (6.8), D*$(z)[^Da<&(x)]<+oo sur 
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une plénitude hx de K. Pour tout x sur hi prenons des sphères fermées 

St(x) (i = i, 2, . . . ), cp(s,(x)-> o), de sorte que l i m ^ * 1 ^ = Ds*y(x) 

existe; cette limite sera sur hx inférieure à + oo. On aura sur /ij 

iim_i_4_» ^ 
?(*i(*0) 9 (M-*)) ?(*i0*)) 

Le dernier membre est fini sur une plénitude h2 de hx (de h'9 de /i); 
cp2(/i2) = r] > o, il y a une impossibilité en tout point de h2. On procède 
de la même manière au cas où /*=- — oo sur un ensemble de mesure 
extérieure positive. 

(6. i3) Si la S-totale F de f existe dans H, tandis que F € A. CCT. G. 
sur H [(6 .1)-(6 .0] et F remplit (4.4i, I, II), il suivra que Rs(f9FL) 
existe et 

[ F ( r ) = ] ( S ) ffdy= R*(/, r) pour tout r (de3R*)cH. 

D'après (4.i8), F est nulle pour les ensembles (*) (4.12) contenus 
dans H, F est complètement additive dans 31!*, F e A . S. G. 
sur H (4.35); en raison de (4.24) on a D5F(#) =f(x) sur une pléni
tude de H. Puisque F e A. Ca. G. sur H, F est simultanément A. CCT. G. S. 
et A. CCT. G. I. sur H. En tenant compte de la définition 6.7, il vient 
que F est à la fois une RMninorante et une IV-majorante de f; d'où 
la conclusion dans (6.13). 

En tenant compte du théorème (T; 15.10) on peut faire la remarque 
suivante. Dans l'hypothèse (4.29) la totale-S est A. Cs. G.; or dans 
l'énoncé (6.13) cette hypothèse n'intervient pas, tandis qu'on admet 
le caractère A. Ca. G., qui n'est pas entraîné par A. Cs. G.; par consé
quent, la totale F, survenant à (6. i3), est dans un certain sens plus 
restreinte et dans un autre sens moins restreinte que la S-totale 
selon (T; 15.io). 

(6.14) Si f est sommable sur un H, on aura 

L ffdy = R*(/, r) dans H. 

L'intégrale indéfinie F(r) = (L) Cfdy [r (de DRS) variable] satis
fait dans H aux conditions (4.41, I, II), conime on peut vérifier 
par les procédés qui à la suite du théorème 5.7 mènent à (4°). Or 
on sait (T) que F est dans H la S-totale de f; Fe A. C*. G. sur H; 
donc (6.14) suit de (6.13). 
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(6.15) Si Rs(f, H) existe, 41 suit que F(r) = Rs(f,r) existe pour 
tout r (de 3Ïl*)cH et que F est complètement additive dans 2R' sur H, 
F est A. S. G. et A. CX G. sur H. Si les R'(fl9 H) (î = i, 2) existent 
et les h sont des constantes, 

R*(*i/i+*t/î> H ) = ^ ^ R U H), 

La démonstration est pareille à celle de l'énoncé (5.8); on montre 
en même temps que F satisfait à (4.4i, I, II). 

THÉORÈME 6.16. — Si RA(jf,H) existe, DsRs(f, x) = f(x) sur une 
plénitude de H. 

La preuve est comme celle du théorème 5.9, avec (6.7 6) au lieu 
de (5.3 6). 

(6.17) Admettons (4.29); l'existence de Rs(ff H) entraînera la 
mesurabilité de f sur H; si, en plus, f^o9 f sera sommable sur H [de 
sorte que (6.14) s'applique], 

La première partie découle du théorème 6.16 et de la constata

tion (4.43) [D5R*(/; x) -= D°Rs(f, x) sur une plénitude de H]. Démon

trons la deuxième partie; si elle est en défaut, c'est que (L) f /*dcp = +00; 

en posant qn = f (où f <n), qn = n ailleurs, il y a un n' tel que 

(L) / qni dcp surpasse R*(f, H); en raison de (6.14) : 

(L) f?» *? = * (* , . , H) >R' ( / , H), 

ce qui est contraire à l'inégalité qn>^f (sur H). 

THÉORÈME 6.18. — Si sur un H de 311J W[<&] est une Ps-majorante 
[P'-minorante] de f(x), ces fonctions seront respectivement une R-majo
rante et une R*-minorante de f(x). Si Ps (f, H) existe, il en sera de même 
pour R'(f9 H) et l'on aura 

P*(/,H)=R*(/,H). 

D'après (5.6), /"est finie sur une plénitude de H. W est sur H complète
ment additive dans JRS

9 A. S. G. et satisfait à (4.4a, I, II) [comme 
toujours cp remplit (4.4i, I)]- On a [(5.3 a), (5.3 6)] : 

(,,) D<"F-oo surH-Ho, où H0cH, =>?*»( e (*')), 
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les gn étant des frontières d'ensembles de 3TlA ; de plus, 

Djrijr^y s u r u n e plénitude de H. 

En tant que W9 il ne reste à montrer que (6.7 a) : W€A.Cff. G. I. 
sur H (définition 6.4), e. g. que 

(20) W - G A . C * . G. [(6.3); (6.1*), (6.i')î définition 6.1). 

Or par la vertu du théorème 6.19, établi plus loin9 (i0) entraîne (20) 
[on note que, selon la définition 4.9, Tadditivité complète dans DRS 

comprend la continuité au sens (4.7 a)]. Conséquemment W est sur H 
une Rç-majorante de f. De la même manière, il suit que <1> est une 
R5-minorante de f. La dernière partie du théorème 6.18 en découle. 

VÉRIFICATION DE L'ÉNONCÉ (6.6). — Soit F définie et finie pour 

les sphères fermées contenues dans un H (de 3Tt;)- Soit : 
(I) Fe A. C*. G. (6.1 ") sur H. Montrons que 

(II) H = V l ( n ) [les l(n) fermés dans H]; A(H) contenu dans la 
1 

frontière d'un ensemble de DRS
9 ou bien F<x(«)> (6.i ')€A. C*. (6.1) 

sur H dans H. . 
Procédons comme dans (T; p. 117-118) avec F au lieu de W. 

[T; (1')] est remplacée par : F<ea_i> €A. C*. sur ra_i dans r»-!. La 
constatation en rapport avec [T; (2'), (3')] n'est pas changée, sauf 
que l'inclusion pcri_4 soit remplacée par pcr'a_iî ici [T; (13.3, 7°)] 
veut dire (4.11) [e. g. l'hypothèse [T; (7.4, 7°)] avec 31V au lieu de 3TI]. 
A (T; 1") correspond l'assertion 

(a) 2 F < ^ > ( S » = |2 ' (S ' . e« - i^o )F(S^) <«, 

lorsque S' = { S/ } est un système fini (de sphères fermées) dans r'^-u 

avec^cp(S/
/)<y3a-i(£)__o'a. Ensuite on envisage un système S = { S/} 

fini dans H, tel que 2 ? ( s / ) <Y2*-i(£)» e t e n P o s a n t v« V i ^ i 
on obtient 

2F<Va>(S/)=2'(S/-Va^° )F(S/) î 

/ / 

ici pour les Sy (fermées) au second membre on a <p(S/) < *«, S/?»^ ?£ o, 
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donc[T; (3')] entraîne que les S7 (de ^ )c ia_ i ; ces Sy sont jointes 

à ea_i. D'après (a) : H£|F<va>(Sy)
 < £ - Pf t r conséquent, 

(6) F< V a >€A.(X sur H dans H, 

si a est de type 2 [au sens de (T; p. 117)]. 
On obtient une suite transfinie d'ensembles fermés A (5) = e0 D e, D ..é. 

Si a est de type 1 (a de la première espèce et ea_j possédant un point x' 
isolé-s), on pose e a = ea_i — r^ ea_,, où ra_4 (de 311ç) est un [ensemble 
contenant #' et tel que ra-i ea_i C ga-i € (*) (4.12). Si a est de type 2, 
on prend encore ea = ea_i — ra-iea-i, où ra_, (de 31lA) est choisi 
selon (T; p. 118). Si a est de la première espèce et ea_i est parfait-s 
et ea_iH = o, on pose ea = ea_1. On achève la preuve du résultat 
voulu en faisant usage de (6) et en suivant les développements des 
sept dernières lignes dans (T; p. 118), avec (*) (4.12), F<̂ >, A. C*. 
au lieu de (*), W&, A. C\; (I) implique (II). 

La réciproque. — Admettons (II). On obtient l'énoncé (T; I,, p. 119), 
sans rien à modifier : 

(Ii) Soient p parfait-s et pH ^ o et un r (de J\V0) cH, joint à p; 
alors il existe un A (de DRS) c r, tel que r, p _̂ o, r, p c / (n) pour un n. 

Pour ce ru p étant sans points isolés-s, ^p sera contenu dans un 
des X(n), pour lequel on a l'alternative : F<>(/1)>€ A. CCT. sur H dans H; 
ainsi il existe un t)n(z) (> o pour s < o) tel que les relations 

<j' = J <j/} un système fini dans H, ^ 9 (tfj) < TQW (S) 

impliquent 2(aiX(n)^o)F(cr I) <£;orripcA(n),donc(6.i)F6A.Ca 

sur rip dans rlB Ainsi (6.1") F e A. C*. G. sur H, e. g. (II) entraîne (I). 
La proposition (6.6) est vérifiée. 

THÉORÈME 6.19. — Soit F définie et finie pour les sphères contenues 
dans H (de DRS

0) et continue, relativement aux sphères, au sens de (4.7 a) 
avec F pour cp). L'inégalité 

(6.19 a) D<*F> — 00 sur H - H y ^ „ 
1 

[les gn étant des frontières d'ensembles (de 3Ïtj)] entraîne F~ 
(6.3) € A. CCT. G. sur H [ si s est une sphère fermée et s0 est son intérieur, 
tandis que s°cH, on a F (s) = F (s0)]. 
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En raison de l'énoncé (6.6), il suffira d'établir l'existence d'en

sembles e/w(cH) fermés de sorte que H—^ .e m soit contenu dans 

un ensemble de (**) (5. i), tandis que 

(ai) F~em>€ A. C*. sur H dans H; 

e. g. que em fermé soit tel que pour s > o un vm (e) > o existe de sorte 
que les relations 

(a2) a' = { a,} un système fini, c /cH, <rf<?m^o, ^ 9 (Œ0 < "H/nX8) 

impliquent 

(«3) (o ̂ ) 2 F" m> (*,)_,-s-

Nous procédons en quelque sorte comme dans (T; p. 123-124). 

il vient [T; (7.3)] H=^fm, les fm étant fermés, fm f . Dans la suite s 
1 

désignera toujours une sphère fermée. Soit em l'ensemble des points x 
de fm, pour lesquels les relations 

(61) SBX, ? ( 5 ) < ^ 

entraînent 
(b2) s0 (l'intérieur de s ) c H , F (s) ^ — m 9(5). 

A cause de (4.8) sur H il existe une v(x)> o, telle que si SBX9 l'iné
galité 
(63) 9 ( s ) < v ( 0 

implique 
(64) s c H . 

Posons H 0 = H V J , , . En raison de (6.19 a) sur H — H0 il existe 

une b(x), telle que 

(60) o < 6 ( . r ) < - H O O , —b(x) <D<rF(x) sur H — H0. 

De plus, il y a une c(x), > o sur H — H0 de sorte que 

(6G) F (s) ^,— b (x) 9(5), dès que sBx(eU — H0) et 9(5) < c ( # ) . 

Pour tout x sur H — H0 on trouve un entier mv satisfaisant à 

(ô7) fmxBx, mx^b(x), -i-^v(^), -L-^c(x). 

MÉMORIAL DES SC. MATH — N° 1 6 6 . 6 
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Les relations s B X (sur H — H0), ?(s) <—> entraînent 

s e H, F (s) ^ - b (x)9 (s) ^-mx 9 (s); 

ainsi, sur H — H0, XGemj d'où 

(68) H = H 0 + 2 ^ . 

. Il est à démontrer que em est fermé. Soient un point y et une sphère 
fermée S, tels que 

(69) 7 < 5 ë m ( c / m ) , S° (l'intérieur de S) By, ç ( S ) < ^ -

II existe un point x sur e,„S°; donc d'après (61), (62), 

(610) S°cH, F ( S ) ^ — # » ç ( 5 ) ; 

(69) entraîne (bl0). 
Envisageons maintenant un point y et une sphère (fermée) s, tels 

que 

(611) yeëm(cf„i), s*y, <p( , )<-L. 

D'après la continuité de cp au sens de (4.7 a), on peut trouver une 

sphère S, de même centre que s, de sorte que S°Ds(By), cp(S) < — ? 

e. g. que (69) ait lieu. Pourtant (6t0), on sait que (69) implique (6,0); 
en particulier, s°(cscS°)cH, ce qui est la première relation dans (62). 
En raison de la continuité (4.7 a) de F et de cp, cette sphère S peut 
être choisie de façon que 

F(S) = F( i ) + 8, 9(S) = ?(*) + 6, 

|«K. f o z e < i 3 e < ± - 9 W -

D'après- (6i0) : 
F (s) + 8 ^ - m ? ( s ) - m 6 ; 

s est indépendante de s, d'où F(s)^—/ncp(s), ce qui est la seconde 
relation dans (b2). Conséquemment (611) implique (62); selon la défi
nition [(60, (62)] de em il suit que y (de em)eem, e.g. e,„ = ëm, em est 
fermé. 

Envisageons un système fini cr' _= {crz} satisfaisant à (a2), avec 

YÎOT(£) = — j o < e ^ 1. Sur alem il y a un point x; on aura 
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e. g. la condition (6^); d'après la définition [(6t), (62)] de em il vient 
F ^ ) ^ — m c p ^ ) ; ainsi (a2) implique 

i 

ce qui donne F^em>((j')^—s, e. g. (a3). En tenant compte de (68), 
où les em sont fermés, et du texte en rapport avec (ai)-(aj), la preuve 
du théorème est achevée. 

7. Les S-minorantes et majorantes associées avec la tota
lisation-S. — Nous continuons avec cp toujours remplissant (4.4i, I). 

DÉFINITION 7.i. — Soit une f(x) définie sur une plénitude 
de H (eJRl). Nous disons que, sur H, &[W] est une ^-minorante 
[S-majorante] de f, si $>[W] est complètement additive dans DR* 
sur H (4.9), A. S. G. (4.35), satisfait à (4.4i, I, II), tandis que les 
relations 

(7 1 a) p parfait s, pU ^ o, r (de DRS) c H, rp ^ o, 

impliquent l'existence d'un p (de DRs)cr, p p ^ o , tel que f(x) soit 
sommable sur pp et 

(7.i 6) r** (^,(rel.à^)^(L)A/rfç \ f \{p) (rel. à/>) ^(L) C fdA 
Jq Jqp I _? Jqp J 

pour tout q (de oV)c p [cf. (4. i3 a), (4. i5 6)]. 
On observe le lien étroit entre les minorantes, les majorantes de 

cette espèce et la S-totale [définition (4.18)]; en effet, si F est sur H 
à la fois une â-minorante et une ^-majorante de f, c'est que 

F=(S)|/"dcp (totale-S de f sur H). On pourra envisager de telles 

minorantes et majorantes sans les conditions (4.4i, I, II); pourtant 
cela empêcherait des développements utiles ultérieurs. 

(7.2) Si sur H, f(x) a une S-minorante [^-majorante] O [W], f sera 
finie et mesurable sur une plénitude de H. 

Pour la preuve nous utilisons (T; lemme 13.6). Procédons en tant 
que ¢. Soit ât9 c ^ l j , la famille d'ensembles p, tels que 

/?cH, f(x) est mesurable et finie sur une plénitude de p. 

Soit un r€3TLJ, r c H , r possédant une décomposition finie dans jft,* 
avec composants dans 91 [cf. (4.12 a)]; l'ensemble e intervenant 
dans (4.12 a) est mince, donc r^dt. La condition [T;(13.6, i0)] est 
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remplie. Soient reDRs, rneOl9 rnfr; il suivra que r^Ot, 
e. g. [T; (13.6, 20)] a lieu pour 01. Si r'eOl et r (de DRA

Q)cr', r sera 
dans Ot, d'où [T; (13.6, 30)] est satisfaite. 

Envisageons une famille Otu cOU, ne couvrant pas H. L'ensemble 

A = H — V (51]) p est non vide, fermé dans H. Si À possède un point x0 

isolé-s, il y aura un r0 (de DRS), tel que 

x0er0, / 0 cH, ro^cy» 

où y est la frontière d'un ensemble de DRS. 

r = r0—r0À est ouvert et appartient à DRS
0; r c " V ( ^ i ) p 5 

d'après (4.12 6) (pour f, 01,) p' (de^Tlj)f f, où pv est contenu dans 
une réunion finie d'ensembles de Oty(aOt), p v € # l ; d'après 
[ T; (13.6,20)], déjà établie, f^Ol;r0 = r +r0A sera dans 919 car r0 A ( C y) 
est mince; mais r0 contient un point (à savoir x0) de A, e. g. r0 est 
non couvert par Otx\ ainsi [T; (13.6, 4o)] est vérifiée au cas considéré. 
Supposons A est parfait-s dans H. Soit un r (de 011*) c H, rl^o; 
selon la définition 7.1 d'une ^-minorante, r contient un p' (de DW)cr, 
joint à A, tel que f(x) soit sommable sur p'À [tandis que (7.1 6) ait 
lieu] : p' est dans 01 ; étant joint à A, p' est non couvert par 01 im Par 
conséquent, [T; (13.6, 4o)] est vérifiée dans les deux cas. D'après 
(T; lemme 13.6), HeOl; l'énoncé (7.2) en découle. 

THÉORÈME 7.3. — Si sur H (de JRS
0) 4> et W sont respectivement 

une ^-minorante et une ^-majorante de f(x), on aura O(r) _^W(r) pour 

tout r (de D\v)cU. 

Désignons par Ot, cDR6
Q9 la famille d'ensembles p c H , sur lesquels 

* __ ^f e. g. tels que <î> (r) ̂  W (r) pour tout r (de OR 5, en effet de âïl') c p. 
Soit un r (de DRS

0) contenu dans un r' de 91; il suit que re.91; ainsi 
[T;(13.6, 30)] a lieu. 

(i°) Si n e/ r2 appartiennent à 019 on aura rx + r>e9l. 

Pour démontrer (i°) nous procédons en partie comme en rapport 
avec (20) à la suite de (4.42 a). Si (*2 — nr , ) 0 est non vide, cet ensemble 
sera dans DRS

0 et, d'après [T; 13.6, 30)], dans 91; A désignant un 
ensemble quelconque de 2RS

0 contenu dans rx + r 2 , en posant A, = lru 

A2 = (A — A O 0 , il vient 

Xte9t (¢ = 1 ,2 ) , X — Xi— X 2 € ( * ) (4 .12); 
donc 

$(X) = $(X1)-f-^(X2)^>F(X1) + ^(X2) = ^(X), d'où n-+-r2€5t. 
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Considérons un r de (^Tlj)cH, r possédant une décomposition 
finie dans JRS, avec composants dans 91 : 

V 

r z-Ntfj-h e, les qt et e disjoints, qt^9t, e e ( * ) (4.12 a ) . 

Selon l'énoncé (i°) : r = q + e, avec <y = V qlG9l. Si un A (de DRs
0)cr9 

on aura AgeOîlJ; à cause de [T; (13.6, 30)] lqe9t; 1 — lqeO'; 
par conséquent, 

fc(ar) =<&Ckq)^W(\q) =V(X), 

ce qui veut dire : re9l. La propriété [T; (13.6, i0)] est vérifiée. 
Soient r € DRS

0, r
n € 91, tels que r*f r. Envisageons [un A (de JR6

0) c r. 
Pour les ln = Xrn on aura ^G^RJ, A W € ^ (car lncrn de 51), X«f A. 
En raison de la complète additivité dans D\ls de O et de W on obtient 

<Ï>(X) = lim$(X"), W(l) ==limVT(X'0; 
4)(X«)^iF(X«), d'où ^CX)^iF(X); 

ainsi rç.9L et [T; (13.6, 20)] s'ensuit. 

Occupons-nous de la condition [T; (13.6, 4o)]. Soit une sous-famille 91 x 

de 91 qui ne couvre pas H; q=H—^(^i)p non vide est fermé 

dans H. 

(20) Si un r (de ÔRS
0) cU — q\ =^(91,) p\9 on aura €> (r) ̂  W (r) 

(en effet re9l). 

D'après (4.12 6), des pv (deOTt*) disjoints et des rv (de 9tA) existent, 

;els que r = V p v et pvcrv. Si pS^-o, pî^OÏlS; pv étant dans rv 

de 9ll9 donc de 91), on a pî s9t et (en vertu de l'additivité complète 

lans DR") 

NPV) = * ( P S ) _ ^ ( P ? ) = ^(PV); 0>(r)=^<ï>(pv)^V^(pv)= ,r(O. 

Considérons maintenant le cas où q est parfait-s dans H. O et W 
étant A. S. G. sur H (4.35), il existe un p' (de JRS), tel que p'cH, 
p'qf _̂ o et <I> est s. a. (rel. à q) sur p'; dans p' il se trouve un p" (de DRS) 
de sorte que p"#=^ o et W est s. a. (rel. à q) sur p"; par conséquent, 

30) $ ( r ) = f $ (rel. à y), *F(r) = f *F (rel. à ?) sur p* 
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e. g. pour tout r (de *mj)c p*. Or en vertu de (7. i 6), il existe un pt 

(de DRs)cç>", joint à q, tel que 

f 3>(<7) (rel. à q) ^ ( L ) f fdy sur JH; 
Jr Jrq 

puis dans pi on trouve un p2 (de DRS), p2g^_ o, de sorte que 

f V („) (rel. à f ) ^ ( L ) f fdy sur p2; 

ainsi 

(4°) f ¢(7) (rel- à ?) ^ j *F(7, (rel. à ?) sur p2(cP"). 

Soit un r (de DR%) c p2; en se rapportant à (4.14)-(4. i5), envisageons 
un système fini S = ( s,-1 (rel. à q) dans r; S = S' + S", où S' consiste 
des Sj dont les centres sont sur g et S" est formé des sy disjointes de q; 
d'après (2<>), *F(S") —<&(S")^°- Car conséquent, 

V ( S ) - $ C S ) ^ V ( S ' ) - * ( S ' ) = V ( 7 , ( S ) - ^ , ( S ) . 

En laissant N(r, S) (4. i4 6) ->o, il vient 

l im[^(S)-4>(S)]^lim^)(S)-îï^$ ( < 7 )(S). 

D'après (3°), la lim au premier membre est la limite unique et vaut 
W (r) — O (r) ; par suite, 

W (r) - $ ( r ) ^ ^ Vfoj (rel. à q) —J $(<7) (rel. à q) sur p2. 

Enfin (4°) mène à l'inégalité W(r) — ®(r)^o pour tout r de JRS
0 

(de *m*)cps. Ainsi ps (joint à q)e9l; ps est non couvert par 9li9 

e. g. [T; (13.6, 40)] a lieu au cas où q est parfait-s dans H. 
Le cas où q contient un point x0 isolés (e S). — Il y a un r0 (de DRS) 

tel que HDr0Bx0, r0qcg9 où g est la frontière d'un ensemble de DRS. 
On note que 

~ = r0 — r0qeJhso et rc^(9li)p] 

en raison de (20) : Te9l. Il vient r0=f+r0q; si r (de DRs
0)cr09 

r=rT + e, avec rrçDRl et ecg; en tant que ffcf(9t), selon 
[T; (13.6, 30)], on obtient freOt; par là, 

^(r) =^(rr)^W(rT)=W(r) d'où r0€#L. 
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r0 contient un point x0 de q, donc r0 (de 91) est non couvert par 91 u 

La propriété [T; (13.6, 4o)] est établie. Le lemme (T; 13.6) s'applique, 
ce qui donne H e 91 ; le théorème 7.3 est vérifié. 

DÉFINITION 7.4. — Soit f(x) définie sur une plénitude de H (de JRI). 
Nous dirons que le nombre §(/", H) existe, si pour tout s > o f possède 
surH une %-minotante O et une ̂ -majorante *T, telles que W (H)—<I> (H) < s. 
Par définition, 

§(/ , H) = sup*(H) = ,nnF(H). 

(7.5) Supposons que §(/", H) existe. Alors S(f, r) est définie pour 
tout r (de DRs)cH et représente une fonction complètement 
additive dans JRS sur H, A. S. G. (4.35), et satisfait à (4.4i, I, II); 
si k est une constante, 

S ( A / , H ) = A S ( / , H ) . 

Cet énoncé se démontre comme la proposition (5.8) analogue, qui 
est pour Ps(f9 . . . ) . 

(7.6) Si la S-totale F de f existe dans H et F satisfait à (4.41, I, II), 

il s'ensuit que §(/*, H) existe et vaut (S) f /*dcp. 

En tenant compte de la définition (4.18) de la S-totale et de la 
définition 7. i , on observe que F est à la fois une ^-minorante et 
une â-majorante de f9 ce qui vérifie la constatation. 

(7.6 a) Si f est sommable sur H, 

(L) ffd9 = è(f, H). 

En effet, F = (L) ffdy =(S) ffdy (dans H), d'après (4.19 e); 

F satisfait à (4.4i» I> H)» comme une intégrale de Lebesgue; l'énoncé 
suit de (7.6). 

(7.6 6) §(fi + f>9 H) =§(/*!, H) + §(/",, H), si les §(£, H) existent. 

(7.6 c) L'inégalité /"^_o sur H et l'existence de S(f, H) entraînent 

§(/ , H)=(L) ffd* (finie). 
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En raison de (7.2), f est mesurable sur H; posons 

/n = f ( o ù / ^ r a ) , =n ( o ù / > w ) ; 

SXf9 H) est fini. Si f est non sommable, en prenant n^ suffisamment 
grand et en tenant compte de (7.6 a) (pour fni), il vient 

§(/, H)<(L) ffnidï = è(fni, H), 

contrairement à fni^f> 

(7.7) Une fonction f(x) sera dite prétotalisable-S sur un H (de DR g), 
si pour tout p parfait-s dans H et tout r (de 311*) c H et joint à p, 
il existe un p (de DR"), c r et joint à p, tel que f(x) soit sommable 
sur pp. 

THÉORÈME 7.8. — Supposons que f(x) est prétotalisable-S sur H 
et que Rs(f9H) existe. En admettant f la condition (4.29), il suivra 
que S(f9 H) existe et vaut R"(f9 H). 

Envisageons sur H une R*-minorante <D et une IV-majorante W 
de f. Selon la définition 6.7 : <D, W sont sur H complètement additive 
dans 011% A. S. G. et satisfont à (4.4i, I, II); de plus, $ est A. C*. G. S. 
et W est A. C°. G. I., tandis que 

(ii) D*$ é_/;f_ DAlF sur une plénitude de H. 

¢+ et W- sont A. C G. (6.1"). Soient 

(21) un p parfait-s dans H, un r (de DRS) c H, rp 7½ o» 

Il existe un r2 (de oïl j), c r et joint à p, tel que <$+€ A. C*. sur p 
dans r2; dans r, on trouve un r, (de 3Ttj), n p ^ o , de sorte que 
*T-€A. C17. sur p dans r^ jf étant prétotalisable-S (7.7), il y a un p 
tel que 

(3i) pe3Tl*, p c r i ( c o c r ) , pp ̂  o, (D) / fdy (finie) existe. 

Or, selon (6.2), A. Ca. G. entraîne A. C G., A. C sur p dans p 
implique A. C sur p dans p ; ainsi 4>+ et W~ sont A. C sur p dans p, e. g. 

« ï ^ e A . C , t F ^ e A . C * . sur p (dans p) ; 

d'après (4.25), cela veut dire 

$ ( ; t ? ) € A . C S . , ¥*(,)€ A. C I . surp (dans p). 
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A cause du théorème 4.3o et de (ij), pour tout A (de JTtj)cp on 
obtient 

(4i) f ¢(/1)^ fï)*<&(p)d¥= f D>&dy^ f fdy (finie) 

^ f D^^cp =. fD>Wlp)d<?^l f W{p) 

[ici les intégrales de Burkill sont (rel. à p)]. En résumé, (2^ entraîne 
l'existence d'un p satisfaisant à (3t) et à (4t). D'après la définition 7 .1 , 
sur H, <I> est une §-minorante et W est une §-majorante de f. La 
conclusion du théorème en découle. 

THÉORÈME 7.9. — Supposons que §(/", H) existe et que la condi
tion (4.29) a lieu; posons F ( r ) = §(/*, r) pour tout r (de JRS) c H. 
Alors D5F(x) =J(x) sur une plénitude de H. 

Nous procédons en quelque sorte comme dans (R; p. 99-101), 
mais avec des modifications considérables. Soient sur H, O une â-mino-
rante et VF une ^-majorante de f (7.i) . Envisageons une situation 
suivante. 

(i0) E est fermé dans H, un r (de 3ît5)cH, f est sommable sur r E 
(supposé non vide) et 

v(q) == f $(£:>£_; / fdy ^ / W{E) pour tout q (de $RS) c r . 

Ici et dans la suite les intégrales de Burkill, avec l'indice inférieur (E), 
sont rel. à E. Rappelons-nous la notation : si Q est définie au moins 
pour les sphères et S = j sn \ est un système fini (de sphères fermées) s„9 

on écrit Q(S) = Y Q ( S „ ) . Si S = j sn \ est un système fini dans r, il vient 

(20) v(S) = f *lE)^ffdm:f V ( ï ï ; 

f ^m^ f/<*<? + * (r), 

f ^ | / ^ - r ( r ) , où r = w-$. 
•/S ''SE 



70 W. J. TRJITZINSKY. 

On note que (20) est immédiat. Démontrons (30). Soit a' = {o-,} un 
système fini (rel. à E) dans un sn (de S); pour N(sw, cr') (4. i4 6)->o, 
n étant fixe et xt désignant le centre de <J19 on obtient 

(4o) f r(E) = hlïir(E)((7') 

= ïïn^^E) r(<r£) ^ T (sR) (car F ̂  o^ff/ c*„) ; 
i 

^ = * + r, donc j vwéf *»)-!-/ r ( E ) ^ / *{E) + r(*„); 
"n *n *» 'n 

ainsi, en tant que Ys„cr, d'après (a0)» 

^S ^S ^SE 

la première partie de (30) est vérifiée. ¢ = *F— T; en raison de (4o)> 

par conséquent, à cause de (20), 

rS*(E>^ rV ( E )-r(S) ^ ffd<f-T(r); 
«/S IIS ^SE 

Ze /oa/ de (30) es/ démontré. Or 

$ ^ F ^ W et <ï>(E) ^ F ( E ) ^ *F(E), 

donc de (30) il suit que 

(50) ffd?--r(r)^fSF{E)^rF{E)^ffd9 + r(r) 
"SE t-S ^S ^SE 

(S étant un système fini dans r). D'après (7.2), f(x) est finie sur une 
plénitude de H et mesurable. Avec un -n > o, soit e l'ensemble des 
points x, erE, où f(x) est finieetDsF(x)> f(x) + Y?. VU (4.29), DAF(X) 

est mesurable, donc e l'est. Un théorème de Lusin s'applique dans la 
théorie actuelle, de sorte qu'il existe un ensemble fermé e' (qui peut 
être non compact), contenu dans e, tel que : 

(60) cp (e — e') est arbitrairement petit, f(x) bornée sur e' est continue 
sur e'. 
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Selon le théorème de* Denjoy-Vitali (4.i3) pour les sphères on 
trouve un système fini Sm = {s„M j dans r, tel que 

9(9m — 9me') < ~y l(e'—vme') < ^ , 

(7o) { ^ , 
<*m=2lSml> *(*«*,») < ~ ' F(sm,i) > [ / ( ^ ) - H " n ] 9 ( * m , i ) > 

i 

x = x(sm,ù~Xni,i au dernier membre étant le centre de s„M, x€ef. 
Puisque f est continue sur e', il vient 

(80) 1^5^1/(^/1,1)+^19(^,1) = //«rtp-+-*ï ?(«')• 

En effet, avec | f(x) | < B < +00 sur e', il vient 

2_jj (X™ 1) 9 (sm,i) = «m •+• 6/rt, 
1 

am =j£jf(Xm,i) 9 (*m,i«')ï &m = "V/(#m,z) ^/n,ï, 

où 

#/«,* = 9(^m,I—*m,*«')i | 6 W | _ ^ B 9(orm—<Jme') < —; 

6m->o, am->j fdy. 

Soit S/It = {sit|/} = Sm' = | S/n'.i} un système fini dans r, construit 
comme plus haut, avec m' = m + n/n, où n™ ( ^ o) est suffisamment 
grand de sorte que [(i0) étant toujours admis] 

F(SJl) = F(a m 0> f fd?+w(e')-±, 

Pour vérifier, posons 

0Lm. = <r/lt. — <jm> e', $m' = e' — <rm' e ' , - ^ == <rTO» E — <jm ' e ' 

et notons que (70) 
(I0o) am'E = « '—Pm'+ ïm' i Tm'C«m', Ç ( P m ' ) < ^ 7 » ?(ïm') < ~ ï ï 
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f étant sommable sur les ensembles qui interviennent; or 

F^m ) >^[f(xm',i) -+ -^9(^ .0 = ?w = Xm+Wm; 
z 

pour m fixe, on peut choisir nm tel que 

^ > / / < * 9 + ^ 9 ( e ' ) - ^ (80) 

et que / /"dcp soit suffisamment proche de / /"dcp (io0), afin 

que (90) aï/ Zieii. 
Procédons avec S™ = Sm>, introduit plus haut. Soit S™ = {s™ } 

( i = 1, 2, . . . , Z/n) un système fini d^ns r, dont les sphères sont dis
jointes des sphères de S}n. Dans chaque s't

n prenons un système fini 

(rel. à E) S™ = {sft j, tel que N(s^,\S;w) (4.14 6), < - , soit suffisam
ment petit, de sorte que (4. i5 6) : 

(n.) F(E)(S;«) r=2|F(E)(^.)"| >jf F^-j-L-, 

où l'intégrale inférieure de Burkill est (rel. à E). Posons 

(».) s^ = {.»,,, i ^ â j - , 

où Sj" est formé des s'"k dont les centres sont sur E; alors 
Fm(Sr)=»Fm(Sj"); d'après (II„), 

F ( S Î . ) - F „ ( S i ) > 2 £ F ™ - i - j r i F l l ) - i ; . 
_S™ 

Puisque F(E)__<I>(E), en raison de (30) et (i20), il vient 

(13.) *l*l.)>f ^-^//4-^)-½ ^ = 2 ^ 
^ S " » 

L'ensemble vpg'+ em = v}n + *m [(90), (i30)] réunit les sphères 
du système fini Sm + Sm dans r; choisissons d'abord Sm [={s™} 
(i = 1, . . . » Zm) ] de sorte que cp (r — c?}n—ym) soit suffisamment 
petite; puis prenons S™ (rel. à E) dans chacune s™ de sorte que 
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cp (dm—2*r'jfc ) soit suffisamment petite; ainsi on peut faire en sorte 

que la mesure de 

soit aussi petite qu'on veut; les s"1* étant (rel. à E), il vient 

E2'™* = E5/'»>; = E°™> d'où T ™ E = r E - ( a - + a - ) E> 
i k j 

cp(rmE) est arbitrairement petite (tenant m fixe); conséquemment, 
f étant sommable sur rE (i0), Sm et les S<m (i = i, . . . , lrn) peuvent 
être choisis de façon que 

( i 4 o ) f fd*-^< f /<**</"/<*? + i > 
J i h m J(aim + <7», ) E Jr E m 

et de même avec am au lieu de d'fn. 
En raison de (90), (i30), il résulte 

(i50) F(Sî„-h sjs.) > f fd9 + -n 9 ( 0 - r ( r ) - A . 

Les centres des sphères de S^ [ = Sm>(j0)] sont sur e 'cE; ainsi (i20), 
les centres des sphères du système fini vm=Sln-\- SJn sont sur E; 
Qn a 

F(vm)=F (E)(vm)> M ( v m ) < i (4.14 a); 

en outre, d'après une adaptation convenable de (4.16) [voir la démons
tration dans (T; p. 90-91)], il vient 

F(fc)(v"0< / F<_ + £m, lim«„=o. 

F ( E , _ ^ ( E ) , donc (3„) 

F(v m )< f Wm)+im^ f /df + T(r) -+-6m* 

L'ensemble réunissant les sphères de vm étant am + cr,2„, d'après (i4°) 
on déduit 

(160) F ( S j 4 + s ^ ) < /"/rfç + rcr) 
^ / E 

I 
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En vertu de (i50), (i60), 

i\l(e') < 2 r ( r ) + s m + A ; 

donc (60)-n ?(e)_^ iT(r) [e introduit à la suite de (50)]. Posons 

<?i= {a?e/-E,/(a?) finie, D*F(#) < / ( a ? ) — *i}; 

comme pour e on établit que r\ cp(e,) ^ 2T(r). Rappelons-nous que /*(a;) 
est finie sur une plénitude de r (de H). On obtient 

(170) f(x) — ^ ^ D*F („ ) ^ D*F(x) -*_/(*?) -h t\ 

sur rE, sauf sur7 un ensemble de mesure cp (e + e,) _^ _____. En résumé, 
(10)-(170) mènent à la proposition suivante : 

LEMME 7.9'. — La condition (i0) pour <_, W, E, r entraîne l'existence 
d'un ensemble A, c rE , tel que 

(i) 9 (A)_ .^ r ( r ) , | D ' F ( „ ) - / ( „ ) U T ) s u r r E - X . 

Nous procédons à la façon de (R; p. 100-101), avec certaines 
modifications. On définit une suite transfinie d'ensembles e a (cH), 
fermés dans H, comme il suit. e0 = H; si a (> o) est de première 
espèce et ea_i possède un point „a-i isolé-s, il y a un ra_i (de 0RS) B #a_, 
cp(ra_, ea_i) = o, et l'on pose ea = ea-i — ra_j ea-i ; si a est de première 
espèce et ea-i est parfait-s dans H, au moyen de la définition 7.¾ 
on trouve un ra_i (de OR') dans H, tel que f(x) soit sommable 
sur e a - i r a - i^ o, 

/''*<*-_) (rel- à «*-i) _-(L) f fd9 ^ f V(ea_t) (rel. à ^ _ 0 
J? ^P^a- i ^P 

pour tout p (de OTl*)cr<»_i, auquel cas an pose 

e a = e a—1 — r<x—ieQL—i > 

pour a de seconde espèce : e a =TT ((3 <a)ep. Selon (T; section 4), 

il y a un a0 minimal (des classes I, II) tel que e^-t^-o, e a o=o. 
Les ensembles épais parmi les ea_ira-i (a<a 0 ) , fermés dans H, 
couvrent H sauf pour un ensemble mince; énumérons-les en une 
suite 

v " ' = e ' n r m [m = i, 2, . . . ; r'" (de JTl*) c H ] ; 
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on a 

(180) f %m) (rel. a c™) ^(L) f f d? ^ f W{em) (rel. à c") 
P P ^w ±LP 

pour tout p (de OTt*)crm. 
Ainsi (io) a lieu avec E = ew et r=rm; en raison du lemme 7.9, 

il existe un A™, cemrm
9 tel que 

(190) 9 (^) -^ -T(r« )^ ~r(H), |B*F(„) —/(X) \^t\ sur v'"— X». 

On trouve des ensembles vm fermés, disjoints, v^cv™, tels que 
<p(vi + • . • + v„)> cp (H) — s pour un n = n(s). Formons des systèmes 
finis S m = { s W ï j (i = i, . . . ,Zm) (de sphères fermées) pour m^~n9 

tels que 

S"lc/'m, les ^rn = 2jSmti(m^n) sont disjoints, 9(v™ — ^m^m) < sa-w; 

on a 
v«=^v T O +e m } 9(8-) <s2-™. 

En vertu de (i80), (190) des ensembles <5-sl (csm>ïv
m) existent de 

sorte que 

(200) \5¥(x)—f(x)\^i\ sur *milv'«— 8„M, 9(8/n,0 ^ ^ r(*TOfl) (/n ̂  w). 

Dans les sommes ci-après m^n = n(s); posons 

m, z 

or <JmDcrmvm= vm—0m et 

y ^ ^ v ^ ^ D ^ V » ^ - 0 m )=2v w —A„, ?(An) = ? ( ^ e J < e . 

Ainsi cp(Tn)>?(H) —as; soit a ^ ^ â ^ j ; en raison de (200) 

c p ( ô ) ^ r ( H ) et 

|D*F(„) — f(x)\^i\ sur yn— h =^(smJv™-- 8m>i). 

On peut faire _n sorte que 

r ( H ) ( = -"(H)--«(H))<7tî, alors cp(S) < 4^; 

n et s étant arbitrairement petits, la conclusion du théorème 7.g en 
découle. 
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8. Succession transfinie des calculs pour la totale-S. — 
Soit f(x) une fonction totalisable-S (4.18) sur un H de J\V. Si cp(H) = o, 
la totale-S de f sur H sera nulle. Admettons donc que H soit épais, 
il existe une fonction unique F (d'ensemble de DRS)9 qui est la totale-S 
de f sur H; F possède les propriétés indiquées à (4.18). A présent notre 
objet est de calculer la totale-S F à partir de la fonction f totalisable-S. 
Si p est fermé dans H, on définit Fw [(4.38 a), (4. i3 a)] : 

(8.i) f F{p)(s(^)) = 1F(s(x))-F(p)(s(x)) = F(s(x)) (si x*p), 
( = o (si xep), 

dix s(x) est une*sphère fermée de centre x9 s(x)cH. 
Si p est parfait-s dans H° (la partie intérieure de H) eZ r (de DR*)9 c H°, , 

est joint à p, il existe un r' (de DRS)9 cr, r 'p^ o, de sorte que (4.18) 
pour tout rx (de JR)crr on ait 

(I) F(rt) = f Fl(rel.àp); 

(II) fS¥(p)(re\.hp) = (L) f fd9, 

f étant sommable sur r'p; d'après (8.1) et (I), 

f F(p)(ve\.hp)= f (F-F(/>>) (rel. à/>) = F ( n ) - f FU»> (rel. à p) ; 

(8.2) F(r,) = (L) f fdy-hf FW (rel. à/>) pour tout r, (deOTlç) c r'; 

ici on a (4.38 b) 

(8.*a) f FiP) (reh ^ p) = T (r, - n p) = VimS (x^p) F (Si (xt)), 

pour N(rJ, S) (4. i4 b)-> o, S = { sy (zy)} désignant un système 
variable fini (rel. à p), ScrJ, les x, étant les centres des sphères 
fermées s, [les s7(„y), cr?, sont disjointes; x&p entraîne st(xt)p= o]. 
On note que la totale-S F sera calculée à partir de f sur r'9 moyennant 
les formules (8.2), (8.2 a), dès qu'on a obtenu F (s) à partir de f pour 
toute sphère fermée scr'—r' p. 

Or H° est parfait-s dans H°; en vertu de ce qui précède, tout r 
(de 011*), cH°, contient un r' de DRS

9 tel que [(8.2), (8.2 a)] f soit 
sommable sur r' et qu'on ait 

(8.2') F(r,) = (L) f/dy pour tout r, (de Jït*)cr'. 
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(8.3) Dans la théorie actuelle (T; p. 86-87) il existe une famille 
G*= { Sk î, SA-= S*(~A, r*), dénombrable de sphères ouvertes, qui 
couvre H [en effet, F = A ( G ) ] indéfiniment au sens de mesure-cp, 
ainsi qu'au sens du pseudo-diamètre [les centres XL sont partout 
denses sur H (sur F), n> o]. 

Gç est une sous-famille de JRS [(4.6), (4.6 a)]. 
Avec p parfait-s dans H°, soit 51 = { s,} (i= 1, 2, . . . ) la famille 

des sphères de G* telles que 

(i0) 5.CH0, stp^o, F(p) = (L) ffd9 + f FW (rel. k p) 

pour tout p (de J\v)cst. D'après le texte qui mène à (8.2), 
on s'aperçoit que tout r (de DRS), contenu dans H° et joint à p, contient 
une sphère s' de Gs, tel que 

s'cH°, s'p^o, 

F(p) = (L) f /dy-h f FlP)(rel.kp) [tout p (de fil*)es']; 
"pp J? 

nécessairement, s' e9l; ainsi l'ensemble 

(20) p\ = H0/? —ZisiP est/ermé dans H°, non dense sur H°p ; p\ c H°. 

(8.4) Si p est parfait-s dans H° eZ si la totale F (s) est connue pour 
toute sphère scH°, avec sp = o, F(s0) sera connue pour toute sphère 
ouverte s0 c H°—H° p. 

Cela s'ensuit en raison de la continuité de F relativement aux sphères 
[voir (4.7 a) pour F ; noter aussi la convention survenant à la défi
nition 4.9]. Le calcul de F(s0) pour une s0 (ouverte) c H ° — H°p, 
à partir des valeurs de F pour les sphères s e H°, avec sp = o, provient 
moyennant une opération qui traduit la propriété (4.7 a) de F. 

Remarque (8.4'). — Dans la présente section, dire que F est connue 
pour un ensemble r (de JRS) signifie que F est effectivement connue 
pour tout sous-ensemble, dans 2R3, de r. 

Continuons avec la situation décrite dans (8.4). Pi étant défini 
selon (20), on a 
(30) m-pi (ouvert) = (H* — H » V ^ / * . 

Si xçH0—pu 

(i) „eH°— H»/), 
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ou bien 

("O xe^stpl^Wp-pt]. 

Au premier cas il existe une s de G*, telle que s s x, scH°—H°p 
et F (s) est connue; au cas (ii) une s^x et la totale F(sz) sera connue 
d'accord avec (i0). Introduisons la famille 91'=. \sk\ (k= i, 2, . . . ) 
des sphères de Gs contenues dans H°—H°p. La sphère s mentionnée 
plus haut est dans 51/. La famille 51/ couvre H°—U°p; en effet, 

^ s * = H°—H°p; les F(sk) sont connues (8.4). En outre, d'après (20), 

51 couvre H°p — p,; enfin, en vertu de (30), 

(4o) 5T-f-5I'(cGO couvre H0 — /?!. 

(8.5) Soit p parfait-s dans H°; dfans H°p il y a un ensemble pi (20) 
fermé dans H°, non dense sur H°p. Supposons F connue pour 
les sphères scH°, avec ~p=o. Alors le problème contigu à p t peut être, 
résolu; e. g. F est calculable pour tout r de JRS contenu dans H°—p,. 

Or Gsc0fR*c3Rs
Q. Si un r de JRS est dans H°—p,, on aura 

rQe3RÏ> (si r°^o) , et r° sera couvert par 51+51/ (40). La propo
sition (4.12 b) (avec 51 + 5 1 ' pour 51) s'applique de sorte que des pv 

(v = 1, 2, . . . ) existent, tels que 

(50) r ° = ^ o v , pv (de DRS) disjoints, pvcunsz ou bien pvcun^. 

L'ensemble r — r0 (si non vide)€ G) (4.12) et F(r —r°)=o; donc 
en vertu de l'additivité complète dans JTl* de F, il vient 

oo 

(60) F(r) = F(r») = V F ( P , ) [les F(pv) effectivement connues]. 

1 

Ici toute F(pv), pour laquelle pv est dans un s*, est donnée selon (i0). 
L'énoncé (8.5) est vérifié. 

Procédons dans l'hypothèse de (8.5). Si pt (20) a un point isolé-s x0 

dans H°, il existe une s0 (de Gs) telle que s0cH°, S0BX0> s0piCg0 

g0 étant la frontière d'un ensemble de 3RS. Désignons par 
51 = {<7t ) (i = 1, 2, . . . ) la famille des ensembles de GJ pour lesquels 

. v ( ^<=Ho, d i p i ^ o , °tpx<igii 

\ gt est la frontière d'un n de JRS, rfcH<>; 
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cette famille couvre l'ensemble e, des points isolés-s dans pt. On a 
<rtpie3R> et F ^ p ^ - r o ; at—^^(cH0) est dans JRS et est disjoint 
de p, ; d'après (8.5), les totales F(arr) = F(<rl— o-^) sont connues. Posons 

(2°) P2 = pi — e± et un r ( d e JÎL*)cH°— pt. 

d est contenu dans V o ^ ; en outre, tout point de o-^ est isolé-s 

dans pi [cf. (i0)], d'où e1=2 (cr lp1; par là, p, est fermé dans H°. 

(8.6) Dans l'hypothèse survenant „(8.5) le problème contigu à p2 (2
0) 

peut être résolu. 

On envisage la famille 5 l ' = { a * } (k=i, 2, . . . ) des ensembles 

de G5 contenus dans H ° — p i ; V a * = H ° — p 4 ; 5t + 51' couvre 

H°—p,, e.g. H — P J C ^ O T . + ^ Œ * ; les totales F(cr,), F(<r*) sont 

connues (8.5). Soit un r (de 3RS) contenu dans H°—p>. En procé
dant, comme à la suite de (8.5) jusqu'à (60), mais avec dt au sens 
de (i°) et 51' comme on vient de spécifier, on trouve que 

F(/-)=YF(P V) ) 

T 
pv (de DR) disjoints, p v c u n s' ou bien p v c u n or/t, 

les F(pv) étant effectivement connues; l'énoncé (8.6) est établi. 
En continuant, à partir de p (8.5), on obtient une suite transfinie 

d'ensembles pp de la façon suivante : 

(4°) (3 est de première espèce : Alors on pose p$= p$_A — ep_t, 
e(3 désignant l'ensemble des points isolés-s dans pp_i, le problème 
contigu à pp_i supposé déjà résolu. Dans ce cas, on procède comme 
dans les développements (i°)-(3°), avecpp_1} ep_lf pp au lieu dep,, e,, p2 

et en prenant pour 51 = \ <jt \ la sous-famille des sphères de G% telles 
que c7,cH°, <rzp3_i^o, o^pp-i étant contenu dans la frontière 
d'un ensemble de DR8, tandis que ât'= j ak j dénote les sphères de G* 

contenues dans H°—pp_i(ep- i=2*iP?- i j . ^ u c a s (4°) fe problème 

contigu à pp es/ résolu, en obtenant F pour r (de i ° ) c H° — pp d'accord 
avec (3°), où 51 eZ 51' onZ Ze sens ÇU'O/Î yie/z/ d'indiquer. 

(5°) (3 esZ de seconde espèce : On pose pp=] [J (a <(3)pa; les pa 

et pp sont contenus dans H°, fermés dans H°; p a > pa +i; Ze problème 
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contigu à p a (<*<(3) est supposé résolu. Soit 9t = {sl) (1 = 1,2, . . . ) 
la famille des sphères de G5, chaque st étant contenue dans H°—pa 
pour un a < (3. 

La totale F est connue pour st (i = i, 2, . . . ) . SoiZ un # € H — pp; 
il y aura des s (de Gç) de diamètre arbitrairement petit, telles que 
SBX et scH°—pp. On aura 

(I) une Si (de 91) BX \st contenue dans H° — />a pour un a < p]. 

En effet, si (I) est en défaut, les relations 

(1) s(deG<>)Bx, scH°—po 

entraîneront 
(_) $ ¢ 5 1 , e. g. spa^-o pour tout a < (3; 

on note que, pour a ( < (3) fixe, toute s (de G5) contenant z est jointe 
à pa, d'où #(€H°) est point d'accumulation de pa (fermé dans H°); 
ainsi # e p a ; cela étant pour tout a<;3, il vient #€pp, ce qui est 
une impossibilité. La constatation (I) est vérifiée; conséquemment, 
91 couvre H°—pp. On conclut comme il suit. Au cas (5°), le problème 
contigu à chacun des p a (a < (3) supposé déjà résolu, le problème contigu 
à p$ est résolu moyennant la famille 91 = {s4} spécifiée plus haut, 
en tant que les totales F(st) sont connues; si r (de 0Ïl*)cHQ—pp, 
on obtient [pareillement à (3°)] : 

(6°) F ( r ) = V F ( p v ) , pv (de DRS) disjoints, pvCune^. 
1 

D'accord avec (4°), (5°) et à partir çie p (8.5), on obtient la suite 
transfinie 

(7°) p>pi?pt?...Dp*D...; 

ici paDpoL* pour a < a ' , les p a(cH°) sont fermés dans H°; pt est 
non dense sur H°p. Pour le premier a0 (des classes I, II) pour lequel 
cette suite se stabilise (T; section 4), l'ensemble 

(8 .7 ) p* = jDa0 ( c H°JO) est parfait-s dans R. 

Il nous conviendra d'employer une définition analogue à la défi
nition 3.17 de notre Mémoire (T>) [celle-ci concernant la tota
lisation-D]. 

DÉFINITION 8.8. — Soit un p parfait-s dans H° (€^5) . On notera 
par (*) l'opération dont l'application à p, ou bien à pi(20), mène d'accord 
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avec (10)-(60)-(70) à Vensemble p* (8.7), parfait-s dans.H0 et non dense 
sur H°p : 

(8.8 a) >*=(/>)*, 

(8.8 6) />*=(/>!)*. 

(8.9) Si la totale-S est connue pour [voir (8.4')] touie sphère s, c H°, 
dont la fermeture est disjointe de p, les procédés (10)-(70) fournissent 
les moyens pour la résolution effective du problème de totalisation-S 
contigu à 

p*={pY={piY (20). 

Prenons p = H° et faisons usage de la constatation (8.2'). Soit 
51 a>, = j Si.} la famille des sphères st de G*, telles que 

(a,) *icH°, F(p) = ( L ) f / „ 9 pourtout p (àedk')csr, ' 

l'ensemble 

(a2) Po,i= H°—"V^ est fermé dans H°, non dense sur H°. 

H°—_Y i est la réunion des ensembles de 5l0,1- Si r (de ORs) c H°—P0> u 

r° (de JRj) sera couvert par 5l0,i; d'après (4.12 b), des pv (de JRS) 

disjoints existent, tout pv étant dans une s*, tels que r°=^ Jpv , 
1 

et il vient (ai) : 
OO 

(ai) F (r) = F (r«) = V (L) f fd9. 
1 Pv 

C'est le premier pas dans le calcul de la totale F; (a3) représente la 
résolution du problème contigu àP0)i.A partir de (a3) et en laissant P0j 1 
jouer le rôle de p± (2«), on obtient P ,= (P0,i)% d'accord avec (8.8 b); 
P, est le noyau parfait-s dans H° de P0,i ; Pi est non dense sur P0= H°. 
Selon (8.9), on sait résoudre le problème contigu à Pi. Comme on l'a 
vu, à partir du problème déjà résolu contigûment à P0,i, cela fait 
intervenir une suite transfinie (s'arrêtant à un nombre transfini 
des classes I, II) d'opérations dont chacune traduit le caractère de 
l'additivité complète dans 0RS de F. 

On obtient une suite transfinie d'ensembles : 

( 8 . 1 0 ) H O = P o > P o , i _ i P i > P i , i ^ - - - ^ : P a , i ^ P a + i > P a + i > i ^ - - ' 
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où les Pa,i sont fermés dans H°; Pa+i(<*^o) est le noyau parfait-s 
dans H° de Pa>i; Pa+i,i est non dense sur Pa+i; P a+i= (Pa,i)* [défi
nition (8.8 b)]. Si a est de première espèce, 

(8. io a) P a + i = (Pa)* [définition (8.8 a) ] ; 

si a est de seconde espèce, 

(8. io b) Pa,i = J J (T < a) PT>1 = J J (Y < a) PT 

[au troisième membre, aucun y n'est de seconde espèce]. Pour a de 
première espèce [cf. (2Q)], 

Pa, i = Pa—^, Si Pa, 

où 91 = { st j (f = i, 2, . . . ) est la famille des sphères de G* telles que 

F(P) = (L) y fd9 -h f V«> (rel. à Pa) 
^pPa - P 

[tout p (de dTL*)c*i]. 

En tant que P0, i > Pi, i > . . . > Pa, i > Pa+i, i > . . . , les inclusions pour 
ces ensembles fermés dans H° étant au sens strict, (T; section 4) 
s'applique et l'on obtient Paol=o, avec un <z0 (des classes I, II) 
minimal et de première espèce. 

Si a est de première espace et F est connue contigûment à Pa-i,i, 
F sera calculable dans H°—Pa , e. g. contigûment au noyau 
parfait-s Pa de Pa-i,i; cela se fait d'accord avec la proposition (8.9) 
[en tant que Pa=(Pa-i,i)* (8.8 6)]. Une remarque, comme celle 
qui précède (8.10), s'applique avec Pa-i,i au lieu de P0)]. 

Considérons le cas où a est de seconde espèce et F est connue conti
gûment à PT> 1 pour tout y < a. On obtient F dans H°—Pa, 1, avec Pa;i 
défini selon (8.106), en procédant comme il suit. Désignons par 
5t={SjJ (1 = 1,2, . . . ) les sphères de G*, chacune dans H°—PT>1 

pour un y < a. La totale F est connue pour (ainsi que sur) toute siB 

Le raisonnement qui de (5°) mène à (6°) entraîne que la famille 91 
couvre H°—Pa,i et que pour tout r (de DRS) contenu dans H°—Pa,i 
il vient 

OC 

F (r) = \ F(pv), les pv (de JRS) disjoints, pvcun$j, 
1 

où les F(pv) sont connues. Ainsi le problème contigu à Pa j l (a de 
seconde espèce) est résolu. 
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Le calcul de la totale F sur H° [donc sur H (de DRS), car F(H) = F(H0)] 
s'effectue en commençant d'accord avec (ai)-(a3) et en procédant 
progressivement, d'accord avec ce que nous venons d'indiquer plus 
haut, jusqu'à ce que le problème contigu à Pa„ i (qui est vide) soit 
résolu, c'est-à-dire que la totale soit obtenue sur H. 

Ce calcul est indépendant de l'hypothèse (4.29). Au fond il dépend 
sur les intégrales de Lebesgue de f sur certains sous-ensembles 
de H, soit directement, comme dans (ai)-(a3), soit indirectement 
au moyen des intégrales (au sens symétrique relativisé) de Burkill, 
comme à (8.10 c). Cette possibilité de calcul effectif justifie l'appellation 
« totale-S ». 

9. Préliminaires pour la totalisation-S des séries. — D'abord 
démontrons un complément à la proposition (4.16) [voir (T; (13.8'))]. 

(9.i) Soit F définie et finie pour toute sphère fermée s contenue 

dans un HdeDRs
0;p désignant un ensemble parfait-s dans H, supposons 

que fF (rel. à p) (définition 4.i5) finie existe. Alors f F (rel. à p) 

finie existe pour tout r (de 3RS) c H. 

Dans la preuve les intégrales de Burkill (au sens j ...) et les 

systèmes finis (de sphères fermées) sont tous relativement à p. Notons 

d'abord que f * F = f % F , si reâk* et l'intégrale existe. Si 
Jr J, 0 

l'énoncé (9.i) est en défaut, il y a un r de _HJ, r c H , H — r ^ o , 
pour lequel l'intégrale finie n'existe pas. Alors il y a un nombre s0> o 
de sorte que, pour tout rj > o, un couple de systèmes finis dans r, 
Sk=\sk}l) ( /c=i ,2) , existe de sorte que 

(10) N(r, S0<7 i (4.14^), | F ( S , ) - F ( S O | > t o . 

Désignons par S*= K S u n système fini dans H —r, avec 
N(H — r, S*)<*?. Posons 

(20) SÎ={*î f I} = S4-hS* (k = 1,2); 

ce sont des systèmes finis dans H, avec N(H, S*)<2/?. On obtient 

F(SÏ) = F(S*)+F(S*) 

et (io) 
I F(SÏ) - F(SJ) | = | F(Si) - F(S«) | > c . 
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Or le premier membre ici devrait tendre vers zéro avec r\, puisque f F 

finie existe. Il y a une contradiction; l'énoncé (9. i) est établi. On peut 
déduire un fait qui va plus loin. 

(9.2) Les ensembles p, H et la fonction F étant comme à (9.i), 

supposons encore que f F (rel. à p) finie existe. Alors T(r)= f F 

(rel. à p) est complètement additive dans JRS
9 r (de 2RS) variant dans H. 

. Soient un r (de 3RS) épais, r c H , et des rn (de JRS) (n = 1, 2, . . . ) 

tels que rn f r. Parce que f F (rel. à p) existe, on peut trouver un 
rn 

système fini S„= {sn,t} (rel. à p) dans r„, tel que 

(3.) ^ | ' 

\f F (rel. à/>)-F(S„) 

SS">')<i' 

< ; 

on a N(rn, S,Î) < - • Ŝ  peut être considéré comme un système fini 

(rel. à p) dans r; on remarque que 

9^-2^,11 = 9(^-^) + 9 (^ -2 /^ ) ,0 < 9 ( ^ - ^ ) + ^ = *n«7 

donc N(r, S/î)<y?/i. On sait (9. i) que f F (rel. à p) finie existe; 

N(r, S„)->o (avec nn)9 d'où 

T F (rel. kp) ==limF(Sn) 
Jr n 

et, d'après (30), 

f F (rel. à p) = lim f F (rel. à p), 

ce qui vérifie la constatation (9.2). 

DÉFINITION 9.3. — Soit F une fonction définie (et finie) additive 
pour les ensembles de JRS

9 contenus dans un H de JRS\ on admet que F(e) 
peut être distincte de zéro pour des ensembles ee(*) (4.12). On dira 
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qu'une telle fonction est complètement additive dans 3RS (dans H), 
si les relations 

redît', 
00 

/ c H , rn*z9is (w = i , 2 , . . . ) , les rn disjoints, V r „ = r 

î 

entraînent F (r) = V F ( r w ) . 

Dans les sections précédentes on a inclu la propriété de la conti
nuité, relativement aux sphères, dans la définition 4.9 de l'additivité 
complète dans 5\V. Dorénavant nous ne le ferons pas. 

Soient un r épais de J\V et 91 une sous-îamille de J}V dont les 
ensembles sont épais; on dira que r possède une décomposition (finie) 
dans J\V avec composants dans 91, si 

V 

(9.4) / = 2 _ i - i - e , qt<E9l, (!6(î) (4.12), 

les ensembles au second membre étant disjoints. 

(9.5) Soient un reORs (non vide) et 9lc2Rs
9 la famille 91 

couvrant r; alors des rv(v = 1, 2, . . . ) de 51 existent tels que ryr= o 
et 

T = 2 P V , pv disjoints, pveJÏI% p v c r v . 
1 

L'intérêt de cette décomposition (qui peut être infinie) est pour le 
cas où r et les ensembles de 91 sont épais. 

On établit cela en notant que, d'après la séparabilité, 51 contient 
une sous-famille finie ou dénombrable { rv j couvrant r; on pose 

p i = rrt, p v = r r v — r / \ ( p i - h . -- - 4 - pv-0 (v > 0-

(9.6) F définie (finie) dans 3RS est dite s. a. (additive au sens 
sphérique), relativement à un p fermé, pour un r épais de 3R\ si 

F (xel. à p) [au sens indiqué F(r°) sera connue à partir 

des valeurs de F pour les sphères fermées s (rel. à p), contenues 
dans r0]. F est s. a. (rel. à p) sur un r épais de DRS

9 si elle l'est pour 
tout p épais de 3RS contenu dans r. 
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(9.7) Soit F définie (finie) dans 3RS dans un H (de 3Tt') épais. 
D'accord avec (4.35) F est dite A. S. G. (additive au sens sphérique 
généralisé) sur H, si à tout p parfait-s dans H° et r (de 3RS)9 contenu 
dans H et joint à p, il correspond un rt (de bïl*)9 c r et joint à p, 
de sorte que 

rs 

F(p) = / F (rel. à p) pour tout p de dR§ contenu dans r±; 
J? 

e. g. F est s. a. (rel. à p) sur rA. 
Voici une adaptation, qu'il nous faudra, du lemme 13.6 dans (T). 

LEMME 9.8. — Soit un H de JïtJ. Désignons par 91 une famille 
partielle de JRS

9 dont les ensembles sont épais et contenus dans H, 
cette famille satisfaisant aux conditions suivantes : 

(i°) Si un p€ 51, tout ensemble p° + e, où e quelconque (vide 
ou non) est dans o — p°, appartiendra à 9t. 

(20) Si r (de JRS) est épais et r c H , tandis que r possède une 
décomposition (finie) dans _ïl% dont les composants sont dans 91 (9.4), 
il suivra que r€5 l . 

(3°) On a r e 51, dès que 

r (de JTl) est épais, rne9t (/1 = 1 , 2 , . . . ) et rn\r. 

(4°) Si un r '€5 i et un r (de JRS) est épais et rc r ' , on aura r€5 l . 

(5°) Si une famille 91,, contenue dans 91DRS
09 ne couvre pas H, 

il existe un r' de 5IJRJ qui est non couvert par 5Ii. 

Dans ces cinq conditions H appartiendra à 91 (de même pour H + e, 
si e c î î —H). 

Démontrons d'abord que 

(«i) H = N (51) p (réunion des ensembles de 5 t ) . 

Envisageons la famille 91 { formée des ensembles p°(=(p)°), p décri

vant 51. D'après (i°), les ensembles de 5t4 sont dans 51; p°€^îlj, 

donc5l lc5I^ïlJ; en effet, 5t1=5t5îlJ. Or p° (de 5 t j c H, 2 P ° C H-

Si 51 ! ne couvre pas H, en vertu de (5°) on pourra trouver un r' de 9tDRs
0 

non couvert par 51i, ce qui est contradictoire. Ainsi H = 2 P ° -
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Or, en conséquence des hypothèses de l'Ouvrage actuel H=2~P°> 

en tant que H et les p° sont dans fil*. Ainsi 

H = 2 ( ^ ) P"» ( a 0 suit d'après (10). 

Soit r un ensemble épais de D\ls contenu dans H. Selon (a,), r est 
couvert par 91 ; la proposition (9.5) s'applique, donc des rv(v = i, 2,...) 
de 91 existent, joints à r et tels que 

(«2) r = 2 p v ' Pv ( ^ 0 disjoints, pvcrv. 

1 

En posant pv = pi + . . . + pv, il vient 

(a6) p^e DRS, pvf r, pv épais pour v > v'. 

Soient les nt (1 = 1,2, . . . ) les indices pour lesquels pW( est épais; 
en tant que p„t (de art*) épais est contenu dans l'ensemble rni de 51, 
à cause de (4°) p„t appartient à 51. Or (pour v > v') 

(<**) P V =2( / i ^ V )P /7 , H _ e v ' cv€(î) (4.12), 

les ensembles au second membre étant disjoints. On a ici une 
décomposition finie dans DR" avec composants dans91, au sens de (9.4). 
En vertu de (20) [pour pv(a4), v > v ' ] on conclut que les p v(v>v') 
sont dans 91. Les relations (a3) et la propriété (3°) entraînent r € 5 l , 
qomme une conséquence de la supposition : r (de DRS) épais c H . 
On observe que tout ensemble H + e, où e est un sous-ensemble 
quelconque (vide ou non) de H — H, appartient à 3RS et est épais. 
D'après ce qu'on vient de prouver, H +ee9l. Le lemme est vérifié. 

10. Totalisation-S des séries. — Soient un (n = 1, 2, . . . ) 

des nombres possédant o comme le seul point d'accumulation. Un 

ensemble 0 = j 6„ ! (n = 1, 2, . . . ) est formé de points 0„ sur un H 

de â\V0; les 0W et les un sont dans une correspondance biunivoque. 

On considère la série 2 u« e t l ' o n v a développer une totalisation 

de 2 "«• 
(10.1) Nous supposons que la série^(§nG.e)u,i est absolument 

convergente] lorsque e est dans la frontière d'un ensemble de DRS. 



88 W. J. TRJITZINSKY. 

Ainsi2(û«€ e)u« s e ra absolument convergente pour e€(*) (4-i2)-

La totale-S de la série 2 un sur p (de ort*)cH, si elle existe, esZ 

une fonction finie F(p), que nous désignons par 

(10.2) (P)2 S "« 

et qui satisfait aux conditions ci-après. 
00 

DÉFINITION 10.3. — On dira que la série 2 u n est totalisable-S 
* i 

sur H (de _Uj), s'il existe une fonction F avec les Ipropriétés suivantes : 

(i°) F ( e ) = 2 ( ^ € e ) u « » d e s Que ee(*) (4-12) e t e c H Ila s é r i e 

au second membre est absolument convergente, vu (10. i)]. 
(20) F est complètement additive dans 0RS sur H (définition 9.3). 

(3°) Si p est parfait-s dans H et un r(deOTts)cH et p r ^ o , il 
existe un r' (de DRS), contenu dans r et joint à p, tel que 

(I) F est s. a. (rel. à p) sur r' (9.6) : F(p)= C F (rel. à p) pour 

tout p (de artj)cr'; 

(II) C F{p) (rel. à p)=^(^n^rip)un (absolument convergente) 

pour tout ri (de 3\ls
0) contenu dans r', F(/y) étant définie selon (4. i3 a) 

pour les sphères fermées se H. Dans ces conditions, on écrira 

(Î0.3„) F (H) = ( H ) 2 S M « (totale-S de la série). 

On note que l'existence de la totale F sur un r (de DRS
0) entraîne 

l'existence de la totale sur rr=r + e, où e est un ensemble quelconque 
dans la frontière de r; dans ce cas, 

F(rf) = F(r)^^(Kee)un, 

la série au second membre étant absolument convergente. 

THÉORÈME 10.4. — La totale-S des séries (définition 10.3) est unique. 

Si la proposition est en défaut, deux fonctions F' et F" distinctes 
existent, chacune satisfaisant aux conditions (i°)-(3ô) (la dernière 
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étant remplie pour tout p parfait-s dans H). Pour la fonction 
F = F7 — F", on aura : 

(i0) F(e) = o, lorsque e de (*) est contenu dans î î ; 

(20) F est complètement additive dans JRç sur H (9.3). 

Soit 91 la famille des p épais de JRS
9 tels que : 

(ai) pcH, F ( X ) = o pour tout X (de OTt^cp. 

Avec un p€5l, considérons pi = p° + e, où e (quelconque) c p — p°; 
alors pt (de JRS) est épais, piCpcH. Si X (de jîv)cpi, on a 

X = Xp-+-X(p — p), \o(e$v)cp et X(p —p)€(î); 

en tenant compte de (ai) et de (i0), il vient 

F(Xp) = o, F ( X ( p - p ) ) = o, donc F ( X ) = o , 

e. g. pi est dans 51. Ainsi, la famille 91 satisfait à la condition (i°) 
du lemme 9.8. 

Soit un r'e9l, e. g. 

(a2) r' épais G2\IS, r'cfi , F ( X ) = o , lorsque X ( de DRS) c r' ; 

considérons un r (de JRS) épais, rc r ' . Si p (de 3Rs)cr9 d'après (a2) 
on aura F(p) = o. Ainsi r€5 l , ce qui vérifie [9.8, (4°)]. 

Pour démontrer [9.8, (20)] envisageons un r (de 3Tt5) épais, r c H , 
r possédant une décomposition (finie) dans JÎi% avec les composants 
dans 9L (9.4), e. g. 

V 

(«3) ^ = 2 ^ - + - ^ ?*€5t, ee(l), 
1 

les ensembles au second membre étant disjoints. Si un X (de DRS) 
mince cr , on aura Xc (*) et, d'après (i0), F (X) = o. Si un X (de DR*) 
épais cr , il vient (a3) 

= 2 ^ X H ~ e X ' e X € 0 ) ' ^X€ ort^. 

Vu [9.4, (4°)], déjà établie, tout qtl[cqie9l] épais est dans 91. Soient 
î„ (n = i , \ . . , v') les indices pour lesquels qlnl est épais; la réunion 
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des qtl minces est dans (*), d'où (les ensembles au second membre 
étant disjoints) : 

*=2^x + é?/' *'€(:)' F(* ')=° ('o), F W _ j F ( ^ ) _ o . 
n n 

Par conséquent (ai), r € 5 l , e. g. le caractère [9.8, (20)] a lieu. 

Soient un r (de DR*) épais et des rn (de 91) f r. Considérons un X 
(de JR6)cr; si X est mince, e. g. X€ (*), on aura (i0) F(X) = o; ainsi 
supposons que X est épais. On a X„ == lrn f X, A„ € 3R\ ln épais pour 
n__n,; AW ( n ^ n i ) étant dans rn de 91, d'après [9.8, (4°)] A„ appar
tient à 51, donc F(X„) = o (a,). Enfin, d'après la propriété (20) de F, 
il vient F(X) = lim F(A„) = o, e. g. (a,) re9l. Donc 91 satisfait 
à [9.8, (30)]. 

Envisageons une famille 51,, c5T JTtJ, qui ne couvre pas H. Posons 

(a») /> = H - 2 ( ^ ) / > ' 

p non vide est fermé dans H (de 5hj). Supposons p contient un 
point „0 isolé-s dans H; „0 est contenu dans un r' de 3ÎV, de sorte que 

r'cH, >*'/>CY, y étant la frontière d'un ensemble de DR*. 

Nous allons montrer que rre9t [nécessairement r' sera alors 
dans 5t5ïtj]. Si A mince de DRS est contenu dans r', on aura 
F (A) = o (i0) [car Xe (*)]. Considérons un X (de 0RS) épais, 1er'. 
il vient que 

X ' = X — A Y (de jfl*) est épais, X'cH — /? = 2 ( # M P-

En vertu de la dernière relation, d'après (9.5) des rv (v = 1, 2, . . . ) 
de dlx existent tels que 

06 

rvX' _̂ o, X ' = 2 P V » pv disjointe, pv€JTt% pvcrv. 
1 

Si un pv est épais, pv étant contenu dans un ensemble de 91 u donc 
de 51, selon [9.8, (4°)] on aura F(pv) = o; pour tout pv mince aussi* 
F(pv) = o (io). Ainsi, en raison de la propriété (20) pour F, on obtient 

F (X) = F( X T + 2 P V V F(XT) + 2 F ( P V ) = °' 
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Conséquemment r'e9l9 en effet r'e9lJ\V0. Or r1 est non couvert 
par 9tu car r' contient le point x0 de p (at). La propriété [9.8, (5°)] 
est vérifiée au cas où p (a4) n'est pas parfait-s dans H. Reste le cas : p (a*) 
est parfait-s dans H. 

Or F = F' — F", où F' et F" toutes les deux satisfont aux condi

tions de la définition 10.3, relativement à la même série 2 U w * ^oit 
un r de DRS joint à p (a4), r c H ; r contient un r' de 3R\ pr' _̂ o, 
de sorte que 

F ' - T F (rel. kp) dans r', 

/ F[p) (rel. dp) = ^ (G^GA-I/O un (absolument convergente) 

pour tout r\ (de 3R$)crr. 

Ensuite dans r' on trouve un p' de DR% joint à p, tel que 

F" = f F" (rel. a/?) dans p', 

f F /
( ^ ) ( r e l . à / ) ) = 2 ( e « € p i p ) „ „ [ tout P l (€0Ï t { )cp ' ] . 

Par conséquent, 

!

F(P)= f F (rel. à/>), 

/ F(̂ ) (rel a / > ) = o [tout p ( eDRî>) cp']. 

Soit Sj (j = i, . . . , v ) \ i n système fini (de sphères fermées, relati-
V 

vement à p), contenu dans p (4. i4). On note que p = p — 2 S ' € ^ ; 

i 

le système S = {sy} peut être choisi de sorte que le nombre 

N(P, S) (4 i4*) = sup(M{j,} , *(?)) 

soit arbitrairement petit. Vu la seconde relation (a8) : 

(a6) hm^(s/p(9£o)F(s,)=o lorsque N (p, S ) ->o . 

On observe que 

(«o P = ^ 2 5 / ' F ( P ) = F ( P ) + 2 F ( ^ ) -
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Soient sk les sphères de S disjointes de p; toute s* est couverte par 9ti9 

donc (9.5), pour k fixe, des rv (=r*,v) de 5rx existent, rvSyt p^ o, tels que' 
oo 

5 * = = 2 P v ' Pv disjoints, pv€JÏl*, pvcrv . 
i 

Si pv est mince, F(pv) = o (i0). Si pv est épais, pv étant contenu 
dans un ensemble de 9li9 donc de 91, d'après [9.8, (4°)L o n a u r a pv€5£ 

et (ai) F(pv) = o. Donc F (s*) = 2 ^ ( P V )
 = °» d'où, e n r£USOn °*e (fl7)> 

F(p)=F(?)-+-2F^)=F(p)+2 (^^° ) F (^ ) 

[a,u troisième membre les centres des sy qui surviennent sont sur p]. 
Or p est indépendant du choix de S. En tenant compte de (a0), il vient 

(a8) F ( p ) = l i m F ( p ) lorsque N(p, S ) ->o , 

cela étant pour tout p (de Jïij)cp'. En vertu de (a7), (a0)? 

/ F(?) = F( P ) -F (S) , 

( a 9 ) J limF(?) = F ( P )—l imF(S) = F(p)— f *F (rel. àjo) = o, 

Ainsi (a8) F(p) = o pour tout p de la sorte indiquée. Si A (de DR') cp 
et A est mince, e. g. A€ (*), on a F (À) = O; si A (de jTl*)cp' et X est 
épais, mais A^5ilJt il suit que 

X = Xo-+-e, ee(l), XoeJRJ, F(X) = F (X») -f- F (e) = o 

(d'après le résultat que nous venons d'obtenir). Conséquemment (ai) : 

p' (de 3Tt*), joint à /?, appartient à 51; 

de plus, étant ouvert, p'€5LJTtJ. Puisque p' contient un point de p(ai) 
non couvert par (511), p' est non couvert par 511. Nous avons achevé 
la vérification de [9.8, (5°)]. A cause du lemme 9.8 on constate que 
H €51, donc (ai) : 

F ( X ) = o et F'(X) = F'(X) pour tout X (de J R ^ c H . 

Le théorème" 10.4 est prouvé. 

(10.5) L'existence de la totale-S de la série 2 u , i sur ^ entraîne 

l'existence de la totale sur tout r (de JRs) c H ; dans ce cas, F (r) = ( r ) 2 S un 
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satisfait aux conditions de la définition 10.3. La classe des séries2"" 
totalisables-S est linéaire. 

Cette proposition résulte immédiatement des définitions. 

(10.6) Soient des qt (de 0RS) ( i = i , . . . ,v) épais disjoints, tels 
que 

V 

H = 2 ^ + ^ eqt^=o, ee(l), 
î 

tandis que la sérièS un est totalisable-S sur chacun des qt. AlorsJ^Un 

est totalisable-S sur H et, pour tout r (de Jli5)cH, on aura 

(10.6a) (A•)2SM«=2 (^9 ,^ )__lSM,^H"_J (8 ,^€^e) l^ '^ , 

la dernière série étant absolument convergente. 

Pour démontrer il suffira de considérer le cas où e est vide. D'accord 
avec la définition 10.3, relativement à la série2u* et à l'ensemble g, 
il correspond la fonction Fz (qui, selon le théorème 10.4, est unique). 
Posons 

(b,) r(r)=2(r^2SM, î' alors r W = 2 F l ( r ^ K d e ^)cH] 
1=1 « = 1 

Si e<= C) et c'cH, il vient e'g,€Q et, à cause de [10.3, (i0)], 

r(e') =2F'(*'?') = s2[_S ( e"€^ , ) Un] = 2 ^ 6 ^ U n ] 

l l 

la série au dernier membre est absolument convergente, d'où T satis
fait à [10.3, (i°)] pour H. De plus, T remplit [10.3, (2°)], puisque 
sur qt la fonction F, est complètement additive dans Jll*. Soient 
(bt) unpparfait-sdans H, un r (de 91*) c H, pr ^ o. 

On note que-pr est joint à un ql(= (qù°) [sinon on aurait pr disjoint 
n 

d e y v [ = H —e„, e,€C)], d'où il suivrait que preQ «* que P 

posïéderait un point, isolé-s dans r (cH)]. Puisque F* satisfait 
MÉMORIAL DBS SO. MATH. — N ° 1 6 6 . 7 
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à [10.3, (3°)], relativement à q\9 l'ensemble q\r (de JR?) contient 
un r1 (de JRS)9 joint à p, tel que 

I F*(P) = fSFk (rel. kp), 
s 

f ( F*)(/>) (rel. à p) = N (6W e pp) un (absolument convergente) 

pour tout p (de 5ïtj)cr' (cql). Pour tout p de cette sorte pqt = o 
(i ^ k) et (64) : 

r(p)=-2F ((pïi)=F4(py i)-F*(p).> 

En somme : pour tout p et tout r, d'accord avec (b2)9 il existe un r' 
(de 011*) r'p _̂ o, pour lequel les relations (Z>3) ont lieu avec F* 
remplacée par T(p), e. g. T remplit [10.3, (3°)]. relativement à H. 
L'énoncé (10.6) est démontré. 

(10.7) Supposons que un^o ( n = i , 2 , . . . ) et que la sérieSun 

soit totalisable-S sur un r0 (de 5îtj)cH; alors (r0)2(S) u«__°« Si 
un= o (n = 1, 2, . . . ) , on aura 

( r ) 2 ( S ) w w = o pour tout r (de Jll*)cH. 

Soit F fonction qui, d'accord avec la définition 10.3, est associée 

(uniquement) avec la série2 "«> relativement à r0. Désignons par 91 

la famille des ensembles p (de JRS) épais, pcr0, tels que 

(ci) F ( X ) ^ o pour tout X (de dïl*) c p. 

Considérons un p € 91 et un pt = p° + e, l'ensemble e (vide ou non) 
étant contenu dans p — p°. Pour X (de 5îtA)cpi il vient X == Xp + e0, 
ee(l), d'où (ci) 

F(X) = F(Xp) -+-F(é?0) _ F ( e 0 ) =^S^n^e0) un (con\ergente >̂ o, 

e. g. p^91; donc 91 satisfait à [9.8, (10)]. Si un r (de JR.') épais 
est contenu dans un r' de 5t, on aura, d'une part 

r' (de JTt) épaiscfo, F(X) ^ o pour X (deOTt)cr' 

et, d'autre part : si p (de 0Tt*)cr, il viendra F(p)^o; par consé
quent, re9t; [9.8, (4°)] a lieu. 
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Envisageons maintenant un r (de 2RS) épais, contenu dans r0, 
tel que 

V 

(c2) r =*£j<li-*~ ^ <li^£K"> e € ( * ) (les ^/, e disjoints), 

î 

Si A (de JRS) mince cr, on a 

Xe(*) et F(X) _ = 2 ( ° / i € X ) wn (convergente) ^ o. 

Pour A (de JRS) épais, cr, nous procédons comme à la suite de (a3); 
en désignant par qlnl (n = i, . . . , v') les qlnl épais, on note que, 
d'après [9.8,(4°)], ?i„A€5t et F(qlnl)^o (ci); on a 

^ = 2 ^ •*"*'' e'eO> F(X)^F(e /)=2(8«€ e ,)^(convergente)^o. 
n 

Par conséquent, re9l; [9.8, (20)] est établie. La propriété [9.8, (3°)] 
est vérifiée en procédant d'accord avec le texte qui précède (a4), 
avec F(X„)^o au lieu de F(ln) = o. 

Soit une famille 9iiC9tj!v0 ne couvrant pas r0. On aura 

(c3) p = r0—^(5ti)p^-o fermé dans.r0. 

Supposons que p possède un point isolés dans r0. Nous suivons 
les développements à la suite de (a4), avec r0 pour H et en faisant 
les changements suivants : au lieu de l'égalité F(pv) = o, il vient 

F (pv) ^ o si pv est épais (c4), 

F(pv) = ^ ( 6 w e p v ) «n _^o si pv est mince; 
n 

la relation F(X) = o est remplacée par 

F (X) = F (XY) + 2 F (Pv) ^ F (XY) = 2 (6* € X?) Un (conA erSente) ^ °> 

en tant que Aycy, où y est la frontière d'un ensemble de. JTt*. 
Ainsi r' [r'eJRs, r'cr0, r'pcy, r' contient un point de p isolè-s 
(dans r0)]€9l. Par conséquent, au cas considéré, [9.8, (5°)] a lieu. 

Le cas où l'ensemble p (c3) est parfait-s dans r0. — En raison de la 
propriété [10.3, (3°)] pour F, relativement à r0, il existe un p' (de DRS)9 

p'cr0, p'p^ o tel que 

(*) 

F ( p ) = f * F ( r e l . k p), 

F{p) (rel. k p) = 2 ( e / i € P / ? ) un (absolument con\ergente) ^ o 
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pour tout p (de artj)cp'. En procédant comme à la suite de (a8), 
mais à partir de (c4), on obtient au lieu de (a6) : 

(c5) limN(57jD^_o) F(* 7 )^o [S = {s7} un système fini, rel. à JD, Sep] , 

lorsque N(p, S) (4.i4Z>)-^o. Les relations (a7) s'appliquent, où 

p = p — 2 ^ € ^ o * ^ *a su* te ^e (°7) ^ s'agit des s* (de S) disjointes 

de p, donc couvertes par 9ll9 et des ensembles rv (=r^jV) de 5lj 

et des pv (de JRS)9 crv , disjoints; s*=2pvî on fait les change-
V 

ments suivants : 

F(pv) =^, (0 / i€pv) un (convergente) ^ o si pv est mince; 
n 

F(pv) ^ o si pv est épais [car pv€5t, à cause de (9.8, (4°))]î 

par conséquent, F (s*) ^ o. Il en découle (a7) : 

F(p)^F(?)+2F(5/) = F(p)-+-2 (^^° ) F ( 5 / )-

L'inégalité (cs) mène à 
F(p) ^ l i m F ( p ) lorsque N(p, S ) ->o [pour tout p (de JTtjOcp']. 

La limite au second membre existe; en effet, en tenant compte de (a7) 
et de (c4) on obtient (a9), e. g. limF(p) = o; ainsi F (p )^o pour 
tout p de la sorte indiquée; on conclut (ci) que p'€5I; or p'e^ttj 
(en effet, €<31t«) et est non couvert par 51,, puisque p' est joint à p. 
La propriété [9.8, (5°)] est prouvée au cas actuel. En vertu du lemme 9.8 
rQe9l9 ce qui veut dire : 

F W = ( r o ) ^ S t t ^ o . 

La seconde partie de (10.7) est immédiate. La proposition (10.7) 
est établie. 

(10.8) Supposons que 0 est tel que pour tout ensemble p parfait-s 
dans H (eortj) et tout r de DRS

9 contenu dans H et joint à p, il existe 
un r' de 3R\ r ' c r , r'p _̂ o, r'9 = 0. Dans ce cas9 la convergence 

absolue de la série*? un entraîne la totalisabilité-S de la série^?un 

sur H et la relation 

(H)2s^=2w'1-
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Formons la fonction d'ensemble r c H : 

W F(r )=2(0»€r)„ w . 

Il suit immédiatement que les conditions [10.3, (i0)], [10.3, (20)] 
sont valides pour F. Soit un p parfait-s dans H et un r de JRS, r c H , 
rp T_ o. D'après l'hypothèse sur 6, il y a un r' (de JR6)cr, r'p ^- o, 
r' étant dépourvu des 0„. Pour p (de 5rt;)cr', on aura F(p) = o 

et f F (rel. à p) = o, e. g. [10.3, (3°, I)] a lieu. En plus, F(7»(S) = o 

pour tout système fini S = { s,} c p, relativement à p, donc 

f F(/?)(rel. à/?) = o 

et la propriété [10.3, (3°, II)] survient. L'énoncé (10.8) est vérifié. 

11. Succession transfinie des calculs d'une totale-S des 
séries. — Supposons que la série 2 W / i es^ totalisable-S sur H de JTtg, 

l'ensemble 0 = {0„} étant situé dans H. Procédons avec le calcul 
de la totale-S de cette série sur H. Selon la définition 10.3, il existe 
une fonction F complètement additive dans DRS sur H (définition 9.3), 

telle que F(e) = 2 ( ^ € e ) un (convergente) pour ee(*) (4.12), satis
faisant aux conditions [10.3, (3°, I), 10.3, (3°, II)]. On se rappelle 
la définition (4. i3 a) de F(p)(s(x))9 si p est fermé dans H et s(x) est 
une sphère fermée quelconque, s(x)cH, de centre x. Puis on forme 

F(P)(s(x)) =F(s(x)) — F{p)(s(œ)) = F(s(x)) (si „ $ / > ) , = 0 (s i „ € / > ) . 

Si p est parfait-s dans K et r (e0Rs)9 cH, est joint à p, il existe 
dans DRS un r 'cr , aussi joint à p, tel que pour tout p (de DRS

0) contenu 
dans r' : 

(ll.i) F(p)= f F (rel. kp), 

(11.1 a) - f F(p) (rel. à p) = 2 ^n € PJ>) w»> 
-'p 

Za série indiquée au dernier membre étant absolument convergente pour 
tout p spécifié; en vertu de ce qui précède, il vient 

(11.2) F ( p ) = 2 ( 6 » € P ^ a , , " + \ / F^)(rel. à/>) [p(de af l^c/J . 
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Ici, au second membre, la série est absolument convergente, tandis 
que l'intégrale de Burkill est définie d'accord avec (8.2 a) (avec p 
au lieu de ^) . Dans (11.2), F(p) est connue à partir des un sur pp 
et moyennant les valeurs de F pour les sphères fermées s contenues 
dans p — pp(cr ' — r'p). 

H étant parfait-s dans H, en tenant compte de l'énoncé (11.1), (11.2), 
on trouve que dans tout r (de DRS)9 contenu dans H, il y a un r' de 0R% 

de sorte que la série 2^ (Qn € r') un soit absolument convergente et 

(11.3) F(p) = 2 ( e « € p ) un pour tout p (de OTtj)cr'. 

Comme on l'a indiqué dans (8.3), il existe une famille 

G*={S*}, Sk=Sk(xk, rk) (* = i, 2, .!.) 

de sphères ouvertes couvrant indéfiniment l'espace considéré (en parti
culier H); G*cm*. 

Soient un p parfait-s dans H et 91 = {st j (i = 1, 2, . . . ) la famille 
des sphères de G5, jointes à p, telles que 

L c H , F(?)=y.(lne9p) + f'FlP)(Tél.kp) 
(11.4) < ^ - »/p 

( [tout p (de JRi)cst]. 

En vertu de la constatation (11.1 )-(11.2) tout r (de DRS)9 tel que r c H 
et rp _̂ o, contient un rr (de DRS)9 joint à p, dans lequel (11.2) a lieu; 
soit x0 un point de r 'p; une s' de Gs contient x09 tandis que s ' c r ' c r ; 
nécessairement s' est une st de 91; par conséquent, 

(11.4 a) />i= Up — ̂ .stp est fermé dans H, non dense sur H p. 

Désignons par 91' = { s*} (k = 1, 2, . . . ) la famille des sphères de G* 
contenues dans l'ensemble (ouvert) H — H,,. En tant que 

H -Pl= (H -H/O-t-2*'* 

la sous-famille 91 +91' de G3 couvre H — pi. 
Si e (cH) est fermé dans H et F est calculable pour tout p de _*TLJ 

contenu dans H—e, on dira que le problème contigu à e est résolu. 

(11.5) p étant parfait-s dans H, supposons que F est connue pour 
les sphères ouvertes s, cH, disjointes de p. Alors le problème contigu 
A pt (11.4 a) est résoluble. 
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Considérons un r (de j ï l j )cH — p,; r est couvert par 
91 + 51/(cGs). En raison de l'énoncé (9.5), des pv disjoints existent, 
tels que 

r = ^ p v , pve^ïl*, pvc un rv de 91 -t- 91'. 
i 

Or pv = p? + ev, où p5 €J\lt et ev (contenu dans la frontière de pv) € (*), 
ou bien ev est vide. Il vient 

Oo) F(Pv) = F (Pv°) ^^Keen) Un, 
n 

la série étant absolument convergente; pv est dans un s1 (de 51'), 
ou bien dans un s* (de 91). Au premier cas, F(pî) est connue, car 
s ' cH— Hp et F est supposée déjà calculée dans toute sphère 
ouverte contenue dans H — Hp. Au second cas (11.4)» 

(2.) F(Pv°) = 2 (e„€pî/>) K»H- fSF(P) (rel. kp). 
n J9\ 

En posant pS = p ( c r c H — pi), il vient 

(2'0) C F</»>(rel. k p) =\\mS(xl$p)F{six)) [pour N (p, S) ->o], 

où S = { sy (xy)} (j = i, . . . , v) dénote un système fini (rel. à p) de 
sphères fermées sy(rc7)cp [x, étant le centre de s7(xy)]; les s*(#z), 
qui interviennent au second membre, sont dans p — ppcH — Hp; 
selon l'hypothèse dans (11.5), les totales F (sf(xt)) qui correspondent 
sont connues, de même pour les 

F(5^(„ i))=F(50
^(„^))^-2 (8 ,^€WM,^ ' 

n 

où Ki est la frontière de ««(o;,). Par conséquent, l'intégrale de Burkill 
dans (20) est effectivement obtenue, ainsi que les F(pv) (i0) (v = i, 2,...). 
Enfin, d'après l'additivité complète dans jft* de F, on obtient 

(30) F (r) = 2 F (pv) pour tout r (de DR J ) c H — pu 

v _ l 

ce qui est la conclusion dans la proposition (11.5). 
Si pi (11.4 a) n'est pas parfait-s dans H, e. g. si p, possède des 

points isolés-s, nous envisageons la famille 91 = { <T, } (î = 1, 2, . . . ) , 
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5XcG*, définie d'accord avec [8, (i0)]; 91 consiste des sphères de G\ 
contenues dans H, telles que : 

<7lp-zLo9 <ilp1ç.gl, gt étant la frontière d'un rt (de 3îl*)cH; 
o-iPi€5rt% mais en général F(<7zp,) ̂ 6 o; on a 

F(Œ//?I) = N (8,,6ŒIJDI) un (absolument con\ergente).« 
n 

L'ensemble ev des points isolés-s dans pt est couvert par 91; et = ! 2 0 ' I P , ; 

l'ensemble 

(i°) p2 = pi — ei est fermé dans H. 

(11.5 a) Dans les conditions de (11.5) [donc F étant calculable 
contigûment à p4 (11.4 a)] il suit que le problème contigu à p2 est 
résoluble. 

Soit 91' = {<r*} (k = i, 2, . . . ) la famille des sphères de Gv dans 
H — p, ; la réunion de ces sphères est H — plm II vient 

H —/?2c2c r i" f"2< T*' 
D'après l'énoncé (11.5), la totale-S F est effectivement connue dans 
chacune des sphères Œ*. De même, F est connue pour tout p 
(de OTto)c un (7ZJ en effet, 

p = a - + - [ 3 , a = p(<r z— < J / J P I ) , ? = ?ViPi(c&i)\ « (de ^tJ^cH— pu 

donc F (a) est connue; enfin on calcule 

F(p)=F(«)+F(P)=F(a)Hh2(^€pa i i ? 1)„ n . 
n 

H — p2 étant dans la réunion des al et des <rk et F étant connue dans 
chacune des <ik et des o-,, nous obtenons F(r) pour tout r (de DRS

Q) c H—p* 
moyennant des procédés de la sorte qui mènent à (30); ainsi 

oo 

(2°) F ( r ) = ^ F ( p v ) , pv (de OTtA) disjoints, pvCun<j' ou bien pvcun<j*; 
î 

ici les <J1
9 ak sont les sphères des familles 91, 91' dont il s'agit à la 

suite de (30). La constatation (11.5 a) est vérifiée. 
Nous obtenons une suite transfinie d'ensembles pl9 p2, . . . , pp, . . . 

fermés dans H comme il suit. 

(3°) (3 (> i) est de première espèce et le problème est supposé résolu 
contigûment à pp_i. On procède comme dans [8, (4°)]. Ainsi on obtient 
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des développements analogues à ceux donnés en rapport avec (i°), (20); 
pp_i, ep__!, pp = pp-_1— ep_! remplacent pi9 ei9 p2; 91 = {*,}, cG*, 
sera la famille des sphères de G*, contenues dans H et jointes à pp_4, 
telles que o^pp-i soit contenu dans la frontière d'un ensemble de art*; 
91' = { ak} sera la famille des sphères de G* contenues dans H — pp_! ; 
e M = 2 0 ^ - 1 , ®n ca^cu^e F contigûment à pp, e. g. pour tout r 

(de 5rtj)cH—pp, moyennant une formule comme (20), 91 et 91' 
ayant la nouvelle signification [ep_i est l'ensemble des points isolés-s * 
dans pp_]]. 

(4°) (3 est de la seconde espèce; F est supposée calculée contigûment 
à tout pa (a <(3). Par définition, 

/>P=J^(a<:P)/v, 

51 = {St \ (i = 1, 2, . . . ) est la famille des sphères de G*, telles que 
toute s,c H — px pour un a = a, < (3. La démonstration dans [8, (5°)] 

s'applique et l'on montre que H — pp c 2 Si- ^a totale-S est connue 

pour (et dans) chaque s*. Pareillement à (20) on déduit que 

(5o) F ( r ) = 2 F < P v ) p o u r r ( d e â t l S ) c H - i , ? ) 

1 

où les pv (de DR') sont disjoints et tout pv est contenu dans une s, 
de 91; les F(pv) sont déjà connues. Ainsi, dans le cas considéré, (5°) 
présente la résolution du problème contigu à pp. 

A partir de p parfait-s dans H [dont il s'agit dans (11.5)], il y a 
une suite transfinie d'ensembles fermés dans H : 

/?^/?4D/?2D • opzD . ., /> a cH ( a > o ) ; p± non dense sur Hp. 

Pour un a0 (minimal) des classes I, II, la suite se stabilise, de sorte que 

(1Ï.6) p* = p<x0 est parfait-s dans H et non dense sur Hp, 

Désignons par (*) l'opération dont l'application à p, ou bien 
à pi (11.4 a), mène à l'ensemble p* (11.6); p* = (p)* = (pO*. Les 
développements à la suite de (11.3) jusqu'à (11.6) montrent que si 
le problème est résolu contigûment à p (même si F est seulement connue 
pour les sphères ouvertes s, c H, disjointes de p), ou bien Vest conti
gûment à pu F sera effectivement calculable dans H — p* ~̂ 
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Commençons avec l'ensemble p = P0 = H, qui est parfait-s dans H. 
Désignons par 5 l 0 , i = { s , j la famille des sphères de G% contenues 
dans H, telles que dans chacune d'elles : 

(ii) F (p) = ^ ( 8 n e p ) w / i (absolument convergente) pour tout p (de DR%)cst. 

En tenant compte de (11.3), il découle que 

(2i) P0>i = H —^jSi e s t ^erm^ dans H, non dense sur H. 

Tout r (de DR;) contenu dans H — P0> i est couvert par 5l0> i ; en raison 
de (9.5), 

00 

r = ^ p v , pv (de Jlt^) disjoints, pvcun sk (k = Â\); 
î 

en plus (ii), 
oo 

(3.) F(/-)=2[(9«epv)K„], 
V = l 

avec [...] absolument convergente. 
Les développements (ii)-(3i) constituent le commencement du 

calcul de la totale-S de la sérieV un9 en résolvant le problème contigu 

à P0> i ; P0, i joue le rôle de p4 (11.4). Moyennant l'opération (*), il vient 

(4t) P! = (P0)*= (P0 j)*, P t ( c H) est parfait s dans H et non dense sur H. 

Le problème est résolu contigûment à P4 de la manière indiquée 
dans (11.5)-(11.6); dans ce stade du calcul, les intégrales de Burkill 
n'interviennent pas. 

Une suite transfinie d'ensembles Paji_^Pa+i survient satisfaisant 
à (8. io) et à la constatation en italique qui suit. On a Pa+i = (Pa,i)*; 
de plus, si a est de première espèce, Pa+-i = (Pa)* [ici (*) est l'opéra
tion introduite à la suite de (11.6)]. Pour a de seconde espèce, 

Pa,i = Ï | ( Y < a)Pr,i« S* a e s t rïe première espèce, 

(«0 P a , i = P a - 2 5 / P a ' 

91 = {st\ formée des sphères de G5 telles que 

(a,) *cH, *iP«*So, F ( p ) = 2 ^ € P P a ) ^ ^ / * F l P a ) ( r e L à P «) 
n P 

pour tout p (de DRs
0)c$i, la série étant absolument convergente 

[cf. (11.4M".4«i)]. 
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On a P a , i> Pa+i,i(^ ^ o)au sens strict. La suite transfinie des Pa,i. 
se stabilise'de sorte que pour un a0 (des classes I, II) minimal Pao>1 = o, 
Si F a été calculée contigûment à Pa-i,i (a de première espèce, a > o). 
on obtient F dans H — P a en utilisant le fait que Pa = (Pa-i.i)* 
et en tenant compte de la remarque à la suite de (11.6), où pi = Pa-i, i ; 
pour a = i, les développements ont été donnés dans (ii)-(4i); pour a 
(de première espèce) > i on procède d'une manière analogue; dans 
ce cas, les intégrales de Burkill généralement interviennent. Si a 
est de seconde espèce et F a été calculée dans H — PT,i pour tout y O , 
nous dénotons par 51 = J s,} les sphères de G% telles que toute s, 
est dans un H — PT>] (y<a). F est connue pour (et dans) toute st 

de 9t. Moyennant une démonstration comme celle dans [8, (5°)] 
on établit que la famille 51 couvre H — Pa>i. De la même façon 
comme en rapport avec (20), il résulte que, pour tout r 
(de 5ïtj;)cH — Pa,i, on a 

ce 

F ( r ) = 2 , F ( p v ) , des pv (de ^ * ) disjoints, tout pvcun st (de 9V) ; 
1 

les F(pv) sont connues. Avec a de seconde espèce, on a calculé F 
contigûment à Pa,i. 

Le calcul de la totale-S, F, sur H de la série2"/i s e termine, en 

procédant transfiniment comme on l'a indiqué, au moment où le 
problème est finalement résolu contigûment à Pa„ 1 = o (a0 de 
première espèce); e. g. on obtient F (H), ainsi que F(p) pour tout p 
[de DR%9 conséquemment de DRs]cH. 

Les développements que nous venons de présenter justifient 
l'appellation « totale-S des séries ». 
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