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GEOMETRIE INTEGRALE 

Par M. Marius I. STOKA. 

A ma mère mon premier 
professeur de mathématique. 

INTRODUCTION. 

Le premier problème de géométrie intégrale a été « le problème de 
l'aiguille » de Buffon qui, à juste titre, est considéré comme le fonda
teur des probabilités géométriques et, par conséquent, de la géométrie 
intégrale. La solution rigoureuse de ce problème a été donnée en 1860, 
par E. Barbier, dans le Journal de Liouville [1]. Dans ce Mémoire 
l'auteur traite, outre le problème de l'aiguille, diverses questions sur 
la mesure des ensembles de droites dans le plan (sans introduire 
explicitement la notion de mesure). 

En 1868, le géométrie anglais M. W. Crofton publie un article dans 
Philosophical Transaction [11] où il démontre les élégants théorèmes, 
qui portent son nom, sur la mesure des couples de droites dans le 
plan. 

De cette date à l'année 1926, où parut le premier livre sur les proba
bilités géométriques, une série d'articles de géométrie intégrale furent 
publiés par Sylvester [41], E. Cartan [6], H. Lebesgue [16], 
B. Hostinsky [15]. 

En 1926 parut l'Ouvrage de R. Deltheil, Probabilités géométriques, 
dans lequel l'auteur expose systématiquement les résultats obtenus 
en géométrie intégrale jusqu'à cette date, ainsi qu'une série de résul
tats propres, parmi lesquels l'important théorème de l'invariant 
intégral d'un groupe de Lie de transformations. 

En 1935, W. Blaschke fonde à Hambourg une véritable école de 
géométrie intégrale, qui, pendant les cinq années consacrées au cycle 
Géométrie intégrale, publie plus de trente travaux, notamment dans 
la revue Hamburger Abhandlungen. De cette école firent partie 
L. A. Santalô. S. S. Chern, H. Hadwiger, W. Maak, O. Varga, 
B. Petkanschin, etc. 
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La tradition de cette école a été continuée par L. A. Santalo et 
par ses disciples. 

Depuis l'année 1940, L. A. Santalo, S. S. Chern, J. Rey Pastor 
et d'autres, ont publié une série de travaux importants dans lesquels 
les problèmes de géométrie intégrale sont traités par la méthode du 
repère mobile de È. Cartan. 

Dans le premier chapitre, nous nous occupons de la théorie des 
« groupes mesurables » et nous donnons une série de théorèmes dus 
à R. Deltheil, S. S. Chern et l'auteur. 

Le deuxième chapitre traite du problème de la mesure des familles 
de variétés dans un espace quelconque. Dans ce chapitre, nous nous 
occupons également de la mesure cinématique de Poincaré. 

Dans les IIIe , IVe et Ve chapitres, les résultats obtenus sont appli
qués au plan, à l'espace euclidien ordinaire et aux espaces rieman-
niens, ceux à deux dimensions notamment. 

CHAPITRE T. 

GROLPhS MESLIUBfLS. 

1. Invariants intégraux d'un groupe. — Soit X,t un espace 
à n dimensions de coordonnées xx, ..., xn et dans cet espace, un groupe 
de Lie de transformation défini par les équations 

(1) y = ji{xi, JL", ti\ a' ) a = 1 / / ) , 

où a', . . . , a' sont des paramètres essentiels. La fonction F(xl, . . . , x") 
est une fonction invariante intégrale du groupe (1) si l'on a 

( > ) / F {JL ' J") dix . . . <h»=z j F (y1 y" ) < / > ' . . . dy", 

pour chaque ensemble de points cl, de l'espace X„ pour lequel l'inté
grale a un sens. Tenant compte de (1), (2) s'écrit 

I Y(JC1, . ., Ji")dx* ... djr"= f F (.y1 y") J-}' ""' J— dxx ...di», 

où D y * est le jacobien de la transformation (1). Cette relation, devant 

être satisfaite pour chaque ensemble de points pour lequel l'intégrale 
a un sens, est équivalente à 

H) F ( , ' , . . ^ = ^ ^ - ^ F < y , . . . , 7 « ) . 
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Si la transformation identique du groupe (i) correspond aux 
valeurs a} =... = a' = o des paramètres, la relation (3) est vérifiée 
pour ces mêmes valeurs, et pour qu'elle le soit quels que soient les a1 

il faut et il suffit que la fonction ^ — r F (y) ne dépende pas de a', . . . , an, 

c'est-à-dire qu'on ait 

(4) <)af< L L)(.r) J v ' ' 7 

Dfr> En posant ^--— = A, la relation (4) devient 

v ' dah àa'' 

De la règle de dérivation des déterminants, il résulte 

IL 

< 5> £ = 2 ^ «*=».-.D, 
? = 1 

où A1/, représente le déterminant déduit de A par dérivation, par rapport 

à ab, de la colonne i. Si nous désignons par Xhf ==^,-- les trans

formations infinitésimales du groiîpe (i), les équations différentielles 

de ce groupe sont 

g = £ ' , 0 ' ) <?£(«) (A=i , . - . , r ) ; 

nous en déduisons 

^ /4>" \ _ '> /àv l \ _ k( àVk(y) __+ k. ,<K\(y) ày* 

et par suite- A'A = yi(a)-^777- Al% (sans sommer par rapport à i), , 

où AM est le déterminant obtenu en remplaçant dans A la colonne i 
par la colonne s, c'est-à-dire A'ç= A6;. Nous avons donc 

d'où en portant dans (5) : 



4 M. I. STOKA. 

(4') devient ainsi 

et comme 

la relation (6) s'écrit 
/i 

Les relations précédentes devant avoir lieu pour tout système 
de valeurs des paramètres ah, et compte tenu de ce que, pour 
a' = . . . = a''= o, on a <?* = o*,, il en résulte 

n 

/ = i 

d'où le théorème dû à R. Deltheil ([12], [29]) : 

Les fonctions invariantes intégrales d'un groupe de Lie de transfor
mations sont les solutions du système d'équation aux dérivées partielles 

n 

(7) S è f s * ( j r ) F ( a r ) ] = 0 <*='. •••>»•), 

où £/<(#) son/ /es coefficients des transformations infinitésimales du 
groupe. 

Si le groupe (i) admet deux fonctions invariantes intégrales 
F,=^o, Ft?£ o, on a 

Fi • ^? 

d'où, en posant cp = I n pr > î&yi = o; cp est donc une fonction inva
riante du groupe (i). Si l'on tient compte de ce qu'un groupe n'admet 
de fonctions invariantes que s'il est intransitif, on voit que [12] : 

Si un groupe intransitif admet une fonction invariante intégrale F (x), 
toutes les autres fonctions invariantes intégrales du groupe sont de la 
forme F,(au) = F(x) e^[x\ où cp(#) est une fonction invariante du groupe. 
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11 en résulte qu'un groupe transitif a, au plus, une fonction inva
riante intégrale. 

2. Groupes de Lie mesurables. — En géométrie intégrale, les 
groupes admettant une fonction invariante intégrale unique présentent 
un intérêt particulier. 

DÉFINITION. — Nous appelons groupe de Lie mesurable un groupe 
qui admet une fonction invariante intégrale, définie à une constante 
multiplicative près* 

Pour obtenir les conditions nécessaires et suffisantes de mesurabilité 
d'un groupe de Lie [31], écrivons le système (7) sous la forme 

Une condition nécessaire pour que le groupe (1) soit mesurable est 
qu'il soit transitif. Supposons donc que 

A = det|£< / | ^ o ( i , y = i , . . . , /1); 

des équations 

nous déduisons alors 

où \? est réciproque de l'élément £'M du déterminant A, d'où, d'après 
=•„ à& _ çHnA 
^l dx) àjcl ' 

et, en portant dans (8) : 

<HnAF , -

Ce dernier système étant considéré comme un système algébrique 

linéaire par rapport aux variables " t , la condition pour qu'il soit 

compatible est 
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En supposant cette relation satisfaite, on peut écrire 

( u ) est pour F un système aux différentielles totales complètement 
intégrable. 

Pour le voir dérivons les équations (8) par rapport à x}, multiplions 
par \[ et sommons par rapport à j ; nous obtenons 

.jàVn ^ F „,- *F ,-OVt <)F ri <r-Vh 
ç* ôxi t)xl Ç/' ** ôxi rJj-i ç* ôxl f)jci s* ôxt <)x> ' 

d'où, en échangeant h et k et soustrayant 

11 '} \^«*r/ **àxfj0x' 

_ B g/ / * F _ ^1!L^ _ /E/_^1!L _ v JÏIÏLJ] F . 

En dérivant les relations (9) par rapport à x' et en sommant par 
rapport à i nous obtenons 

s * <Ar< «À£/ w ' «Ar* <)xi 'kh fJx1 

d'où, en portant dans (12), et compte tenu de (8) et (9) : 

^ PJ ( ,)iF J^JL\ = 
*h*k\ôx'àxi f)x/t)x') ° ' 

et par suite, le groupe étant transitif, 

f)*F à* F • 
f)xl ôxi ()xt àxl 

(11) est donc complètement intégrable, et l'on a 

In AF = z(xl, . . . , xtl) + c , 
soit 

F{x\ . . . , x») = A-4»(J? ' , . . . , J : 1 1 ) , 

où /c est une constante, et 4> une fonction uniquement déterminée. 
Nous avons donc le théorème : 

La condition nécessaire et suffisante pour que le groupe (1) soit mesu
rable est qu'il soit transitif et que soient satisfaites les relations 

( l 3 ) J c « " Sa %L dj Ç, — c l i a J, -f = o 

( ( / , / , «, t> = i, . . . , n; / = i, . . . , ^ a = « + l, • • • , ' ) , 
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où c^ est le tenseur de structure du groupe, et où £" est le réciproque de 
Vêlement ;*,) du déterminant non nul de la matrice \\%h ||. 

Dans le cas où le groupe (i) est simplement transitif, les rela
tions (i3) sont identiquement vérifiées, donc : 

Les groupes simplement transitifs sont mesurables. 

En considérant les groupes transitifs G„+\ ( I 3 ) devient 

U V ) H — /» C1 K.I r c»; ., m, 

où c/= Cfyk(j, k = i, . . . , n + 1 ) est le vecteur de structure de 
Vrânceanu du groupe G„+i. 

Si le vecteur de structure est nul, la relation (i3') est vérifiée et 
l'on a le théorème : 

Les groupes transitifs Gn+{ d'un espace X„, dont le vecteur de struc
ture de Vrânceanu est nul, sont mesurables. 

Si ci ̂  o, auquel cas moyennant un changement de paramètres 
a'' = cka

k nous pouvons supposer CA= %l où s est un indice fixe, 
nous avons à envisager les deux cas s = n +1 et 5 ^ n + i . 

Dans le premier cas, nous avons ex = o" +1, donc D = — i ^ o , 
et le groupe est non mesurable. Mais, en vertu de l'identité de Lie : 

( i 4 ) c * c A / = < 

on a &k;
] = o, et le groupe G„+.i admet le sous-groupe engendré par 

les opérateurs X,, . . . , X„ qui est simplement transitif, donc mesu
rable. 

Dans le deuxième cas on peut, sans restreindre, supposer s = i, 
soit c/,= ok. De (14) il résulte alors c}lk = o, et G„+i admet le sous-
groupe Gn engendré par_leVopérateurs X2, . . . , X,,^,. 

Dans ce cas, nous avons également 

^ = 5 ^ 1 ^ = ( - 0 ^ 1 ÇT 

?5 

55 

SI C2 

?? 

S/14-1 

Si D = o, le groupe G„+i est mesurable. 
Si D ^f o, G„ ni est non mesurable, mais son sous-groupe G„ est 

simplement transitif, donc mesurable et nous avons le théorème [40J : 

Un groupe transitif G„+i à n variables est mesurable, ou bien il admet 
au moins un sous-groupe G„ mesurable. 
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Supposons maintenant que le groupe de stabilité du groupe G, ( i) 
soit engendré par les opérateurs X ^ , , . . . , X , ; nous avons alors 
Cap = o (z = i, . . . , n; T., 3 = n + i, . . . , r) et nous pouvons prendre 
pour opérateurs du groupe 

( l 5 ) ' df 

les termes non écrits étant d'ordre \ 2 e n x ' [42]. 

A l'origine, on a donc ^ = ô';, £a = o, d'où pour z1 = . . . = xn = o : 

Si donc les opérateurs du groupe transitif (i) sont écrits sous la 
forme (i5), une condition nécessaire de mesurabilité du groupe 
est c;;a= o(zz = i, . . . , n; <x = n + i , . . . , r). 

Cette condition est aussi suffisante. 
Pour le montrer désignons par xn+\ . . . , x', r — n Variables secon

daires (É. Cartan). G, défini par les opérateurs (i5) laisse invariantes 
les formes Pfaff : 

ds"=. X" dxl, ds* = Xfdx'-h lïdxP (u, i = i5 ..., n\ a, [3 = n -f-i, ..., /•), 

où l\l, If, 7$ dépendent de xl, x* et où D = det | X;11 ^ o; les ds11 sont 
donc des formes Pfaff indépendantes dans l'espace XM. 

Les formes ds", dsa satisfont les équations de structure 

( A*" = cfo ds» %sl-h c»p [ds» ds?}, 

( As* = c*t ds» os1 -h cïp [ds» dsï] -h cjjr rf*3 8*Y, 

où [ds'ds'3] = ds'os* — ds^dsr, A étant l'opérateur dô — ôd. 

Les formes ds'1 et c?sx sont déterminées par les équations (16), 
abstraction faite d'une transformation de la forme 

ds» = cj; ds11, ds* = c* ds" -h c$ ds}, 

où cv
u, c*„ cp sont des constantes et où det \cv

u\^ o, det | cp j ẑ£ o. 

Les cj;, supposées fonctions de xl, xx, peuvent être choisies de 
manière à ne pas dépendre des xr. On a en effet 

**•=c«A*-+(£"-£) *•8"- S [*• **] . 

file:///2enx'
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soit d'après (16) : 

(17) \s»= w^ds" 8,/H- (c; c<„a-+- J i ) L*" * • ] , 

où l'on a posé 

As'' ne dépendra pas de xx si l'on peut déterminer c pour que 

Les conditions d'intégrabilité de ce système sont 

àsïfh* às*<)$* ~~CP*às*{' 

soit d'après (18) : 
c / ' (c«ac/{3 -4- cjj „ c/a -f- cïp c { „ ) = o, 

et, compte tenu de ce que det \c)\^- o, 

(M)) cLa c/p •+• cjj« c{a •+• 0¾ c( „ = o. 

Ces relations sont les identités de Lie où il est tenu compte de 
ce que c'â  = o. Le système (18) est donc complètement intégrable. 
Il en résulte que les ds1, c'est-à-dire les cv

n, ne dépendent que des xl. 
En posant D, = det | c'y |, on a 

(20) D = D ! D , 

et, en dérivant D] par rapport à sa et d'après (18) : 

as7- "a 

Si la relat ion c^a = o es t satisfaite, Di = Cte, e t (20) m o n t r e que D 
ne dépend que des xl ([43], [45]). 

L'intégrale 

(?i) f D(#1, . . . , x*)dxf . . . dx"= f [ds1... ds*], 

du fait que les formes dsu sont invariantes par le groupe G,, est inva
riante par ce même groupe; D = det|X"| est fonction invariante 
intégrale du groupe (i5)^t l'on a le théorème (Chern [9]) : 
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La condition nécessaire est suffisante pour que l'intégrale (21) soit 
invariante par le groupe (i5) est 

Un groupe transitif ne pouvant avoir qu'une fonction invariante 
intégrale au plus, on en déduit : 

La condition nécessaire et suffisante pour que le groupe transitif (15) 
soz/ mesurable est &/t a = o. 

Les identités de Lie donnent par addition 

( 2 2 ) thck
kl=o (/t . A , / = i . . . , r), 

d'où, compte tenu de ce que c»;* = o, on déduit 

0^,1, •+- cacïp = °< caCpv = o, ctc
l
Hp -h cac£p = o, 

et 

(2 3) *!=</#-»- <ï„ C a =c/ a H-C^ a 

G,_„ étant le groupe de stabilité de (i5), et c%. ses constantes de 
structure, supposons G, _„ parfait. Nous avons alors ca = o, car dans le 
cas contraire on pourrait supposer ca = oi, on déduirait de (22) c^ = o, 
et le groupe G,_,< admettrait le sous-groupe défini par les opéra
teurs X,^ l s . . . , X,_,, ce qui est absurde puisque G'~" est parfait. 
Le vecteur de structure du groupe G,_„ est cL et nous avons une 
relation analogue à (22) pour le groupe G,_„, à savoir c ^ c ^ = o . 
G,_w étant parfait, on a c[ija = o, et cette relation, portée dans (23) 
et jointe à la relation ca = o, montre que c/a = o, et que par suite 
le groupe (i5) est mesurable. D'où le théorème [45] : 

Un groupe G, ayant comme groupe de stabilité un groupe parfait 
est mesurable. 

Supposons maintenant que le groupe G, (1) admette un sous-
groupe G, mesurable, défini par les opérateurs X15 . . . , X s ; on a donc 

( 2 ^ C £ . / ' J = ° ( / ^ ^ 2 = 1 , - . . , s; cr = jsr -+-1, . . . , r). 

Posons 
A a = CMI Ç'a J/ ç<; 5; - <£. ÇJ Ç,« (* = , , . . . , ,-), 

^ : = ¾ . ¾ ¾ ¾ ¾ -crt?Pï? (x = m - ' i , . . . , * ) . 

Il résulte de (24) : 

(25) \ , = A ; A ^ - c S J i Ç / g J Ç i - c L ^ f » . 
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Le groupe GA étant mesurable on a A> = o, et pour que G, soit 
mesurable, il faut que A, = o, A7 = o, conditions qui, d'après (26), 
se réduisent à A , = o. On a donc le théorème : 

Si le groupe G,, défini par les opérateurs X/,/"= il
h ~^t (h = 1, . . . , r) 

a un sous-groupe mesurable Gs = [X,, . . . , X < ] , la condition néces
saire et suffisante pour qu'il soit mesurable est qu'on ait 

( i \ y , K , P = I , . . . , # < ; / = i , . . . , / ; /? = i , . . . , * ; <J = * - h 1 #•)• 

Il en résulte que si le groupe transitif G, est non mesurable, mais a 
un soas-groupe G% mesurable, l'une au moins des inégalités A * ^ o 
est satisfaite. 

DÉFINITION.— Nous appelons base d'un groupe transitif G, défini 

par les opérateurs X,,f= ;',, J^(A = 1, . . . , r) le système de fonc

tions £'a (a = xi, . . . 9 2/( € ! 1, - . . , r : )f supposées à déterminant non nul. 

De cette définition résulte la propriété : 

Un groupe transitif G a au moins deux bases. 

Supposons en effet que la matrice ||£A|| admette un seul déter
minant d'ordre n différent de zéro, par exemple A = d e t | £ y | 
(z,j = i, . . ' . ,n) et que tous les autres déterminants d'ordre n de 
la matrice soient nuls. Nous avons donc 

51 
51 

5«-i 

5/z+i 

5i 

5«+J 

VI 
VI 

Ç/1-1 

en 

= 0, 

d'où il résulte 

(26) ?nirl(-*) = lU(x)ïu(*) ( « = ï . • • • > * • O-

En notant Aw le déterminant déduit de A en y remplaçant la ligne u 
par la ligne n + 1 de la matrice ||^/M1 ||, il résulte de la supposition 
faite que A„ = o (u = 1, . . . , n — 1), et (26) donne l" A = o. Mais A ^ o, 
donc A" = o (zz = 1, . . . , n — 1), et par suite &+f = o (z = 1, . . . , n), 
ce qui est absurde puisque le groupe a r paramètres. 
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Supposons que le groupe G,•= [Xl9 . . . , X,] ait deux sous-groupes 
mesurables 

G ^ [ x a l 5 •••, Xa j] et G/s[X i 9 l , . . . , Xpf] 

(«j, . . . , a„ p,, . . . , p i € i i , . . . , r ) ) 

ayant une base commune. 

Pour simplifier supposons que la base commune des deux sous-
groupes, soit Xj, . . . , X„. Les invariants intégraux de G, et G, sont 
les solutions des systèmes d'équations aux dérivées partielles 

r rlâ In F à*. ei cMnF à& . , 
G ' : S / - ^ T = - ^ ' E - ^ T = - 3 S " i (- = ^ 1 , . - , ¾ ) 

Les groupes G, et Gt étant mesurables et det||£y [| = o, les deux 
systèmes ont une solution commune, et les deux invariants intégraux 
sont égaux ('). 

Considérons maintenant un groupe G, admettant un sous-groupe G,, 
et supposons G, et GA définis respectivement par les opérateurs 
Xi, . . . , X,- et X,, . . . , Xs. Les fonctions invariantes intégrales de G, 
et G., sont, respectivement, les solutions des systèmes 

G ' , : ^L5'/,(*)F(**>] = <> (A = i , . . . , / • ) , 

G* : è t 5 ' ( j : ) F ( a ? ) J = 0 C - 1 » - - - . ' ) , 

et il est évident que le deuxième système admet toutes les solutions 
du premier. De là la proposition : 

Les sous-groupes d'un groupe G, admettent les invariants intégraux 
de G,-. 

Nous en déduisons les deux conséquences suivantes : 

1. Si un groupe G, mesurable a un sous-groupe mesurable, les inva
riants intégraux des deux groupes sont égaux. 

2. Si un groupe G, a un sous-groupe transitif G, non mesurable, 
le groupe Gr est non mesurable. 

(1) Nous dirons de deux invariants intégraux qu'ils sont égaux s'ils ne diffèrent 
que par un facteur constant. 
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En effet, si le groupe G/ était mesurable, il aurait un invariant 
intégral qui, d'après ce qui précède, serait aussi invariant intégral 
pour Gs. Mais G, étant transitif il serait mesurable, et cela est exclu. 

Démontrons maintenant le théorème suivant de non-mesura-
bilité [30] : 

Soz/ G, = [X], . . . , X , ] un groupe transitif non mesurable, pour 
lequel 

J S* V C" ï» — r1 Ç* ?" ^ n 
c «i ' ï#i + i ?/ V <t

 Cn, n+l V «J ^ O. 

Si ce groupe a deux sous-groupes mesurables, définis par les opérateurs 

C.V - [ \ l , . . . , \ / , _ ] , \ / | , \ a i , . . 

G/ [Xi , . . . , X w _i , X//+), X«jt, 

(a,, . . . , *.,_„, [i,, ?/_«€î n -+ 
X 

e/ de frases respectives X X„ e/ X1( . . . , X„_,, X„+,, et si en outre 
ces deux sous-groupes n'ont aucune base commune, leurs invariants 
intégraux sont inégaux. 

Désignons par F,, F„ les fonctions invariantes intégrales de G.„ G». 
et soient 

Ai = 
VH 

VH 

VI 

5',!-, 
V,\ 

A . = 

VI 

\ Çni-1 în+1 

Les groupes G, et G, étant mesurables, on a 

Vf 

SS-i 

àx> ~ î ( àxi *' dxi 

d In F, p,,^/; ? K h , ^ 
( « = I, . . . , / 1 — I ) , 

n + l 

É^J? ' ^ ôxi 

Zf étant le réciproque de l'élément £', du déterminant A,, d'où 

(27) ^ 
àxl ^ ^l ' dxi 

On démontre aisément que 

?r 

où A" est le déterminant formé avec les éléments ££
lf 

&+i. . . -. &. &+IP et de même &A. = ff+1 A.. 
MÉMORIAL DES SO. MATH. — N° 1 6 5 . 

•» £w-i* 
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Tenant compte de ces relations dans (27) on obtient 

n F l 

àxl A2 

El Sï en w5 ' 
Si X77 

5« Ç#i 

Srt + 1 S«+l Ç/l+i 
dx' 

et d'après la formule (10) : 

n F l 

<*7') ^ 1 — 3^ (ci#r Ç/i+i 5/ E/ 5J -~c«,rc- i E/ w -

Mais A! = o, l'un au moins des réciproques E" n'est donc pas nul; 

à\n F, 

il en résulte qu'une au moins des dérivées } H ' est rp£ o, et que 

par suite les invariants intégraux F, et F.» sont inégaux. 
Soit maintenant un groupe G«+i = [Xf, . . . , XIM_i] admettant deux 

sous-groupes simplement transitifs 

G'n=^ [X|, . . . , XM] et G'/t= [X,, . . . , \ ; I _ I , X/i+i]; 

F, et F> étant les invariants intégraux de G'n, G"/l9 (27) devient 

Fi 
à\n-

dxl 

Un réciproque >'„ au moins n'étant pas nul, il en résulte que si F t 

et Fi sont égaux on a c,-£,"+., 5« — c«+» = 0, et que par suite Gn+i est 
mesurable. La réciproque est immédiate, et l'on a le théorème : 

Si le groupe Gw+ .i=[Xj, . . . ,XW_,] de l'espace X„ a deux sous-
groupes G'n = [Xif . . .,, X„] e/ G",== [X,, . . . , X„_,, XM+,] simplement 
transitifs, la condition nécessaire et suffisante pour que le groupe G«+i 
50z7 mesurable est que G'n et G"„ aient des invariants intégraux égaux. 

GROUPES A UNE, f)Eux ou TROIS VARIABLES. — Les groupes à une 
variable se réduisent [17] au groupe des translations, au groupe affine 
et au groupe projectif. Le groupe G, des translations à une variable 
est simplement transitif, donc mesurable. Le groupe affine G>, x'—ax+b 
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>s opérai 
Deltheil associé 
est défini par les opérateurs G» = [p, xp] (p = ^-\ son système de 

— = ^ - — F 
ôx ~~~ ' ôx ~" 

est incompatible; il a deux sous-groupes simplement transitifs,. 
Gi = [p], G', == [xp] admettant les fonctions invariantes intégrales 

respectives F(#) = i et F(x) = -
X 

Le groupe projectif x' = ax~*~ , est défini par les opérateurs 

G\ = [p, xp, x'p]. Il admet comme sous-groupe le groupe affine G* 
qui est non mesurable; G. est donc non mesurable. G3 admet de 
même les sous-groupes Gi et G',, lesquels ont des fonctions inva
riantes intégrales différentes. De là le résultat [32] : 

Le seul groupe à une variable mesurable est le groupe des trans
lations. Les groupes non mesurables à une variable ont au moins deux 
sous-groupes mesurables à invariants intégraux différents. 

Eu égard aux classifications de Lie [17] pour les groupes à deux 
et trois variables on peut énoncer le théorème : 

Les groupes à deux et trois variables non mesurables, ont au moins 
deux sous-groupes mesurables à invariants intégraux différents. 

CHAPITRE IL 

MESURES DES FAMILLES DE VARIÉTÉS. 

1. Groupes d'invariance. — Soit, dans l'espace X„ de coor
données x\ ...,xn, une famille SFq de variétés à p dimensions, VP9 

définie par les équations 

( i ) F>-(J?1 , x'1, a1, . . . , a7) = o (X = i , . . . , n — />), 

où a1, . . . , a? sont des paramètres essentiels. 
L'ensemble des transformations continues de coordonnées de 

l'espace XM laissant globalement invariante la famille 5r/ forme 
évidemment un groupe de Lie, que nous désignons par g. 

Les transformations de g, telles que SVP=VP pour tout Vpe&Ç9 

forment un groupe g, et ce groupe est un sous-groupe invariant [2] 
de g, car si T est une transformation quelconque de g , on a comme 
on le constate aussitôt T~' g T = g. 
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Au groupe g on peut attacher le groupe quotient G = - défini 
ë 

par la propriété de laisser invariante la famille de variétés $q et de 
ne contenir, en dehors de la transformation identique, aucune transfor
mation laissant individuellement invariantes les différentes variétés Vp 

de &q. Nous appelons G le groupe maximal d'invariance de la famille &q9 

et ses sous-groupes les groupes d'invariance de la même famille. 
Soit G,(x) un tel groupe d'invariance de ;?,,, défini par les équations 

(2) yi = f(x^ . . . , *«, a', . . . . ar) (1 = 1, . . . , nj, 

où a1, . . . , a ' sont des paramètres essentiels. Nous avons, par un 
choix convenable des variables 

(3) F>-[/' (x, a), . . . . / « (*, a ) , pi, . . . , £?] = F> (*', . . . , . * « , « ' , . . . , a*), 

OÙ 

(4) f J * = ^ ( a ' , . . . , a?, a', . . . , a'1) (* = i , . . . , ? ) . 

Au groupe Gr(x) d'invariance de la famille $q les transforma
tions (4) attachent une famille de transformations de l'espace Xv des 
paramètres de g . 

En ce qui concerne cette famille de transformations nous démon
trerons le théorème suivant [27] : • 

Les transformations (4) forment un groupe isomorphe au groupe G, 
d'invariance de la famille de variétés &qm 

Le groupe Gr(x) ne contenant, en dehors de la transformation 
identique, aucune transformation laissant séparément invariantes les 
variétés de la famille 5q, la famille de transformations (6) est à r para
mètres essentiels, nous désignerons cette famille par H,, (a). 

Soient trois variétés Vp, V'p, V"q € &q d'équations respectives 

Vp: F'.(*i, . . . , s*, a», . . . , 37) = 0, 

Vp: F ^ r 1 , . . . ^ ' * , P1, . . . ; (3<7)=o, 
V"p: F ^ ( ^ , . . . , ^ T ' } . . . , r t = o , 

et trois transformations du groupe G, (x) : 

T«: ^ = / f ( r l , ...,>"«, a ' , . . . , a'), 
Tb: yt = f*(xt,...,x*,bi,...,br), 

Tc : z<=fi(xi,...,xn, ci, . . . , C ) , 

telles que 

(5') T a ^ = ^ , TbVp=Wp, TcVp = \p.~ 
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De ces relations il résulte T 6 T a = T,., donc 

(6) / < ' [ / ' ( * , 6 ) , . . . , / « ( ^ , 6 ) , « ' , . . . , « ' ] =f'(xi,...,x",e>, ...,€'•). 

En écrivant explicitement les relations (5) nous obtenons 

(5 ') F > - [ / i ( r , a) / « ( j - , « ) , * ' , . . . , a'/] = F ' ( y ' , . . . , j - , ? • , . . . , (3<7), 

(5 ' ) F A [ / I ( J T , 6 ) , ...,f»(x,b)yV 3v] = F > ( ^ ' , . . . , ^ , T ' , . . . , ^ ) , 

(5'") F ^ [ / ' U , c ) , . . . , / « ( j r , r , , a', . . . , a<7] = F'-(.r ' , . . . , *« , T1 , . . . , r O -

La transformation identique I du groupe G, (z) étant supposée 
obtenue pour a' = . . . = a''= o, on a 

/ ' G * 1 , . . . , .r", o, . . . , o) = J: ' , 

et, en faisant dans la relation (3) a1 = . :. = a'' = o, 

F*( . r i , . . . , * » , 3 ' , . . . , 37) = F A ( l r ' J . . . ; ^ 5 a ' , «7) , 

d'où 
# * ( « ' , . . . , a?, o, o) = a*. 

La famille de transformations H,.(a) contient donc la 
mation identique J et l'on a I ^ J . 

Des relations (5'), (5*) et (5'") il résulte 

Px = * * ( ï ' , . - . , 7 ' ' , * ' , •• 

« * = * * ( T ' , • • . . T7, c ' : • 

(O 
(4') 
(4W) 

* r ) , 

c r ) , 

d'où 

(6') ^ ' ( ï , * ) , - . . , ^ ( T , 6 ) , « ' , . . • , « , , ] = ^ ( T ' , 

En désignant par ra, T6, TC les transformations (4')> (4")> (4"')> 
la relation (6) donne 

(7) TôT a =T c ; 

la famille de transformation H,, (a) forme donc un groupe. 

De même, des relations (6) et (6') il résulte que si l'on a 
T ^ T „ , T ^ T A , alors 

(7) e t (7') montrent que les groupes G,(x) et Hr(a) sont isomorphes. 
Nous appellerons Hr(a) le groupe attaché au groupe Gr(x) relati

vement à la famille 9q de variétés Vp (1). 
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La relation explicite entre les groupes G,(x) et H,.(a) s'obtient de 
la façon suivante. Écrivons leurs équations sous la forme 

y'=J'-+-?,tix) af> -+- yhk (x) a* a*-h. ..) 
(7/, k = 1 , . . . , / ) 

p * = av+r,)J (a) aAH-râ)'A (a) tf'< «*-*- . . . ) 

et portons ces relations dans (3); nous obtenons 

(8) F' [ x +• %h (x) a* + %,,/,{x) a* a<> +..., 

a - j - v , ( a ) a/l-+- r,/^(a) a'' <7* -f-. . . ] = F"' (x, a) , 

puis par développement en série du premier membre, 

Compte tenu de 

la relation (18) devient 

(9) k\a>>-t- k\ka'1 a*-*-... = o 

OÙ 

A;, = v, (x) àjcl + ^ («> ;a., , 

" " " Ç* ( j r ,AïyL«*u ) 5? + ï ' * ( a> ^ J 

s / N <* [ r/ , <> F' Cr, a) v . . ( I F ' ( / , « ) 1 

Pour que l'égalité (9) soit identiquement satisfaite il faut que 
A/, = o, A^A= o, . . . . Une condition nécessaire pour que le groupe G, (x) 
soit groupe d'invariance de la famille $q est donc 

^ ( , r ) — 5 ^ — - + - ¾ ^ ) — 5 ^ — - ° -
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Si cette relation est satisfaite on a A/,* = o et, en vertu de l'iso-
morphisme des groupes H, (a) et G, (x) et des formes canoniques des 
fonctions il,lki(x), . . . , les coefficients de la relation (o) sont nuls; 
par suite : 

Étant donnés deux groupes isomorphes G, (x) et H, (*), la condition 
nécessaire et suffisante pour que G, (x) soit groupe d'invariance de la 
famille de variétés 5q est que 

(lQ Ï'A (x) <)F>(x,*) + rj; (x) OF'(x^) = 
v J àxl (H' 

H, (a) est alors le groupe attaché au groupe d'invariance G,(x) rela
tivement à la famille 5 7 . 

Voyons maintenant à quelles conditions le système (10) admet des 
solutions acceptables [autres que F' (x, T) = Cte], Attachons-lui à cet 
effet le système algébrique (aux inconnues zL et /v) : 

0 0 ? ' y ( ^ ) ^ H - r , ; ; ( a ) ^ = o . 

Une condition nécessaire pour que le système (10) admette des 
solutions acceptables est que le système ( n ) ait des solutions diffé
rentes de la solution nulle puisque, dans le cas contraire, le système (10) 
n'a que la solution 

àF*ix, a) <JF'(jr, a) 
1—2—'- = o, r—'—- = °-

âxl ' <)<*' 

OU 
F' (x, *) = & (c' = Cte). 

Si r < n + q, la condition ci-dessus est satisfaite. Si r ^ n + g, 
elle équivaut au fait que la matrice 

Il s i o * ) , . . . , « ( • * ) , '.A ( « ) , - • - , v / («) Il 

est de rang r]<n+q, et s'il en est ainsi le système (io) 
a ri < n + q équations indépendantes. 

Considérons donc le cas r < n + q et posons 

\n(F>)=ï,M) ;)xl - ' « ( ' J âx, ' 

Avec cette notation le système (io) s'écrit 

\ A ( F * ) = O , 
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et de l'isomorphisme des groupes Gr(x) et H,(a) il résulte 

X4XA(F>01-X4X/;(F>Oj = c^X/(F>0 

qui exprime que (10) est un système jacobien. (10) admet donc [2] 
n + q — r intégrales indépendantes 

çf l(tff, . . . , a?», a% . . . , «7) ( a = i , . . . , n + q — r), 

la solution générale étant 

F*(x, « ) = ^ [ ç i ( a r , a) , . . . , yn+ç-rfa a ) ] . 

On a donc le théorème [35] : 

Étant donnés deux groupes isomorphes G,(x) et Hr(a), la condition 
nécessaire et suffisante pour qu'il existe une famille $q de variétés Vp 
admettant G, (x) comme groupe d'invariance, est que la matrice 

\\^(x). . . - , ?;;(•*•), iil(a), . . . , ^(a) Il (A = i, . . . , r), 

soit de rang rt <n + q. Si cette condition est satisfaite, la famille $q 

est définie par 

*'•[?•(.*•, a) , . . . , ç"+7- ' (> , a)[ = o (A = i , . . ., n —-/>), 

ozz cpa(#, a) (a = i, . . . , n + q — r,) sont les intégrales indépendantes 
du système 

,<JF>.(tf, a ) V / ^ F > « ( x , a) 
*» _ J : 1_ T., ( a ) 7— 

àx* kK ; âiï' 
&(•*> ^77 + T i / (») X^T— = ° (A = i, . . -, r , ) , 

&(#)> /̂K5*) #arî' 'es coefficients des transformations infinitésimales des 
groupes G, (x) et H, (a). H,, (a) est alors le groupe attaché au groupe 
d'invariance Gr(x) relativement à la famille 3q. 

Ce théorème admet l'interprétation géométrique suivante : 

Dans l'espace X , ^ de coordonnées 

s '=o? ' , *«-+*= av (1 = 1, . . . , n; v = i, . , . , q), 

où la famille 3q de variétés (22) est une variété "Vp+q à p +q dimen
sions, considérons la famille de transformations définie par les 
équations 

( *'< = /<(*', . . . ,*», a\ ..., O , 
( z^^=^(zn^, . . . , zn+n, a\ . . . , a'1). 
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En posant Ç (̂z) = l\{x), r^{z) = rj);(a), les transformations infi
nitésimales des familles (12) ont les expressions 

Y/,/* étant les transformations infinitésimales du groupe H r(a). On a 
donc 

(ZAZA)= (XAH- YA .X*H- Y*)= (XAXI) H- (X/, Y*j + (YAX*) -H (Y* Y*); 

et comme 

(XhXL)=c?hk\h (YAYA) = cj;AY/, (X*YA)=(YAX*)=o, 

on a (Z/,Z/) = c^Z/, et la famille de transformations (12) forme un 
groupe, que nous désignerons par K,. 

La variété Vp+q d'équation 

F>-(*, . . . , z"+*/) = o (* = i , . . . , n-p), 

est invariante pour le groupe K,. et, d'après (10), satisfait à 

Il en résulte que K,. doit être intransitif et que la matrice 

1161(^),...,^(^^(.),...,^(-)11 

*doit être de rang rx < n + q. De là l'interprétation annoncée : 

Étant donnés deux groupes isomorphes, G, (x) dans l'espace Xn(x) 
et H,(a) dans l'espace Xv(a), /a condition nécessaire et suffisante pour 
que, dans l'espace X."(x), il existe une famille $q de variétés Vp admet
tant G,(x) comme groupe d'invariance, est que le groupe Kr(x, a) (12) 
de l'espace Xn+,,(x, a) soit intransitif. Dans ce cas, la famille 3q repré
sente une variété invariante du groupe K,. dans l'espace XMH7. 

2. Familles de variétés mesurables. — MESURE D'UN ENSEMBLE 

DE VARIÉTÉS [27]. — Le groupe H, (a) étant supposé mesurable, et 
F (a ' , . . . , a?) désignant sa fonction invariante intégrale, nous appel
lerons mesure de l'ensemble cl de variétés Vp de l'espace X„ par rapport 
au groupe G, (x) l'expression 

1*G, 
(&)= f ^ F ( a ' , . . . , «7)rfa»...rfa7, 
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où c\a est l'ensemble ponctuel correspondant dans l'espace X7 des para
mètres, à l'ensemble cl des variétés Vp. L'expression différentielle 
F (y1, . . . , yi) dz].. .d*' = F(z], . . . , a?) [da1.. .d*i] sera dite la den
sité de la famille de variétés. 

Une famille de variétés pouvant avoir plusieurs groupes d'inva
riance, elle pourra admettre plusieurs mesures différentes. 

DÉFINITION. — Nous dirons qu'une famille de variétés est mesurable 
'si elle admet une mesure unique. 

Une condition suffisante de mesurabilité est la suivante [30] : 

Si le groupe attaché au groupe maximal d'invariance d'une famille 
est mesurable, alors la famille est mesurable. 

Le groupe H attaché au groupe maximal d'invariance G de la famille 
étant mesurable, la famille admet en effet au moins une mesure /o.. 
Si elle en admettait une autre \x' -r ;J., il existerait un groupe H,, 
attaché à un groupe d'invariance G, de la famille de variétés mesu
rable et par rapport auquel la famille admettrait la mesure \x'. Mais G, 
étant groupe d'invariance, il est sous-groupe de G et, en raison de 
l'isomorphisme, on aurait H, c H. En vertu de la proposition 1 de 
la page 12, on a donc \J' = \J. 

Si le groupe attaché au groupe maximal d'invariance est non mesu
rable, la famille de variétés peut être mesurable ou non. 

Une condition de non-mesurabilité d'une famille de variétés est 
donnée par le théorème suivant : 

Soit H, = [X,, . . . , X,](X,,f = ¾ ^ ) le groupe attaché au groupe 

maximal d'invariance de la famille 5V. Si ce groupe est non mesurable, 
donc si 

-h. fl fil "pu j" 4 ' ,k J*«' Tlt / • f \ 
c«i.*,/-i h «« «i — c

w , 7 - j -k ?„ = ° O, «, v, w = i , q\ k = 1 , . . . , r) 

et s'il a deux*sous-groupes mesurables, définis par les opérateurs 

H , : X,, . . . , X 7 _ j , X y , Xaj7 . . . , Xaj_^ 

H/ : X,, . . . , X v _! , X v + 1 , Xj3i, . . . , Xp,_7 

(ai, . . . , a,_7 , p,, . . ., P / _ 7 € ! q -+- 2, . . . , r \) 

de bases respectives (X„ . . . , X,,), (X,, . . . , X7_„ X,/+1) et sans base 
commune, alors la famille 5y de variétés est non mesurable. 
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En effet, du théorème de la page 12, il résulte que les groupes H, 
et H/ ont des invariants intégraux inégaux; la famille est donc non 
mesurable. 

Considérons maintenant dans l'espace X„ une famille de variétés 
dépendant d'un, de deux ou de trois paramètres. 

Le groupe H, attaché au groupe maximal d'invariance d'une telle 
famille est un groupe à une, deux ou trois variables. S'il est mesu
rable, la famille de variétés est mesurable. S'il est non mesurable 
mais transitif, du théorème de la page 15, il résulte qu'il admet au 
moins deux sous-groupes mesurables dont les invariants intégraux 
sont différents et la famille est non mesurable. Comme il en est de 
même si H est intransitif, on a le théorème : 

La condition nécessaire et suffisante pour qu'une famille de variétés 
de l'espace Xn dépendant d'un, de deux ou de trois paramètres soit mesu
rable, est que le groupe attaché au groupe maximal d'invariance de la 
famille soit mesurable. 

DÉFINITION. — Soit X„ un espace à n dimension et V/f une variété 
à p dimensions de cet espace. Nous appelons variétés G,-équivalentes 
à. la variété V/l9 l'ensemble des variétés qui se déduisent de V/t par des 
transformations du groupe G,. 

Soit, dans l'espace X,„ une famille $x d'hypersurfaces ^ V i 
d'équation 

F(x\ ..., x'1. a) = o. 

G, étant le groupe maximal d'invariance de la famille Hfv et H, 
e groupe attaché à G,, le système d'équations (10) devient 

<l3) 6('>g+T|f J_„ „• = ,,...,«;* = .....,,.. 

où i'h(x) et /;/, (a) sont les coefficients des transformations infini
tésimales des groupes G, et H, respectivement. 

H, est 'un groupe à une variable et pour que la famille Sx soit 
mesurable il faut que ce groupe soit mesurable, c'est-à-dire soit le 
groupe de translation; on a donc r = i et y,(a) = i, et l'équation (i3) 
s'écrit 

„ , , ÔF àF 

Le système différentiel attaché à cette équation est 

dxl dx» 
ï'(-r) *" ?l(x) 

= dF, 
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c'est-à-dire précisément le système différentiel du groupe Gi ; si donc 
les équations finies du groupe Gi sont 

y* = fi(x\ . . . , x^, a) (* = i, . . . , /i), 

la solution de l'équation (i5') est 

F [/ '(*', . . . , * « , a), . . . , / » ( * ' , . . . , *» ,« ) ] . 

La famille 5 t s'obtient donc en appliquant les transformations 
de Gi aux variétés F(z/', . . . , yn) = o. Il en résulte : 

Les seules familles mesurables tr^ d'hyper sur faces d'un espace Xn 

sont les familles Gréquivalentes à une hypersurface Vn-i, le groupe G, 
et Vhypersurface V,^ étant arbitraires, Vn^ n'étant pas une variété 
invariante du groupe G,. 

3. La mesure des sous-familles de variétés. — Soit, dans 
l'espace X„ une famille &q de variétés Vp d'équations 

( I ) F > ( * ' , ...,X*,**, ...,<*) = O ( > . = ! , . . . , / » - /> ) , 

où a \ . . . , a? sont des paramètres essentiels. 

DÉFINITION. — Nozzs appelons sous-famille à ç, <q paramètres, 
de la famille (i), la famille obtenue en remplaçant dans (i) les para
mètres av(v = i, . . . , # ) par des fonctions 

(14) a * = ? * ( r < , . . . , # * ' ) ( A = i , . . . , ? ) 

de q) nouveaux paramètres (essentiels). 

A une sous-famille à qx paramètres de la famille (i) correspond 
ainsi dans l'espace Xq des paramètres de la famille (i), une variété 
à qi dimensions définie par les équations (i4). 

Soit T(x) une transformation du groupe maximal d'invariance G(x) 
de la famille ffq laissant globalement invariante la sous-famille &qx% 

A la transformation T(x) correspond, dans Xq, une transforma
tion T(a) transformant un point quelconque de la variété (i4) en un 
autre point de cette même variété. Au groupe maximal d'invariance 
de G, (x) la sous-famille &qi correspond donc dans l'espace Xq, 
un groupe H, (a) laissant invariante la variété (i4). Il en résulte 
que H, (a) est un sous-groupe intransitif de H (y.) attaché au groupe 
maximal d'invariance G(x) de la famille &q$ la variété (16) étant 
une de ses variétés invariantes. Le groupe H, (a) induit sur sa variété 
invariante (16) un groupe H, (T) transitif [2]. Pour que la famille &qx 



GÉOMÉTRIE INTÉGRALE. 2 5 

admette une mesure, il faut que le groupe H, (T) ou l'un de ses sous-
groupes soit mesurable. De là le théorème [39] : 

Étant donnée la famille ïïq(i) de variétés V,„ une condition néces
saire pour qu'elle admette des sous-familles mesurables à qx<q para
mètres, est que le groupe H (a) attaché à son groupe maximal d'inva
riance soit intransitif, ou admette au moins un sous-groupe intransitif, 
et par VVl(?) une de ses variétés invariantes définie par les équa
tions (i4), l'équation de la sous-famille 5<h s'obtient en remplaçant 
dans (i) y'- par les valeurs (i4), et la sous-famille est mesurable si le 
groupe H, (T) induit par H, (y) sur la variété (i4), ou l'un de ses sous-
groupes l'est. 

Soit H, (y) le groupe attaché au groupe G, (x) d'invariance de la 
famille &q défini par les opérateurs 

if 
W = 1A ^ ( /«=1, - . . , r; v = i, . . . , q). 

Ce groupe étant intransitif et admettant la variété (i4) comme variété 
invariante, on a rang || ri'h || = tfi. 

Si qi = r, le groupe H, (T) induit par H, (y) sur la variété (i4) est 
simplement transitif, donc mesurable. 

Ainsi, étant donnée la famille 5P (i) de variétés, à chaque sous-
groupe H7l(<y) du groupe attaché à son groupe maximal d'invariance, 
tel que rang \\ rî'h \\ = q]9 correspond une sous-famille ffqx mesurable. 

Supposons maintenant que qx + i = r. Le groupe H71(a) est un 
groupe transitif à </, variables et </i + i paramètres; la propriété 
démontrée à la page 7 montre que le groupe H, (T) est mesurable 
ou admet au moins un sous-groupe mesurable; la sous-famille &qx 

donc mesurable; d'où le résultat : 

Étant donnée la famille de variétés (i), à chaque sous-groupe intran
sitif H,/1+1(a) du groupe attaché à son groupe maximal d'invariance 
de rang \\nl \=qi9 correspond une sous-famille 57 l mesurable. 

4. La mesure cinématique. — A propos de l'ensemble (e) des 
courbes déduites d'une courbe plane donné C par les différents mouve
ments euclidiens de son plan, H. Poincaré [19] a introduit une mesure, 
dite mesure cinématique dans le plan, donnée par l'intégrale inva
riante M == (jj dxdy dv étendue à la région de (C) envisagée, x, y étant 

les composantes de la translation et cp la rotation définissant C à partir 
de C. 
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Cette notion a été généralisée en 19^2 par S. S. Chern [9] qui, 
en utilisant la méthode du repère mobile de É. Cartan, a introduit 
la notion de mesure cinématique dans un espace euclidien E„. Nous 
allons ici l'étendre à l'espace le plus général. 

Considérons, dans l'espace X,„ une variété à p dimensions VP9 

un groupe G,, et la famille V de variétés G,-équivalentes à Vp : G, est 
formé de toutes les transformations qui laissent globalement inva
riante la famille V, et Vp n'est pas invariante par G,, qui est par 
suite le groupe maximal d'invariance de V. 

Soient 
y' = ft(xl, .r", « ' , . . , a') ( £ = i . . . , n) 

les équations de G,, et 

F>(u?«, . . . , jr") = o ( X = i , . . , r a — p) 

•celles de Vp. 

L'équation de la famille de variétés V est alors 

<i3) F ' [ / ' ( . r , a) , ...,J»(i, « ) ] = o , 

où les r paramètres 21, . . . , y' sont essentiels. 

Le produit de deux transformations du groupe G, appartenant au 
groupe, on a 

/ '[/ ' (•*,«>, . . . , / « ( * , *) ,« ' , . . . , « ' ] = / • ' ( * , P), 
OÙ 

<i<>) 4Q''= ©'' ( a 1 , . . . , a ' , « ' , . . . , a>) (h = i , . . . , / ) 

est le premier groupe paramétrique 7r, de G,. En appliquant le groupe G, 
à la famille (i5) on obtient 

F'l/HJ(x, a), «), .. , / " ( / ( ^ «),«)] = F ' [ / ' ( * , 7K . . , / ^ J P , T) ] , 

OÙ 

(17) y* = c p f t ( < * ' , . . . , « ' , a', . . . , a ' ) 

est le deuxième groupe paramétrique iz\ ; le groupe attaché au groupe 
maximal d'invariance G, de la famille de variétés V est donc n'r. 
Les groupes paramétriques d'un groupe G, étant simplement tran
sitif [2], V est mesurable. Si M'(a1, . . . , a') est sa fonction invariante 
intégrale, on peut donc énoncer : 

La famille de variétés V est mesurable et admet la mesure 

r^*(x', . . , a') r/x'...rfa'. 

qui ne dépend que du groupe G,. 
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La fonction U'(a\ . . . , a') se calcule de la façon suivante. Soient 

v / ' = S>' — L c ' h a i - h . . . (/1, A, / = i, . . . , /') 

(où cj?, sont les composantes du tenseur de structure du groupe G,), 
les coefficients des transformations infinitésimales de 7r'r; 

(iS) ta^ (a, d a ) = ^jt(a) d a h 

les formes de Pfaff invariantes du groupe n, (composantes relatives-
de G,), et 

MN'j w* («, <Y«) = •{<£(«) dah 

celles du groupe rc', (composantes absolues de G,); on a 

(18*) <!*,* (a) v* (a) = 8*, ç* (a) tf (a) = 8/, 

les \J.'1 étant les coefficients des transformations infinitésimales du 
premier groupe paramétrique n,. 

Le système (de Deltheil) qui détermine la fonction W(OL) est 

/ , A ^ l n 1 1 * àvk 

B Les fonctions vj satisfont les équations 

v « t ,,« «. — ru v / . 

d'après la formule (10) du chapitre I, on a 

t>4 _ h ,JlnA _ 

où A = | d e t v £ ( a ) | et où c/l = c,/lh est le vecteur de structure de 
Vrânceanu du groupe G,; l'équation (19) devient alors 

/4 f) In M'A 

OU ^ v 

CM)') — £ 7 T - = c * + î -

Les fonctions /̂, (2) satisfaisant aux équations de Maurer-Cartan : 

_ ^ —i-IL = —cx <M'd*if 
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le système (19') est compatible et par suite : 

ck i w*(a (/a) 

* • ( * ) = - A 

Si Ai = d e t | ^ ( a ) | 9 la relation (18") donne ^, = ^ d'où 

ri / fô* (a dx) 
<io) * F ( a ) = A , e •' 

Les w* pouvant être exprimées linéairement à l'aide des formes 
indépendantes wA, posons 

(21) o)x (a, dx) = Àj (a) ô>/'(a, ^/a). 

D'autre part, d et ô étant deux symboles de différention, tenons 
compte des relations ow* (7, dy) = o, dût (y, dy) = o dans les équations 
de structure de É. Cartan, nous en déduisons 

{22) owA(a, dx) = — ch
k( ûik (a, oa) cô'fa, dx), 

et de (21) il résulte 
OA£ w'' -b Xj[ 8W7' = o. 

La relation (22) donne alors 

[8>4 -h XJ cfm û ' (a, 8a)] 5>'« (a, <fc) = o, 
« 

d'où puisque les formes û'"(a, dy) sont indépendantes, 

8>4 -+- XJ c£M w'(a, oa) = o, 

soit, en remplaçant ô par d, 

* X k + X j c * w w ' ( a , ^ )=5=0 . 

Multipliant par les compléments algébriques \'[l des éléments /f,t 
et sommant en k et m, la relation précédente devient 

dàn _» , , v 
- j - = cAio*(a, rfa), 

où A» = det | \k
h I et ch = c\h. Il en résulte [25] : 

Ck I Wk(X tlOL) 

<23) A 2 = ce J (o = Cte). 

Si d'autre part on tient compte dans (21) des expressions des 
formes w* et ô>x on obtient 

ri(*) = V (*)+*(«), 
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d'où, en posant D(a) = det | <pji(a)| : 

(24) D(a) = A1A2. 

De (20), (23) et (24) on déduit W(y) = cD(y); l'invariant intégral 
d'un groupe n'étant défini, qu'à une constante multiplicative près, 
on peut prendre c = i et par suite : 

(25) V(a) = D(«). 

La mesure de la famille V de variétés est donc 

(26) f l = Çl)(aL)dxl...dxr, 

OU 

jx = / [to l . . .o ) r ] . 

Cette mesure, qui comme nous l'avons dit ne dépend que du 
groupe G,, est la mesure cinématique de G, ; nous avons donc le théo
rème [36] : 

Étant donné un groupe G, et une variété à p dimensions non inva
riante du groupe, l'ensemble V des variétés Gr-équivalentes à Vp, es/v 

mesurable, et sa mesure est la mesure cinématique du groupe Gr, soit la 
mesure du deuxième groupe paramétrique n'r de G,.. 

Ce résultat, appliqué au groupe des déplacements du plan eucli
dien, donne la mesure cinématique de Poincaré précédemment 
indiquée. 

Déterminons maintenant la mesure du premier groupe paramé
trique izr. Si ¢ ( ^ , . . . , y') est sa fonction invariante intégrale, on a 
d'après (19') : 

/4 étant les coefficients des transformations infinitésimales du 
groupe JJL, et Di==det)fxî |. La deuxième formule (18") donne 

- 3 3 - = -<*** . 

d'où, en tenant compte de (18) et de (s5) : 

<!>(«) = * F ( a ) e J 

MÉMORIAL DES SO. MATH. — N ° 1 6 5 . 3 
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Pour que les invariants intégraux des groupes 7rr et n'r soient 
égaux (të = W) il faut et il suffit que c* wA (y, dy) = o, soit, les formes wA 

étaient indépendantes, c* = O; de là le théorème [25] : 

La condition nécessaire et suffisante pour que les deux groupes para
métriques d'un groupe de Lie aient le même invariant intégral est 
que Ck = o. 

CHAPITRE III. 

GÉOMÉTRIE INTÉGRALE DANS LE PLAN. 

1. Ensemble des points dans le plan. — Considérons la famille 
de variétés constituée par l'ensemble des points du plan. Ses équa
tions sont 

( i ) # = « , , y = a>. 

Prenons comme groupe d'invariance. de la famille le groupe des 
mouvements euclidiens 

(2) x = a?'eos6 — y' MIIÔ -f- a, y = xr sin6 •+-yr cos6 -+- [i. 

Son groupe attaché relativement à la famille (1) est 

ax= a\ ros6 — a', sinti -+- a, a2 = a\ sin6 -f- a'2 cosfr -h [i, 

dont les opérateurs sont 

Le système de Deltheil, qui est ici 

àF àF àF àF 
-—= o, -— = o, a-i- ai-z—= o, 

admet la solution F (a,, a>) = 1. 
La densité de l'ensemble des points du plan est donc dP = [dax da2] 

ou, tenant compte de (1), dP = [dxdy]. 
Considérons maintenant une courbe convexe plane (r) douée d'une 

tangente en chaque point. Rapportons la figure à un système d'axes 
dont l'origine, O, est intérieure à (r). D'un point P(x, y) de la région 
extérieure menons les tangentes PTT et PT, à la courbe et désignons 
respectivement par £1, Ŷ  et £*, rj4; cpi et cp2, les coordonnées des 
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points Ti, T* et les angles des normales PT,, PT2 avec Ox. Les équa
tions des droites PTj et PT> sont 

(3) (xo — Ç])COS«3I-4-(JK — TJJ) s iu?i = o, (x— Ç2)cosç*-h (y — r,.>) sin 92 = 0. 

En différenciant les relations (3) et posant PTi = tl9 PT2 = ti9 

on obtient sans peine les deux relations 

cosçi dx -h MU ci dy = — t\ dyu 

COSÇ2 dx -+- sinço dy = — Udy*, 

qui, multipliées extérieurement, et après avoir "posé cp2—cpi = w 
donnent 

(4) dV=[dxdy]^ 4 ^ [dodii*]. 

cl étant la région du plan extérieure à (r) .on déduit de (4) : 

(5) / ^ ^ dP = - / dy{ f rf?t = 2ni, 

formule due à W. Crofton [11]. 
En désignant par pt et o2 les rayons de courbure de la courbe (r) 

en T! et T, et par ds l'élément d'arc, on a 

d^i = — dsi, do2= — d$%\ 
pi pa 

(4) donne 
sinto 

pip2 dF = [dsy ds?.], 
t\ ti 

d'où l'on déduit, L étant la longueur de (r) : 

(6) f ! i ! i% p . ,dP= - f dS] f ds^^-U, 

résultat dû à Santalo [26]. 

2. L'ensemble des droites dans le plan. — Soit, dans le plan, 
la famille aux paramètres u, v, des droites 

(7) u x -+- vy -4- 1 = 0 , 

dont le groupe maximal d'invariance est le groupe projectif 

«!#'-+• 6j y' -t- c, fifo/-h6oV-Hc9 

a3j?'-t- 6 3 y -f-1 ^ a3j?'-4- 6 f î y - H i 
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En portant les expressions (8) dans (7) on obtient 

II' X' - h V' J ' - h I = < ) , 

avec 
, <7|« + a.-)(' + flj , b\ u -+- b<> v -h b s 

(o ) u = ? '" CiM + CI-' + I C j M + O f ' + I 

Le groupe (8') est non mesurable, et comme la famille (7) dépend 
de deux paramètres, il résulte du théorème de la page 23 qu'elle 
est non mesurable. 

Définissons alors la mesure de l'ensemble des droites du plan par 
rapport au groupe des mouvements euclidiens (2). 

Le groupe attaché à ce dernier relativement à la famille (7) est 

, u cosO -h v si 11 0 , — u sin G -+- v coati 
u— , p = 

a u -h fi v -h 1 aw + pc + i 

L'invariant intégral de ce groupe est F(u, v) = ? d'où la 

densité de l'ensemble des droites G du plan, par rapport au groupe des 
mouvements euclidiens : 
. du dv 
(9) dG= r 

(W2 -+-P0 - )2 

Si l'on écrit l'équation de la droite sous forme normale 

(7') xcosy - h y sin 9—/? = o, 

on a 
__ cos 9 _ sin 9 

w- ^-' p - " y ' 
et la formule (9) devient 

(9') dG = [dpd%\. 

D'une façon générale, à toute expression des paramètres u, v en 
fonction de deux nouveaux paramètres, correspondra une nouvelle 
expression de la densité dG. Ainsi, si (r) est un arc de courbe continue 
rectifiable donnée, 5 l'arc de son point courant P, 0 l'angle d'une 
droite quelconque G issue de P avec la tangente en P à (r), on trouve 
sans peine pour la densité en G, l'expression 

dG = \ sinb \[dsdb\. 

Cette dernière expression est particulièrement adaptée aux problèmes 
de mesure relatifs à l'ensemble des sécantes d'un arc de courbe. 
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Ainsi, si n est le nombre (supposé fini) des points où une droite G 
coupe (r), et si L est la longueur de (r) on a 

fndG=f ds f | s i n 6 | t / 6 = 2L (Crofton [14 ]) . 

Si (r) est une courbe convexe fermée, n = 2, et par suite, p. étant 
la mesure de l'ensemble de ses sécantes : 

JJL = ÇdG = L 

3. Systèmes de points et de droites. — COUPLES DE POINTS. — 
Envisageons la famille de variétés dont les éléments sont les couples 
de points Pi(x], y,), P,(x>, y»). Ses équations sont (<y,, . . . , (3, étant 
des paramètres) : 

(10) ^i = «i, r i = ?i» a*2=a2, y*=$2-

Le groupe maximal d'invariance de cette famille est le groupe 
projectif. Son groupe attaché relativement à la famille (10) est non 
mesurable, mais il admet deux sous-groupes mesurables de mesures 
différentes, par exemple les groupes attachés au groupe affine uni-
modulaire et centro-affine, et Ton a vu qu'alors la famille (1) est non 
mesurable. 

Prenons comme groupe d'invariance le groupe des mouvements 
euclidiens du plan; son groupe attaché relativement à la famille (10), 
à quatre variables et trois paramètres, est intransitif; il admet donc 
une infinité de fonctions invariantes intégrales. 

On peut prendre comme densité de l'ensemble des couples de points 
du plan l'expression, invariante vis-à-vis du groupe des mouvements 
euclidiens : 

[dPi dP 1] = [dx\ dyr\ dx^ dy%], 

à laquelle on peut donner la forme suivante, plus commode pour 
certaines applications géométriques. 

Soient p, 9 les coordonnées normales de la droite (PiP>) et p,, p2 

les distances de P,, P» à la projection orthogonale de O sur (P]P2). 

On trouve aisément 

[dxx dyx] =p[dpd^]-+- [dp rfp, ] — p, [d? rfp,], 

[dxtdy.2] =p[dpdy]-t-[dpdp2] — p1[dydp.î], 
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et par multiplication extérieure, compte tenu de l'expression 
dG = [dp dcp] de l'ensemble des droites du plan 

(n) [rfPi dP.2] = | p 2 - Pl | [dGdpy d?2}. 

Si l'on applique la formule précédente à la détermination de la 
mesure I de l'ensemble des couples de points situés à l'intérieur ou 
sur le contour d'une courbe convexe fermée limitant l'aire S, soit 

I = ÇdP,dP.2 = flïi—oildGdpydpz, 

on trouve, en calculant la deuxième des deux intégrales précédentes, 
et désignant par or la longueur de la corde de (r) portée par la 
droite G = P,P 2 : 

1 = 1 / 0 , « , 

et comme la première intégrale a pour valeur S2, on a la formule [11] : 

f <j3dG = 3S2. 

COUPLES DE DROITES. — Pour la famille constituée par les couples 
de droites (Gi) et (G>), d'équations 

(12) xcos^l-\-y sin 9,— Pi—o (1 = 1,2) 

tout comme pour les couples de points, le groupe maximal d'inva
riance est le groupe projectif et la famille est non mesurable. 

Relativement au groupe des mouvements euclidiens la famille (12) 
a une infinité de mesures et l'on peut prendre pour densité : 

[dG\ dG2] = [dpi dyx dp2 dy2]y 

expression à laquelle on peut aussi donner la forme suivante : 

Soient P(x, y) le point d'intersection des droites (Gi) et (G>), 
et 81, 0> les angles qu'elles forment avec Oa;. On a 

/>i= x COS9J-+-J sin 9,= x sin6,— y cosBj (i = i, 2), 
d'où 

[dptd^t] = bin 6j [</.#</8(] — cosïï^dydQi], 

et par suite, en introduisant dP = [dx dy] : 

(i3) [dGi dG2] = | sin (0! — 02) | [dP d§Y dfô2]. 
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Appliquée à la mesure de l'ensemble des couples de droites coupant 
chacune une courbe convexe fermée (r) de longueur L limitant 
l'aire S, la formule précédente donne 

tfG2=IA 
£0) 

,04) ix=fdG]dG>=f dG, f 

Si p-! et fjL.2 sont, respectivement, les mesures des couples précédents 
se coupant à l'intérieur de (r) ou sur (r) et à son extérieur, on a 

04') ^i= f\ sin(ft!— 02) \dPdtii dti* 

= ÇdP f f |sin(6i—60 |rf6, d8ï = 2KS, 

et, a et j3 étant les angles des tangentes menées de P à (r) avec Ox, 

dP f j \ sin (6j — 6j) | <afô, cfà* 

= CdP f dbA Ç sin(61 — e2) 6̂.,-+- r sin (62 — 6,) dti2 h 

soit 

(i4ff) fiï = 2 f (w — sin o>) dP, 

w = (3 —y étant l'angle des tangentes issues de P à (r) et l'intégrale 
étant étendue à l'extérieur de (r). De (i4), 04')» 04ff) on déduit la 
formule (Crofton) : 

/
L2 

(w — sin 10) dP = 7uS. 

4. La mesure cinématique. — D'autres résultats géométriques 
peuvent être rattachés à la notion de mesure cinématique. L'ensemble 
des figures (K) du plan euclidien congruentes à une figure donnée 
est mesurable, sa mesure étant, comme on l'a vu, la mesure ciné
matique du groupe des mouvements euclidiens 

fx = / dx dy dz, 

(x, y, composantes de translation; cp, angle de rotation). 
La forme différentielle dK = [dxdydy] est ce qu'on appelle la densité 

cinématique dans le plan; on peut, avec L. A. Santalo, lui donner 
l'expression suivante [20] : 

file:///dPdtii
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Soient P(x, y) un point du plan, et (G) une droite issue de P faisant 
l'angle cp avec Ox. En désignant par p la distance de l'origine à la 
droite (G), par 8 l'angle de la normale à (G) avec 0 # et par / la distance 
de P à la projection orthogonale de O sur (G), on a 

x = p cos6 -+- t sin6, y = p sin0 — t cos0, 

d'où [dx dy dcp] = [dp d8 dl], soit en introduisant la densité dG = [dp dcp] 
de l'ensemble des droites G du plan 

dK = [dGdt]. 

Supposons par exemple que (K) soit la famille des segments de 
longueur / du plan, et qu'on cherche la mesure de l'ensemble de ceux 
de ces segments coupant une courbe convexe fermée (C) de longueur L 
enfermant l'aire S. 

La densité de (K) étant égale à la densité cinématique dans le plan, 
la mesure cherchée est 

> - / dG dt, 

l'intégration étant étendue à l'ensemble des segments envisagés. 
Si a- est la longueur de la corde déterminée par G dans (C), on a 

^ = ÇdGÇdt = CdG(G H- /) = /% dG H- CldG\ 

mais 

fvdG = f<j[dpd?]= f idp f dti = r.S et f ldG = IL, 

il en résulte la formule [20] : 

JJ. = ^S -+- IL. 

5. L'ensemble de cercles du plan. — Considérons l'ensemble 
des cercles du plan, d'équation 

( i5) x~-+-y*—2vx — 2tvy-+-M = o. 

Son groupe maximal d'invariance est celui des similitudes : 

x = ax'—by'-hc, y = b x' -h ay' •+- d. 

En appliquant ce groupe au cercle (i5) celui-ci devient 

x'* -+- y'2 — 2 v' x' — 2 w'y' -h u' = o, 
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OÙ 

u' = — r- (c--+- d--\- u — icv — 2dw). 

( — a c — bd->t- av -h bw), 
a- -+- 6-

/ = ' 
«2 -4- b*-

OU 

(— crd -+- bc — bv -+- aw), 

!

u = ( f l 2 + 6 2 ) [u'-h i{ac -*-'bd) i>' •+- i{ad— èc)<*>'-+- c--+- rf4], 

p = av'— bwk'-+- c, 

c*> = £p' -h aiv' -+- rf. 

Les coefficients ,¾ des transformations infinitésimales de te groupe 
sont 

£1 = 211, ?2 = o, . Çî=2t>, Si=2w, 
H = P , St = -t*>, 6ï = i, « = o, 
5? = «s « = ? , 51 = o, Ç2 = i. 

En remplaçant ces valeurs dans le système d'équations de Deltheil, 
nous obtenons 

ÔF dF ÔF , _ ÔF àF 
au àv dw àv àw 

ÔF àF àF àF 
àu àv au àw 

Ce système admet la solution 

F (M, v, w) = 
(M — P î — ^ Ï ) * - ' 

l'ensemble des cercles est donc mesurable, et admet pour mesure 

du dv dw 
Tu 'a* 

Par le changement de paramètres, 

i 

, .,. C dudv dw 

M p'2 w 2 

cette mesure devient 

P = c, T = w, 

w(Cl) = T Û?«^^Y; 

d'où le théorème [27] : 
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L'ensemble des cercles du plan 

(x-rfiy+(y-y)*=± 

est mesurable, sa mesure étant /JL(C\) = ^(cla) où cla est l'ensemble de 
points correspondant dans l'espace des paramètres (y, % p.) à l'en
semble cl de cercles du plan. 

6. L'ensemble des coniques du plan. — Nous considérerons 
maintenant l'ensemble des coniques non dégénérées d'équation 
( 16) a j i x- -+- 2 «i 2 xy -+- cu*y- -+- 2 a n x -+- i a.2 ^y -+- i = o, 

OÙ 

CL\\ # 1 2 # 1 J 

A = a 12 # 2 2 # 2 3 7̂ = O. 

« 1 3 # 2 3 I 

Son groupe maximal d'invariance est le groupe projectif 

x _ «j .r'H-ai/-4-ot. l ? = a f ^ - i - a : : y + a ; i ^ 
a? .*•'-+- a:]j'-+- i ' ^ x\ x'-\-x\y'-\-\ 

où det | yl
} \ =2= o (i, j = i, 2, 3; a'! = 1). Le groupe attaché à-ce dernier 

par rapport à l'ensemble des coniques est 

au = ~T~k ( a 3 3 = a s = 0-
lJ aJa^rtAA 

Ce groupe est mesurable, et admet l'invariant intégral F (a) = -r^-

De là le théorème [27] : 

L'ensemble des coniques (16) est mesurable, sa mesure étant 

/ , A \ C dau ... da2Z 

"( ) = 4 —* 
CHAPITRE IV. 

GÉOMÉTRIE INTÉGRALE DANS L'ESPACE. 

1. Ensemble des points de l'espace. — Soit un Espace E3, 
de coordonnées cartésiennes orthogonales x, y, z. Considérons la 
famille de variétés constituée par l'ensemble des points de E3. Les 
équations de cette famille sont 

<i) x=au y=a*, 3 = a3 , 
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où au a*, (h sont des paramètres. Prenons comme groupe d'inva
riance de la famille le groupe des transformations orthogonales de 
l'espace 

!

x = ai x' -f- a2y' -h a3 z', 

y = $1*'+&/+&*', 

où a„ (3Z, y/ vérifient les conditions d'orthogonalité. Le groupe attaché 
à ce groupe d'invariance par rapport à la famille (i) a les équations 

I dx = a.\ a\ -h a2 a 2 -+- a s a ' j -4- a, 

a2 = p4 a', -4- (32 «2 -t- ?s «3 •+• P J 

« 3 = Yl «1 -+- Ï2«2 -H Ï3«3 •+• T-

et ses opérateurs sont 

X , / = ^ £ ( t - 1 , 2 , 3), 

v , àf àf „ . <*/ <J/ 

X / - « ^ a ^ . X 6 / - a 2 ^ " " a i ^ " 2 

Le système de Deltheil relatif à ce groupe se réduit à 

àF àF àF 
" T " = 0 , -; = O, -r = 0 , 
àax ' ^a2 àa3 

et admet la solution F(al9 a2, a,) = i. 
La densité de l'ensemble des points de l'espace relativement au 

groupe orthogonal est dP = [dax da2 daz], ou en tenant compte de (i) : 

dP =s ]dx dydz]. 

2. L'ensemble des droites de l'espace. — Considérons la famille 
des droites de l'espace d'équations 

(3) x = az+py y = bz-hq. 

Le groupe maximal d'invariance de cette famille est le groupe 
projectif. Le groupe qui lui est attaché relativement à la famille (3) 
est non mesurable et admet des sous-groupes à fonctions invariantes 
intégrales différentes. Donc, l'ensemble des droites de l'espace est 
non mesurable. 

Nous définissons la mesure de l'ensemble des droites de l'espace 
par rapport au groupe des transformations orthogonales (2). 
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Le- groupe attaché au groupe (2) par rapport à la famille (3) admet 
les transformations infinitésimales 

Y / àf v / àf v / „ Ôf _i_ h ()f 

X , / = ^ , W = ^ > \,f=aTp+b^ 
Y f_hàf àf'àf àf 
X^-bte-aàb+qà-p-pTq' 
v x uâf / . , ^ / àf , r;y 

w=«*g£+<I+»)^ + «*^ + ^ 4 . 
v * , *sàf .àf àf , àf . 

Le système de Deltheil relatif à ce groupe se réduit à 

àF àF ,àF àF 
_ = „ , _ = o , 6 _ - a _ = 0 ) 

«*£+(i+6*)S—46F 

et a la solution 
F (a, b,p, q) = (a 2 -+- 6 - - h i ) -

La densité de l'ensemble (3) des droites de l'espace est par suite [12] : 

dpdqdadb 
( 4 ) rfG=(aï+6«+i)*' 

Désignons par 0 l'angle formé par la droite (3) avec l'axe Oz et par cp 
l'angle formé par la projection de celle-ci sur le plan x Oy avec l'axe Ox. 
Nous avons alors a = coscp tg6, b = sincp tgO, et la densité dG 
devient 

(4') dG= | sinB cos8| [dpdqdadb]. 

Compte tenu de ce que p et q sont les coordonnées du point où la 
droite (3) coupe le plan xOy, et en posant d& = | sin6 | [dcp d6], nous 
écrirons l'expression de la densité dG sous la forme 

« 
(4") dG= |cos8 \[dxdydQ]. 

Nous déterminerons maintenant la mesure de l'ensemble des sécantes 
d'un domaine plan d'aire S. La densité dG étant invariante vis-à-vis 
des mouvements euclidiens de l'espace, nous pouvons supposer que le 
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dans lequel se trouve le domaine donné est le plan xOy. Nous avons 
alors 

p = jdG= jj dxdy (T\ biii8cos8|flfedd. 

Mais II dxdy = S, et 

(f\*ii\Qcosti\d?d)=f r/? f | s inOcosO | 40 = K , 
dJ J0 J0 

la mesure cherchée est donc /JL=TTS. Il résulte [12] que la mesure 
des sécantes d'un domaine plan d'aire S est égale à pS. Dans le cas 
d'une surface fermée d'aire S, en désignant par n le nombre de points 
d'intersection d'une droite quelconque avec la surface, on a 

f ndG = p. S. Si la surface est convexe, n = 2, et cette formule 

nous donne / dG = - S : 

La mesure de séantes d'une surface convexe d'aire S est égale à - S. 

3. L'ensemble des plans de l'espace. — Soit maintenant l'en
semble des plans de l'espace d'équation 

( 5 ) UX -4- Vy~h I = O. 

Le groupe maximal d'invariance est encore ici le groupe projectif; 
le groupe attaché à celui-ci par rapport h la famille (5) étant non 
mesurable et admettant des sous-groupes de mesures différentes, 
l'ensemble est donc non mesurable. 

La mesure de l'ensemble des plans sera alors envisagée par rapport 
au groupe (2) des transformations orthogonales. 

Le groupe attaché à (2) relativement à la famille (5) est défini par 
les' opérateurs 

X i /= W U/ , X>/=oU/ , \xf=w\5f 

*/--£-£. w-.£~& */-.£-& 
Le système de Deltheil se réduit aux équations 

<>F àF àF , _ <>F ^ F 
au àv àw du dv 

àF àF 
u- w — = 0 , 

rkv au 
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et admet la solution F (M, V, W) = 7—: \ ^-» La densité de 

l'ensemble des plans (5) relativement au groupe des transformations 
orthogonales de l'espace est donc [12] : 

[du dv dw] 
(G) dE = 

(M2-4-1>2-4- w*-y-

En écrivant l'équation du plan sous la forme normale 

(5') x bin8 co*3 -4-y sin8 sin ç + 3 cos8 —/? = o, 

on a dE = | sin6 | [dp dcp d6] ou, il ayant la signification du paragraphe 
précédent 

(6') dE = [dpdQ]. 

En appliquant ce dernier résultat à la mesure de l'ensemble des 
plans qui coupent un segment de droite de longueur / (qu'on peut 
supposer être le segment [o, Z] de l'axe Qz), on obtient pour la mesure 
de cet ensemble 

r 
/eosG 

f do f sm8rf8/ dp = xl 
0 »M> «^0 

Ce dernier résultat s'étend à la mesure de l'ensemble des plans 
coupant un arc de courbe rectifiable de longueur L, à condition de 
compter n fois un plan coupant l'arc en n points, on a alors 

jj. = I n E = T:L. 

On a un résultat analogue en ce qui concerne la mesure de l'ensemble 
des plans coupant une cloison de surface d'aire S. Si l'on affecte 
chaque plan d'un coefficient > égal à la longueur de l'arc suivant 
lequel il coupe la cloison, on a ([1], [12]) : 

^=/>^E = Çs. 

Et Minkowski a montré [18] que pour une surface fermée convexe, 
f/ est égale à l'intégrale de la courbure moyenne de la surface 

[j. = -((—-{- — ) dv, p, et p2 étant les deux rayons de courbure 

principaux, et da l'élément d'aire. 

4. Systèmes de points. — Considérons la famille, aux para
mètres at, bl9 d, constituée par les couples de points Px(xl9 yl9 Zi)9 

P(x29y-2,z2). 
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Ses équations sont 

(7) xi=ai, / 1 = 61, Zi = ch x.2=a2, y2= b*, 3 2 = c 2 . 

Son groupe maximal d'invariance est le groupe projectif et, comme 
dans les exemples qui précèdent et pour la même raison, la famille (7) 
est non mesurable. 

Si l'on considère alors comme groupe d'invariance le groupe (2) 
des mouvements euclidiens de l'espace, le groupe attaché relativement 
à la famille (7) est 

a 1 = x, a\ -f- a2 b\ -4- xA c\, «•> = ai a\ -4- a4 b'» -h a:{ c 2 , 

6, = 3,rt', -+-3iJ/, -4- ? 3 c i , &> = ? i « ' . + ft2 &'•.-+- ?JC'J , 

c, = y 1 w', -h Y2^i + Tïc' , , c«2 = Yi «'2 -+- T->b'i -h 7«c'2. 

avec les opérateurs de définitions 

Y / *f + °f X f- 'V -4- °f W - & -4- ^ , 
X l / = rM + 5^ ' W - àb^àb,' W - «te, ^ cte, ' 

X ^ C l £ - 6 | f +»# - * , £ , 
v «M, '>C, 6>6» tfCj 

.- , ' V ' V '>/" àf 

x, /= *,£_«,£_*. àci\ àb\ àa* do 

Le système de Deltheil relatif à ce groupe se réduit à 

àF àF àF / • ¥ „ o\ 
4^-=0, i r - = 0 ' x r = ° (' = 1,2, 3), <te, ' d£* de/ 

et admet la solution F(a„ . . . , c>) = 1. Il en résulte que la densité 
des couples de points de l'espace, relative au groupe des transfor
mations orthogonales, et 

[dPi dP21 = [dxi dyi dz] dx2 dy2 dz2]. 

On peut donner une autre forme à cette densité. En désignant 
par p, q les coordonnées du point où la droite P, P> coupe le plan xOy, 
par 6 l'angle formé par cette droite avec l'axe Oz, par cp l'angle de 
la projection de P,P> sur le plan xOy avec l'axe Ox, par /,, t, les 
distances algébriques du pied de la normale issue de 0 à la droite P,P-> 
aux points P t et P» et en exprimant les coordonnées des points P, 
et P> au moyen des quantités précédentes, on trouve 

[dxi dyl dzi dx, dyt dz2] = (*, - h Y11 binO cosO | [rf? db dp dq dt{ dtt], 
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et compte tenu de l'expression de la densité de l'ensemble des droites 
de l'espace 

[dPi dP,] = (/, — t>)*[dG dti dt>]. 

Si l'on envisage les couples de points P,, P> situés à l'intérieur d'une 
surface convexe fermée (1) limitant le volume V ou sur (1) et si l'on 
désigne par cr la longueur de la corde déterminée par (1) sur la 
droite G ^ P ^ , , a et b étant les valeurs de / correspondant aux 
extrémités de cette corde, on a pour la mesure I de l'ensemble des 
couples (P,, P,) considérés 

I = / dP, dP, = / dG dt2 f {h — h)1 dh 

= * f dG Ç [(b — t^ï — ia — U^dU 

= i / ' ( 6 - a ) * r f G = i f Œ*dG. 

Comme on a aussi 

1= frfPi frfP2=V2, 

il en résulte la formule 

f <r*rfG=«6V«. 
Ja (en S*0) 

5. La mesure cinématique. — Considérons dans l'espace Ej une 
figure (K) et l'ensemble de ses congruentes. Cet ensemble est mesu
rable et a pour mesure la mesure cinématique du groupe des trans
formations orthogonales de l'espace, que nous appelons mesure 
cinématique dans l'espace. 

Désignons par xi9 x>, #5 les coordonnées cartésiennes orthogonales 
d'un point de E*„ et soient 

x[=\/
lx/-hxl ( / , y = i , 2, 3), 

où X/)^ = 5/,, les équations du groupe orthogonal. 

Les formes de Pfaff invariantes de ce groupe sont 

W l = X f r f a A ( / = 1 , 2 . 3 ) , (rt l 7=Xjrff ( / ' < / = i, 2, 3) . 

D'après la formule (26) du chapitre II, la densité cinématique 
dans l'espace est 

( 8 ) dK = [Wi 0)2 0)3 (1)12 0)i3 IO53]. 
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0, cp, 41 étant les angles d'Êuler, les expressions des coefficients).', sont 

Xj = cosoros-i/ — sin 9 s i n ^ cosO, Xf = s inç cos'l -4- cosç sin ty cos6, 

Xy = sin»4̂  sin8, 

Xi = — cosç s in^ — sin 9 cos'I» cosO, XI = — sinç siii'^ •+- cosç cos<|* cos8, 

X.v = cos^ sin 8, 

XJ = s inç sin8, XJ = — cosç sin8, X j | = c o s 8 ; 

on a 
[0)40)90)3] = | X'. \[dxx dx2da2] = [cfai dfou dx3], 

soit a,, a2, a:i, étant regardés comme les coordonnées d'un point P, 
de l'espace 

(9) [ O J , O ) 2 W 3 ] = dP. 

D'après les expressions des coefficients Xy en fonction des 
angles d'Euler, on a [co12co1:îCo>n] = sinO [dcp dO dty]9 ou, en posant 
d£ = sinO[dcpdO], 

(9 ') [Wj20)130)2:5j = [dil d-l]. 

Compte tenu de (9) et (9'), (8) s'écrit [4] : 

(10) dK = [dP dQ d'I]. 

Un calcul analogue, fait en prenant pour ensemble (K) l'ensemble 
des droites G de l'espace, remplacerait, comme on le verrait sans 
peine [21], l'expression (10) de la densité cinématique de l'espace par 

dK = [dG dt db]. 

Des applications intéressantes de cette formule ont été faites par 
L. A. Santalo en [21]. 

6. L'ensemble des sphères, des quadriques et des cercles 
de l'espace. — Considérons l'ensemble des sphères de E3, d'équation 

(x — a ) 2 -4- ( y — by -4- ( z — c)2 — R2 = o. 

Le groupe maximal d'invariance de cet ensemble est le groupe 
des similitudes. Le groupe attaché à ce dernier relativement à l'en
semble des sphères est mesurable, avec la fonction invariante inté
grale F (a, b, c, R) = -7^ » L'ensemble des sphères de l'espace est donc 

mesurable, et de mesure [33] : 

J
C dadbdcdR 

MÉMORIAL DES SO. MATH. — N ° 1 6 5 . * 
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Pour les sphères dont le centre est à l'intérieur d'un corps (K) 
de volume V, et dont les rayons sont au moins égaux à r, la mesure est 

^fdadbdcf §=—• 

Considérons de même l'ensemble des quadriques non dégénérées 
d'équations 

ailx'> -h iai2xy -t- a2->y*-\- ial6xz 

-4- ia2\yz -4- a^z^-h 2anx -4- ia2±y -+- >a3 4^ -4-1 = 0, 

où A = det | alf | ̂  o. Son groupe maximal d'invariance est le groupe 

des transformations projectives de l'espace; le groupe attaché à 

celui-ci par rapport à l'ensemble des quadriques est mesurable, sa fonc

tion invariante intégrale étant F (at/) = -^ L'ensemble des quadriques 

de l'espace est donc mesurable, de mesure [33] : 

n « a ) = r da 11 . . . dam 

Pour les cercles de l'espaces d'équations 

(x — a)*-4-(7-6)2-H {z — c)*— R<i=o, 

(x — a) <io^ç sin 8-4- (y — b) sin ç MIIO -4- ( z — c) cos8 = o, 

le groupe maximal d'invariance est le groupe des similitudes. Le groupe 
attaché à ce groupe des similitudes relativement à l'ensemble des 
cercles est mesurable et admet la fonction invariante intégrale 

F (a, b, c, R, cp, 0) = - ^ - - La densité de l'ensemble des cercles 

est donc 
dc = 1 sin e | db dç dK d^ 

Posant dP = [dadbdc], la densité dC devient 

dC= ^-[dPdRdQ] 

et par suite [33] l'ensemble des cercles de l'espace est mesurable, sa mesure 
étant 

r dPdRdQ 
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CHAPITRE V. 
GÉOMÉTRIE INTÉGRALE DANS UN ESPACE RIEMANNIEN. 

Soit Vn un espace riemannien à n dimensions dont la métrique 
est ds2= at/ diïdx1, où at/ sont des fonctions continues et dérivables 
des variables x\ . . . , xn. 

Considérons dans cet espace une famille &q de variétés à p dimen
sions Vp définie par les équations 

F> (x\ . . . , * « , a', . . . , a?) = o , ( X = i , . . . , n-p), 

oùa1, . . . , ^ sont des paramètres essentiels. 
Pour pouvoir poser des problèmes de mesure pour les familles de 

variété &q, il faut qu'il existe des mouvements de l'espace V„ laissent 
globalement invariante la famille 57, ce qui exige tout d'abord que 
l'espace V„ ait un groupe de mouvements. 

Dans ce chapitre nous nous occuperons de la mesure des familles 
de variétés d'un espace riemannien V*, et tout particulièrement des 
espaces à courbure constante qui admettent un G} comme groupe de 
mouvements [2] et des surfaces de révolution pour lesquelles le groupe 
des mouvements est un Gj. 

1. La mesure des ensembles de variétés d'un espace V* 
à courbure constante positive. — Soit V2 un espace riemannien 

à deux dimensions à courbure constante positive K = ^ dont la 
métrique est 

ds*= R 2 [ s m 2 ^ 2 ( ^ 1 ) 2 + (d**)*], 

et dont le groupe de mouvements sera désigné par G](x). 
Considérons dans cet espace une famille &q de courbes d'équation 

F (a?1, a?2, a1 , . . . , a?) = o, 

où a1, . . . , yff sont des paramètres essentiels, et soient G, (x) CG7(#) 
le groupe maximal d'invariance de la famille $q et Hr(a) le groupe 
attaché à G,(x) relativement à la famille &qm Pour que la famille #q 

admette une mesure il faut que le groupe Hr(a) ou l'un de ses sous-
groupes soit mesurable. Une condition nécessaire pour que la famille 9q 

de courbes de l'espace V2 admette une mesure est donc que q ^ r ^ 3 . 
Pour les familles à trois paramètres de courbes on a q = r = 3; 

les seules familles à trois paramètres de courbes susceptibles d'admettre 
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une mesure sont donc celles qui ont comme groupe d'invariance 
le groupe GT(#) ; ce groupe est par suite le groupe maximal d'invariance 
et il en résulte7 que la condition nécessaire et suffisante pour que la 
famille de courbes &* soit mesurable et que le groupe H,(a) attaché 
au groupe Gi(x) relativement à la famille 5 , soit mesurable. 

Déterminons maintenant les familles 5[ de courbes mesurables 
de l'espace Vt. Nous supposerons pour simplifier K = i, et que par 
suite l'espace est applicable sur la sphère unité d'un espace euclidien E (. 

Les transformations infinitésimales du groupe G,(x) sont, dans 
ce cas [2] : 

( i ) { X 2 / = — s i i i j y ' c o t g j r ^ ^ + 1 ^ ^ ^ , , 

X 3 / = CO^JT1 c o t g j : » ^ -4- sin-r" ^ . 

Envisageons une famille à trois paramètres courbes d'équation de 

(2) F ( x J , x*, a1, a2, a3) = o, 

où a1, y\ a* sont des paramètres essentiels. Le groupe H ;(a) attaché 
au groupe (i) relativement à la famille (2) est donc un groupe à trois 
variables et trois paramètres, isomorphe au groupe (1). Pour que la 
famille (2) soit mesurable il est nécessaire et suffisant que H?(a) soit 
mesurable, donc simplement transitif. x 

En [37] nous avons montré que tout groupe à trois variables simple
ment transitif, isomorphe au groupe (1), admet des transformations 
infinitésimales qui, moyennant un changement de variables, peuvent 
être mises sous les formes 

v /•_ àf 

> * * • > , àf sina' àf . àf 
(3) <̂  A2</ = — suia , cotga 3 - £ - : - ^ -4-oosa1 -r4> 

J àxl sin a3 àx- àx° 
F * i- 1 nàf cosa ' àf àf 

A 3 / = cosa1 c o t g a 3 - ^ - -4- - / - -h sin a t -f- • 
\ àx1 sin a3 àx2 àx* 

En portant les expressions (1) et (3) dans les équations (12) du 
chapitre II, on obtient un système d'équations aux dérivées partielles 
admettant la solution F = F (X, /JL), OÙ 

X = MII a- s ina 3 cos . r 2 — sin a2 cosa3 s i p j ^ c o s ^ 1 — a ' ) - cosa2 sinx- sin(j?' —a1) 

a. = cosa3 cos .r2-4~ s ina 3 sinj?2 COS(J?' — a 1 ) . 
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La famille de courbes envisagée a donc l'équation F (X, /JL) = o, 
ou X = F(/J.). Son groupe maximal d'invariance est le groupe (i) 
et le groupe attaché à ce dernier est le groupe (3). La fonction inva
riante intégrale du groupe (3) est F (y\ y1, a») = sina\ Il en 
résulte [38] : 

Les familles à trois paramètres mesurables de courbes d'un espace V2 

à courbure constante positive, peuvent moyennant un changement de 
variables être mises sous la forme 

sina2 s ina^cos^ 2 — sina2 cosa3 &inj?*eos (x1 — a1) — cosa2 &in x* sin (x1 — a 1 ) , 

= F[cosa' J cosa?2-h s ina 3 sin J:2 COS(J;1 — a 1 ) ] , 

le groupe maximal d'invariance étant le groupe (i) de mouvements de 
l'espace, et la mesure 

j j i ( a ) = f sin a3 «/a» da*da*. 

Dans le cas d'une famille 5 2 à deux paramètres de courbes, nous 
avons q = 2 <^#*^3. Le groupe d'invariance de la famille doit avoir 
deux ou trois paramètres. Mais le groupe (1) de mouvements d'un 
espace Vî n'a aucun sous-groupe réel à deux paramètres [2], donc le 
groupe d'invariance de la famille doit être le groupe G"! (x) qui est, 
dans ce cas, le groupe maximal d'invariance de la famille. La condition 
nécessaire et suffisante pour que la famille &2 de courbes soit mesu
rable est que le groupe H^(a) attaché au groupe Gt(x) relativement 
à la famille, soit mesurable. Le groupe est, par conséquent, un groupe 
transitif à deux variables et à trois paramètres isomorphe au 
groupe (1). En [37], nous avons démontré qu'un tel groupe peut 
avoir les transformations infinitésimales 

A 2 / = - s ina ' cotga2 -J- -4- cosa* -L, ( 4 ) \ A 2 y = — »111« ^ u t g ^ - ^ y -r- i ;u a^- — 

/ • , àf A 3 / = cosa 1 cotga 2 - ^ H- s i n a 1 - ^ . 

En portant les expressions (1) et (4) dans les équations (12) du 
chapitre II, nous obtenons un système admettant la solution 

F = F [ c o s ( # ' — a ' ) sina?2 sina2-+- cosa;2 cosa 2 ] . 

Il en résulte que la famille de courbes admet l'équation 

F [ c o s ( ^ 1 — a1) sina?2 sin a2 -t- cosx 2 cosa2] = o, 
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soit 
(5) cos(o?1— a1) sina?2 sin a2 -4- cosa?2 cosa2 = k (k = Cte) 

La représentation paramétrique de la sphère unité 

(6) y* = ^ 0 : 1 sina?2, j ^ 2 = sina?1 sina?2, / 3 =cosa? 2 

montre que la famille de courbes (5) est identique à la famille de 
cercles 

cos a1 sin a2 j 1 -4- sin a1 sin a2 /2 -4- cos a 3 / 3 = k 

de cette sphère. 
La fonction invariante intégrale du groupe (4) est F(a\a2) = sina2, 

d'où le théorème [38] : 

Les familles à deux paramètres de courbes mesurables sur la sphère (6) 
sont des familles à deux paramètres de cercles, le groupe maximal d'inva
riance étant (i) et la mesure 

H(6L) = f s ina2rfa lda2 . 

Déterminons maintenant les familles mesurables $x à un para
mètre. On a ici q = i ^ r ̂ 3 et le groupe d'invariance de la famille 
est à un ou trois paramètres. S'il est à trois paramètres c'est le 
groupe G\(x). Le groupe Hj(a)» qui est à une variable et à trois para
mètres (groupe projectif de la droite) ne lui est pas isomorphe. G3 (x) ne 
peut donc pas être groupe d'invariance pour la famille &y. 

Si le groupe maximal d'invariance de la famille est à un para
mètre G! (x), le groupe H, (y) attaché à Gi (x) relativement à la famille 
est simplement transitif, donc mesurable; la famille de courbes est 
alors mesurable. 

Plaçons-nous dans ce cas. La mesurabilité de la famille de courbes 

F(a?1, o?â, a) = o , 

exige que son groupe maximal d'invariance soit un sous-groupe Gi(#) 
à un paramètre du groupe (i). Le groupe attaché à Gi(#) relati
vement à la famille &x est un groupe à une variable, à un paramètre; 
c'est donc la translation a' = a + a. L'équation (12) du chapitre II 
devient 

àF àF àF _ 
5 àx~* ^ 5" d0?2 ^ àx " °' 

où Xf = ll-& est la transformation infinitésimale du groupe Gi(s). 
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Le système différentiel attaché à cette équestion est 

dxx dx1 

?'<•*) ?*(•*) 
= dx} 

et c'est là le système différentiel du groupe Gi (x). 

Si donc les équations finies du groupe Gt(x) sont j p = fl(x], x%, a) 
(i = i, 2), la famille 5, de courbes admet l'équation 

^ [ / ' ( ^ * ) , / 2 ( ^ *)]=o, 

qui représente la famille des variétés G j-équivalentes à une courbe 
arbitraire de l'espace V2 non invariante par Gi (x). Ainsi : 

Les familles mesurables à un paramètre de courbes d'un espace V2 

à courbure constante positive, sont les familles Gréquivalentes à une 
courbe arbitraire de l'espace V2 qui n'est pas variété invariante dû 
groupe G,, le groupe Gt étant un sous-groupe à un paramètre du groupe 
de mouvements de l'espace. 

Nous avons démontré plus haut que l'ensemble des grands cercles 
sur la sphère unité 

{7) cosa1 siua2^1 -h sin a* hinx~y2-¥- cosa2y3«= o 

•est mesurable et a pour mesure 

jjL(<a.)= i sinx^dx1 rfa-. 

Cherchons les sous-familles à un paramètre de grands cercles sur la 
sphère unité, mesurable. Le groupe attaché au groupe maximal 
d'invariance de la famille (7) est le groupe (4) qui a la structure 
<A,A>) = A„ (AaA,) = A„ (A,A,) = A2. 

Ce groupe n'a aucun sous-groupe réel à deux paramètres et admet 
deux sous-groupes distincts à un paramètre : Hj == [AjJ, HS— [A2], 
Le groupe H t a comme variétés invariantes les droites a2 = k (k = Cte). 
Relativement au groupe H t on a donc la sous-famille à un paramètre 
de grands cercles 

{7') cos a1 ̂ - + - s i n a 1 j * 2 - h c / 3 = o 5 ( c=cotgA: ) . 

Pour H'i on obtient la sous-famille 

y sin2a ! 

if) £2yi _+_ ky'i -H cosa2^ 3 = o (£=3 Cte). 

Les seules sous-familles à un paramètre mesurables de grands cercles 
sur la sphère unité sont donc [39] les familles (f) et (7*). 
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2. La mesure des ensembles de variétés d'un espace V2 

à courbure constante négative. — Soit V2 un espace riemannien 

à deux dimensions à courbure constante négative K = — ^v dont la 

métrique est 

^ = j ^ î [ ( ^ ) s - » - ( ^ s ) s ] , 

et dont Je groupe de mouvements sera noté par GT(X). 

Comme pour Vi, pour qu'une famille à q paramètres de courbe 
de V2 admette une mesure, il faut que q ̂  3. 

Considérons une famille 5 } de courbes d'équation 

(8) F(xl, x'\ a», a>, a*) = o, 

où a', a2, a ! sont des paramètres essentiels. 

Le groupe G~^(x) admet les transformations infinitésimales [2] : 

v r àf „ , , àf , àf 

X , / = [ ( a ? ' ) - _ ( a ? - > ) 2 ] - g ^ , , . a ? 2 ^ . 

Le groupe H3(a) attaché à Gâ(#) relativement à la famille (8), 
est donc un groupe à trois variables et trois paramètres, isomorphe 
au groupe G~;(x). 

Pour que la famille (8) soit mesurable il faut que le groupe H3(a) 
soit simplement transitif. Un tel groupe a les transformations infini
tésimales [37] : 

*•/-•--[£-<->•£--£]• 
A , / , g , A , / , « - g , 

et en portant les expressions (9) et (9') dans les équations (12) du 
chapitre II, on obtient le système 

làx* v / àx'2 àx*} ' 
_^F „JàF , a,AàF _ aàF\ 
àx' 

àF „àF àF 

[ ( ^ ^ - W I ^ + ^ ^ S H - ^ ' S - O , 
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qui admet la solution F = F f*'*1'"1"1, a» Ht—\ OU 
\ A yjpî + i/ 

La famille de courbes cherchées a donc l'équation 

Le groupe (9') admet la fonction invariante intégrale F(a', a2, aJ) = 1, 
il en résulte [38] : 

Les familles à trois paramètres mesurables de courbes, d'un espace VT 
a courbure constante négative, ont pour équation 

F L- , a i _ -, ^— ) = 0 , 

où l et ix ont des valeurs (10), la mesure étant 

jx(C\) = f dx^dx^-dx*. 

a* 

Considérons maintenant une famille 5, à deux paramètres de courbes 
d'équation 

(11) F(x\ o?2, a% a2) = o. 

On a g = 2 ^ r ^ 3 ; pour que la famille admette une mesure il faut 
donc que son groupe d'invariance ait deux ou trois paramètres. Si la 
famille (n) a comme groupe maximal d'invariance un groupe à deux 
paramètres, sous-groupe de (9), on peut supposer que ce groupe est 
défini par les opérateurs [2] : 

Pour que la famille (11) soit mesurable il faut que le groupe H2(a) 
à deux variables et deux paramètres, attaché au groupe (12) relati
vement à la famille, soit mesurable, donc simplement transitif. 
Ce groupe est défini par les opérateurs 

(„') A , / - | f , A i /=a.g-^g. 
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En remplaçant les opérateurs (12) et (12') dans les équations (12) 
du chapitre II, on obtient le système 

àF àF ,àF ,àF àF ^àF 

( x\ a i x-\ 

—ô2—' ô 2 / ' 

La famille de variétés cherchée a donc l'équation F ( x ~ a , ^ j = oy 

soit 

(i3) ( * ' - « ' ) * - H ( « * ) * F ( £ ) = O . 

Le groupe (12') admet la fonction invariante intégrale F(a1, a2) = T - ^ ; 

la mesure de la famille (i3) est donc 

**(«>= f d** dx'2 

Si la famille ( n ) a comme groupe maximal d'invariance le 
groupe Gi(x), le groupe FL(a) attaché à ce groupe, est un groupe 
isomorphe à trois variables. Pour que la famille soit mesurable il faut 
que le groupe H)(ot) soit mesurable donc transitif; le groupe FL(a) 
a donc tes transformations infinitésimales 

A,/-[(«.)«-(«»)•]g+ „«««*g. 
d<xl " àaï 

Le système (ia) du chapitre II devient 

àF_ dF _ 
àjc< "*" àz' ~ °' 

tàF <)F ,àF „dF 

** À ? - ^ 5 ^ + " E l - " - * ? = ^ 

[ ( ; r , ) S _ ( x S ) î ] g ^ 2 ^ ^ g . + [ ( a l ) 2 _ ( a S r ] g + 2 a i a 2 g = 0 r 

et admet la solution F = F | " ( « T - H < * ) « - » y + ( « • ) ' - » • W ' ] : 

L'équation de la famille est donc 

["(#1)3-4- ( * * ) * — 2 « ^ ' H- (a* ) 2 -H ( a 2 ) 2 ! F L ^ J = 0 > 
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OU 

( i 3 ' ) ( . r i — a i ) 2 . + . (x«-)2 + ( a 2 ) 2 _ A - a 2 ^ = = 0 j ( Â - = C t e ) , 

sa mesure étant 

La famille (i3') s'obtient en prenant dans (i3) : 

'(5)-(5)'-»5*-
Les familles à deux paramètres mesurables de courbes d'un espace 

riemannien V> à courbure constante négative ont donc pour équation 

( a 7 l _ a . ) 2 + ( a 2 ) 2 F ^ = 0 5 

leur mesure étant 

Pour F ( ~ ) = ( ~ V — I, la famille (i 3) devient la famille des 

géodésiques de l'espace VT d'équation [44] : 

<i4 ) ( ^ - a i ) 2 - 4 - ( a ? * ) 2 = ( a 2 ) 2 . 

Il en résulte que l'ensemble des géodésiques d'un espace riemannien VT 
à courbure constante négative est mesurable. 

Dans le cas des familles à un paramètre de courbes, nous obtenons, 
de même que dans le cas de l'espace VT : 

Les familles mesurables à un paramètre de courbes d'un espace Y; 
à courbure constante négative sont les familles G^équivalentes à une 
courbe arbitraire de Vespace VT non invariante par Gu celui-ci étant 
un sous-groupe du groupe de mouvements de l'espace. 

Déterminons maintenant les sous-familles à un paramètre mesurable 
de géodésique d'un espace VT. 

Le groupe attaché au groupe maximal d'invariance de l'ensemble 
des géodésiques (i4) est le groupe (12'). Ce groupe admet deux sous-
groupes à un paramètre distincts, H, = [A], et H', = [A,]. Le groupe H, 
a comme variétés invariantes les droites a2 = k (k = Cte). Pour ce 
groupe nous avons donc les sous-familles mesurables à un paramètre 
de géodésiques 
(14') ( * l _ « t ) * - 4 - < * • ) • = # . 
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De même H', a pour variétés invariantes les droites y* = kzl 

(k = Cte). Ce groupe a donc les sous-familles mesurables de géodé
siques 

(l4") (Xi—a*)2-h ( o? 2 ) 2 — Â ( a ' ) 2 = o . 

Les seules familles mesurables à un paramètre de géodésiques d'un 
espace W> à courbure constante négative, sont donc les familles (i4') 
et (i4"). 

3. La mesure des familles de variétés sur une surface de 
révolution. — Considérons une surface de révolution de métrique 

(i5) ds2= (dx*)'-\-[o(xl) dx']' (9 -̂  bina?1, slio?'; 

Cette surface admet [2] comme groupe de mouvements le 
groupe Gi(x) : 

( iC) x,] = x \ x'2= Ji2-t- a. 

On a ici q^r^.i; les seules familles de courbes susceptibles de 
mesure sont les familles ;t, à un paramètre, admettant le groupe (16) 
comme groupe maximal d'invariance. 

Le groupe attaché à ( 16) relativement à la famille îX, est un groupe 
à une variable et à un paramètre, soit le groupe (mesurable) des 
translations y' = a + a. Le système (12) du chapitre II devient 

ôF àF 
àT2^àx= °' 

qui admet la solution F = F(xl
9x'—y). L'équation de la famille 

cherchée est F (x], x^— a) = o, ou 

x2=F(x*) -4-a, 

Il en résulte [38] : 

Les familles mesurables de courbes sur la surface de révolution (i5> 
ont pour équation 

(17 ) a ? 2 = F ( ^ ) + a 5 

leur groupe d'invariance est (16), et leur mesure 

•"(<*)= f dx. 
a* 

La famille des géodésiques de la surface (i5), d'équations 
, _ r dfi 

X'-J 29 (* i ) [ ? ( . r ' ) -4 - : i j + a ' 

est non mesurable puisque à deux paramètres (a, J3). 
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La sous-famille à un paramètre (£ = Cte) a une équation 

(17') x'2= f dj* . -4-a 
J 2 Ç ( w - f - A ) 

de la forme (17), et est par suite mesurable. 

4. Mesure de l'ensemble des géodésiques sur une surface. — 

Soit un espace riemannien V, dont la métrique est 

(18) ds2=au(dx*y--ic- ?andxl dx'-+-\ai>(dx2V-. 

En posant 

1 F ( JC]
: x

2, x'1, z'2) = ^an (x'*)' -4- iaXi X'^JL'2-^ a» (x'2)2 

les équations des géodésiques de l'espace sont 

d / àF \ àF 
(20> dt(à7-<)-àx-<=° (< = I>2>-

Introduisons les quantités 

àF 
( 2 1 ) PlZ=àxT^ ( Ï = = I > 2 ) 

si l'on tire les x'1 des (21) : x'1 = <p,(x', x2, pu p2), et si l'on introduit 
la fonction d'Hamilton : 

H ( J ? ' , x2, pu p>) = — F(x\ o?2, ? , , 92) -h/? , ç ,̂ -+-y?2ç«», 

le système (20) définissant les géodésiques prend la forme (d'Hamilton) 

dpl àU dx' àH 

Si 
(23) ri = a?i(a, p, *), * • = . * * ( « , p, /) (a, p , = Ctc>, 

est la solution, si l'on tire p, et p, de (21) et (23) : 

(24) />i = /?iO, P, 0 , p-> = pi(*,$-t), 

et si l'on considère la forme différentielle 

(25; r/G = [dx* dp^ -¥-[dx2dpi\, 
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«celle-ci est invariante pour un changement des coordonnées sur la 
surface et du paramètre / sur la géodésique ([3], [14]). L'intégrale 

|x(C\)= f «G, 

relative à un ensemble de géodésiques correspondant au domaine de 
l'espace des paramètres, et qui n'est autre chose que l'invariant de 
Poincaré des trajectoires de la dynamique, peut être prise comme 
mesure de cet ensemble. 

On peut donner, avec L. A. Santalo [26] (voir aussi [22], [23], [24]) 
une autre forme à la densité dG. Écrivons, pour cela, la métrique de 
l'espace sous la forme géodésique 

<i8' ) ds'2=dp'2+g*(p, 0)^62; 

nous avons ainsi 

o?1 F = v^Ti^ (?-%*-£) 
€t aussi 

(a6) ^ = ^ 

si V est l'angle de la géodésique G avec le rayon vecteur. 
On déduit de là 

Pi = T-, = - = = = = . = . = cos V, 
à? V/p'2-t-^2 0'2 V / l -4- t g

2 V 

d'où 

dPl = - sin V d\, dp, = â-£ si n V do -4- ^ si n V d6 -4- g cos V dV 

et par suite l'expression de la densité dG en coordonnées géodésiques 

<27) dG =— &inV[dp dV] -4- â-f sin V [d0 dp] H- #cosV[d0 dV]. 
^P 

L'invariance de la densité dG par changement du paramètre /, 
c'est-à-dire par déplacement sur une géodésique, permet de 

prendre V = -• La formule (27) devient alors 
2 

<28) dG = ^[d0dp]. 
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Dans le cas des surfaces à courbure constante K, on a 

( ' i9 ) ^=v7jT,mV/Kp. 

Si K = o on a g = p, et dG = [d6 dp]; la densité est celle de l'en
semble des droites du plan. 

Si K = i, (29) et (28) donnent dG = cosp [dO dp], ce qui est la 
densité de l'ensemble des grands cercles d'une sphère obtenue au 
paragraphe 1. 

Si K = —i , les formules (29) et (28) donnent dG = chp [d6 dpi 
densité qui, par un changement de variables, se réduit à celle des 
géodésiques d'un espace VT obtenue au paragraphe 2 de ce chapitre, 

Pour donner quelques applications, considérons sur la surface une 
courbe fixe (r) formée d'un nombre fini d'arcs à tangente continue et 
cherchons la mesure de l'ensemble des géodésiques coupant (r) [26]. 

Soit O l'origine des coordonnées géodésiques p, G sur la surface, 
et P un point d'intersection de (r) avec une géodésique (G). V étant 
l'angle du rayon vecteur OP et (G), r celui de OP et de (r), ds l'élé
ment d'arc sur (r), on a dp = cosr ds, gdti = sin- ds, et si cp = z — V 
est l'angle de (r) et de (G), (27) donne dG = | sincp | [dcp ds]. L dési
gnant la longueur de la courbe (r) et n le nombre de points d'inter
section d'une courbe (G) avec (r), l'intégration de la relation précé
dente dans les limites (o ^ <? ^ ;:, o ^ s ^ L), donne 

(3o) ÇndG = 2h. 

Si (r) est une courbe fermée convexe, n = 2, j dG = L, et la mesure 

de l'ensemble des géodésiques qui la coupent est égale à sa longueur. 
Considérons maintenant sur la surface deux géodésiques (Gi) 

et (G,) se coupant en un point P. p, 0 étant les coordonnées géodésiques 
de P, et V,, V> les angles du rayon vecteur OP avec (Gi) et (G,) respec
tivement, on déduit de (27) : 

dGl = -sin\l[dpd\l]+ '^f MuVi[d0dp]-4-#cosV,[d0dV,] ( / = 1 , 2). 

et, par produit extérieur 

[dG, dG2] = g | .in ( Vt - V,) | [dp d0 dV, dV2], 

soit, dP = g [dp dû] étant l'élément d'aire sur la surface : 

(3r) [ d d dG,] = | sin (\ , - V2) | [dP dV, dV2]. 
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Si (ro) est une courbe fermée limitant l'aire S0, l'intégration de (3i) 
pour toutes les positions du point P intérieures à (r0) donne 

f d G , d G 2 = f dP f f [sin(V, —V2)|rfV.rf\T2=2sS0. 

Si cr est la corde déterminée sur (G>) par (r0) et si l'on a égard 
à (3o) écrite pour n = i, on a 

/ dGidG2= / dGi f dG>=2 j ardGi, 

d'où 

/ j d G i = ;cS0. 

Si les géodésiques (G) d'une surface sont supposées orientées et si 
l'on envisage sur chacune d'elles les arcs de même orientation et de 
longueur donnée l, la forme 

(32) dK = [dGds], 

où s est l'abscisse de l'origine P d'un arc quelconque sur sa génératrice 
support, invariante pour un changement de coordonnées sur la surface 
et un glissement de l'arc sur la géodésique, peut être regardée comme 
une espèce de densité cinématique sur la surface, à partir de laquelle 
la mesure de l'ensemble d'arcs géodésiques de longueur Z considérés 

peut être défini par l'intégrale p. = f dK. 

L'expression (33) de dK, compte tenu de (18), (26), (27), et de 
l'expression dP = g [dp dô] de l'élément d'aire, peut s'écrire [26] 

(32') dK = [dPdV]. 

Comme applications de la formule (32') considérons, sur la surface, 
un domaine (D) d'aire S. La mesure des arcs de géodésique de 
longueur l dont l'origine est intérieure à (D) est 

JJL = f dGds= f v dG = 2 f adG, 
Jp € D ^P G D ^P € D 

où c- est la longueur de la portion de géodésique (G) intérieure à (D). 
Tenant compte de (32'), on a 

= T dPd\=f1Td\f C/P = 2KS, 



GÉOMÉTRIE INTÉGRALE. 6 l 

d'où il résulte [26] : 

f crdG = j:S. 

Soient maintenant sur la surface, deux points P, et P2 qui déter
minent la géodésique (G); d'après (32) et (32'), on a 

(33) [dP1dVJ] = [dGd*,]. 

Dans le système de coordonnées géodésiques d'origine P, l'élément 
d'aire dP2 a l'expression dP2 = gPi (P2)[d(s2 — s,) dV], et le produit 
extérieur de cette forme et de (33) donne 

[dP, dP2] = gp^P^dGdst ds2]. 

En faisant la convention Si ^ s2 et o ^ V <n9 on peut considérer 
la géodésique non orientée (G), et l'on a ainsi 

(34) [rfPi dP2] = gPl (P,) [dG dsx ds*]. 

Pour les surfaces développables g = s2— st et la formule (34) est 
la formule (11) du chapitre III. 

Pour les surfaces à courbure constante positive K = 1, 

g= sin(s2 — *i), 

et la formule (34) devient 

(34') [dP!dP2]= sin(*2 — *t) [dGds,d*2]. 

Pour les surfaces à courbure constante négative K = 1, 
g = sh(s2— Si), 

et (34) donne 

(340 [dPi dP2] = | s h ( j , - * ) | [dG ds± ds%]. 

Les formules (34') et (34") sont dues à M. Haimovici [14]. 
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