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LA RÉGULARITÉ MOYENNE 
DANS LA 

THÉORIE MÉTRIQUE 

Par M. W. J. Trjitzinsky, 
Urbana, 111., U. S. A. (1). 

1. Introduction. — Dans cet Ouvrage il s'agit d'un espace abstrait 
muni d'une mesure, sans aucune topologie, sauf dans la section 11. 
La théorie présentée est essentiellement métrique et se rattache : 
aux théorèmes de couverture du genre de Vitali-Denjoy; aux consé
quences différentielles pour les fonctions d'ensemble, qui s'ensuivent 
des théorèmes de couverture et qui correspondent aux résultats de 
la théorie classique de Lebesgue; aux questions comme celle relati
vement aux décompositions de fonctions complètement additives; 
aux théorèmes fondamentaux d'épaisseur; aux résultats du genre 
de Lusin sur la mesurabilité de fonctions de point; enfin, aux questions 
analogues au théorème de Vitali-Carathéodory, dans la théorie 
classique, sur l'approximation de fonctions f(x) mesurables par 
des suites monotones de fonctions semi-continues, avec un énoncé 
convenable faisant intervenir les intégrales de ces fonctions lorsque f (x) 
est sommable. 

Denjoy [1] a été le premier à établir, dans un espace abstrait, ce 
qu'on peut considérer comme le vrai théorème de couverture de 

(l) Cet Ouvrage a été réalisé avec le concours de la National Science Foundation 
Grant U. S. NSF-G 19 834. 
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Vitali; nous l'appellerons le théorème exact de Denjoy-Vitali. En 
développant les conséquences de ce théorème, Denjoy a introduit 
le caractère de parfaite régularité (D,), qui fait intervenir les ensembles 
nommés noyaux et enveloppes. Plus tard Denjoy [2] a considéré un 
caractère plus général. Enfin [3] cet auteur a adopté une notion très 
fructueuse [voir (OD), p. 69] pour remplacer le caractère de la parfaite 
régularité, la notion de la moyenne régularité. L'auteur a inclus dans 
un Ouvrage [4], (T), une étude sur théorèmes de couverture dans 
le genre du théorème exact de Denjoy-Vitali. Ces théorèmes sont 
dans des conditions plus générales, mais les conclusions sont 
seulement à e-près; pourtant on a réussi à en obtenir des consé
quences différentielles, de la sorte qu'on s'attend à en tirer un théorème 
du genre de Vitali. Dans (T), en développant les conséquences diffé
rentielles des théorèmes de couverture, l'auteur s'appuie sur la notion 
ancienne de Denjoy (D,) de la parfaite régularité; ainsi dans (T) 
on a fait usage de noyaux et d'enveloppes. 

Dans l'Ouvrage actuel, dans les sections 2, 3 et 4, nous faisons une 
étude approfondie de théorèmes de couverture à ç-près, qui suffisent 
pour en tirer les conséquences différentielles voulues. Les théorèmes 
de couverture sont 2.8, 3.3, 3.11, 4.4 et 4.5. Selon la définition 4.18, 
au cas où les deux familles d'ensembles P, G (hypothèse 2.3) se 
confondent, on dira que la famille G est régulière, si les conditions 
dans un au moins des théorèmes de couverture sont remplies. Les 
théorèmes de couverture de Denjoy (Di) et de l'auteur, dans (T) 
et dans l'Ouvrage présent, ainsi que les notions correspondantes de 
familles régulières sont, dans l'ordre de généralité croissante. Ce fait 
découle, quand on considère les exemples donnés dans (T) ainsi que 
les exemples (2.i5), (3.9) [voir (i')-(ia') de la section 3], 3 . i5 [voir 
(3.12), (3.12 a)], (4.17) [(4.8)], qui se rattachent respectivement aux 
théorèmes 2.8, 3.3, 3 . n et 4.5. 

Les conséquences différentielles ( 5 . I ) - ( 5 . I 4 ) s'appuient sur les 
théorèmes de couverture et elles ne dépendent ni de la parfaite régu
larité de G, ni de la moyenne régularité. 

La moyenne régularité de Denjoy ou bien quelques autres notions 
analogues surviennent d'une façon essentielle à partir de (5.i5). 
Dans (5.17) nous présentons certaines conditions suffisantes pour 
qu'une famille G possède la moyenne régularité; ces conditions ont 
été suggérées par un exemple de Denjoy [(OD); p. 69] d'une famille 
jouissant de cette propriété. 

F = A (G) désignant l'ensemble des points indéfiniment couverts 
par une famille G, au moins régulière, et W désignant une fonction, 
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définie et finie pour les ensembles mesurables-0 [mesure 4> ^ o boré-
lienne] contenus dans F, on envisage le caractère C. A. (complète 
additivité) pour W (5.5) et les dérivés extrêmes (G)D, (G)D et la 
dérivée (G) D [relatifement à G] (5.6) d'une fonction W; à certaines 
reprises *F est métriquement (absolument) continue (définition 5.9). 
Les conséquences différentielles dans la section 6" sont formulées dans 
les théorèmes 6.1, 6.2, 6.3, 6.6, 6.7 et le corollaire 6.8; dans ces 
énoncés G régulière possède la moyenne régularité et les fonctions W, Wn 

d'ensemble mesurable sont C. A. et métriquement continues (sur F); 
le théorème 6.6 est un théorème d'épaisseur, qui s'appuie sur un 
théorème de couverture. 

Dans la section 7 est introduite l'hypothèse 7.2, relativement à une 
famille G régulière fixe et à une fonction W quelconque; cette hypo
thèse a quelque ressemblance à la notion de la moyenne régularité. 
Le théorème 7.3, analogue au théorème 6.1, est dans l'hypothèse 7.2, 
mais avec W, ^ o et C. A., possiblement sans continuité métrique; 
si W C. A. est singulière (7.1), on montre que (G)DW(x) = o sur une 
plénitude de A (G) (théorème 7.4). Enfin (théorème 7.5), si G régu
lière jouit de la moyenne régularité et l'hypothèse 7.2 a lieu, toute 
fonction W C. A. possède la décomposition unique (7.5 a) de Lebesgue. 

Dans la définition 8.1 nous introduisons une famille 5 = j E } d'en
sembles E simplement régulière [comme dans (T)]. Dans l'énoncé (8.2) 
il s'agit d'un rapport entre la simple régularité, ainsi définie, et la 
régularité selon la définition 4.18. Quelques développements dans (T) 
étaient pour des familles & complètement régulières; la complète 
régularité est un caractère analogue à la parfaite régularité au sens 
ancien. Une famille simplement régulière 3 peut être i?. M., régulière 
au sens moyenne (essentiellement celui de Denjoy), d'accord avec la 
définition 8.5; dans ce cas il ne faut pas présupposer que 3 soit régu
lière au sens de la définition 4.18, e. g. le théorème fondamental de 
couverture peut être en défaut pour une telle 3\ Le résultat principal 
dans la section 8 est le théorème 8.9 d'épaisseur, relativement à une 
famille 5 e R. M. (la partie nécessaire reste valide, si seulement 5 est 
simplement régulière). 

U hypothèse 9.6 est que 5 est régulière, avec la moyenne régularité, 
ou bien est R. M. A (5) désignant l'ensemble indéfiniment couvert, 
par 5, on envisage la classe K (?) (définition 9.i) d'ensembles H, 
cA(5) ($ satisfaisant à l'hypothèse 9.6), pour chacun desquels 
une famille 5*, c&, existe telle que H = A(5*); ces ensembles 
sont mesurables et satisfont à (9.2). On introduit les familles (9.3 a) 
Kg (#), K* (&)9 KsCT (&), K^ (#), . . . ; on remarque qu'en général 
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un ensemble de Ks(#) ou de K a(^) n'est pas dans K(^) . 
Si A [ c A ($)] est un ensemble mesurable ou non, on envisage selon 
la définition 9.4 les classes, sur A, 

Cf(*), C Ô W , Co(^); Cî(J), CT(^), C,(^) 

de fonctions f(x) de point x sur A. On trouve (9.5) que ^ e R . M. 
équivaut à ce que & est simplement régulière et que pour tout X, 
C A (3), mesurable et : > o il correspond un 0 de K ($), telle 
que O D X, ¢ ( 0 — X) < :. On établit que relativement à tout 
ensemble mesurable contenu dans A (#) la classe d'ensembles K (5) 
possède la propriété (9.7). A la suite des résultats prélimi
naires (9.8)-(9-10) nous établissons le théorème 9. n , au genre de 
Lusin, où il s'agit de conditions nécessaires et suffisantes pour qu'une 
fonction f(x) soit mesurable; ici interviennent un ensemble NeKs (3) 
et la classe de fonctions Ci (37). 

Dans [(D,); p. 353] Denjoy a donné un résultat [voir (9. i3), (9. i3 a)] 
sous l'hypothèse de la parfaite régularité. Un énoncé analogue se 
trouve dans le théorème 9.16 dans l'hypothèse 9.14 [e. g. en admettant 
une faible restriction de la moyenne régularité, dont il s'agit dans 
l'hypothèse 9.6]: pour tout ensemble mesurable H, c A (8), il existe 
un Q de K(^).tel que 

$ ( H — HQ) = 4>(Q — Q H ) = 0 . 

Les énoncés (10.1), (10.2), lemme 10.3, (10.4), (10.5) sont relati
vement aux classes de fonctions C0 (#), C7 ($). Dans (10.6) il s'agit 
d'une approximation d'une fonction f(x)^o, finie et mesurable, 
par une fonction de C7(#); la même sorte d'approximation, dans 
l'hypothèse 9.6, est obtenue au théorème 10.8, au cas où f(x) ( ^o ) 
peut être infinie. Il est montré (10.10) que 

d(x) = min(a(», b(x))eGï(&), 

sauf sur un ensemble mince, lorsque a (x) et b (x) sont dans C7 (5). 
Le résultat principal de la section 10 est le théorème 10.11, analogue 
au théorème de Vitali-Carathéodory de la théorie classique, dont il 
s'agit dans le livre de S. Saks [5], [(S); p. 75]. Notre théorème est dans 
l'hypothèse 9.6 (e. g. la moyenne régularité est admise) : toute fonc
tion f(x), mesurable sur F = A (S7), possède une approximation au 
sens de (10.11 a)-(10.n c) par deux suites monotones îM (x) €C7 (^) 
sur F — F0, sn (x) e C| (3) sur F — F0, avec F0 mince. Dans 
(10.13)-(10.i3 b) sont définies les classes de fonctions C7(#), Ct(#) 
et il est montré (théorème 10.14) que, dans l'hypothèse 9.6, toute 
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fonction f(x) mesurable sur F vaut une h (x) de Cî (3) et une g (x) 
de CT ( F), sauf sur un ensemble mince. Dans la section 11 sur divisions 
alvéolaires interviennent des considérations métriques ainsi que 
topologiques. 

2. Préliminaires aux théorèmes de couverture. — Soit U un 
espace muni d'une mesure <ï> (E) ^ o, fonction d'ensemble borélienne, 
assujettie aux caractères de complète additivité et de soustractivité. 
<É>C (E) et ¢, (E) seront respectivement les mesures extérieure et infé
rieure (d'un ensemble quelconque E), définies selon [(T); (2. i )] ; ces 
mesures satisfont à [(T); (2.2)]. On dira [(D,); p. 32o] qu'un point x 
est indéfiniment couvert (au sens de la mesure-^) par une famille { e} 
d'ensembles, s'il existe une suite en (n = i, 2, . . . ) dans cette famille 
de sorte que 
(2 . i ) enBx, <be(en)->o. 

NOTATION 2.2. — Si 5 = j E | est une famille d'ensemble, A(#) 
désignera Vensemble des points x (de CU) indéfiniment couverts par 8. 
Si A est un ensemble particulier, 8 (A) désignera la famille des E de 3 
joints à A [ainsi A (5 (A)) sera l'ensemble des points indéfiniment 
couverts par les E de 5 joints à A]. 

HYPOTHÈSE 2 .3 . — P = {w j est une famille d'ensemble w possi
blement non-mesurables-®. Avec tout w est associé un ensemble mesu
rable y -^ w; on écrit w = w (y), y = 7 (co). Soit G la famille des y 
(les ensembles de P et de G sont en une correspondance biunivoque). 

On admet que o < O(y) < + oc, Oe(D) <oo (p = 2 Ï ) , * « ( A ( G ) ) > °-

NOTATION 2.4. — Soit a> 1 une constante. Posons, pour y e G : 

(2.4 a) Q ( T ) = ^ W ' [ W ' = w (Y'), e P , joints à T; * ( ï ' ) < * * ( ? ) ] 

[la réunion des w(y') de P, joints à y, tels que $(y') < a O(y)]; en plus 

(2.4*) Q°(ï) = 2 T ' [T'' € G ' j o i n t s à Tî $ ( l f , ) < a $ ( ï ) ] ; 

(2 .40 P(Y) = A ( P ( T ) ) - A ( P ( T ) ) T ; 

(2-4<0 P°(T) = M G ( T ) ) - M G < T ) ) T . 

L7ne fonction <x(u) de u > o satisfait à Vhypothèse [(T); 4.1], si 

(2.5) a ( w ) > o (?*>o) , a ( w ) j o (pour w | o ) 
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et si, étant donné un s > o, des -nn> o(n — i, 2, ...)» Vn-ïo, 
existent tels que 

(2 .5a) cr= ^ a(w l > r e)<e (dès que o < ui}n< TU), 2 t t / » n — ^ D ) 

[(2.5 a) a lieu si a (u) = O (ir) avec c > 1]. 

HYPOTHÈSE 2.5*. — Étant donné s > o, on suppose que des r\n positifs 
et tendant vers zéro existent de sorte que 

00 s 00 \ 

(2.5*«j *=2*<(2p ( T'n ))< £' 
/1=1 \ I = 1 / 

dès que les y? (î = 1, 2, . . . ) , €G, son/ disjoints pour tout n > o et 

(2.5*6) * ( ï ? )<*U (1, #1 = 1,2, . . . ) • 

REMARQUE 2.5 ' . — La condition 

(2.5' a) $< f (p (T) )^«(* ( ï ) ) (pour tout y de G), 

la fonction a ( . . . ) satisfaisant à (2.5), (2.5 a) [e. g. à l'hypo
thèse [(T); 4 . i ] ] , entraîne la propriété qui survient dans l'hypo
thèse 2.5*. La réciproque n'est pas vraie, comme on le verra moyen
nant l'exemple à la fin de la section 3. Ainsi Vhypothèse 2.5* est plus 
générale que la condition (2.5Aa) [avec (2.5), (2.5 a)]. 

REMARQUE 2.5". — Dans les deux théorèmes de couverture de 
l'auteur, à savoir [(T); 5.2] et [(T); (6.1)], on peut remplacer la condi
tion (2.5 'a) [avec (2.5), (2.5 a)] par l'hypothèse 2.5*. Dans le 
théorème [(T); (6.1)] p (y) devient p°(y) (2.4 d). On peut vérifier 
ce fait en examinant les développements dans [(T); sections 5 et 6]; 
les conclusions restent essentiellement les mêmes. Dès lors nous suppo
serons les deux théorèmes [(T); 5.2] et [(T); (6.1)] généralisés de la façon 
indiquée. 

HYPOTHÈSE 2.6. — Admettons : 

(2.6a) l'hypothèse 2.5* avec p°( . . . ) (2.4d) au lieu de p ( . . . )(2.4c) 
et, de plus, que 
(2.66) ¢^(0(^) ) -^0 [lorsque $ (y)->o] . 

On remarque que [(2.4 c), CM**)] -

(2.7) A(G)^A(P) , p»(T)^P(T); P°(y)^A(G), p ( T ) ^ A ( P ) . 
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En effet si x est indéfiniment couvert par G = { y J, il se trouve 
des yw (de G), BX, avec $ ( y n ) - > o ; alors w« = w (yw) (de P)BX 
et &e fan) -> o d'après (2.6 b), e. g. x sera aussi indéfiniment couvert 
par P. 

Nous allons démontrer l'énoncé suivant : 

THÉORÈME 2.8. — Admettons les hypothèses 2.3, 2.6 et les notations 
précédentes. Soit b> a(> i). Supposons que (2.4 &) : 

(2.8) 4>e(Qo(T))</3$(T) (pour y € G ) ; 

(2.8a) * ( A ( P ) _ A ( G ) ) = o , 

Alors A (P), A (G) sont mesurables; de plus, à tout s > o 
des YÏ (î = i, 2, . . . ) , €G, disjoints correspondent, tels que 

(2.8/3) * ( A ( P ) - A ( P ) r ) < « , oà r = 2 y , ; 

(2.8 c) $(A(G)) — s < fc(r) < $(A(G)) H- s. 

Le théorème de couverture (6.i) [(T); p. 16] se rattache au cas 
où w (y) = y pour tout y de G [donc P = G, A (P) = A (G)]. 
Qo (y) et p° (y) de l'énoncé 2.8 sont respectivement les ensembles 
désignés dans [(T); (6. î)] par & (y) et p (y). Le théorème [(T); (6. î)] 
s'applique. Ainsi A (G) est mesurable et, étant donné c > o, les 
Yi (€G) (i = î, 2, . . . ) disjoints existent de sorte que 

(2.9) 4>(A(G)-A(G)r)< £ (avec r = ] £ * ) , 

(2.9«) $(A(G))- £<4>(r)<cD(A(G))H- £ . 

D'après (2.8 a) A (P) sera mesurable. Posons 

(2.9/3) H = A(P), H°=A(G), E = H — Ho. 

Alors 

H —Hr = (H»— H°r)-+- ( E ~ E r ) , <Ï>(E — Er) = o [car ,$(E) = o]. 

Ainsi (2.8 b) est une conséquence de (2.9), ce qui vérifie le théorème 2.8. 

REMARQUE 2.10. — Au cas spécial où w (y) = y (e. g. P = G) la 
condition (2.8 a) devient superflue, et l'on voit que le théorème 2.8 
est alors équivalent au théorème spécial de couverture [(T); (6.1)] 
généralisé au sens de la remarque 2.5*. D'autre part, lorsque les 
familles P et G ne sont pas identiques, le théorème 2.8 paraît être 
distinct du théorème fondamental de couverture 5.2 dans [(T); p. 14 
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et i5J. Précisément, la condition (2.8 a) n'intervient pas au théo
rème [(T); 5.2], tandis que dans l'énoncé actuel les deux conditions : 

(2.10 a) Hypothèse 2.5* pour p° ( . . . ) , $ e(Q°(y)) <&<ï>(y), 

sont moins restrictives que les conditions correspondantes 

(2.IO&) Hypothèse 2.5* pour p ( . . . ) , $ « ( Q ( T ) ) < & $ ( ï ) , 

qui surviennent dans [(T); 5.2], généralisé selon la remarque 2.5ff 

[car p° (y) ^ p (y) et 12° (y) ̂  & (y)]. Il serait intéressant de donner 
un exemple de familles P, G telles que les conditions du théorème 2.8 
soient satisfaites, tandis qu'un au moins des caractères (2.10 b) soit 
en défaut. Ci-après nous en présentons un exemple. 

Soit 01 = Ot2 le plan euclidien des points (x, y), la métrique O étant 
au sens de l'aire euclidienne. Prenons G = { y ! selon [(T); section 10]. 
Avec o < x 0 < 1, c 0 > 1, x0 — c0 et x0 + c0 dans l'intervalle (o, 1) 
[dans (T) c'était segment] de l'axe Ox, définissons l'ensemble y0 de G 
correspondant ainsi : 

!

x0 — c0(i — 7 ) v ° ^ # ^ #0 H- c0(1 — y)v«, o < y ^ 1 

[dans(T) : O ^ J ^ I ] ; 

#o=#(yo ) , CO = C ( Ï < 0 ; 

( V 0 = V ( T O ) = \[— i-f- v /n-Sco] ; 
(2.11 a) < 2 

( Yo =^ rectangle r« = /* ( Y 0 ) = S #a — c0 ^ x ^ # 0 -4- c ; o < y ^ 1 } ; 

( 2 . U /3) * ( T o ) = | Toi = ^ > t ' • o - T o [ = |TO f. 

G consiste de tous les y, formés selon (2.11), (2. n a) avec 

x(i), C = C ( Y ) , V = V ( Y ) (pour a?0, c0, v0) . 

Le recouvrement étant au sens de l'aire, notons que | y | -> o équi
vaut à c -> o. On obtient 

(2 .ne) A(G) = D ( = 2 T ) ' = î « < ^ < i î o < 7 ^ i } ( = S ) 

[dans (T) le segment o ^ x ^ i est inclus dans S]. Pour l'en
semble p° (y0) (2.4 d), qui correspond à l'ensemble désigné dans [(T); 
(10. i-3)] par p (y0), on déduit 

(2.n<2) p o ( T e ) = r ( T o ) _ _ T o (SS. u a ) , | p o ( T , ) | = « ( | ï . | ) = | ï t i a , 
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cela étant vrai pour tous les y de G; a ( . . . ) satisfait à (2.5)» (2.5 a), 
D'après la remarque 2.5', la première condition (2 . ioa) aura lieu. 
Quant à &° (y) (2.4 b), selon [(T); p. 28 et 29] il vient 

( 2 . n e ) Q«»(Y)CS, l Û°(Y) U< * I Y | (pour tout y e G ) 

dès que b > q' = (1 + 2 qa) ¢[2 q = 1 + y/5J; on a 6 > a ( > 1). 
Définissons les triangles 

T J O < # ^ i; o<c<#j, Trfji^#<i;o<c<i — xl 

et la fonction 

(2.12) h(x, c)=xTcT (dausT^), = ( 1 — #)*<?* (dans T^); 

on aura 
( 2 . i 2 a ) c < A ( # , c) < a? (dans T^), c<h(x, c) < 1 — a? (dans Tj ) . 

Les co = w (y) d'une famille P (2.3) seront donnés par 

(2.126) w = !*(Y) — A0r(Y), c(Y))^a?^*(Y)-*-A(ar(Y), c(y)); O < J K ^ I } , 

où x (y), c (y) sont les nombres qui correspondent à l'ensemble y (de G) 
envisagé; co est un rectangle tel que 

(2.12c) Y<co = C O ( Y ) < A ( G ) ( = S ) ( 2 . n e ) . 

En effet on vérifie que pour tous les y de G : 

(i°) O < * ( Y ) -M-*(Tf), c(Y)) < > ( ï ) - C ( Ï ) ; 

(2°) *(Y)-+-C(Y) <ar(T)-«-A(a?(Y))
 C(Y)) < I -

Au cas (o < ) x ( y ) ^ ^ on aura (x(y), C ( Y ) ) € T , et (i°) s'ensuivra 

de (2.i2 a) (pour Tg); (20) découle de (2.12 a) et du fait que 

a? (Y) -hÀ(ar(Y), c ( y ) ) < 2a? (Y) ^ I . 

Pour i ^ x (y) ( < 1) on obtient (x (y), c (y)) € Trf ; (2
0) suit de (2.12 a) 

(pour Trf), tandis que (i°) résulte de (2.12 a) et parce que 

#(y)— A(a?(Y)i c(j:))>2a?(Y)—1^0. 

On obtient 

(2.12^) |»(Y)l = a**(T)**(Y> [ * ( Y ) ^ ; ] > 

= a(i-*(Y))V(Y) [^(y)^i], 
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donc [c (y) -> o avec | y |] : 

(2.12 e) | w (y) | [^ fic~ (y) J -> o (avec | y |). 

En tenant compte de (2.12 e), (2.11 d) il se voit que Y hypothèse 2.6 
est satisfaite. A (P) désignant l'ensemble indéfiniment couvert 
par P = jw}, d'après (2.12c) on a A ( P ) ^ A ( G ) ; mais (2.7) 
A ( G ) ^ A ( P ) , donc A(P) = A(G) et la condition (2.8 a) du théo
rème 2.8 est remplie. Parmi les w' [ = co' (y')€P] qui interviennent 
dans la réunion pour Q (y) (2.4 a) il y a w(y); ainsi £2(y)>co(y) 
et (2. i2d) : 

("•> rfTj-1 Q(T) U> - ^ - L = ^ r^(Y)^(y) [*(Y) ̂  J], 

= ^-(i-^(T))*c^(y) [ar(T)^i]. 

Or, selon [(T); p. 29], 4 c ( y ) = [ i + V i +8c(y)J | y | > 2 | y |, 
donc (io) : 

(2.i3) -yij-l Û(Y) \e> v/ï**(Y) I Y f* [lorsque o < * ( T ) ^ j ] , 

> v^C1 — ^(Y))T | YI~ V lorsque - ^ # ( y ) < i . 

Par conséquent, aucune constante finie b ( > a) n'existe telle que la 
seconde inégalité (2.10 b) soit satisfaite pour tous les y de G; en effet, 

â(o < à < r ) étant aussi petit qu'on veut, on obtient 

(2.i3 a) lim -JL-1 û (T) \e= +00 
IYI>° I n 

pour tous les y (de G) pour lesquels ô ̂  x (y) ^ 1 — ô. 

Quant à p (y) (2.4 c), on observe [ (2 .nd) , (2.7)] que 

P°(Y) = ^ ( Y ) - Y ^ P ( Y ) 
[r(Y) = { a ? ( Y ) — C ( Y ) ^ « ^ * ( Y ) - * - C ( Y ) ; O < 7 ^ I } ] ; 

d'autre part, si (xi, z/i) est un point de S — r (y) [e. g. si o < yL ^ 1 
et o < Xi < x (y) — c (y), ou bien x (y) + c (y) < xv < 1], les w = w(y) 
qui contiennent (xl9 yt) deviennent disjoints de r(y) (donc de y), 
dès que la mesure | w (y) | est suffisamment petite; on note 
que | co (y) | -> o entraîne | y | -> o, ce qui équivaut à c (y) -> o, et 
l'on fait usage de (2.12 6), où A(x(y), c(y)) (2.12) tend vers zéro 
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avec c(y). Conséquemment p (y) = p° (y); on n'a pas encore mis la 
première propriété (2.iob) en défaut. Pourtant, modifions l'exemple 
actuel en ajoutant à tout w = w (y) (2.12 b) un ensemble : 

/c* /x ( « (y) mesurable, e ( y ) c S ( 2 . 1 1 c ) , e (y) joint à tous les y de G, 
(z .14) \ 

( | e ( Y ) | - > o ( a v e c | Y | ) 

[par exemple, e (y) peut être l'intervalle linéaire (o < x < 1 ; y = 1)]. 
p° (y), Q° (y) ne sont pas changés; on a encore (2.12 c) et (2.12 e) : 

| W ( Y ) l L ^ V / 2 c T ( Y ) - + - | e ( y ) I J ^ o (avec | y | ) . 

Donc A (P) = A (G) = S. P. (y) > w (y) et w (y) contient le w (y) 
originel, d'où (2 . i3a) est encore vérifiée. p(y) étant l'ensemble des 
points étrangers à y, indéfiniment couverts par les «' de P, joints à y, 
et tout w' étant joint à tout y, il résultera que 

(2.14 a) p ( Y ) = A ( P ) - T = S - Y . 

On a mis l'hypothèse 2.5* pour p ( . . . ) en défaut. 

(2.i5) En tenant compte des développements (2. n)-(2.14 a), on 
conclut que l'exemple « modifié » de familles G = { y |, P = j co j satis
fait à toutes les conditions du théorème de couverture 2.8, tandis que 
les deux caractères (2.10 b) (dont il s'agit dans le théorème de couver
ture [(T); 5.2]) siont en défaut. Par conséquent, le théorème 2 .8 est 
essentiellement différent du théorème exact de Denjoy-Vitali (D!) (si P est 
distincte de G), ainsi que du théorème [(T); 5.2] de l'auteur. 

3. Théorèmes de couverture. — Dans la section présente nous 
admettons l'hypothèse 2.3 et les notations 2.2, 2.4. Introduisons 
l'hypothèse suivante : 

HYPOTHÈSE 3 . I . — Supposons que p ( . . . ) (2.4 c) satisfait à 

(3.1 a) Hypothèse 2.5*. 

& (y) étant défini selon (2.4«), admettons que 

(3 .1 b) ^ c / ^ 2 û ( Y n ) > \ - > o , (pourN->oo) , 

\n>N / 

dès que les y„ (n = 1, 2, . . . ) de Za famille G son/ disjoints. De plus 
supposons que 
( 3 . i c ) 4 > e ( w ( y ) ) - > o [ a v e c $ ( y ) ] . 
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Les conditions (3.i b), (3.i c) remplacent l'inégalité 

(i°) * e ( Q ( Y » ( 2 - 4 « ) < * * ( Y ) I 

qui intervient dans le théorème de couverture 5.2 [(T); p. i4 et i5], 
si les familles P, G sont distinctes [dans la démonstration du théo
rème 5.2 de (T) la propriété (3.i c) s'ensuit de (i°) et du fait que 
« ( v ) ^ Û ( T ) ] . 

D'après (3.i c) : 

(3 .2) A ( G ) ^ A ( P ) . 

Nous allons démontrer le théorème suivant de couverture. 

THÉORÈME 3.3. — Dans les hypothèses 2.3, 3 . i on conclut ainsi. 
(3.3 a) H° = A (G), H = A (P) sont mesurables, de la même mesure. 
Étant donné s > o, il existe une suite au plus dénombrable de 
y, (i = î, 2, . . . ) disjoints, €G, de sorte que 

(3.3 6) * ( H - H r ) < e ( a v e c r = 2 Y y ) , 

(3.3c) <Ï>(H<>) — s<<ï>(r) < <I>(H«) + E. 

Les développements (i°)-(3i°) dans [(T); p. 6-io] ne font pas inter
venir la condition <& (Q (y)) < b® (y), qui nous manque à présent. 
Donc, comme à la suite de [(T); (200), p. 8], il existe une suite au plus 
dénombrable de y z ( î = i , 2, . . . ) disjoints, G G, construits selon 
[(T); (8°)-(i90)], tels que [en raison de (3.i a) (hypothèse 2.5*)] : 

(io) 4>e(0)=*<oo, où 6 = 2 P ( Y / ) , 

Les y, avec ¢£(7) < YÎ, ont le même ensemble de recouvrement 
indéfini que la famille de tous les y. Selon l'hypothèse 3.1 un r\ = rj(e)> o 
existe tel que 

*(Ép ( T i )) <]s [dès que les Y/* €G, sont disjoints et $(7*) < *l]. 

On peut choisir les y, [qui interviennent dans (i0)] de mesure infé
rieure à ri. Alors dans (i0) s est inférieure à s. Posons [(T); (240)] : 

(2o) R = H - H T , R'=H — H(r + 6) = R — R6. 

Donc R = R' + R6 et (i0) : 

(30) <MR)- £ <<MR') . 
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Les développements à la suite de (260) jusqu'à (3i°) [(T); p. 9 et 10] 
montrent que 

(4o) R ' ^ Û N = 2 Q ( T „ ) &'*") 
/ î < N 

quel que soit l'entier N (> o). D'après (3.1 b) et (4o) : 

(3.4) l i m $ e ( Q „ ) = o et <ï>(R')=o; 

de plus (30) : 
(3.4«) * « ( R ) < » (20); 

ici l'ensemble R (20) peut dépendre de s. 

(3.5) Les ensembles H°[=A(G)], H[=A(P)] sont mesurables, 
H° ̂  H (3.2), O (H°) = <ï> (H). 

Cet énoncé est identique à [(T); (4.3)]. On remarque que le raison
nement qui mène à la constatation [(T); (4.3)] fait intervenir les inéga
lités [<&e (w (y)) ̂ ] Oe (Œ (y)) < b® (y) [(T) ; (3.3)] seulement pour démontrer 
que H° ̂  H. Dans le cas présent cette inclusion est déjà vérifiée 
dans (3.2) [comme une conséquence de (3.1 c)]. Dans [(T) ; (3°), p. 11] sn 

< £ , sera <be(^p (Y'O )î d'après l'hypothèse 2.5* on aura a- =^sn 

Sn-^o, et ainsi de suite. La démonstration dans [(T); p. IO-I3] s'ap
plique, avec les modifications indiquées, ce qui vérifie (3.5), e. g. (3.3 a). 
L'ensemble R = H — HT étant mesurable, (3.3 b) résulte de (3.4 a). 

Dans [(T); (i°), p. i3] s sera * * ( 2 P ( Y , ) ) = • ( . . . ) ; d a n s KT)î 

(4°), p. i3] sn vaudra $ ( 2 P ( Y ? ) J et l'on aura sn < z, en tant 

que <É> (y7/) < Yjn. Enfin on vérifie (3.3 c) en suivant le raisonnement 
dans [(T); p. i3 et i4], avec les modifications indiquées et en notant 
que l'hypothèse Oe (Œ (y)) < b <D (y) n'y intervient pas. Le théorème 3.3 
est établi. 

Pour voir que le théorème 3.3 de couverture est plus général que 
celui dans (T), à savoir [(T); théorème 5.2], il suffira d'établir, moyen
nant un exemple, que les conditions du théorème 3.3 puissent toutes 
être réalisées, avec 

(3.6) m a x ç i ^ W Y ) ) - - ! - » . 

Mais d'abord examinons quelques façons de réalisation de la condi
tion (3.1 b). 
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Soit G* (y) un ensemble défini pour tout y de G et construit selon, 
une loi convenable, tel que y ^ &* (y) ^ Q (y). Par exemple on pourrait 
choisir 
(3 . 7 ) Q * ( T ) = QO(Y) ( 2 .46 ) ; ou bien 0 * ( Y ) = Û Q ( Y ) , 

avec 

(3.7«) ÛO(Y) = 2 Y ' [ » ' = CO(Y'), SP, joints à y; <*(Y') < « * ( T ) 1 -

On vérifie les inclusions 

(3.7&) Û o ( Y ) ^ Û ( Y ) , 0 Q ( Y ) ^ 0 ( Y ) . 

La première est immédiate. Quant à la seconde, soit x un point 
sur £° (y); il existe un y' de G tel que 

# € Y ' , T ' ï ^ o , $ ( T ' ) < a $ ( T ) ; 

pour le w' = w (y'), qui correspond dans P, on aura 

# € W ( Y ' ) 5
 W ( Y ' ) Y ^ O ; 

donc x€&(y) (2.4 a). Supposons que les conditions suivantes ont 
lieu. 

HYPOTHÈSE 3.8. — Il existe une constante b (> a> î) telle que 

(3.8a) * . ( Q * ( Y ) X * * ( Y ) , * * ( T ( # I , N ) ) < 6*(T i ,) ( * > N ) , 

avec 

(3.86) T( / I , N) = Û(YI.) - û(Y«) û j , û ;=2o*(Yy) , 

{ tu 7-»i •' • « I #fln' une sutfe quelconque d'ensembles disjoints de G. 
(3.8') Dans l'hypothèse 3.8 Za propriété (3.i 6) s'ensuit. 

En effet, notons que ^ ^ ^N (4O) [car £* (yy) ^ & (yy)]; en posant 

L «>N J 
on obtient 

T N ^ 2 (Û(T«) - Û(Y») ̂ ) = 2 T ( W ' N ) ; 

«>N /z>N 

d'où (3.8 a) : 

<MT
N) T< 6 ^ $(Y/i)l ->O (pour N->oo) 

L »<N J 
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en tant que la série Y $ (y,) [^Ot, (D) <<*] converge ; en outre, 

d'après la première inégalité (3.8 a), on obtient aussi 

«M^N) [ < ^ ^ ( Ï « ) ] - > O (pourN->oo). 
L « >N I 

Enfin 
QN = T N + Q ; , , ¢ , ( 0 ^ ^ 0 , , ( ^ ) + ^ ( ^ ) 1 ^ 0 , 

ce qui vérifie (3.8'). Donnons maintenant un exemple. 
Dans le plan euclidien 11 = 01, reprenons la famille G, dont les 

ensembles 7 sont définis selon (2.11), (2.11 b) ; on obtient (2.11 b)-(2. n e ) : 

(O P°Or) = '-(Y) —Y> ''(Y) = {*(Y) — c(Y)^^z/(T) + c(y); o<y^i}; 
(2') |pO(T)| = a ( | ï | ) = |Yr- (2.4*0; 
(30 | Û ° ( Y ) K * | Y | (2.4*) [ a \ e c u n ô > a ( > i ) ] . 

Spécifions la famille P = { w }s où co = w (y), en posant 

(4') w (y) = y s i # ( y ) ^ - j w(y) donné par (2.126) si #(y) = - ; 

e.g. 
W(Y) ={Î"- A ( î ' C ( Y ) J ^ # ^ + ^ Q > c(y)j; o < j ^ i ; 

ici /M-? c(y)) = 2~T cT (y) (2.12). On vérifie (3 . ic ) . D'autre part 

p (y) (2.4 c) dans le cas présent est identique avec p° (y); donc (2') : 

(*') |p(T) | = a ( | T | ) = |yP, 

e. g. (3.i a) aura lieu, en tant que a (u) = u° satisfait à (2.5), (2.5 a) 
et la remarque 2.5' s'applique. Or 

(6') Q ( T ) = V w ' K = u > ( y ' ) ; o / y ^ o ; | Y ' | < « I Ï I 3 Î 

il (y) > w (y). D'après une remarque à la suite de (2. i0) 2 c (y) > | y |. 
Ainsi (4') : 

T 7 r l
û (T)k> T ^ l^ (Y) | = - j ^ -^ (Y)>|Yr ^ *(Y) = £ï 

par là 

iri^oTTr1 Û(T) le=+ w [avec *(T) = 3* 
MÉMORIAL DES SO. MATH. — N» 1 5 7 . S 
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a fortiori (3.6) est vérifié. En tenant compte de (6'), (4') il vient 

/ Û(Y) = A ( T ) H - B ( T ) , . 

(7') ) A ( 7 ) = 2 Y ' [ ^ ( Ï O ^ ^ Î Y ' Y ^ O Î I Y ' K ^ I Y I ] , 

[ B ( T )=2 W ' [o»'=co(T');*(Y') = J; co(T')T^o; | y 'K « 1 Y |] • 

En raison de (3r) : 

(8') A ( T ) < Q ° ( y ) , | A ( T ) | e < f t | T | (pour tout y € G). 

Selon [(T); p. 28] l'inégalité | yA | < a | y | entraîne que 

(9') c(Y)<c(t)qa (2^ = 1 + - ^ ) -

En examinant B (y) (7'), on note que pour x (y') = - : 

0 ' = w ( y ' ) •= 
_ 1 1 

^ 2 2 c •>(y');o<r^iJ; 

d'autre part &/ est joint à y, dont la partie de la frontière en commun , 
avec le segment [o, 1] est le segment 

«(Y) = I>(Y) —C(Y), * ( ï ) -*- C (Y)L 

par conséquent s (y) est joint au segment 

cr(Y') = j i - 2-*c4(T') ^ ^ ^ I + 2~M(y') j 

(qui est la partie de la frontière de w' = w (yr) commune avec [o, î]). 
D'après (9') : 

° (Y 'X°O(Y) = [5 — fô GÔ?), 5 -4-yov/c(Y)]» ?o = ^a. 

Tous les w' qui interviennent dans B (y) (7') sont contenus dans le 

rectangle ; </o c> (y); o < y ^ 1 J. Or [(T); p. 29] c (y) est 

inférieur à I q | y |, donc 

(10') 'B(y)<R(y) = j | ^ _ l | < S r 1 | T | ^ ; 0 < r ^ i j , 

où qy (> o) est une constante. Pour quelques-uns des y, B (y) peut 
être vide. 
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Soient yn (n = î, 2, . . . ) des ensembles disjoints de G; la série V I T*l 
converge. Posons 

71N=.max|YN | 

Il résulte que 

B ( y „ ) < R N = j | ; 

(alors T\y ^ o pour N -> 00 ). 

1 \ 
<9*T\X> ° < y ^ 1 \ ( p o u r / i > N ) ; 

« > N 

Ainsi 

0 0 

2 B ( Ï W ) < R N , 2 B ( T W ) < 2^]¾. 

lim 
N /*>N 

= Ô 

En outre, d'après (7), (8') 

(12') 2Q(Y„) = 2A ( ï / ï )"+"SB ( ï r t 

e «>N «>]N 

^ 2 | A ( ï " ) | e + 2B ( T n ) l ^ 2 ^ - 1 - 2B(r»> 

/i>N 

n > N « > N « > N n > N 

Par conséquent (n') , (3.i b) est vérifié. 

(3.9) Les développements (i')-(ia') fournissent un exemple de familles 
G = { 7 }, P = { w |, pour lesquelles toutes les conditions du théorème 3.3 
sont satisfaites [avec ®e (p (y)) ^£ o], tandis qu'aucune constante 
b(> a> 1), telle que <De (il (y) < ô O (y) (pour tous les y de G), n'existe. 

Dans beaucoup d'applications des théorèmes de couverture du 
genre de Vitali, e. g. de Denjoy-Vitali [(D,), (D,), (D3)] et de l'auteur 
[(T); sections 5 et 6; théorèmes 2.8 et 3.3], les deux familles d'en
sembles G = \ y }, P = { w } se confondent; c'est-à-dire, w (y) = y 
pour tout y de G. Il convient d'introduire : 

DÉFINITION 3.10. — Au cas de P = G, on dira que la famille G = {y J 
est régulière, si (avec les notations 2.2 et 2.4) : 

o<*(Y)< + «, *,(D)<«o ( D = 2 l T ) ; 

(3. ioa) L'hypothèse 2.5* a lieu pour P ( Y ) = A(G(y)) — A(G(y)) y; 

(d.iob) lim 
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Toù il (y) = 2 , ï ' iï> € G î Y' Y T£ O; <& (y') < a O (y)], avec un a > î J 
dès que j y/4} (n = î, 2, . . . ) est une suite quelconque de y,,, € G , 
disjoints. 

Le cas d'intérêt est seulement celui où A (G) n'est pas mince-O. 
En posant au théorème 3.3, P = G, on obtient : 

THÉORÈME 3 . H . — Si la famille G = j y i est régulière (défi
nition 3.io) on conclut ainsi. A (G) est mesurable. Étant donné z > o, 
il existe une suite dénombrable de 7,(7 = 1, 2, . . . ) , eG, disjoints, 
tels que 

(3 .na) * ( A ( G ) - A ( G ) r ) < « , où r = ^ n 

(3. u b) *(A(G)) - s < 4>(F)< «ï>(A(G)) •+• e. 

Une sous-famille d'une famille régulière possède ce caractère. 
Donc, pour un 7 fixe, la famille G (y) (des y' de G joints à y), sera 
régulière, d'où (d'après le théorème) p (y) sera mesurable, de sorte 
que dans (3 .10 a) on peut remplacer <ï>tf par <t>. 

Le théorème de couverture dans (T) qui correspond au théorème 3.11 
est [(T); (6.1)]; dans celui-ci il s'agit d'une famille G régulière au' 
sens de [(T); (6.A)-(6.D)]. On verra que le théorème actuel va au-delà 
du théorème [(T); (6.1)], si l'on montre que la propriété de régularité 
au sens de la définition 3.10 est plus générale que le caractère de 
régularité au sens de [(T); (6.A)-(6.D)]. On vérifie tout de suite 
que la régularité selon (T) entraîne la régularité au sens nouveau 

[car, avec y*(€G) disjoints, la série ^0(7 ,1) converge et ^ £(7,,) 

< ftV.O(y») - ^o pour N -> o, si la régularité est au sens ancien 
L 7i>N J 

Il devient essentiel donc de donner un exemple d'une famille G qui 
est régulière au sens nouveau, mais ne l'est pas selon [(T); (6. A)-(6.D)]. 

Encore une fois soit 01 = 01«, le plan euclidien. Choisissons les y 
de G comme il suit : 
(3.12) Pour x ?£ - et o < x < 1 les y qui correspondent sont définis 

selon (2.11 )-(2.11 b); x = x (y) sera le milieu du segment [x(y) — c(y), 
x (y) + c (y)] formant l'intersection avec l'axe x de la frontière de y; 
c (y) > o et ce segment est contenu dans l'intervalle (o, 1); pour un 
tel x fixe il y a une infinité de y, avec x (y) = x et c (y) prenant toutes 
les valeurs indiquées. 
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(3.12 a) Pour x = - soit 7 de la forme 7 = w + e[w = w (7), 
e = e (Y)L OÙ 

\_ 
w(Y) = h^x^ - •+• h; o <y^iU o </i < / - j 

et e (y) est le segment (linéaire) 

e (ï) = I \ ~ h*- x - 5 + h*' 7 = * I' 

o < a < 1 étant un nombre fixe; on a o < h < h* < - • En laissant A 

varier dans l'intervalle indiqué, on obtient une infinité de y situés 
dans le rectangle S { o < x < 1 ; o < y ̂  1 j . On dira que le 

nombre x (y) associé avec un tel y vaut - • 

Pour la famille G construite selon (3.12), (3.12 a) on aura o < | y | < 1, 
D = S, | D | = 1 ; A (G) = S. Considérons p (y) (3.10 a) pour un y 

avec x (y) ^ - ; il s'ensuit immédiatement que p (y) contient r (y) — y, 

où r (y) est le rectangle { x (y) — c (y) ̂  x ̂  x (y) + c (y) ; o < y ^ 1} ; 
si (x0, y0) est un point dans S — r (y), c'est que x (y) + c (y) < x0 < 1 
ou bien o < x0 < x (y) — c (y) ; si y' B (x0, y0) et | y' -+ o, on voit 

qu'éventuellement y' se trouve à l'extérieur de r (y) car c (y') -> o, 

/z (y') -> o, selon le cas, lorsque | y' | -> o, tandis que le segment 
[x (y') — c (y'), x (y') + c (y')], ou bien le segment [x (y') — h (y'), 
x (Y') + ^ (Y')] a v e c x (Y') = -» contient toujours le point x0 ; e. g. 
pour | y' | suffisamment petite y', contenant (x0, i/o), sera disjoint 
de y [y < r (y)], donc (x0, i/o) n'est pas indéfiniment couvert par les y' 
de G joints à y. Par là (2.11 b) : 

(ii) P ( Y ) = r ( Y ) - Y , Pl(Y)| = lY|2 si * ( T ) ^ i -

Envisageons un y avec x (y) = - ; y = w + e, où w et y sont donnés 

selon (3.12a) avec un certain h(o<h; / i a < i V S o i t R(/i) le 
rectangle 

(21) fi (h) = j - — h*^x^^-hh*; o<(x^ij. 
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R (h) D y. Si un point (x0, i/o) est dans R (h) — y, tous les y' 
avec x(y^ = x0 seront de la forme (3.12) (pour x = x0) et seront 
joints à l'ensemble e(y) (3.12 a) (qui fait partie de y); donc (x0, y0) 
est indéfiniement couvert par les y' (de G) joints à G, d'où R (h) — y 
est contenu dans p (y). Aucun point de S — R (h) n'est indéfiniment 
couvert par G (y) [pour des raisons de la sorte intervenant plus haut 
relativement à S — r (y)]. Or | y | = 2 h; ainsi, 

JP(Y) = R W - Y M, |P(Y) | = 2(Aa—/t) <2i-a|T|«5 

) I P(Y) I > * I Y la (une constante £ > o) si # ( Y ) = - • 

(3. i3) Pour la famille G = { y } [(3.12), (3.12 a)] on conclut qu'aucune 
fonction a (u), qui satisfait à (2.5), (2.5 a), n'existe de sorte que 

(3 . i3a) |p(T) | ^ a ( | y | ) (pour tout y de G) ; 

e. g. pour cette famille G la condition (2.5' a), (2.5), (2.5 a) 
(remarque 2.5') ne peut être satisfaite. 

En effet, si a (u) satisfaisant à (2.5) était une fonction telle que (3.i3a) 
ait lieu pour tout y de G, d'après (3t) il s'ensuivrait que nécessai
rement a (u) > /r«a (u > o), un o < a < 1); si, de plus, (2.5 a) 
avait lieu, on aurait ceci : étant donné un s > o, des r\n = r\n (e) > o 
existent, tels que r\n -> o et 

(40 <J=2j(x.(uhn) < s (dès que o < ^ j f t<Tin ) et ^ n < , » ^ i ; 
n,i 1 

on peut supposer que nn ̂ =. 1 ; ainsi on aurait 

(5i) # N ^ J M * % < £ [pour tout choix (4t) des uijn]. 
n 1 

Soit (3 un nombre tel que 1 < (3 ^ - et posons 

l = l 

alors o <ui)n <-nn et ^u^n = *}„ (^ 1), tandis que 
1 

2 ^ , / = ^ 2 ^ = + - (carap^i), 
l 

ce qui contredit (5i), e. g. (4t). U énoncé (3.i3), (3.i3a) es* irérî/îé. 
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Étant donné un s > o, prenons des nombres r)n(n = î, 2, . . . ) 
tels que 

(61) i^y\n>o (rin->o)) * '2%S<« (avec ^=1-+-2 1 ^) . 
n 

Soient les y?, €G, des ensembles quelconques tels que 

(7i) Y?(I ' = I , 2, . . . ) pour n fixe sont disjoints, | Y 7 | < * U -

Pour un n fixe les x (y?) [(3.12), (3.12 a)] sont tous distincts de ' , 

ou bien un seul x (y?(w)) = -] d'après (ij), (3i) : 

Sn = 2 P ( T 7 ) ^ 2 1 P W ) I + ÔV (,)|P(YÎ ( / Î ))| 
i i ^ v (n) 

2 iTÎl'+^vwa1-»!^!»)!", 
z ^ v ( « ) 

où ôv(n) = î, si v (n) existe, et ô\,(/l) = o au cas contraire. 

O r ^ l y ï l ^ i , d'où 
z 

*«< 2 lirïl-lT7l + a ,~a ,»ï<T»»2 lTÎ l" ,"a ,"*1,»ï-*' , ,ï-
i;év(i») ( 

Ainsi (61) : 

(s.) ^=2 2 P ( T 7 ) =2*-<*,2,»5<*-
71 Z 71 / l 

On voit que (6,), (7,), (8t) signifient que Za fa/nî/Ze G [(3.12), (3.12 a)] 
satisfait à l'hypothèse 2.5* [e. g. à (3.10 a)]. 

Soit y un ensemble de G avec x (y) = - , d'où y = w + e (3.12 a). 

R(/i) étant le rectangle (2,), si (x0, i/o) est un point de R (h) — y, 

tous les y' avec x (y') = x0 auront x (y') ^ - et ils seront tous joints 

à e, donc à y; parmi ces y' ceux pour lesquels | y' | < a\ 7 | seront 
dans il (y); d o n c H (7) > R (h) — 7; mais il (y) contient aussi 7, 
d'où il (y) > R (/1). Or | y | = 2 A. Par conséquent 

pour x (y) = - et | y | -> o. On conclut ainsi. 
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(3.i4) Pour la famille G [(3.12), (3.12 a)] : 

max-rYr-lÛ(y) |e = -4-00, 

e. g. aucune constante b n'existe telle que \ il (y) |6 < b | y | pour tous 
les y de G. 

Pour démontrer le caractère (3.1 o b) considérons un y avec x (y) ^ - • 
On peut écrire 

f Û(Y) = A ( Y ) + B ( T ) , 

( 9 0 \ A ( Y ) = 2 T ' [^(TO^jïT'Y^oslY'KalTl"], 

( B ( T ) = 2 T ' [*(T') = 5; T'T^o; | T ' K « | T | J -

Or les y', qui interviennent dans A (y), sont donnés selon (3.12), 
e. g. selon (2.n)-(2.n b). Comme dans les développements (7'), (8'), 
(S1), présentés plus haut, il vient 

(io,) A (y) < Qo(T), I A (T) | e < b |y | (un b > a) 

pour le y considéré x (y) ^ - ; ici 

Û ° ( Y ) = 2 T ' <Y 'Y^O ; I Ï ' K « I Y I ) , 

où tous les y' même ceux avec x(y') = - sont définis selon (3.12). 

DansB (y) | y' | = 2 h! et, en tant que | y' | < a | y |, on aura h' < ^ | y |. 

Tous les y' qui surviennent dans B (y) sont parmi les y' [(3.12 a), 

où h' remplace h] avec hr < - | y | ; par conséquent 

(ni) B( T )<R^|Y| ) = j j - « o | y | a ^ ^ ^ j + «o|Y|a;o<j^iJ< 

(a0 = 2_aaa). Si { yy } (j = 1, 2, . . . ) est une suite quelconque d'en

sembles disjoints dans G (donc ^ | y„| étant convergente j , prenons 

l'entier N > n', où n' est l'indice de y^ pour lequel x(y^) = -, s'il 
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y en a (autrement posons n' = o). Ainsi tous les y„ (n > N) auront 
x (Y«) 96 r Posons YJN = max | y„ |; d'après ( i i i ) : 

B(Y7z)<R N =R( f % ) (*»>N), 2 B ( T W ) < R N Î 

donc 

( I 2 i ) lim 
N 

Selon (g,), (10,) : 

2 B ( T « ) 

7Z>N 

^ lim | RN | = lim 2ao"rç§ = o. 

2Qdr«) 
7 Z > \ 

= 2|A(yrt)| 
<? 71>N 

2B ( Ï») 
/ 2 > \ 

<»2 | i r - | + |S B ( ï " ) 
7>>N / i > N 

La série ^ j Y/ étant convergente, d'après (i2 t) on conclut que la 

famille G [(3.12), (3.12 a)] possède la propriété (3.10 b). 

En tenant compte de la conclusion à la suite de (81), de (3.i4) 
et de (3.i3) on est amené à l'énoncé suivant : 

(3. i5) La famille d'ensembles G = ( 7 !, fournie par (3.12) (3.12 a) 
est régulière au sens de la définition 3.10 et ne l'est pas au sens ancien 
[(T); (6.A)-(6.D)], ni au sens de Denjoy (Di); plus précisément, pour 
cet exemple les deux caractères [(T); (6.B)], [(T); (6.C)] sont en défaut 
[l'importance de la régularité d'une famille G reste dans la validité 
pour une telle famille du théorème de couverture 3 . n ] . Dans cet 
exemple <ï> (p (7)) > o pour tout 7 de G. Notons encore que pour cette 
famille G l'inégalité (3.11 a) (du théorème 3.11) ne peut pas être 
remplacée par l'égalité 

* (A (G) - A (G) r) = 0. 

4. Théorèmes de couverture (suite). — Dans la section présente 
nous examinons la possibilité d'un théorème de couverture, avec les 
conclusions du théorème 3.3, lorsque l'hypothèse (3.1 b) n'est pas 
nécessairement satisfaite, l'hypothèse (3.1 a) (e. g. 2.5*) étant toujours 
admise; de plus (3.1 c) sera aussi admise [®e (w (y)) -> o avec O (y)], 
de sorte que 
(4.i) A(G)^A(P) . 

Démontrons d'abord l'énoncé; 
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(4.2) <be est une mesure extérieure « régulière » au sens de [(S; p. 5o)], 
e. g. tout ensemble X est contenu dans un ensemble Y mesurable-^ 
de sorte que <De (X) = O (Y). 

En effet 
<ï>e(X) = min<l>(Z) (pour Z mesurables D X ) . 

Soit Y„, mesurable et contenant X, un ensemble tel que 

[ $ e ( X ) ^ ] $ ( Y n ) < < ï > e ( X ) + -ï- (entier n > o). 

Posons Y'„ = Y, . . . Yn; Y'n est mesurable, Y'„ | ; Y ^ Y ' „ D X . 
On obtient 

«MX) ^ $(Y'7l) ^ $(Yn) < 4>e(X) -+- i . 

En laissant n -> oo il vient 

$ e (X) = $ ( Y ) , où Y = limY'„. 

Selon [(S); p. 5i], <&<? étant une mesure extérieure régulière, on aura 

(4.2a) <I,e(iim X„) = lim $e(Xn) 
n 

pour toute suite non décroissante d'ensembles X„ (n = î, 2, . . . ) . 
Reprenons les développements [(T); p. 6-10] avec des modifications 

provenant du fait qu'à présent aucune fonction a ( . . . ) ne survient 
et que la condition ®e (il (7)) < b <Ê> (7) n'a pas lieu; ces conditions 
sont remplacées par (2.5*), (3.i c) et par des conditions introduites 
plus loin (théorème 4.5). En particulier dans les formules [(T); (8°), 
(io°), (120), (160), (200), (220)] an et s sont respectivement remplacés par 

(i«) «MM U . = 2P(Y?) > * = **(e) e = 2 p ( T / ) 

[H = A(P)]. [(T); (250)] devient 

(20) «MB)^<MR')-+-*, R = H - H r , R' = H - H ( r + 9), r = Y T „ 
1 

où (d'après l'hypothèse 2.5) on peut supposer que les 7, € (G) disjoints 
soient choisis de sorte que s < s. Omettons [(T); (260)]. Soit N un 
entier positif. Le texte à la suite de [(T); (260)] reste valide, sans 
changement, jusqu'à [(T); (3i0)]. Ainsi 

(3o) R ' c j û f r » ) . 
7Z>N 
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Posons 
îi+p 

(4.3) X,(N) = R' 2 û(Tl). 
z = N-M 

On obtient (30) : 
(4.3a) X , ( N ) f R ' (pour y?->oo); 

de plus (4.2 a) : 

(4.36) * « ( X , ( N ) ) f * e ( R ' ) (pour/>->oo). 

D'après (4.3) il vient 

(4.3c) «MX,(N))^<M 2 Q(Ti)Y 

On est amené à la conclusion suivante : 

(4.4) Admettons les hypothèses 2.5*, (3.ic). Remplaçons l'hypo
thèse (3. î b) par la suivante, qui est moins forte : 

(4.4a) lim 3>J 2 Q(T')) = o 
\ i = N + l / 

( pour tout o < p < -h oo ), 

dès que les y, de G sont disjoints. Si la convergence dans (4.3 b) est 
uniforme relativement à N, il résulte que 

(4.46) *e(R)<t, R = A(P)-A(P)r , r = 2 T . 

pour un choix convenable des y, (eG) disjoints, dépendant de s. 

En effet, étant donné un | > o, on déduit 

(ii) * « ( R ' ) - * e ( X , ( N ) ) < Ç [(pour t o u t / ^ / > ( ? ) ] , 

où pÇ) est indépendant de N. Donc (4.3 c) : 

«MR'XS 
\ i = N + l / 

D'après (4.4 a), pour N -> oc, il en découle que <be (R') ^ £; R' est 
indépendant de £, donc <& (R') = o. En tenant compte de (20) on 
vérifie (4.4). 

On est mené à un théorème de couverture, avec les conclusions comme 
au théorème 3.3, lorsque les hypothèses de l'énoncé (4.4) sont satisfaites 
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Il ne serait pas difficile de trouver un exemple de familles G, P, pour 
lesquelles l'hypothèse 2.5*, et les conditions (3 . ic ) , (4.4 a) sont 
remplies, tandis que la condition (3.i b) est en défaut; pourtant, 
avec la relation (3. î b) absente, il paraît être assez difficile de s'assurer 
de l'uniformité de la convergence dans (4.3 b). Par conséquent nous 
procéderons d'une façon différente. 

THÉORÈME 4 .5. — Admettons les hypothèses 2 .3, 2.5*, (3 . i c ) 
[<I>e (w (y)) -> o avec <I> (y)] et la suivante. Soit z > o quelconque; envi
sageons les suites de y„ (n = î, 2, . . . ) , €G, disjoints et choisis selon 
[(T); p. 6-10], avec les modifications indiquées à la suite de (4.2 a) 

et avec s = $>e (6) (i0) < - ; on admet qu'en correspondance avec les 

ensembles H (N) (N = 1, 2, . . . ) , H (N) ^ ils, existent tels que 

I A (P) — e — r . A (P) ^ H (N), 

lhn<MH(N))<-, où r = 2 ï n , 8=2?^»)-

Alors A (G) ^ A (P); A (G), A (P) sont mesurables, de la même 
mesure; les y, peuvent être choisis de sorte que 

(4.56) $ ( i ( P ) - A ( P ) 2 ï , ) < £ ; 

*(A(G)) - s < *(2"T<) < *(MG)) •+• •• 

D'abord on remarque que l'ensemble au premier membre de l'inclu
sion (4.5 a) est identique avec Rr (20); de plus (30) : 

(4-6) R ' ^ 2 0 ( T " ) = Û
N-

n > \ 

Par conséquent l'inclusion dans (4.5 a) certainement aura lieu 
pour H (N) = il^. Si l'on avait la condition (3.1 b), e. g. si lim Oe (&\)= o, 

N 

le cas serait celui déjà envisagé au théorème 3.3. Pour démontrer 
le théorème notons d'abord que (4.5 a) entraîne 

(4-7) * • ( * ' ) < j -

En tant que s = €»e (6) < i (ce qui est possible d'après 2.5*),, 

eh raison de (20) et de (4.7) il vient 

(4.7a) < M R ) ^ $ e ( R ' ) - w < s , où R = A(P)—r.A(P). 
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La mesurabilité des ensembles A (G), A(P), R et'toutes les autres 
conclusions du théorème s'ensuivent moyennant des adaptations 
convenables des procédés dans [(T); p. n - i4 ] [voir le texte à la suite 
de (3.5), qui s'applique pour achever la démonstration du théo
rème 3 .3; ces développements restent valides même avec le rempla
cement de la condition (3.i b) par l'hypothèse présente (4.5 a)]. 
Le théorème est ainsi vérifié. 

EXEMPLE 4.8. — Soit une constante a > i . Pour tout couple de 
nombres réels a < (3, qui se trouvent sur le segment linéaire [o, î], 
envisageons tous les ensembles /"(linéaires) fermés, épais, discontinus 
(totalement), ayant a, (3 pour les extrémités, a (f) = a, b (f) = (3, 
ni a ni (3 n'étant isolés dans f, tels que 

(4.8a) - ô 9 ( / ) ^ | / | (mesure euclidienne de /)<£&(/), 

où ô(f) = b (f) — a (f) est le diamètre de f; de plus, en posant 

0°) [«(/)> b(f)] — / = 2 " » (Ies intervalles un disjoints), 

on suppose que 

(4.86) \i<n\<\/l*(f). 

La famille d'ensembles y, G = { y-|, est formée des f, que nous venons 
de spécifier, ainsi que des ensembles f\ où f° est le f correspondant, 
dépourvu des deux extrémités, e. g. f° = f — ! a(f) } — \b(f)}. 
Prenons P = j co j (hypothèse 2.3) identique avec G = {y} ; w = w(y) = y. 

On remarque que 

(2o) a(/o) = a ( / ) , 6(/o) = 6( / ) , d'où 8(/«) = 8( / ) ; ^ 

(3°) («( /») , 6( /o)) _ / o = V W/l [les Un de (i«)], | « » | < ^ / £ 3(/»). 

Si h est un ensemble jouissant des propriétés de f, sauf pour (4.8 b) 

e. g. si A est fermé, épais, discontinu, o ^ a(h)< b(h)^i, - â 7 ( / i )^ | / i | , 

tandis qu'en posant [a (h), b (h)] — h=^vn (les intervalles vn 

disjoints) on a | pn | ^ i / ^ d ( A ) pour quelques n j , alors on pourra 

ajouter à A un nombre fini de points y7 situés dans 2^vn de sorte 
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que, f désignant l'ensemble ainsi obtenu, on aura toutes les conditions 
de l'exemple satisfaites [avec d (f) = à (h), \f\ = \h\]. D'une façon 
plus générale, étant donné un n > o quelconque, on peut choisir 

les yy dans ^ P « de sorte que f( = h + 2 , 7 ? ) es^ dans G et, en même 

temps, 

( 4 ° ) \un\<l[. 

Si a < (3 sont donnés sur [o, î] , ainsi qu'un in < o et un nombre p. 
tel que 

I ( P - 01)1^ f l ^ ( P - « ) « , J 1 < I , 

des ensembles f de G, avec a (f) = OL, b (f) = (3, existent jouissant 
des propriétés de l'exemple, ainsi que les suivantes : 

(D<>) | / | = H, \Un\<1\ [Kn d e ( ! « ) ] ; 

l'ensemble correspondant f° (dans G) satisfera aussi à (5°), les un 

pouvant être définis selon (3°). Pour montrer l'existence des f satis
faisant aux conditions spécifiées, on peut d'abord choisir un p parfait, 
totalement discontinu, d'extrémités a, (3, tel que | p | = p. (une telle 
construction est connue); puis on peut ajouter à p un nombre fini 
de points, situés dans les contigus de p, de sorte que, en désignant 
par f l'ensemble nouveau, f satisfait à toutes les conditions voulues. 

On voit que 

(4 .9 ) A (G) ( = l'ensemble indéfiniment couvert par G) = [o, 1]. 

Selon (4.8 a) | 7 | -> o entraîne ô (y ) ->o; donc le recouvrement 
indéfini est au sens diamétral. 

Envisageons un y de G particulier; y est un f ou bien un f°; dans 
les cas respectifs : 

(60) [ « ( Y ) , 6 ( y ) ] - T = 2 j M * > < « ( ï ) > * ( ï ) ) - ï = 2 " i . , 

les un étant des intervalles disjoints. Il vient (2.4 a) : 

(7°) Û ( Y ) = 2 Y ' [Y'€G;y'Y^o;|T ' |<a|Y|] . 

D'après (4.8 a) : 

I Y ' I ^ ( Y ' ) , ^ ( Y ) ^ * | Y | ; 



LA RÉGULARITÉ MOYENNE DANS LA THÉORIE MÉTRIQUE. 29 

donc 

(80) 8(T') < l / / " o ( T ) entraîne | Y ' K « [ Y | -

Les intervalles un étant définis selon (6°), envisageons un un = (all9 bn) 
particulier; an, bn appartiennent à y. Considérons tous les yr (de G), 
chacun étant un f, tels que 

(9°) a(f)=àn, 6(y') = 6„, d'où ±\un\*^\ï\^\un\*; 

si x est un point quelconque dans un on peut toujours trouver un 
tel y' contenant x; donc la réunion des y' dont il s'agit dans (90) vaut 
le segment ïïn; pour un tel y', d'après (4.8 b) et (6°) : 

*(Y') = l « i - l < ^ / f 8 ( ï ) , d'où (80) | T ' | < a | Y | ; 

en outre y' est joint à y (par a„ et bn), ainsi ces y' sont parmi les y' qui 
surviennent dans (70). Par conséquent il (y) contient un (6°) pour n = 1, 
2 . . . ; puisque a > 1, il (y) contient y aussi. On déduit que 

Q(Y)3[«(Y), è(Y)] (si y est u n / ) , 
( I ° 0 ) \ Q(Y)3(*(Y),*(Y)) (si Y est un/o) 

Si G' est la sous-famille de G formée de tous les y de G qui sont les f 
(e. g. contiennent leurs deux extrémités), on observe que G' couvre 
indéfiniment, au sens diamétral, le segment [o, 1], A (G') = [o, 1]. 
(4.10) G' (et en effet G) ne couvre pas [o, 1] au sens classique du théo
rème de Vitali. 

En effet soient x un point quelconque sur [o, 1] et y"(^G') une 
suite d'ensembles contenant x de mesure tendant vers zéro, donc (4.9) 
de diamètre tendant vers zéro; selon (4.8 a) on aura 

I Y71 I 
(n°) rH= f+—L[^8(Y«)]->O (pour/I->OO); 

ici rn est le « paramètre de régularité » de y"; (ii°) veut dire que la 
borne inférieure de la suite ( rn \ n'est pas positive, donc aucun point x 
de [o, 1] n'est couvert par G' au sens classique de Vitali; (4.10) est 
vérifié. 

Soit un o < £ ^ - . Choisissons un yi de G' d'extrémités o, 1, tel 
— 2 

que | yi | = 1 —c [cela est d'accord avec (4.8 a)]; posons 

(i2°) [o, 1] — yi = "V uhTll (les intervalles uUni disjoints); 
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on a (4.8 6) | HJ>WI | < t / - ; en tenant compte de la constatation 

en rapport avec (5°) on fait en sorte que 

03°) l« i .»J^i-

D'après (io°) il (y,) = [o, î]. Soient 

0 4 ° ) « I . T I ^ 6j )Wl (les extrémités de u i . n j . 

On choisit les y,)/2l ainsi : 

Y i . ^ e G — G (e. g. les yi,Wl sont d e s / 0 ) , 
(i5o) 

( a ( Y i , « i ) = « J , « I J * ( Y I , / Ï I ) = ^ J , « i î 

en posant H,,WI— Yi,», =2u , .«i ."« (d e s intervalles disjoints «,,„,,„,), 

moyennant la remarque (5°) on réalise 

0 6 ° ) I «i,n lf«, | ^ ^ [ ainsi que (4 .8 6) | ult„lt„t | < i / | | "I.II. | L 

En raison de (io°) : 

(17°) ^ ( Y l . n j D M l . n , ; 

Ti> Yi,«i (ni = *> 2> •••) s°nt disjoints. Ensuite choisissons les 7iîttl)Ws 
de sorte que 

( l 8 ° ) Y i , « i , n , 6 G — G', «(Yi . / i i .n , ) = «j./it,!!,, * ( Y I , / I I , « « ) = ^J,»II,WI 

(e. g. les extrémités de yifni>/,a sont celles de Ui,«,,,,,); en posant 

"i.^i.wa—Yit«i»«î = ^ i M i » « i , « i , « i (u . d i s j o i n t s ) , 

«8 

on ait 

('9°) l " i , n l f n l f i i , | ^ ^ ^ a i n s i q u e | « . | < y ^ | Kj,n | ,» t |J. 

Alors (io°) : 

( 2 0 ° ) Û(Yl ,n i ,» . )^"J ,» i ,» . -

Y*» Yi.»i (ni — *» 2» •••)> Yi,ni.ii(ni» n* = î, 2, . . . ) sont disjoints. 
Ayant obtenu, de cette manière, les ensembles 

( 2 I ) Y l j YliWi» Y l » « i i » s » * • • ? Y l i « n « » , . . . » « t ? 
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pour un k > o, avec 

(220) u]tnu ,#**—Yi,iï1,...,«x=2M«."i. -,«*+! (w... disjoints), 

Yi,*i,.. ,«* (u n D ayant les mêmes extrémités que Ui,*,,.. ,n„ 

on choisit les Yi,nlf ..tnk+t ainsi : 

(23o) j Ti.«.. . .»*+ .€G-G' 

( (Y— possède les mêmes extrémités que 1̂,11̂ ...,1144.,)5 

en posant 

M l i « i i . . • " * + ! Y l , « i , . .1*4-1 = ^ i a l i » l . . . , « t+s» 

«*4-s 

on a 

I ^i./i,,.. . i ix+U^a-*-3 . 

On obtient ainsi une suite dénombrable 

M N ) î Yij Y 9: • • • > Y/i» • • • ) = 1 Ylj Y I , « „ Yi , / i i ,n 9 ) • • • ? Yl,Wi,7ï„ . . . , n t î • • • ) 

( (les rij parcourant les \aleurs 1, 2, . . . ) 
d'ensembles disjoints de .G (yt un f, les autres des f°). En tant que 
| Yi | = 1 — £, cette suite couvre A (G) = [o, 1] à e-près : 

(4. u a) [°> ! ] — 2 T n < s . 

Montrons que cette suite ne couvre pas [o, 1], sauf pour un ensemble 
mince. En tenant compte des définitions successives des u,flll (120), 
Ui.#t..fi« [à la suite de (i50)], uit„t,attni [à la suite de (180)], etc., on obtient 
en succession, avec «7 = [o, 1] : 

<J — y , = 2" '»"" * — Y l - ^ Y l , n,=2(Ml.i»t--Yl,«.) =2^1,111,11,, 

7~~ Ti~~ ^2j YI'"»"~ JJJ T l ' w i ' " s = ^ ("î,*!,"*-" Yl,*i,««) = J^j ul,nunt>na, 
«1 «1 , "S « i , W , ^ l , tg ,7Z s 

et en général : 

(24°) < ^ ^ - *** 

( * = o, 1, . . . ; S 0 = s — Yi ) . 

file:///aleurs
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Or y,,^,. ,JHJ ( j ^ i ) a les extrémités de uUni>. >/ïy et, d'après (4.8 a), 
I Y«.»i..-..»; 1^1 "i,«i,...,«y T; donc, en posant 

(250) A ^ = 2 2 ^ 1 n' <*> 0) ' d'où *k = °-yi-Ak (*>o), 
J=l nlt...tnj 

on obtient [(220), (240)] : 

7 = 1 TZJ,. ,n y y = i TZ4 7iy 

=2 2 ~ / _ i K/ i> °ù */= 2 Mi,ni'••••*>; 

/ = 1 «i, . .,7ly 

il vient 

/ I = <T — Yiî ^ = = ^ / - 1 ( 7 = 2 , 3 , . . . ) ; 

| A | = I - | Y I | = S; | / , | < | / i | » i ( y > i ) . 

Par conséquent 

/ = 1 

et (240) : 

(260) | «̂  | = ! _ | T l | _ | Ajt | = « — J A* | > 1 (* = i, 2 , . . . ) . 

On a ô0 > ô\ > à2 >... ; les ô\ (k > o) sont ouverts; on 
déduit (4.11) : 

w 00 

8 = limS^=(T-y1 — 2 2 ^.^. . . ,111=^-2^ 
( 4 . 1 2 ) < k = l 11^...,111 71 = 1 

[avec (26°), o < - ^ | 8 | < s]. 

Ainsi la suite { y»} (4.11) couwe [o, 1] à z-près, mais elle ne couvre 
pas [o, 1] sauf pour un ensemble mince. 

Dans (4.11) les y,, y1|fIli ..,„Â (A: = 1, 2, . . . ) étaient numérotés comme 
une suite simple j yt, y,, . . . j . Pour tout entier N __ 1 il existe un 
nombre X ' = ? N > i tel qu'aucun des yl|IÏIf . }Hk (k^V) n'est parmi 
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les yy (J ^ N), e. g. les y,, „tt. , nk (k ̂  V) sont tous parmi les yw(n > N). 
Donc d'après (io°) et (240) : 

(27°) Û N = 2 Q ( Y - ) D 2 2 Û(T,'W* nt) 

^ 2 2 ai,wi Wi= 2 S*""1# 

La suite d'ensembles d* étant décroissante, ô*->8, en raison de (4.12) 
il vient 

(280) û w ^ v - i ^ ; | û N | e ^ | 8 | ^ i . 

Les &N(N = i, 2, . . . ) constituent une suite non croissante, donc 

(4.i3) l i m | Û N | e ^ | 8 | ^ î . 
N 2 

Notons la propriété suivante : 

(4. i4) Si y € G (exemple 4.8), pour l'ensemble p (y) (2.4 c), 

P ( T ) = A ( G ( Y ) ) - T A ( G ( T ) ) , 
on aura 
p ( y ) = o (si y est un / ) , p(y) = { a(y)-( 4- { 6(y) } (si y est un p); 

(4 . i4« ) I P ( Y ) I = ° (pour tous les y de G). 

En effet, si y est un /*[y contient ses extrémités a (y), 6 (y)] et x est 
un point sur <r— y, x sera à distance positive de y; si y71 de G 
(n = 1, 2, . . . ) contiennent z et | y" | ->- o [e. g. ô (y") -> o], les y* seront 
disjoints de y dès que n surpasse un entier suffisamment grand; 
ainsi «7 — y ne contient aucun point indéfiniment couvert par la 
famille G (y) d'ensembles de G joints à y; dans ce cas p(y) est vide. 
Envisageons un y qui est un f°, donc y ne contient pas les points a (y), 
b (y). Si x sur a- — y est à distance positive de y on raisonne comme 
plus haut et l'on conclut que x est étranger à p (y). Si x (sur a- — y) 
est à distance zéro de y, c'est que x est une extrémité de y. Soit par 
exemple, x = a (y). Choisissons une suite de y" (n = 1, 2, . . . ) tels que 

(290) y» est u n / ; a ( y i ) = a ( y ) ; ^ (Y / l ) | a (y ) (pour/i->oo); 
(3o°) y71 est joint à y. 

La possibilité d'un tel choix se voit en notant que, si des y (n) satisfont 
à (290), on pourra trouver un point xn de y avec a (y) < xn < b (y (n)) 
[on se rappelle que a (y) n'est pas isolé dans y] ; soit yn l'ensemble y (n) 
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augmenté par xn; alors yw satisfait à (290) et à (3o°), avec b(yn)=a(^(n)); 
de plus y71, étant un f, contient son extrémité gauche x = a (y) 
et I Y ^ I - ^ O ; donc x, étranger à y, est indéfiniment couvert par la 
famille G (y) d'ensembles de G joints à y, e. g. a(y)€p(y). De même 
pour le cas de x = b (y), ce qui vérifie (4. i4), (4. i4 «)• 

Pour la suite (4.11) on obtient 

R = 8 = [o, 1] —r (4.12), R ' = R —e, 

(*' l 5 ) ' OÙ r = 2 ^ e=2p(ï«); 
1 

ici ô est un ensemble dénombrable formé des extrémités des ensembles 
Ti.»« «, ( j ^ i ) ; on a [(4.12), (240)] : 

(4.i5a) o < i ^ | R | = |R'| = J 8 | < e ; R'cRcS* (£ = 0,1, . . . )-

Donc en raison de (2 8°) : 

(4.i5 6) R'cR(c8V- i )cûN [X'==:X(N); N = i, 2, . . . ] . 

Nous allons montrer que 

(4.i5c) | ûN \e^ (I-H 2C)£ (N = l ,2 , . . . ) , c=\/2a. 

il (y) étant défini dans (70), on note (4.8 a) que 

is*(Y')^lY'h a |y |^a82(y ) . 

Donc | Y | < a | y | entraîne 

(3i°) l^(t')<ct^(y), 8(y')<c8(y), c = sfcà; 

si en plus y' est joint à y, tout point de y' sera à distance inférieure 
à cd(y) de l'ensemble y; tous ces y', ainsi que il (y), sont inclus dans 
Vintervalle 
(320) *(Y) = (a(Y)-c8(y),6(y)-4-c8(y)) . 

En tenant compte de (220), (230) il vient 

^1,71^...,/14,71^4-^^1,^,.. ,nk, ^ (Yt,«x,. ,nk,nk+l)Cv(*fi,ut,...,!!*) C . . . C ^ Y î . / i J , 

donc (32°) : 

Û(Tl.m.....Jt*+.)CP(Yi,nli.. ,nk+l)cv(n,ni) ( *^0) . 
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Par conséquent ( 4 . n ) : 

35 

A = l 71^...,71^ 

Or 
I vhu*) 1 ^ ( i •+- 2c) 8(Tl>/ll) = (i + 2C) | ûltnt |; 

d'où (l2°) 

: ( I + 2 C ) 2 M i »^ = (1-+. 2C) | [O, î ] — T l | = ( H - 2C) 8 

pour N = î, 2, . . . , ce qui démontre (4. i5 c). 

En raison de (4. i5 a) : 

(4.i6) I — * < 2 Y » </\— 

Nous résumons les développements (4.8)-(4.16) comme il suit : 
(4.17) Envisageons la famille G = {y} de l'exemple 4.8, P = G. 
Soit s > o. Considérons une suite y„(n = 1, 2, . . . ) disjoints, yneG, 
dont il s'agit dans ( 4 . n ) . Cetfe sui/e n'est pas nécessairement formée 
d'accord avec [(T); p. 6-10]. On a A (G) = [o, 1]. G ne couvre pas [o, 1] 
au sens classique de Vitali. La suite {y„ | couvre [o, 1] à z-près, mais ne 

couvre pas [o, 1] sauf pour un ensemble mince. Posons T = 2 Y « » 

ô = 2 ^ ^ ( 2 - 4 C ) ; 6 est un ensemble dénombrable [voir le texte 

qui précède (4.i5 a)]; 

R = [o, i ] - r , R '=R 

on a 

^ | R ' | = | R | < £ ; R ' c R c Q N (270) (N = i , 2 , . . . ) . 

On voit en particulier que R est contenu dans &N(N = 1, 2, .- . . ) , 
malgré le fait que la suite {y*} n'est pas construite selon [(T); p. 6-10]. 
lim | iln \e ẑ£ o et, en effet, 

- ^ | R' | = | R | ^ lim | QN | e ^ (1 -+- 2c) s (c = ^ ï â ) . 
2 N 
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Toutes les conclusions du théorème 4.5 où H (N) = ŒN et - dans (4.5 a) 

est remplacé par (î + 2 c)s seront vraies pour la suite {y„}. En effet, 

la première partie de (4.5 6) provient de (4. i5 a) et la seconde partie 

de (4.5 6) a lieu en raispn des inégalités 1 — s < | T | ^ 1 — - (4.16) 

et puisque | A (G) | = 1 . Enfin on note que le théorème 3.3 ne s'applique 
pas au cas actuel, puisque (3.16) est en défaut au moins pour la suite [ yn \ 
considérée. 

DÉFINITION 4.i8. — Soit P = G. On dira que G est une famille 
régulière lorsque les conditions de la définition 3.10 sont remplies, 
ou bien, d'une façon plus générale, lorsque G est telle que l'un au 
moins des théorèmes de couvertures précédents ait lieu (encore au 
cas où P = G). Pourtant la définition de régularité selon la défini
tion 3.10 est plus utile, parce que son application ne fait pas intervenir 
la formation de la suite { yn j . 

5. La moyenne régularité de Denjoy. —Désormais nous procédons 
toujours avec la famille G = {y} [— P] régulière au sens indiqué plus 
haut. Ci-après les résultats (5.1 )-(5.14) sont identiques (sauf pour 
l'emploi du caractère de régularité au sens plus général qu'avant) 
avec les constatations qui se trouvent dans (T) à partir de (6.3) 
jusqu'à (9.2) (sauf pour [(T); (8.3)] et pour [(T); (8.4)]. Il n'y a rien 
à changer dans les démonstrations (mais on fait usage des théorèmes 
nouveaux de couverture). Ces résultats étaient établis pour la première 
fois par Denjoy [dans (Di)], sous l'hypothèse de régularité au sens 
de Denjoy. Ensuite nous abordons l'étude de questions qui outre 
la régularité exigent l'emploi d'un autre caractère; dans (Di) [et les 
nombreuses Notes aux Comptes rendus de l'Académie des Sciences 
en rapport avec (Di)] c'était la propriété de la « parfaite régularité » 
au sens de Denjoy; dans notre Ouvrage (T) c'était la propriété de la 
« parfaite régularité » à notre sens [plus générale que celle survenant 
dans (D,)]. 

Pourtant Denjoy a introduit dans (D,) une notion très remarquable 
de « moyenne régularité », qui sert pour remplacer le caractère de la 
« parfaite régularité ». La forme de la moyenne régularité, que Denjoy 
a finalement adoptée, se trouve dans [(OD); p. 69] [Observations..., 
à la fin de (D*)]. A la suite de (5.15)-(5. i5, II) nous faisons usage de 
cette notion de moyenne régularité dans sa forme finale donnée 
par Denjoy. 
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(5.i) Toute sous-famille G* d'une famille régulière G est régulière 
[bien entendu A(G*)^ A (G) et le cas d'intérêt est où 0>(A(G*)) > o]. 
(5.2) Soient G régulière, une constante o < 6 < i , EcA(G), 
<D, (E) > o. Si ¢ , (E y) < 0 ^ (y) pour tout y de G, ¢ , (E) ̂  0 O (A (G)). 

On définit les épaisseurs extrêmes d'un ensemble mesurable 
E c A = A (G) au point M de A (relativement à une famille régulière) : 

(5.3) ép. inf.;n(E, M) = lim *£fV » ép. sup. TÏ(E, M) = ï i m . . . 

pour y (de G)sM et <I> (y) -> o. L'épaisseur (exacte) est 

T)(E, M) = r\(E, M) = TJ(E, M) au cas où TJ = TJ. 

(5.4) Si G est régulière, ri (A, M) = î sur une plénitude de A = A (G). 
Envisageons *F(E) fonction d'ensemble mesurable-^, EcA==A(G), 

G régulière, *F(E) étant un nombre réel et fini pour tout tel ensemble E ; 
on dira que 

(5.5) ^TeC. A., e. g. W est complètement additive, 

au cas où *W V E„j = ^ W (En), dès que les En, cA, sont disjoints, 

les W (En) sont déterminés e t 2 1 ** (E*) I < °°> ^ possédant, en outre, 

de la soustractivité. Dans l'Ouvrage actuel une relation *F€C. A. 
sur un ensemble mesurable H c A (G) aura la signification, un peu 
plus restrictive, d'accord avec [(S); p. 8]. Ainsi les ensembles mesu
rables (— ¢) formant une famille complètement additive, C. A. sur H 
voudra dire que W est définie et finie pour tout X, c H , mesurable 

et que ^(2^)=2^^) dès ^ue X"' C**' mesural}les son t 

disjoints. 

DÉFINITION 5.6. — Au moyen du rapport A, '' (y€G) on définit 

les nombres dérivés supérieur, inférieur, moyen (limite quelconque), 
la dérivée (unique, s'il y en a) : 

(5.6a) (G)DV(M), (G)DV(M), (G)DTOV(M), (G)DT(M) 

de W au point M de A = A (G). 
(5.7) Les dérivés extrêmes et la dérivée unique, si elle existe, (5.6 a) 
sont mesurables. 
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(5.8) Soit W (E) [E c A = A (G) ] complètement additive (donc bornée) ; 
supposons que G est régulière. On conclut que les ensembles 

E + - = { (G)DV(M) =-4-0°}, E _ « = { ( G ) D V ( M ) = — ooj 

sont minces-^ (e. g. de mesure-^ zéro). 

DÉFINITION 5.9. — W (E), définie et finie pour tout ensemble mesu
rable E ( c A ) , est dite métriquement continue (locution de Denjoy), 
si *F (E) ->- o avec <P (E) [alors, étant donné c > o, il existe un à (s), 
de sorte que | W (E) | < : dès que <ï> (E) < d (.) (E, c A, mesurable); 
W (E) = o dès que <I> (E) = o]. 

(5.10) G étant régulière et W étant C. A. et métriquement continue, 
aucun couple de nombres A < B n'existe tel que 

(G)D¥(M) < A < B < (G)D^(M) partout sur A(G). 

Dans (D) Denjoy fait usage d'ensembles noyaux et d'ensembles 
enveloppes au cas où G est régulière au sens de Denjoy; les mêmes 
sortes d'ensembles sont introduites dans [(T); p. 22 et 23] en rapport 
avec la régularité plus générale, celle au sens de [(T); (6.A-D)]. 
A présent noyaux et enveloppes sont entendus relativement à la notion 
de régularité selon la nouvelle définition 4.18. 

DÉFINITION 5.11. — Si G = { y } est régulière et F c A (G), F sera 
un noyau lorsque 

(5.11 a) <E> [A (G (F)) — F] = o, G (F) étant la famille des y de G 
joints à F, on dira que 0 [ c A ( G ) ] est une enveloppe, si A (G) — O 
est un noyau. 

On note que G (F) étant régulière comme G l'est, A (G (F)) sera 
mesurable en raison des théorèmes fondamentaux de couverture; en 
raison de (5.11 a) il s'ensuit que tout noyau F est nécessairement 
mesurable, d'où les enveloppes sont aussi mesurables. 

(5.12) La somme (le produit) finie de noyaux (d'enveloppes) et le 
produit non vide (la somme) au plus dénombrable de noyaux (d'enve
loppes) sont des noyaux (des enveloppes). F et O étant respecti
vement un noyau et une. enveloppe, F — FO sera un noyau et O — OF 
sera une enveloppe. 

Voici un théorème d'épaisseur pour les noyaux. 

(5.i3) Si F est un noyau, relativement à une famille G régulière, 
on aura 

TJ(F, M) = 1 sur une plénitude de F, 
TT) (F, M) = o sur une plénitude de O = A (G) — F 
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[73(...) est l'épaisseur relativement à G]. 

(5.14) G étant régulière et W étant une fonction d'ensemble E c A (G), 
complètement additive et métriquement continue, les inégalités, 
valides sur un noyau F, 

(G)D^(M) < A, (G)D^(M) > B 

entraînent dans les cas respectifs : 

^ ( F ) Z A $ ( F ) 5 *F(F)^B<Ï>(F). 

( 5 . l 5 ) DÉFINITION DE LA MOYENNE RÉGULARITÉ DE DENJOY. On 

admet d'abord, comme dans l'hypothèse 2.3, que la famille G = {y} 
jouit des propriétés : 
(5.i5a) o<«ï>(y)<oo, ^(D)<oo ( D = 2 ? ) > <MA(G))>o 

[éventuellement <I>e (A (G)) = <D (A (G))]. G(=P) possède la moyenne 
régularité dans les conditions suivantes : 

Étant donné un s > o, quel que soit E, c A (G), mesurable, on 
peut réduire G (E) (= la famille des y de G joints à E) à une 
famille G; (E) de sorte que 

(5.i5, 1) EA(G(E) — G'(E)) = o 

[e. g. pour tout point M de E les y de G (E) — G' (E) contenant M 
ont ^>(y)^c(M, E) (indépendant de y)> o]; 

(5.15,11) d>c(p'(E))<£, ou p'(E) = A(G'(E))_E. 

La notation pour p'(E) dans (5.i5, II) est justifiée à cause de 
l'inclusion E c A (G' (E)), valide pour les raisons suivantes. Si M est un 
point de E[c A (G)], s'il existe une suite de yn(n = î, 2, .. .)cG(E), 
y,3M, <b(yn) -> o. Si aucune infinité de ces yn n'appartenait à G'(E), 
on aurait M (de E) dans A(G(E) — G'(E)), ce qui serait contraire 
à (5.i5, I); donc une infinité de yw est dans G'(E) et M€A(G'(E)), 
d'où EcA(G'(E)). 

Une famille G (= P), satisfaisant à (5.i5a), est dite régulière 
(simplement) au sens de Denjoy [voir (Di)] si 

(5 16} ( * ( P ( î ) ) = ° [ï^G, p(y)=A(G(y))-A(G(y))y] , 
I <MQ(Y))<6«Ï>(Y) ( i < a < 6 ) . 

Dans les « Observations » [(OD); p. 69] il a été affirmé, sans démons
tration, que la régularité au sens de (5.16) de G, jointe à la moyenne 



4o M. W. J. TRJITZINSKY. 

régularité, entraîne la validité des théorèmes des Notes (C. R. Acad. Se, 
t. 231, 1950, p. I O I 3 ; t. 232, 1951, p. 195). Nous allons vérifier que 
ces constatations restent vraies si l'on remplace la régularité (simple)' 
de Denjoy (5.16) par la régularité au sens de l'Ouvrage actuel, en 
admettant toujours la moyenne régularité [définition (5.i5)]. 

Avec G régulière, soit au sens (5.16) de Denjoy, soit au sens de l'Ouvrage 
actuel (définition 4.18), p'(E) dans (5. i5, II) sera mesurable (d'après 
un théorème de couverture) et l'on pourra y écrire ¢ ( . . . ) pour <£e ( . . . ). 

Dans [(OD); p. 69] l'exemple suivant a été considéré. L'espace 11 
est l'axe Ox, O est la mesure euclidienne de Borel, la famille G = {y j 
est formée de tous les intervalles joints au segment s = [o, 1]. On 
a A (G) = sn. Si E ( c s ) est mesurable et est partout dense sur s, on 
trouve une suite au plus dénombrable de y„€G(E) (e. g. y„ est un 

intervalle joint à E ; n = 1, 2, . . . ) disjoints, tels que E c ^ y n 

et 2 I Y* I < I E I + £- La famille G' (E) peut être choisie comme la 

famille de tous les intervalles, joints à E, et chacun contenu dans 
un quelconque des y„. Pour les ensembles E de la sorte spécifiée, les 
caractères (5. i5, I), (5. i5, II) sont vérifiés. 

Nous remarquons que les considérations de l'exemple de Denjoy 
[(OD); p. 69] s'étendent sans difficulté, avec les mêmes conclusions, 
à tous les ensembles E, e s , mesurables. En faisant usage de cet 
exemple comme un modèle, nous sommes amenés aux conditions 
suffisantes de la régularité moyenne. 

(5.17) Soit G = {y } une famille régulière [donc G satisfait à (5. i5 a)]. 
Pour que G possède la régularité moyenne il suffit que, pour tout 3 > o 
et pour tout ensemble mesurable E, cA(G), on ait : 

(5.17, I) la famille G(E) contient une suite, au plus dénombrable, 
de y„ (n = 1, 2, . . . ) disjoints, tels que 

(10) B C 2 T » , 2 * ( T " ) < * ( E ) + I ; 

(5.17, II) il existe un nombre c(x, E, 2), indépendant de y et positif 
pour tout x sur E, tel que 

(20) 3>(Y) ^ C ( # , E, e) (dès que # € E , y 3 # et yeG(E) — G'(E)), 

Où 
00 

(3.) G ' ( E ) = 2 G ; ( E ) , 
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G'M (E) étant la famille de tous les ensembles de G (E) contenus dans yn 

[nécessairement y„€G«(E)]. 
En tant que G est régulière, toute sous-famille G* de G sera régu

lière et les ensembles A (G), A (G*) seront mesurables. Soit x un point 
sur E [ c A (G)]; il existe une suite y/ (/ = 1,2, . . . ) d'ensembles de G 
tels que y'Bx, fl(y')--^o; nécessairement y / ç G ( E ) ; il existe un 
entier j 0 > o tel que <î> (y/) < c (x, E, :) (pour j ^ j0); en raison de (20) 
les y^O'^jo) ne peuvent pas être dans G(E) — G'(E), donc 
y / € G ' ( E ) ( j ^ j o ) et x sera un point de A(G'(E)); d'où 

(0.18) EcA(G'(E)) 

[comme une conséquence de (5.17, II)]. Donc pour l'ensemble p'(E) 
[dans (5.i5, II)] on déduit 

(io) p'(E) = A(G'(E)) - E, * ( P ' (E) ) = 0>(A(G'(E))) - * ( E ) . 

Or, D' (E) désignant la réunion des y de G' (E), il vient 

A ( G ' ( E ) ) C D ' ( E ) = 2 Y T Î 

[car les y d'une famille G'n (E) sont contenus tous dans y*, qui aussi 
appartient à G'n(E)]. Par là (i0) : 

$ ( A ( G ' ( E ) ) ) ^ $ ( T n ) < $ ( E ) -h e 

et, d'après (i°), <Ê(p'(E))<£, ce qui vérifie (5.i5, II). La pro
priété (5. i5, I) aura lieu en vertu de [(5.17, II), (20)]. Vènoncé (5.17) 
est démontré. 

REMARQUE 5.19. — Admettons (5.17, I). Pour que le caractère (5.17,II) 
ait lieu, la propriété suivante suffit. Avec tout y de G est associé un 
nombre c(y; x), positif pour tout x sur y A (G), de sorte que, y0 étant 
un ensemble particulier quelconque de G et a; étant sur y0 A (G), les 
relations 
(a) y (de G) 9a?, y — y y 0 ^ o 

entraînent 

(6) <£(Y) ^ c ( y 0 ; x) > o [c(y0; a?) indépendant de y]. 

En effet soit x € E [ c A ( G ) ] ; de l'inclusion (i0) il suit qu'un entier 
n' = n' (E, s) > o existe tel que x€y7t/A(G). Soit y un ensemble 
quelconque comme dans (20) : yBx, y e G ( E ) — G'(E); y étant 
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étranger à G'(E) = ^ G ^ ( E ) L y ne peut pas être entièrement 

contenu dans y„/ ; d'où y — yyn/ ^ o ; d'après (a), (6) (avec y0 = y*') 
il s'ensuit que 

$(Y)^c(Yn»;aO = c ( ^ E , e ) > o ; 

c'est-à-dire la propriété (5.17, II) a lieu; la conclusion de la remarque 
est vérifiée. 

6. Conséquences différentielles. — Nous allons démontrer 
l'énoncé suivant analogue à un théorème fondamental de Lebesgue. 

THÉORÈME 6.1. — Soit G = J y } une famille régulière avec la pro
priété de moyenne régularité. Admettons que W ̂  o est C. A. (complè
tement additive) et métriquement continue (définition 5.9). Alors Viné-
galité 

(G)DW(œ)>a [ou (G)DW(x)<a] sur un ensemble H, 
( 6 . 1 a ) 

c A = A (G), mesurable 

entraîne 
(6 .16) t f ( H ) ^ a $ ( H ) [ou i F ( H ) ^ a $ ( H ) ] . 

SoiU> o. Selon (5.i5) il existe une famille G ' (H) = G Ô ( H ) [ C G ( H ) ] 
telle que 
(10) H A ( G ( H ) - G ' ( H ) ) = o; 

(20) * ( p ' ( H ) ) < « avecP'(H) = 0 - H , 0 = A(G'(H)), 

e. g., avec HcO, on a 4>(H)> ¢(0) — à. D'après la continuité 
métrique de W, pour tout e > o il existe un 4 (s) > o, 3 (s) 4 o 
avec s, de sorte que 

(30) $ ( E ) < 8 ( 3 ) (E, c A, mesurable) entraîne * F ( E ) < 3 ; 

ô_! désignant la fonction inverse de d (s), on aura 

(4o) *F(E)< $_!(£) [dès que $ ( E ) < e ( E mesurable, cA)] . 

Dans (i0), (20) prenons i = 0 (e). En tant que ¢ ( 0 — H) < S (e), 
selon (30) on obtient ¢ ( 0 — H) < s, e. g. 

(50) V ( H ) > V ( 0 ) - i . 

Démontrons que 

(60) ( G ) D ^ = (G'(H))LW(#) surH. 
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Évidemment (G) D T = (G (H)) D V sur H. De plus les y de G (H) 
étrangers à G' (H) ne couvrent indéfiniment aucun point de H [voir (i0)] ; 
(60) s'ensuit. 

Soit 3 la famille des y de G' (H) tels que 

(7o) ^ ( Y ) > « * ( Y ) 

[on peut supposer que a > o, car autrement la conclusion (6.1 6), 
pour le premier cas, est immédiate]. & est régulière. Si x est un point 
de H, on a 

iF(v) 
lim TJW-T =i>a [ Y € G ' ( H ) , -è'3.r, $(y) arbitrairement petit]. 

On peut trouver une suite de y', tels que 

y/eG'(H) (./ = 1,2,. . .) , ^BX, $(yy)-> 0 , V(y/) > a*(y')-

Les y' seront dans ? et l'on voit que le point x est indéfiniment 
couvert par *F; ainsi 

(80) H c A ( # ) = AcO. 

La famille & étant régulière (dans notre sens), d'après le théorème 
de couverture on conclut comme il suit. Si £ > o est donné, il existe 
une suite de y„ (n = 1, 2, . . . ) , € ^ , disjoints, tels que 

(9o) * ( A - A 2 ï i . ) < Ç , 

(IOO) a » ( A ) - E < $ ( 2 ^ ) < $ ( A ) + 5. 

Il vient 

_ * ( A 2 Y I . ) < - * < A ) - * - E , * ( 2 Y « ) - * ( A ) < S ; 

donc 

(u.) ¢ ^ ^ - A 2 Y « ) < ¢ ( 2 ^ ) - ^ ^ ) - ^ - ^ 2?. 

D'après (4<>) et (n0) : 
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Or y* étant dans ^, on a (70) *F (y«) > aO(y„); d'où (i20) : 

V ( A 2 T . ) - V ( 2 T » ) - T ( 2 T - « A 2 T - ) 

> ̂ ( 2 ^ ) - ^ 1 (2S)>a2<E)(Yre)-8- i (aE)-

Ainsi [(50), (80), (io0)] : 

^ ( H ) > I F ( A ) - 3 ^ ^ ( A 2 Y I I ) ~ S 

> « ^ ( 2 ^ ) - £ - 8 - i ( 2 ? ) > a ^ ( A ) - ç ] - 3 - s - i ( 2 ? ) 
^ a [ $ ( H ) - ^ ï ] - e ~ 5 _ 1 ( 2 Ç ) . 

La conclusion du théorème découle, quand on laisse s ->o, £ ->o . 

REMARQUE 6 .1 ' . — Dans le théorème 6.1 on peut remplacer (6.1 a) 
par 

(6. i 'a) J ( G ) 5 l F ( * ) ^ [ o u ( G ) D ^ ( * ) ^ a ] 
( sur un H, cA(G), mesurable, 

ce qui mène encore à la conclusion (6.1 6). On peut démontrer ce fait 
en remplaçant a dans (70) par 6, < a; alors dans les inégalités à la 
suite de (i20) a est remplacé par 6; enfin on laisse s ^ o, \ \ o, 6 \ a, 
obtenant la conclusion (6.1 6). 

THÉORÈME 6.2. — Si la famille régulière G jouit de la moyenne 
régularité et W est une fonction C. A. et métriquement continue, alors 
la dérivée (G) D W existe et est finie sur une plénitude de A == A (G). 

Il suffit de prouver cet énoncé dans le cas W ̂  o. Si le théorème est 
en défaut, on aura (G) D W(a:) > (G) D W(œ) sur un ensemble E ( c A) 
de mesure positive [notons que les dérivés sont mesurables d'après 5.7)]. 
En employant un raisonnement bien connu [(S); p. n5] on introduit 
l'ensemble 

(i°) E M = j # € £ ; ( G ) D T > ^ > j > (G) DW J 

pour les entiers positifs h, k; E = 2 E M ; pour un couple d'en-

tiers h0f k0, on aura 

(2°) $ ( H ) > o , où H = E A t f V 
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Soit un s > o. Selon (5.i5) il existe une famille G'(H)[cG(H)] 
telle que 
(3«) H A ( G ( H ) - G ' ( H ) ) = o, 

(4°) ¢ ( 0 - H ) < E , où 0 = A(G'(H)). 

Soit $ la famille des y de G' (H) pour lesquels 

(50) U ; ( Y ) ^ * ( Y ) . 

Comme dans (60) : 

(60) ( G ) D T ( « ) = ( G ' ( H ) ) D V ( « ) sur H. 

D'après la définition des E*,*, 

(7°) < G > 5 * > * ^ > ë > < G > B V surH-
Si x est un point de H, en raison de (6°) et de (70) on voit qu'il 

existe une suite y' (j = 1, 2, . . . ) : 

y /€G ' (H) , T / M , *(Y')-*o, V ( T / ) < ^ * ( T O ; 

nécessairement y ' € ^ , donc 

(80) H c A ( ^ ) [ c O ] . 

E n outre 5 [ c G ' (H) c G (H) c G] est régulière, le théorème de 
couverture s 'applique; ainsi, si £ > o est donné, on peut t rouver 
des Ya(ji = 1, 2, . . . ) , € &, disjoints tels que 

(9°) ^ A ( * ) - A ( * ) 2 ï n ) < 5 i 

(10O) * ( A ( * ) ) - E < * ( 2 Y » ) <*<*<*)>-*-*• 

Or [(8°), (4°)] : 
$ ( A ( 5 ) ) ^ $ ( 0 ) < $ ( H ) - t - £ . 

y. 

y„ étant dans #, selon (5°) il vient W(yn) ^ ^ ¢^)5 donc, en tenant 
compte de (io°), on déduit 

<»•> »(2^-2v<T.)^è2»<T->-è*(2^ 
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Faisons emploi de la première inégalité (70). Le théorème 6.1 
s'applique, menant à la conclusion 

("•) ^ ( H ) ^ ^ ± i $ ( H ) . 

EntantqueHcA(5)etH—HrcA(^)-A(3r)2yn = Q , o ù r = 2 ï ' » 
on obtient *F(H — Hr)^»F(Q); selon (90) «&(Q) <\, donc 

(i3°) V(H-Hr)<8_,(Ç) [twir(4.)]. 

Par conséquent [(i3°), (120)] : 

V ( 2 T » ) ^ w (H2Tn)=W(H) - q'(H ~ H2T") 
> ¥ ( H ) - 8 H ( ^ ^ ± l $ ( H ) - L 1 « ) , 

Ao 

ce qui, joint à (n°), donne 

ï±±± * ( H ) - 8Lt (?) < g [*<H) + . + S J. 

En faisant £ et s tendre vers zéro, il résulte 

( /fco-+-i)$'(H)^A0$(H), où <ï>(H)>o. 

Il y a une impossibilité. Conséquemment la dérivée (unique) (G) T)W 
existe sur une plénitude de A (G). A cause de (5.8) (G) D*F est finie 
sur une plénitude de A (G). Le théorème 6.2 est vérifié. 

(6.3) Soit G régulière avec la propriété de moyenne régularité; 
Wn(n = 1, 2, . . . ) , W complètement additives et métriquement continues 
dans A (G); admettons que Wn\W (ou bien *F„ | *"). Alors 

l.m (G) DWn(x) = (G)D«7 (x) sur une plénitude de A (G). 
n 

Considérons le cas Wn | W. En posant, comme dans [(S); p. 116] 
dans un cas analogue du théorème classique, 6« = ^ — Wn on note 
que 0« J, et qu'il suffit d'obtenir 

(6.4) / (x) = lim (G) D 8„ (x) = o sur une plénitude de A (G). 
n 

Selon (5.7) les (G) D0„ (x) sont mesurables, donc l(x) l'est. 
Soit E[cA(G)] l'ensemble où l(x)> o; E est mesurable. On 
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a E = 2 E A ( A : ^ I ) , OÙ E* est l'ensemble des points de A (G) 

où l (x) ^ j • Ainsi pour un k0 (> o) : 

$(H)>o, H = E4o = UeA(G); / ( * ) ^ jLj. 

De plus 

<G> »•«<*> * É >j±r1 sur H. 

En raison du théorème 6.1 : 

Il y a contradiction pour n -> 00, car ¢ (H) > o et lim 0« (H) = o, 
ce qui démontre l'énoncé (6.3). 

Soit H un ensemble mesurable, HcA(G); X, cA(G), désignant 
un ensemble mesurable, posons (comme dans [(S); p. 117]) : 
(6.5) L H (X)=Q)(HX); 

LH (X) comme fonction d'ensemble mesurable X est C. A. et est 
métriquement continue dans A (G). On a 

(6.5a) LH(X)=J^cH (*)<**(*), c„(*) = {0 ™ J(G) - H. 

Démontrons le résultat suivant relativement à l'épaisseur. 

THÉORÈME 6.6. — Si G est régulière et jouit de la moyenne régularité9 
pour tout ensemble H, c A (G), mesurable on aura 

(6 .6a) (G)DLH(*)[=-n(G, H, x) 
= l'épaisseur, relativement à G, de H au pointa] 
= ca(x) sur une plénitude de A (G). 

D*après la moyenne régularité (5.i5) et puisque toute famille 
(infinie) contenue dans une famille avec la propriété de moyenne 
régularité jouit du même caractère, on peut construire une suite de 
famille G'n(H)(n = 1, 2, . . . ) , chacune possédant la moyenne régu
larité, de sorte que 

( î , ) [GD]G(H)3G'i (H)DGilH)D. . .DGi(H)DG; + i (H)D. . . ; 
(21) OiDOt2>...DOnDOn+1z>..., avec O n = A(G'n(H)); 

(30 A(G)DOnDH, $ ( 0 „ - H ) < i . 
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G (H) est la famille des y de G joints à H; G't(H) est une réduction, 
d'accord ayec (5.i5), de G (H), avec e = î ; ainsi 

H A(G (H) - G,(H)) = o, $ ( 0 ! - H) < î . 

Puis on fait à Gi (H) jouer le rôle de G; les y de Gi (H) sont joints 

à H; G'2 (H) est une réduction de Gi (H) avec s = - : 

HA(Gi(H)-G'2(H)) = o, ¢ ( 0 , - H ) < I . 

En général, G„ (H) sera une réduction de G'̂ -i (H) (n ^ 2) avec e = - ; 

la construction des G'n (H) se fait en succession, de sorte qu'on 
vérifie (ii)-(3i) [(22) s'ensuivant de (ii)] ainsi que les relations 

(40 HA(Gi(H)-Gi+ 1(H)) = o [/1 = 0 ,1 , . . . ; G'0(H) = G (H)]. 

Les familles G^ (H) sont régulières (étant contenues dans G régu
lière); donc d'après le théorème de couverture les On sont mesurables. 
A la fonction L0rt (X) (6.5) d'ensemble mesurable X le théorème 6.2 
s'applique, d'où la dérivée (unique) (G) D L0|t (x) existe sur une pléni
tude de On. Cette dérivée étant l'épaisseur t) (G'n (H), On, x), relati
vement à G'n (H), d'ensemble 0„ = A (G„ (H)) au point x, il s'ensuit 
d'après (5.4) et puisque G'n (H) est régulière que 

(50 (G^(H)) D Lo„ (x) = 1 sur .une plénitude r\n de On. 

En conséquence du raisonnement survenant dans (60), en posant 
¢ (On X) = Wn (X), on obtient successivement 

(G) DWn = (G (H)) DWn = (Gi (H)) DWn = (G'2 (H)) DWn = . . . 

partout sur -nn H (car H c 0«); en particulier, on peut remplacer (5i) par 

(60 (G)DLo„(#) = i sunruH, donc sur TIH p = J ^ Ï T U J ; 

rjH est une plénitude de H. Les L0rt(X) [X mesurable c A (G)] sont C.A. 

et métriquement continues dans A (G). Puisque 0„ ^ p l o * = H° ( D H ) 

on a L0/l (X) | LH<> (X). En raison de la seconde relation (30 
¢ ( 1 ^ - H ) = 0, d'où 

Wn(X) = L0n(X) | LH(X) = W(x) dans A(G); 
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^(X) est C.A. et métriquement continue dans A (G). L'énoncé (6.3) 
s'applique de sorte que 

lim (G) D LO„(J?) = (G) D Lu(x) sur une plénitude a de A (G). 
n 

Par conséquent en tenant compte de (60 on déduit 

(7i) (G) D LH(#) = 1 = cn(x) sur -r\<s H (une plénitude de H); 

e. g. on a vérifié que l'épaisseur, relativement à G, de l'ensemble mesu
rable H vaut 1 sur une plénitude de H. Conséquemment 

(80 (G) D LQ(#) = 1 sur une plénitude 8 de Q = A (G) — H. 

En procédant maintenant d'une façon bien connue, on note que 
Lu (X) + LQ (X) = ¢ (X) pour tout X mesurable contenu dans A (G); 
selon le théorème 6.2 les dérivées (G)DLH(x), (G)DLQ(x) existent 
à la fois sur une même plénitude > de A (G); ainsi 

(G)DLH(a?)-H(G)DLH(-c) = i sur X 

et, d'après (80 : 

(G) D Lu (a?) = o sur r\B (une plénitude de Q). 

En tenant compte de (7O on voit que le théorème 6.6 est vérifié. 
Nous laissons de côté la question si, au cas de H (c A G) possiblement 

non mesurable, en posant LH (X) = ¢^ (HX) [pour X variable mesu
rable, XcA(G)], on ait 

( G ) D L H ( ^ ) = cn(x) sur une plénitude de H. 

On sait (4.2) que ¢6 est une mesure extérieure « régulière », de sorte 
qu'il existe un ensemble R mesurable, tel que HcRcA(G) et 
que ®e(H) = $(R); pourtant cette égalité n'implique nécessairement 
pas la relation ¢e (HX) = ¢ (RX) pour tout X [ c A (G)] mesurable. 

Voici un théorème sur dérivation. 

THÉORÈME 6.7. — G étant régulière avec moyenne régularité, si la 
fonction f(x) de point x est sommable-® sur A (G), il s'ensuit que 

(6.7 a) (G) D*F (x) = f(x) sur une plénitude de A(G), 

W(X) désignant l'intégrale indéfinie ff(x)d*(x) [X, cA(G), 

variable, mesurable]. 
MÉMORIAL DES SC. MATH. — N° 1 5 7 . * 
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Il suffit de donner la démonstration, en suivant les lignes 
données dans [(S); p. 118], pour le cas /"^ o. Lorsque f(x) = cH (x), 
fonction caractéristique d'un ensemble mesurable H [ c A (G)], on 
a f ( X ) = $(HX) = LH (X) (6.5) et la conclusion (6.7 a) s'ensuit 
d'après le théorème 6,6. Si /*est « simple » [(S); p. 7] mesurable, e. g. si 
pour un N fini, 

/0*0=2?'°°^ 

des constantes q/^ o, des Qy mesurables, disjoints; ^ . Q / = A(G) 11 

la conclusion du théorème sera immédiate. Enfin, si / ^ o est 
sommable-^ quelconque, il existe une suite fn (x) (^ o) de fonctions 
simples, finies, mesurables, telles que fn\f sur A (G). Posons 

Wn(X) = ffn(x)d<t>(x) [X, cA(G) , variable, mesurable]. 

On a WnfW; ? et les Wn sont C. A. et métriquement continues 
dans A (G). En vertu de 6.3, 

lim(G)D^rt = lim/„ = / = (G) D ^ sur une plénitude de A (G), 
n 

ce qui établit le théorème.* 

COROLLAIRE 6.8. — Soit G régulière possédant la moyenne régularité. 
Six¥(X) est C.A.et métriquement continue dans A (G), la dérivée (G) D*F(#) 
sera sommable sur A (G) et l'on aura 

(6.8 a) V(X) = f (G) DW(x)d$(x) [pour tout X, c A (G), mesurable]. 

Nous tenons compte du théorème de Lebesgue sur décomposition 
de fonctions C. A. (complètement additives) d'ensemble mesu
rable [(S); p. 33], qui s'applique dans notre cas. Dans le présent caslF 
est métriquement continue (e. g. absolument continue), donc la compo
sante singulière est absente et l'on a 

U/(X)= f g(œ)d$(x) [pour tout X, cA(G), mesurable], 

où g(x) est sommable^ sur A (G). En vertu du théorème 6.7 : 
(G) D*F(#) = g(x) sur une plénitude de A(G), 

d'où la conclusion (6.8 a). 
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7. Décomposition de fonctions complètement additives. — 
Une fonction W C. A. complètement additive dans A (G) sera dite 
singulière, s'il existe un ensemble E0 [ C A (G)], avec ¢ (E0) = o, tel que 

(T.i) T(X) =VT(E 0 \ ) [pour tout X mesurable, X c A ( G ) ] . 

Au cas classique [(S); p. 119] la dérivée « générale » [au sens de 
(S); p. 106] d'une fonction C. A. singulière est zéro sur une plénitude 
de l'espace considéré. Dans les conditions de l'Ouvrage actuel (la 
famille G étant régulière et jouissant de la moyenne régularité) on 
ne peut pas s'attendre à la validité de ce théorème sur les fonctions C. A. 
singulières. Il faut quelques conditions supplémentaires. Ainsi intro
duisons : 

HYPOTHÈSE 7.2. — Soit G = j y j une famille régulière. Étant 
donné une fonction W, ^ o, C. A. dans A (G), un ensemble E, c A (G), 
mesurable^ et un s > o, W et E d'ailleurs quelconques, on suppose 
qu'il existe un ensemble H mesurable, tel que 

(i") EcHcA(G) 

et une famille G' (H)cG(H) [G (H) est la famille des y de G joints 
à H], de sorte que 
(20) H . A ( G ( H ) - G ' ( H ) ) = o ; 

(3°) * F ( 0 - E ) < s [ 0 = A(G'(H))]; 
(4°) les y [de G'(H)]cO. 

On constate que 

(7.2 a) E c H c O = A (G (H)) c A (G). 

Les conditions de cette hypothèse ressemblent à la moyenne régu
larité. Voici un analogue au théorème 6.i (remarque 6. i ' ) , sans 
que *F soit nécessairement métriquement continue. 

THÉORÈME 7.3. — Soit G = { y } assujettie aux conditions de l'hypo
thèse 7.2. Supposons que ^ ^ o est C. A. Alors l'inégalité 

(7.3 a) (G)DW(x)^a [ou (G) DW(x) ^ a], 

valide sur un ensemble E, c A (G), mesurable, implique 

(7.36) ? ( E ) ^ a $ ( E ) [ o u ^ E ^ a ^ E ) ] . 

Soit s > o, On trouve un H mesurable, tel que 

(io) E c H c A ( G ) , 
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pour lequel il existe une famille G' (H), c G (H), telle que 

(20) H.A(G(H)-G'(H)) = o; 
(30 V(E) > V ( 0 ) - «, O = A(G'(H)). 

On a H c Oc A (G). Or par la vertu de (20) : 

(G)T5V(x) = (G'(H)) D*T(x) sur H, 

pour les raisons survenant dans (6.60). Désignons par & la famille 
des y de G' (H) tels que 

(4o) T ( T ) > ( a - )¢(Y); 

il suffit de supposer que o < s < a. G étant régulière, & l'est. Dans 
la première condition (7.3 a), si x est sur E, 

(G'(H))LW(a?)^a ><*—•; 

il existe une suite de y/, tels que 

y/€G'(H), T / M , 3>(Y')->o, V ( T / ) > ( a - i ) * ( T / ) ; 

ainsi y/ e& et xe&(&), e. g. 

(50) EcA(^)cO. 

En raison du théorème de couverture pour #", étant donné un £ > o, 
des yft (n = î, 2, . . . ) , € ^, disjoints existent de sorte que, en parti
culier, 

(6.) * ( 2 T » ) > * < A ( * ) ) - Ç . 

Les y„ étant dans &9 donc dans G' (H), d'après (4°) et (4o) : 

(7o) Y«cO, V ( T l 0 > ( a - O * ( ï i . ) -

En raison de (30), (70), (60) : 

V(E) > V(O) - s ^ v ( 2 T » ) ~ £ = 2 V ( T n ) ^ s 

> ( a - s) 2 $ ( ï « ) - « > ( « - 0 [*(A(^)) - g ] - E. 

Mais (50) A (#) contient E, donc 

^ ( E ) > ( a - 0 [ * ( E ) - - Ç ] - - 3 . 

Laissons s ->o, £ ->o; Za première conclusion (7.36) en découle; 
le procédé est de la même sorte pour démontrer la seconde. 
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THÉORÈME 7.4. — Admettons l'hypothèse 7.2. Si W C.A. est singu
lière dans A (G), on a (G) T>W (x) - o sur une plénitude de A (G). 

Il suffit de considérer le cas de W non négative, C. A., singulière. 
Soit E0 l'ensemble mince^ survenant dans (7.i). Par conséquent 
W (X (A (G) — E0)) = o pour tout X mesurable, X c A (G). Selon (5.8) 
le dérivé (G) D*F(.r) est fini sur une plénitude de A (G); de plus (5.7) 
ce dérivé est mesurable. Si la conclusion au théorème est en défaut, 
l'ensemble 

E = { # e A ( G ) ; (G) DV(ar) > o } 

sera épais-^ Posons 

E„ = j#€:A(G)-Eo; ( G ) D V ( * ) > i J (n = if 2, . . . ) ; 

E — EE0 =2^-71 est épais, donc pour un n0> o, 

¢ ( £ 0 > o, E„o = | xeb(G) - E0; (G)DV(a?) > - M -

En vertu du théorème 7.3 (pour E„o et avec a = — j : 

W(En)^^-(P(E)no>o. 
no 

Mais Ene est disjoint de E0 et pour la fonction singulière W on 
devrait avoir W (Eno) = o. Le théorème 7.4 est vérifié. 

THÉORÈME 7.5. — Soit G régulière, avec la propriété de moyenne 
régularité. Admettons l'hypothèse 7.2. Toute fonction W C. A. dans A (G) 
possède une décomposition unique 

(7.5 a) W(X) = f (G) VW(x)d$(x) H- S (X) 

[tout ensemble X, cA(G), mesurable], où S est une fonction C. A., 
singulière dans A (G). 

On sait [(S); chap. I] queW = A + S, où S est singulière^ 
[dans A (G)] et A est absolument continue, e. g. métriquement continue, 
tandis qu'il existe une fonction g (x) sommable^ sur A (G) de sorte 
que 

V(X) = fg(x)d$(x) [X, cA(G) , mesurable — ¢1. 
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D'après les théorèmes 6.7 et 7.4 : 

(G) T>W = (G) D A -+- (G) DS = g 

sur une plénitude de A (G), ce qui mène à la conclusion dans le théo
rème 7.5. 

Il serait d'intérêt d'étudier des façons de la réalisation des conditions 
de l'hypothèse 7.2. A présent nous laissons cette question de côté. 

8. Théorème fondamental d'épaisseur. — Avec la notion 
présente de la régularité d'une famille G = { y j nous reprenons la 
définition 11.5 dans (T). 

DÉFINITION 8.1. — Une famille 5 = j E } d'ensembles E est 
simplement régulière, si les E sont épa i s^ de mesure finie et si 

( 8 . 1 a ) ^ = ^ 3 ^ , S r i C ^ 2 c . . . , 

tandis que : 

(8.1 b) Si 3 \ est une sous-famille quelconque de &v, l'ensemble S (&'y) 
( = réunion des E de 5'v) est mesurable-®, de mesure finie. 

Tous les énoncés dans [(T); section 11] resteront valides. En parti
culier les résultats (8.2)-(8.4) ci-après auront lieu [ S ( . . . ) désignant 
toujours la réunion dçs ensembles de la famille...]. 
(8.2) Supposons qu'à tout ensemble E d'une famille 3 il correspond 
une famille régulière GE = { y j , avec y c E et A (GE) = E, tandis 

que la famille G* = 2 GE (E décrivant la famille 3) est régulière. 

Alors S (3) est mesurable^ et o < ¢ (S (&)) < + 00 [cet énoncé est 
une conséquence du théorème de couverture], 

(8.3) Soit 3 = 2 ^v, FiC ^ c » . . , chaque famille 3% satisfaisant 
1 

aux conditions de (8.2). Alors 3 est simplement régulière. 
(8.4) Supposons que 5 est simplement régulière, formée d'une 
famille ^ v (8.1 a) [donc ¢ ( 5 ( ^ ) ) < + 00]. Alors A (#) est mesu
rable. Si W est une fonction réelle finie d'ensemble E de 3, les 
dérivés (&)DW (x), ($)IW(x) seront mesurables-® sur A(#). 

Dans la suite toute famille 3 simplement régulière sera formée d'une 
seule famille &y (8.1 a). 

Dans (T) à certaines reprises usage est fait du caractère de complète 
régularité [(T) ; définition* 12.8], qui est pareil à la propriété de « parfaite 



LA RÉGULARITÉ MOYENNE DANS LA THÉORIE MÉTRIQUE. 55 

régularité » (dans la forme faisant intervenir les noyaux et les enve
loppes). Dans le reste de l'Ouvrage actuel nous remplaçons cette 
propriété essentiellement par la moyenne régularité de Denjoy comme 
il suit. 

DÉFINITION 8.5. — On dira qu'une famille tf = j E j est JR. M., 
régulière au sens moyenne, si 3 est simplement régulière [définition 8.1, 
<ï> (S (5)) < oc] et si à tout ensemble X, c A (3), mesurable et à 
tout c > o il correspond une famille 5' (X), c 5 (X) [ = la famille 
des E de 5 joints à X], telle que 

(10) X . A ( ^ ( X ) - 5 ' ( X ) ) = o ; 

(20) ¢ ( 0 - X ) < e , où G = A ( 5 ' ( X ) ) . 

Si 3 est simplement régulière (définition 8.1), A (3) est mesurable, 
¢ (A (3)) < + 00(8.4). Si, en plus, ¢ (A (5)).> o, on peut introduire 
les épaisseurs, relativement à 3, extrêmes et exactes, 

(8.6) (^)TÎ(X, ^), (*)3(X, *) , ( * ) Î I ( X , * ) 

d'un ensemble mesurable X au point x; ce sont respectivement les 
dérivés extrêmes et la dérivée unique (si elle existe) : 

(8.6a) (*)DV(ar), (*)DT(ar), (3)DW(x) 

de la fonction W (E) = ¢ (XE); les épaisseurs (8.6) sont mesurables 
d'après (8.4) : elles peuvent être définies seulement dans A (3). 

On dira qu'il y a, pour une famille 3, un théorème d'épaisseur, 
si X étant un ensemble mesurable quelconque on a 

( 1 sur une plénitude de XA(^), 
(8.7) (*)*l(Xi *) = j 0 s u r u n e piéni lude de A(*) - X A ( ^ ) . 

Notons que selon le théorème 6.6 il y a un théorème d'épaisseur 
s i ^ = G e s t régulière (définition 4.18) et possède la moyenne régu
larité (définition 5. i5); ce théorème tient au théorème de couverture. 
Pourtant à présent nous procédons avec le théorème de couverture 
possiblement manquant. 

NOTATION 8.8. — Avec o < a < i , o < 3 < i e t X désignant un 
ensemble mesurable, possiblement sans inclusion X c F = A(^), 
écrivons 

|

ffa §(X) ="V.E, la réunion étant étendue aux E de 3 

pour lesquels ^ X E ) > a $ ( E ) et ^ E ) < 8 ; 

(8.8 6) va = va(X)=£J*a,g(X), v(X)= 2 V*(X)-
ô > o o < a < i 
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On note que nécessairement va (X), v (X) sont contenus dans F 
Nous vérifions que les énoncés [(T); (12.4)-(12.4 d")] restent vrais 
dans l'hypothèse seule que 3 soit simplement régulière. Les voici avec 
de légères modifications : 

(8.1) <7a>ô ( 2 ^ ) D 2 7 ° 1 , 0 ^ ' s* *es e n s e m ^ e s A» 2 ^ (r®UIUOns 

possiblement indénombrables) sont mesurables. 

(8.II) 0^1,01^,)30^3 ( X ) s i o < a t ^ a < î, ô , l ^ ô > o et X o X 
sont mesurables. 

(8.III) va(X) (avec X mesurable, est contenu dans l'ensemble 
où (&)7i (X, X)^OL; va(X) contient l'ensemble (&) ri (X, x) > a. 

(8.IV) Lorsque X est mesurable et le théorème d'épaisseur a lieu, 
on a 

v a ( X ) + N a = X F + N'a, 
OÙ 

NacXF, N ' . cF-XF, ¢ ( ^ ) = ¢ ( ¾ ) = o. 

CONDITION (8.8'). — X étant mesurable, pour tout o < a < î on a 

va(X) + N a=XF + N'a> NacXF, 
N ' a c F - XF, ¢ ( ^ ) = ¢ ( ^ ) = o. 

(8.V) (8.8') entraîne v (X) + N, = XF + N2 (8.8 b), où 

N4cXF, N 2 c F - X F , ¢ ( ^ ) = ¢ ( ^ ) = o. 

(8. VI) (8.8') entraîne (3) n (X, x) = o sur une plénitude de F — XF. 
Les énoncés (8.1)-(8.IV) sont assez évidents; (8.V) et (8.VI) 

sont démontrés de la même manière que les résultats analogues 
[(T); (12.4^)-(12.4^)]. 

Le théorème fondamental d'épaisseur [(T); 12.9] prend la forme 
suivante : 

THÉORÈME 8 .9 .— Soit 3 = j E } RM. (définition8.5); ¢ (S(#)) < 00. 
Pour que le théorème d'épaisseur (8.7), relativement à 3, soit valide il 
faut et il suffit que pour tout o < a < 1, pour toute suite dv (> o) j o 
et pour toute suite de Xv mesurables, avec Xv | X0, ¢ (X0) = o, on ait 

(8 .9a) lim^<ja,8t,(Xv)) = o. 
V 

Cette condition est nécessaire, avec le caractère de la R. M. pour 3 
remplacé par la condition seule que 3 soit simplement régulière (défi
nition 8.1). 
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La nécessité découle, lorsque 3 est seulement simplement régulière 
[avec ¢ (S (3)) finie], en procédant avec peu de changements, comme 
dans la démonstration correspondante dans [(T); p. 45 et 46], en 
tenant compte de (8.1)-(8.VI). Il est à noter que les ensembles mesu
rables X et Xv [dans (8.9 a)] ne sont pas nécessairement contenus 
dans F = A (&). 

La suffisance. — Nous procédons avec 5 R. M. Soit X un ensemble 
mesurable avec ¢ (XF) > o. Posons 

(io) X(a) = { x<=X; (&)v\(X, X ) < I — OL), où o < a < i . 

Selon (8.6 a) les épaisseurs extrêmes sont mesurables (sur F); 
donc l'ensemble X (a) ( c F) l'est. Lorsque a j o, X(a) f X1; X1 est 
l'ensemble des points de X où (3) -n (X, x) < 1; d'où XF — X1 est 
l'ensemble des points de X où (&)r\ (X, x) = 1. Le théorème est 
vérifié, si l'on établit que 

(8.10) ^ X ( a ) ) = o (pour tout o < a < 1). 

Posons Z = A (3) — X (a) et soit S\ (Z) une réduction de 9 (Z) 
(la famille des E de 3 joints à Z) de sorte que 

(a.) Z . A [ ^ ( Z ) - ^ ( Z ) ] = o; 
(3.) ^ W i - Z ) < i , où W!=A(^ l ( Z)) , 

ce qui est possible en tant que 3 est R. M. (définition 8.5). La condi
tion (20) entraîne WiDZ; réciproquement, l'inclusion W 4 D Z 
implique (20); ainsi (20) équivaut à la relation WiDZ. Soit 
0\ (Z) [ C &\ (Z)] une réduction de $\ (Z) telle que 

(4o) Z .A[y ' 1 (Z ) -^ ' 1 (Z )J = o; 

(50) ^ W , - Z ) < i , où W2 = A(^2(Z)); 

on a W 0 W 0 Z . En succession on construit une suite infinie de 

familles : 
(60) ^ ( Z ) D 5 ' 1 ( Z ) D ^ ' t ( Z ) D . . . 3 ^ ( 2 ) 3 . - . , 

où #'n (Z) est une réduction de rn_1 (Z) [n = 1, 2, . . . ; $\ (Z)= &(Z)] 
de sorte que 

(70) Z . A [ ^ _ 1 ( Z ) - ^ ( Z ) ] = o; 

(80) ^ W „ - Z ) < i f avec WW=A(^W(Z)); 

(90) W „ D Z ; W i D W o . . . . 
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Les Wn sont mesurables (8.4). Il se voit que 

(ioo) Z . A [ ^ ( Z ) - ^ ( Z ) ] = o; 

donc la réduction &'n (Z) de $'n_x (Z) (n ^ î) est une réduction de 3 (Z), 

avec s = - • D'après (80) et (90) : 

(iio) Ww|Z-f-Z0, où ^ Z 0 ) = o. 

Pour le complément Yn de W„ on a (80) : 

(12.) Y n = A ( ^ ) - A ( ^ ( Z ) ) = A ( ^ - ^ ( Z ) ) 

et ( i io) : 
(i30) Y „ f X ( a ) - Z 0 (Z0 mince); 

e. g. X (a) = 2 ^n + Z0. Ainsi ¢ (X (a)) = o, si tous les Yn sont 

minces. Soit Y un ensemble de la forme 

(8.11) Y = A ( * - * ' ( Z ) ) [Z = A ( ^ ) - X ( a ) ] , 

où F (Z) (c&) est une réduction de 3 (Z), telle que 

(8. u a) Z .A[#(Z)— .(#'(Z)] = o, 

e. g. telle que W = A ( 3 ( Z ) ) D Z ; on a 

(8.116) Y = A ( ^ ) - W c X ( a ) . 

Les Y„ dans (i30) sont de la forme de Y. Donc le théorème est vérifié, 
si l'on montre que tout ensemble Y, satisfaisant à (8.11), (8.11 a), 
est mince. 

Pour l'ensemble Y (8. n ) on peut écrire 

(i4o) Y = A(#*), 5* = |E*} = # — #'(Z). 

Introduisons la famille 

(i50) ^ * = { E e ^ ; ¢ ( X ( a ) E ) < ( 1 - a ) ¢ ( E ) ; EX(a)^o}; 

&a == &x ( x (a)). Si xeX (a) (i0), on pourra trouver une suite infinie 
de E„(€F) , avec 

lin^(En) = o, ^ X { a ) E , 0 ^ ( X E , 0 < ( i - - a ) ^ E , 0 (71 = 1,2,...); 

donc x est indéfiniment couvert par &* et [(8.11 b), (i4o)] : 

(160) Y = A ( ^ ) c X ( a ) c A ( ^ « ) . 
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Par conséquent 
(170) Y = A ( 5 * « ) , ^*« = * * ^ * = s { E * } . 

&** est la famille de tous les E* de 3 tels que 

(180) E* Y ^ o, ¢ (X (a) E*) < (1 — a) ¢ (E*) [E* étranger à 9' (Z)]. 

Désignons par $n la famille 

1 &n= j E'1}, où les E" (pour n fixe, sont tous les E* de &** (180), 

avec * ( E » ) < I . 

A cause de (170), Y = A(5n). En posant 

(200) T»=S(* n )=2( f» ) E » («S")» X„=Yn-Y, 

il vient yoy 2D . . . et y,iDY et 

(210) x„4,x„=JJx, ,=JJ-r , -Y. 
1 

Si xeXQ9 x€fn (n = 1, 2, . . . ) et x est étranger à Y. Pour tout 
entier n > o, x est dans un En de &nc5**; on a (190) ¢ (E")->o; 
donc zeA^**) — Y et (170) : 

(220) X0 c A (#*«) - Y = o (l'ensemble vide). 

Les Xn sont mesurables. Par la raison de (210), (220) la condition (8,9a) 
du théorème donne 
(8.12) l imier A ( ( X n ) ) = o (8.8a). 

Tout En (pour n fixe) qui intervient dans y«(2o0) est contenu dans y„; 
En = EnXn + EnY; En satisfait à la seconde relation (180), d'où 

$(E"Y) ^$(E"X(a)) <(i —a)^E"); 
par là 
(230) <&(E*Xn)=Q(En)-<ï>(EnY)>z<î>(En). 

On a Ycyn=2^E n ' o u l e s E" ^pour n fixe^ SOnt c e r t a i n s 

ensembles tels que [(190), fâo)] ' 

E»€^, ^ E » ) < - , ^E»Xn)>a^(E*). 
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D'autre part (8.8 a) a 4 (X0 est la réunion de tous les E de 9 

pour lesquels 

* ( E ) < £ i ^ E X n ) > < ^ ( E ) . 

Les En qui interviennent dans la réunion d'ensembles pour y„ sont 
parmi les ensembles survenant dans (8.8 a) pour <J ^X,*). Donc 

Yc«Ja ^(XO et, d'après (8.12), ¢ (Y) = o. Enfin, en tenant compte 

de la constatation en italique à la suite de (8.11 b), on voit que le 
théorème 8.9 est vérifié. 

9. Théorème dans le genre de Lusin sur mesurabilité. — En 
examinant d'un peu plus près les sortes d'ensembles qui surviennent 
dans la définition de la « moyenne régularité » de Denjoy, soit comme 
dans (5.i5)-(5.i5, II), soit comme dans la définition 8.5 [le carac
tère R. M., qui présuppose la simple régularité selon la définition 8.1], 
on est mené à envisager : 

DÉFINITION 9 .1 . — Soit 9 = { E } une famille, avec $„ (S (9)) < 00, 
satisfaisant à une des deux hypothèses suivantes : 

(9.A) 9 est régulière au sens de la définition 4.18; 
(9.B) 9 est simplement régulière (définition 8.1). 

Alors on envisage la classe. K (9) d'ensembles H, c ^ ( ^ ) , pour 
chacun desquels une famille 9*, c 9, existe de sorte que H = A ( F*). 

Si HeK(9), e. g. H = A(^*) pour une famille 9* c 9, il se 
voit que les E de S1* disjoints de H ne couvrent indéfiniment aucun 
point; dans un tel cas on dira que la famille 5* est essentiellement 
contenue dans & (H) (la famille des E de tf joints à H) et l'on écrira 

(9.i') # * = # ' ( H ) c * ^ ( H ) . 

Dans le sens d'inclusion c * essentielle, 9* est une réduction 
de 9 (H). 

(9.2) L'ensemble vide et F = A(^) sont dans K (9). Tout H 
de K (9) est mesurable. Les compléments, relativement à F, les 
réunions finies et les produits finis d'ensembles dans K (9) sont 
dans K (9). 

La mesurabilité s'ensuit par le théorème de couverture, au cas 
de (9.A), et d'après (8.4) au cas de (9.B). Si H, eK(9), de sorte 
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que H=A(#'(H)) pour une famille 5 ' (H)c* 9 (H), posons Q=F—H 
et notons que 

F = t±(9) = A(^'(H))-*-A[^ —fr'(H)]; 

ainsi Q— A(5'(Q)), où 9r(Q)= 9—9r(H) est une famille C*9(Q), 
d'où Q est dans K (9). Si H, = A (91 (H,)) (i = î, 2) sont des 
ensembles dans K(^), on observe que 

A(^'(H1)) + A(^(H,))=A[^'(Ht) + ^ (H, ) ] , 

ce qui se vérifie aisément; donc Hi + H, = A [9r (Hi + H2)] 
où 9' (Hi + Ho) = 9' (HO + 9r (HO est une réduction (au sens 
de c*) de 9 (Ht + Ho), e. g. Ht + H 2 € K (9). Cela s'étend à une 
réunion finie d'ensembles de K (9). Le résultat analogue pour un 
produit fini d'ensembles de K (9) s'obtient par les complémentaires. 
L'énoncé (9.2) est prouvé. 

DÉFINITION 9.3. — Les produits et les sommes ci-après d'ensembles 
étant au plus dénombrablement infinis, les notations 

(9.3a) Kô(^), Ka(9), K6c(9): K^0(9), . . . 

désigneront respectivement les produits d'ensembles de K (9), les 
sommes d'ensembles de K (9), les sommes d'ensembles de Kg (9), 
les produits d'ensembles de K<j(9), . . . . 

En général les ensembles de KO (9) et de K<j (9) ne sont pas 
dans K (9). Les ensembles (9.3 a) sont tous mesurables. 

DÉFINITION 9.4. — Soit A un ensemble, mesurable ou non, 
A c F = A(^). Il s'agit de fonctions f(x) réelles de point x sur A. 
On dira que f est sur A dans une des classes Cî (9), Ce (9), si pour 
tout nombre réel c les ensembles 

(9.4 a) H+ = { x «s A ; f(x) ^ c }, H7 = { x € A ; f(x) ^ c } 

sont de la forme 
P j € K ( 3 0 [pour CJ(5 ) ] ; ™ fï:î:: P^eK(9) [pourCô(^)]; 

La classe C0 (9) est l'intersection de Ci (9) et Cô (#) (sur l'en
semble A considéré). Nous désignerons par C| (9), sur un ensemble 
A c F, la classe de fonctions f (x) telles que pour tout nombre c (9.4 a) : 

( H+ = A.P£ [avecP+€K8(5) ] ; 
(9.4c) j ^ Q - ^ sur A> si Hë = A.P7, où P7€K Ô (^) . 
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Si, comme dans la définition 8.5, il s'agit d'une famille 9, d'un 
ensemble X, A c (9), mesurable et d'une réduction de la famille 9 (X) 
(d'ensembles de 9 joints à X) à une famille 9r(X)c9(X), on aura 

(i°) X.A[*(X)—*'(X)] = o. 

Par un raisonnement de la sorte survenant à la suite de (5.i5, II) 
il s'ensuit que 
(2°) 0 = A ( ^ ( X ) ) D X . 

Les ensembles de 9r (X) sont joints à X, donc ils sont joints 
à O (D X); d'où ils forment une famille 9' (0)c9 (O); par conséquent 
l'ensemble O dans (20), ainsi que dans (8.5, 20), est dans la classe K (9). 
Nous avons remarqué que (î0) entraîne (20). Réciproquement, étant 
donné un ensemble X, c F, si pour une famille 9' (X) contenue 
dans 9' (X) l'inclusion (20) est valide, on aura 

X . A [ * ( X ) - 5 ' ( X ) ] = X.[A(*(X))-A(*' (X)) ] 
= X . [ A ( ^ ( X ) ) - 0 ] = o (carODX). 

Ainsi on voit qu'une relation comme (i°) équivaut à Vinclusion (20). 
On conclut comme il suit. 

(9.5) Dire qu'une famille 9 est R. M. d'accord avec la définition 8.5 
équivaut à ceci. 9 est simplement régulière [définition 8.1, ®(S(9))<oo\; 
à tout ensemble X, c A(5), mesurable et à tout c > o il correspond 
un ensemble O de la classe K (9), telle que 

(9.5a) O D X , ¢ ( 0 - X ) < S . 

On peut faire une constatation pareille à (9.5), (9.5 a) au cas où 9 
satisfait à (9.A) et à l'hypothèse de la moyenne régularité selon là 
définition 5. i5. 

HYPOTHÈSE 9.6. — Dès lors nous procédons dans une des deux 
conditions suivantes [avec ¢ (S (9)) < 00]. 

(9.6 A) 9 régulière (définition 4.18) possède la moyenne régularité 
(définition 5.i5); 
(9.6B) 9 est R. M. (définition 8.5). 

Les développements (20)-(110) à la suite de (8.10) s'appliquent 
pour un ensemble mesurable quelconque Z, cA(^); les Wn qui 
surviennent sont de la classe K (9). En tenant compte de (8 .n 0 ) 
et du fait que les compléments d'ensembles dans K (9) appartiennent 
à K (9), on conclut ainsi. 
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(9.7) Dans l'hypothèse 9.6, pour tout ensemble mesurable X, 
C F = A (9), et tout s > o deux ensembles Z, Y, existent tels que 

(9.7a) Z€K(#), Y € K(*) , Z D X D Y , 4 > ( Z - Y ) < e ; 

de plus des Zn, Yn (n = 1, 2, . . . ) existent de sorte que 

j ZneK(9), YneK(9), Z „ D \ D Y „ 5 

( 9 ' 7 Ô ) | Z „ | , Y„f, X = J | z r t - X o = V Y / l + X 0 , 

où X ° ( c F — X), X o ( c X ) sont des ensembles minces. 

L'énoncé (9.76) découle aisément de (9.7 a), en tant que les 
produits finis et les sommes finies d'ensembles de K (9) sont 
dans K(&). Tout ensemble mesurable X ( c F ) est un ensemble 
dé KO (9) diminué d'un ensemble mince, ainsi qu'il est un ensemble 
de Kff (9) augmenté d'un ensemble mince. 

(9.8) Si f(x) est constante sur un H de K (9), f(x) sera C0 (9) sur H. 

En effet, si f(x) = a sur H, en posant 

H+ = { t f e H ; / 0 r ) ^ c } , H7 = j xeH; f(x) ^ c }, 

on obtient 
H ? = H (c^a), H+ = o ( c > a ) , 
Hê = H ( c ^ a ) , Hë = o (c<a), 

e. g. ce sont des ensembles K (9) pour toutes les valeurs de c; (9.8) en 
résulte. 

(9.9) Si A et B disjoints sont dans K (9) et si f(x) est C0 (9) sur A 
et est C0 (9) sur B, alors fe C0 (9) sur A + B. 

Les ensembles 

5 = { xe A ; /(a?) ^ c-}, p = { # e B ; / ( # ) ^ c } 

sont dans K (9). Pour l'ensemble y = { x € A + B ; f(x)^c] on 
a y = â + (3, d'où y € K (9). De même on montre que 

Y = [xeA-+-B;f(x) ^c} = [xeA\f(x) ^ c j -+- | J ? € B ; / ( # ) ^ c ( ; 

les deux ensembles au troisième membre sont dans K (9), donc y 
l'est. La conclusion dans (9.9) en découle. 

Supposons qu'une suite de fn (x), définie sur un ensemble N, 
y converge vers une f(x) finie; on dira que la convergence est sup,-
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uniforme [inf.-uniforme] si des constantes en, > o, ->•. o existent de 
sorte que, sur N, 

pour n = î, 2, La convergence uniforme équivaut à ce que la 
convergence est simultanément sup.-uniforme et inf.-uniforme. 

(9.10) Si N e K§ (5) e/ f» € C| (^) [C7 (9)] sur N e/ si les fn convergent 
sur N sup.-uniformément [inf-uniformément] vers une fonction f, on aura 

feCt(9) surN [Gï(9) sur N]. 

Si les fn € Ci (9) sur Netfn->f uniformément sur N, on aura fe. Ci (9). 
Considérons le cas /"„€Ct (9) et posons /"(x) = fn (x) + rn (x), 

où rn (x) < sn sur N (e. g. fn > f— sn). En suivant le procédé utilisé 
pour établir le lemme 17.2 dans [(T); p. 88 et 89] et en écrivant 

H+={tf€EN;/0*0^c}, HJ|C = { #€N ; fn(x) ^ c - e„ }, 

il vient HJ = Hijc.HJc, D'après la définition 9.4 : 

H+C = NP+C, P- c € K ô (30 , 

d'où H £ c € K s (S7). Par conséquent H^ est dans K§(#); cela 
étant pour tout c réel, fGG[(9) sur N. Si /^eCY^) sur N et la 
convergence est inf.-uniforme, on envisage les ensembles 

H7= { t f € N ; / ( # ) ^ c ) , H^c = { xeN; fn(x) Z c + sn } 

on obtient H~ = Hr;c.H;rc... ; les HÂ,C sont dans Kg (9), ainsi 
que H~, d'où feC~[ (9) sur N dans ce cas. Le reste de l'énoncé (9.10) 
s'ensuit immédiatement. 

Nous sommes prêts maintenant d'établir le théorème ci-après, qui 
ressemble d'assez loin à un théorème bien connu de Lusin. 

THÉORÈME 9 . I I . — Admettons pour la famille 9 l'hypothèse 9.6. 
Pour qu'une fonction f(x), finie sur un ensemble mesurable H, c&(9), 
soit mesurable il faut et il suffit que pour tout s > o il existe un ensemble N 
de sorte que 

j NeKôW NcH, ^ H - N ) < £ , 
C 'lia) \ f(x)eC1(9) surN 

[voir les définitions 9.3, 9.4]. 

Nécessité. — Supposons que f (finie) est mesurable sur H. Consi
dérons le cas de f simple, f = { Ci, H,, . . . ; cÇ9 Hq J, où les Hv sont 
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disjoints (mesurables), H = 2 H v - D ' aP r ès (9-7) des ensembles Nv 
i 

existent, tels que 

(io) NV€K(#), NvcHv, $ ( H V - N v ) < i . 

On aura 

,(20) N = N1 + . . . + N(7cH, NeK(^), ¢ ( 1 1 - N ) < e. 

Les Nv [dans K (9)] sont disjoints, de plus f est constante sur 
chacun d'eux, e. g. (9.8) f(x)eC0(9) sur Nv (v = î, . . . , q); en 
raison de (9.9), f(x)eC0(9) sur N [donc f(x)ed(9) aussi]. Au 
cas général f (x) = lim f„ (x) sur H, où /*v (x) est finie, simple et 
mesurable sur H. D'après ce qui précède des Nv existent tels que 

^ ( N V € K ( * ) , NVCH, ^ H - N v X j i ; , 

l /v(*)€C0(^) surNv. 

Selon le théorème de Egoroff [(S); p. 18] il existe un ensemble Q 

mesurable, QcH, ¢ ^ — Q) < 7» tel que fv (x)->f(x) uniformément 

sur Q. Encore d'après (9.7) on peut trouver un N', tel que 

(40 N'eK(^), N'cQ, 4 > ( Q _ N ' ) < ^ 

Ainsi N ' c H , ¢ (H — N ' ) < - > On observe que 

N = N'NiN,...eKô(*), Ne IV (cQcH) , 
fy(x)-^f(x) uniformément sur N. 

En tant que H — N = (H — N') + 2 (H — N„), il vient 

(30) * (H — N) < s. Notons que /*v (x) est C0 (9) sur Nv, donc l'est 
sur N. L'énoncé (9.10) s'applique à N et à f, car C0 (^)cCi(^). Par 
conséquent fed (9) sur N. La nécessité est établie. 

Suffisance. — Admettons que pour tout s > o il existe un N € Kg (9), 
N e H, ¢ ^ - N ) < £ , tel que f(x) est Ci (9) sur N. Alors 
pour v = 1, 2 on peut trouver un Nv tel que 

(i«) NV€K5(#), NvcH, ^ H — N v ) < i » / € C i ( 5 ) sur Nv. 

MÉMORIAL DBS 8C. MATH. — V 157. f 
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D'après (9.4 c) tous les ensembles {x € Nv ; f(x)^c] seront 
dans Ks (9). Il vient 

00 

(2«) H=2Nv+H0 , H 0 =H-2 N v mince 

Envisageons les ensembles 

E, = { x € H ; f(x) ^ c j , Ev
c = { x e Nv ; f(x) ^ c }, 

E 2 « { * € H . ; / ( « ) ^ c f , & = E » + 2 E 2 . 
1 

Les Ê , sont dans Kg (50 ; sauf pour un sous-ensemble mince, 
Ec est dans ¥L?jG(9) donc E' est mesurable. D'autre part on vérifie 
que Ec = Er. Puisque Ec est mesurable pour tout c, la fonction f(x) 
est mesurable sur H, ce qui établit la suffisance. 

REMARQUE 9.12. — Si, avec l'hypothèse 9.6 admise, tout ensemble 
de 1¾ (9) est dans K (9), d'après (9.2) tous les ensembles de KCT (9) 
seront dans K(9); la réciproque est vraie. Dans ce cas K (9) sera 
une famille « complètement additive » (au sens de [(S); p. 7]). 
D'après (9.76) il s'ensuivra que f(x) est mesurable sur un ensemble 
mesurable H [ c A (9)] équivaut à ceci : il existe un ensemble 
mince H0 C H, tel que H — H0cK(9) et f est C0 (9) sur H — H0. 
Par conséquent, dans ce cas spécial le théorème 9.11 est sans intérêt. 

Avec la famille G = ( y 1 parfaitement régulière au sens originel
lement donné par Denjoy (Di), cet auteur a démontré [(D,); p. 353] 
que pour tout ensemble H, c A = A (G), mesurable il existe une 
famille g (H), c G, de sorte que, en posant 

(9.i3) o)(H) = A(^(H)), 

il vient que 

(9 . i3a) ¢ ( 1 1 - Hco(H)) = ^(co(H) —a>(H)H)==o. 

Ce résultat s'appuie sur certaines inclusions [(T>i); p. 349; 4°] qui 
font intervenir un ensemble-noyau et un ensemble-enveloppe. 

La question s'élève si une constatation analogue à (9. i3), (9. i3 a) 
puisse être formulée, lorsque au lieu de la parfaite régularité (au sens 
ancien) on admet l'hypothèse 9.6, e. g. essentiellement la moyenne 
régularité. La réponse est affirmative au moins si l'on ajoute l'hypo
thèse suivante, qui est assez peu restrictive. 
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HYPOTHÈSE 9. I^. —Admettons l'hypothèse 9.6, par exemple (9.6B). 
Si Y quelconque est de la classe K(9) (définition 9 . i ) , e. g. s'il existe 
une famille 9' ( Y ) [ c ^ (Y)] telle que Y = A (9f (Y)), envisageons la 
famille h* des E de 9' (Y) joints à A — Y [A = A (9)] ; on suppose 
que l'ensemble A (h*) est de mesure zéro. 

Voici un énoncé analogue à la proposition [(D^; p. 349; 40]. 

(9. i5) Dans l'hypothèse 9.14, soient Y, Z des ensembles dans K (9), 
tels que Y c Z ; ainsi des familles 9' (Y) c 9' (Z) existent de sorte 
que 

Y = A(#'(Y)) , Z = A(5'(Z)) . 

Désignons par g la famille des E de 9' (Y), disjoints de A — Z, 
et par h la famille des E de 9' (Y) joints à A — Z. Alors 

(9. i5a) Y — A (A) = A ( # ) c Y et ^ A ( A ) ) = o . 

En effet, selon la définition de h et de g, 

Y-£,(h)=b(9'(Y)-h) = b(g); 

en outre, gc$' (Y), d'où A (g)cA (9r (Y)) = Y. Or A— Z c A — Y, 
donc tout ensemble E joint à A — Z est joint à A — Y; par là hch*9 

h* désignant la famille dont il s'agit à l'hypothèse 9 . i4; A (A*) est 
mince, d'où A (h) mesurable l'est; (9.i5), (9 . i5a) est vérifié. 

THÉORÈME 9.16. — Admettons l'hypothèse 9.14. Si H, c A= A (9), 
est mesurable, il existe une famille g (H), c 9, telle que H est identique 
avec A (g (H)), sauf possiblement pour des ensembles minces. 

En tenant compte de (9.7)-(9.7 b) on peut trouver des ensembles Y„, 
.Z„ et des familles 9' (Y„), 9' (Zn) tels que 

Y „ € K ( 5 ) , Zn<zK(9); Y„= A(*' (Y n ) ) , Zn = M^9'{Zn))\ 
Y„cHcZ„; ^ f H - H o , Z / tjH + H0; 

H°cH, H o c A - H ; ¢ ( ^ ) = ¢ ( ¾ ) = o; 9'(Yn)c9'(Zn): 

Introduisons les familles d'ensembles E : 

^ = ! E € 5 F ' ( Y „ ) ; E . ( A - Z „ ) = o î , 
A n = ^ ( Y n ) - ^ = j E € 5 ' ( Y „ ) ; E . ( A - Z w ) ^ o } . 

D'après (9.i5), (9 . i5a) : 

(1°) Y„-A(A„) = A(^)cY„, ^ A ( A „ ) ) = o . 
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Posons [comme dans un endroit analogue dans (Di)] : 

(2°) *(H) = 2 ^ * = ^1-+--- •-*- fp+9p> P /»=2^ ' 1 ' 

Alors pour la réunion finie au troisième membre : 

(30) A ( ^ ( H ) ) = A ( ^ ) + . . . + A ( ^ ) + A ( P y D ) . 

Introduisons la famille 

Q (A - Z„) = { E € 9 ; E. (A - Z„) = o } 

(les E de 5 disjoints de A—Z«). Pour n > p , A—Z«D A—Z^; les E dis
joints de A—Zn seront disjoints de A—Zp, d'où Q(A—Z„) c Q(A—ZP) 
(n > p). Or, pour n> p : 

* » = * ' ( Y „ ) Q ( A - Z n ) c Q ( A - Z „ ) c Q ( A - Z , ) 

et (20) P/> C Q (A — Zp). Tout E de la famille pp étant disjoint de A —Zp 

et A(p/0) étant contenu dans A = A (9), il en résulte que A(p^) c Zp. 
Ainsi [(3°), (î0)] • 

A(^(H)) c Yt-n . . .+ Y,-*- Zp= Zp. 

De plus (i°) : 
p P 

/ 1=1 1 

Conséquemment en laissant p -> <x> et en tenant compte des relations 
imites pour les Yn et les Zn, il vient 

oo 

H - H o - ^ M * , , ) cA(<?(H)) cH + H„ 
1 

ou les ensembles H°, H0> A(A„) (i°) sont minces. Le théorème est établi. 

REMARQUE 9.17. — Le théorème 9.16 revient à ce que, dans l'hypo
thèse 9. i4, tout ensemble mesurable H, contenu dans A (9), est iden
tique avec un ensemble de la classe K (9), sauf pour des ensembles 
minces; e. g. il existe un Q e K (9) tel que 

¢ ( 1 1 - HQ) = ^ Q — QH) = o. 

10. Théorème de la sorte de Vitali-Carathéodory. — Dans 
la section présente on admet l'hypothèse 9.6. 

(10.1) SiJQe K (9), la fonction caractéristique c (x) = ctt (x) est C0 (9) 
(définition-9.4) sur F = A (9). 
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En effet, F — Q e K (9) et c (x) est constante sur Q et sur F — Q, 
donc (9.8) c (x) est C0 (9) sur Q et sur F — Q, ce qui d'après (9.9) 
mène à la conclusion dans (10.1). 

(10.2) Si q (x) = { at9 Hl9 ... ; av, Hv j est simple sur F, avec les H, 
(disjoints) dans K (9) et F = H, + . . . + Hv, alors q (x) est de la 
classe C0 (9) sur F. 

D'après (9.8) q (x), constante sur H„ est C0 (9) sur H. Si v> 1, 
supposons qu'on a établi que 

q(x)eC0(9) sur 1^-4-...-+-¾ ( u m Z ^ < v ) . 
s 

On a Hi + . . . + H*€K (9); q (x)eC0 (9) sur H*+1 [en effet q (x) 
est constante sur H*+1]. En raison de (9.9) q(x) sera C (9) 
sur Ht + . . . + Hyu.1. Ainsi (10.2) est démontré. 

LEMME 10.3. — Si qn(x)eC^(9) sur un AcF(n== 1, 2, . . . ) 
et qn (x) f q (x) sur A, on aura q (x)eC^ (9) sur A. 

Notons la relation 

H^ = {xeA] q(x)^c] = J j A w , An=\xeA; qn(x)^c\. 
71 = 1 

Ici A„ = A.Pê,«, Pc,*€K5(#), d'où 

H7 = A.Pë, P7=JJP7,n€K 5 (^) , 

e. g., d'après la définition 9.4, ?€C7 (9) sur A. Si qn(x)eC0 (9), la 
conclusion sera la même. 

(10.4) Soient XneK(9) (n = î, 2, ...), 2 X * = x> P* d e s cons" 
1 

tantes positives. Alors la fonction 

v i ^ ( l s u r Xn, 
(40.4a) q(x) =2J>nCn(x), où <?„(*)={ s u r F _ X / / 

w=i ' 

sera C7 (9) sur F. 
Posons qn(x)=^iCi(x) + ... + ^nCn(x); d'après (10.1) qi(x)^C0(9) 

sur F. Les ensembles 
Hi = Xi — X1X2, H2 = X2 — X1X2, H3 = XiX«), H4, = F — ( X i M - X f ) 

sont disjoints, appartiennent à K (9) et leur réunion est F. Pour q2 (x) 
on a 

?2 (x) = { Pi, H i ; p„ H2; ptH- p„ H3; o, H4}. 
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En raison de (10.2) q>(x)eC0(9) sur F. En succession il vient 
que toutes les qn (x) sont simples, de la forme 

?n(#) = { «i, H^ijcta, H„,9; . . . « W n , Un)ma }, ay=are,;, 

où les H„,/ (j^mn)9 pour n fixe, sont disjoints, HntJeK(9) 

et 2 H«>/ = F- A insi ?« (#) € C0 (9) sur F pour tout n. Or g„ (x) f qr(z) 

et C O ^ C C T ^ ) ; d'où, en vertu du lemme (10.3), q(x) est (^(9) 
sur F. L'énoncé (10.4), (10.4 a) es/ yérî^é. 

(10.5) Sî sur un ensemble A, c F , a (x) est C; (5) e/ 6 (x) est CT (#), 
on aura a(x) + b (x)eC~; (9) sur A. 

Pour démontrer posons (c étant un nombre réel quelconque) : 

(i°) H " = \XGA; a(x) H- b(x) ^ c } , </(#) = c ~ 6 ( # ) ; 

d(x) sera dans C|.(^) s u r A. On a 
00 00 

r = {*« A; «*(*)> rf(*)) = ^ 2 Am'n-Dm'"; 

( 2 o ) < m=— oo n = i 

AT O > / Z=|^€A; a (# ) > — j , DOT>71 = j?€ A; d(x) < — | ; 

/n A — A»,,» est l'ensemble des points de A pour lesquels a(x) 

donc A — A,„f„ = A.A™>", A1»»» €Kg (*); A — D*,,* est l'en

semble! z€ A; d(x)^™ , d'où A — D,,,,* = A.Dm>*, Dw»aeKj (9). 

Le complément relativement à F d'un ensemble Kg (^) est un K* (9); 
ainsi 

AWîW= A.(F - A*.»); F - A«.»€ K„(*) ; 

de plus 
DTOlïl=A.(F-D'».»); F —D«.»€Kff(^). 

Le produit de deux ensembles K (9) est un K (9), de là, le produit 
d'un KCT (9) par un Kff (9) est un Kcr (9); par conséquent A/w,n.Dm,n 

est l'intersection de A avec un Ka (#); d'après (20) on aura T = A.T*, 
où T* est un Ka(9). Enfin (i0) : 

u- = A - r = A — Ar*= A. (F — r*), F - r*€ KÔ (9), 

cela étant pour tout c réel, il vient que a (x) + b (x) est dans C7 (9) 
sur A, ce qui établit (10.5). 
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(10.6) Soit f(x), ^ 0 , finie et mesurable sur F [=A(#)] . Pour 
tout s > o il existe une fonction h (x) telle que, sur F : 

(10.6 a) h (x)eCj (9)y h (x) ^f(x), f (h -f) d$ < s. 

En procédant un peu comme dans [(S); p. 73 et 74], posons . 
(1°) H A = ; * € F ; {k-i)^^f(x)<kfi) (* = i , 2 , . . . ) , 

où o < f) < £ [1 + ® (F)ï"1. L e s H* mesurables sont disjoints 
et F = Hi + H* + Selon (9.7) des Xk existent tels que 

(20) X i € K ( * ) , X p H , 5 $ ( X , - H A ) ^ ^ r 

Désignons par c* (x) la fonction caractéristique de X* et envisageons 
la fonction 

oc 

(3°) h (x) = 2 ^ ^ ( ^ ) (définie sur F). 
* = t 

Par la raison de (10.4), (10.4a) h(x)^Qr,(9) sur F, de 
plus h(x)> f(x). On obtient (pareillement à [(S); p. 74] : 

00 

f h (x) d<i> (x) =^ki\fck(x) d$ (x) = 2 * ^ (x*) 

=2(^-o ^ (H*) +2^{Uk) ^ 2 ^ (X*~ H*); 

par conséquent [(i°), (20)] : 

f h (x) «Œ> (x) ^ Ç f (x) d<S> (x) •+• i\Q (F) •+- -n <j f (oc) d§ (x) -+- e. 

L'énoncé (10.6) est vérifié. 

REMARQUE 10.7. — Si dans (10.6) f(x) est bornée sur F (plutôt 
que finie) la conclusion (10.6a) aura lieu avec une h(x)eC0(E) 
sur F. En effet dans ce cas h (x), donnée par (3<% est une somme 
finie; h (x) sera de la forme de qn (x), qui intervient dans la démons
tration de (10.4), (10.4 «); par conséquent h(x)eC0(9) sur F. 

THÉORÈME 10.8. — Admettons l'hypothèse 9.6. Soit f(x), ^ . o , 
mesurable sur F [= A (5)], possiblement infinie. Pour tout s > o il 
existe une fonction h (x) de sorte que, sur F : 

(10.8 a) h (x)eCï (9\ h (x) ^f(x), Ç (h (*) —/(*)) d* 0*0 < £> 
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[ici on pose h(x) — f(x) — o pour les x pour lesquels h(x) = oo 
et f(x) = oo]. 

En suivant en partie les développements utilisés dans [(S); p. 74] 
pour un but analogue, nous procédons comme il suit. Pour tout 
entier n > o posons 

,T , e , . (/(*) sur [xeF;f(x)^n], 
( I I ) Sn (X) = < 

K ' \n sur [*eF;/(*)>n]; 
on a 

(20 *«(*)t/(«), /(*)=2/«(«), 
1 

//1 (#) = s* (a?) — Sn-i (x) ^ O, So (x) = o. 

Toute sn (x) est finie, en effet bornée, sur F et satisfait aux condi
tions de la remarque 10.7. Ainsi il existe une hn (x), telle que, sur F, 

(3t) hn(x)eCo(9), hn(x)^fn(x)^o, 

f(hn(a:)-fn(x))d^(x)<^ 

Pour la fonction h(x) =^Jin (x) on aura h(x)^f(x)9 qui est la 

seconde relation (10.8 a). En tant que hn (x) — fn (x) ^ o, il vient (30 : 
00 

n — \ 

e. g. la troisième relation (10.8 a) est vérifiée. La classe C0 (9) est 
contenue dans C7 (9), donc d'après (30 et (10\ 5) on déduit que 
hi(x) + h> (X)GC^ (9) sur F. Supposons que pour un fc^2 on 
a fti (x) +... + hk (x)€Cy (9); alors d'après (30 (pour n = k + 1) 
et (10.5) : 

(ht(ai) •+-...-h hk (x)) H- hk+i (x) € C7 (9) sur F. 

toutes les sommes ht (x) + . . . + hn (x) (n = 1, 2, . . . ) représentent 
des fonctions dans C7 (9) sur F. Puisque hx (x) +... + hn (x) f h (x)9 
d'après le lemme 10.3 il en résulte que h (x)€C7 (9) sur F, ce qui 
achève la preuve du théorème 10.8. 

(10.9) Soient feC^ (9) sur AeK5 (9) et f^Qr, (9) sur B€=K§ (9), 
A et B étant disjoints. Alors /*€ C7 (9) sur A + B. 
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oo eo 

Notons d'abord que H = J J F V , Q = J | > " entraînent 
i i 

00 

(10.9 «) H -+- Q = J J (Fv-4- F»»). 
v , m = l 

Soit C la notation pour le complément d'un ensemble. On obtient 

C (H + Q) = (CH) (CQ) = / 2CFV \ f 2 C F m ) = 2 ( G F v ) ( G F m ) 

\ v / \ m J v,m 

= Gf jc [(CFV) (CF'«)] = CjJ(CFvn- F»), 
v, m v, m 

ce qui vérifie (10.9 a); (10.9 a) se voit aussi directement. Posons 
<x={xeA;f(x)^c}, £ = \ x<z B ; f(x)^ c J, j_ = \xe A -f-B; f(x)^c). 

Or a = A a, p = B (3, où a et (3 sont K5 (^); par conséquent a et p 

sont dans Kg (#). Ainsi a = J | F V , P = JjF / # l
f les Fv, FOT étant 

dans K(#). D'après (10.9 a) a + P = Y est l'intersection des 
(Fv + F*) (v, m = 1, 2, . . . ) ; Fv + F»€K (*); d'où a + j3€Kô (*); 
cela étant pour tout c réel, Za conclusion dans (10.9) en découle [A + B 
sera un Kg (^)]. 

(10.10) Soient a(x) et b (x) dans C7 (9) sur F [=à(9)]; 

d (x) = min (a (x), b(x)) sur F. On aura d(x)eC^(9) sur F. sauf 
sur un ensemble mince. 

Posons 
A = {xeF)b(x)^a(x)}, B = { # € F ; a ( * ) > & ( * ) } = F — A. 

Alors 
( a (#) sur A, 

<''> rf(j,)-{»(.) surB. 

D'après (9.7)-(9.7 b)9 des ensembles A„, Bn (n = 1, 2, . . . ) existent, 
de sorte que 

A„ et BneK(9); AncA, B„cB; 

(2') <(A*Î' B " t ; A=2An-4-A0; B = 2 B , + B0; 

U=A— 2 A * e t B 0 = B — 2 B « minces. 
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En raison de (10.9) et (1') : 

(3') d(x)eCj(9) s u r A n + B „ | > K ( * ) ] . 

Pour n = 1, 2, . . . définissons une fonction 

d (x) sur An-h Bn, 
(4') dn(x)= l 

' [kn sur C „ = F - A „ - B « , 

où kn = inf (C0 d (x). La constante k„ sur l'ensemble Cn de K (9) 
est (9.8) une fonction C0 (9) sur Cn. Ainsi par la vertu de (3'), (4'), 
(10.9) dfl (x) appartient à C7 (9) sur (An + B0 + C„ = F. De plus 

(5') dn(x)^d(x) sur F; lim dn(x) = d (x) sur F — A0— B0; 

puisque kn f et selon (4'), (2') on obtient 

d (x) sur F — Ao— B0, (6') dn(x)ÎV(x) = 
( lim kn sur A0-+- B 0 ; 

D (x)^d(x) sur F. En raison du lemme 10.3 D (x)eC^ (9) sur F. 
La conclusion dans l'énoncé (10.10) en découle au sens qu'il existe une 
fonction D (x), _^ d (x), de la classe C7 (9) sur F, telle que D (x) = d (x). 
sur F — C0, C0 étant mince et D (x) valant sur C0 une constante (qui 
peut être + 00). 

Nous sommes prêts maintenant d'aborder la démonstration du 
théorème suivant qui est dans le genre d'un théorème de Vitali-
Carathéodory [(S); p. 75]. 

THÉORÈME 10. n . — Admettons l'hypothèse 9.6. Soit f(x) mesurable 
sur F [= A (9)]. On peut trouver alors deux suites de fonctions { in (x) j , 
j sn (x) j et un ensemble mince F0 de sorte que 

/in x \'n(x)eCï(9) s i i r F - F o ; sn(x)eGt(9) s u r F - F 0 ; 
(1U. l i a ) < 

[in{oc)^, sn(x)f; sn(x)^f(x)^in(x); 
(10. il b) Vimsn(x) = lim in(x) = f (x) sur F, 

sauf sur un ensemble mince; si f(x) est intégrable sur un E, c F , 

(10. n e ) ff{x)d<S> (x) = l i m / sn(x)d$(x) = lim f in(x) d<I> (x). 
JE n JE n JE 

On peut choisir toute in (x) [sn (x)] bornée inférieurement [supérieu
rement]. 
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En supposant d'abord que f(x) ^ o, par la raison du théorème 10.8 
on peut construire des fonctions hn (x) telles que, sur F, 

(a,) hn(x)eCï(9), hn(x)^f(x), lim f (hn(x) -f(x))d® (x) = o. 

Posons 

(a2) în(x) = min [A, (a?), . . . , hn(x)], d'où in(n) \-

On observe que U (x) = /ii (x)€C7 (9) sur F et, d'après (10. io) : 

(a^ ù (x) = min (ii(x), h,(x)) eCj (9) sur F — F,, ¢(F2) = o; 

il existe une D* (x) e C7 (9) sur F, D> (x) ^ i> (a;) sur F, D, (#) = î2 (x) 
sur F — Fo. Démontrons par induction que, pour tout / c ^ 2 : 

ik(x) = min ( û - i (#) , hk(x))^Gj(9) sur F — FA, ¢ (F*) = o, 
( a ° (FjtDFA-i; iî(ar) = min(DA-,(^), Aii(ar))€C7(^) s u r F - F A ; 

une D* (z) de C7 (^) sur F existe, telle que 

Dk(x)^i*k(x)^ik(x) sur F, Dk(x) = ik(x) sur F — F*. 

Pour k = 2 (a4) a lieu, d'après (a3), avec 

F, = o (l'ensemble vide), D, (x) = i t (a?) [ = h± (x)], il (x) = i%(x). 

Admettons (aO pour un k> 2. En raison de (10.10) et puisque 
D* (X) et /u+i (x) sont dans C7 (9) sur F, 

(«5) il+i = min (Dk(x), hk+l(x))eCj (9) sur F —F*+ 1 , 

où F/t-M est un ensemble mince qu'on peut choisir de sorte que F*+i D F*; 
selon la remarque en italique à la suite de (6') la relation (a5) peut 
être réalisée au sens qu'il existe une D*+1 (x), eC^ (9) sur F, 
D*+i (x) == ïk+i (x) sur F, DA+1 (x) = i'ï+1 (x) sur F — Fk+1. Or (a2) : 

û + 1 (a?) = min («*(*)> A*+i (a?)) ^ ï j + 1 (x) (a5) sur F, 

car h (x) == D* (x) sur F [wîr (a4) pour k]. On a 

(a6) ï*+i(«) = *î+i (*) sur { ^ e F ; i(a?) = D*(tf)} = P*; 

l'ensemble P* inclut F — Fk [car d'après (a,) (pour k) Dk (x) = û (x) 
sur F —FA], d'où P*:>F — Fk+l. De (aO (sur F —FA+1) et de (a5) il 
vient que ik+i (x)eCl(9) sur F — FkU. Enfin D*+i (z) = u+1(x) 
s u r p — FA+I [car sur cet ensemble DA+I = Vk+l et (a6) ij+1 = U+i]. 
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Ainsi l'énoncé (a4) est valide pour tout k^29 avec F! = o, Di = i\ = Ai, 

Revenons à (aO, (a>), la fonction f(x) étant non négative. On a 
hn (x) ^ in (x) ^f(x); par conséquent [avec in (x) | ] : 

(a7) lim f (in(x)— f(x))d&(x) = o, 

lim (£n(x) —f(x)) = \imin(x) — / ( a ? ) ^ o ; 

selon un lemme de Fatou : 

o = lim f (in(x)—f(x))d<&(x)^ Ç (lim in(x) — f (x)) d$ (x) (^ o) 

[ici on pose lim in (x) — f(x) = o aux points où f(x) = + oo]; néces
sairement 
(a8) \imin(x) =f(x) sur F —1 0 , ¢ ( 1 0 ) = 0 . 

n 

Si /"(s) est intégrable sur un E, c F, mesurable, la relation (10.11 c) 
s'ensuivra pour f(x)^o et pour les i'„; cela reste vrai mérp.e 

si ffd<f> = + co (car in ^ /"^ o), Ainsi, au cas f(x)^o le théorème 

est vérifié pour les in (x)9 avec F0 = 2 ^ « mince. 
1 

f(x) étant encore _^ o, posons (comme dans [(S); p. 75], F (x)= f~l~(x)i 
F (x) = + 00, où f(x) = o. En tenant compte de la partie du théorème 
déjà établie, il existe une suite de fonctions { In (x)}, telles que 

(b,) I„(aO<sCi(#) s u r F - F o , ¢ ^ 0 ) = 0, \n(x)\ ; Y(x)^ln(x)\ 

(b2) \\mln(x) = F(x) sur F — 1°, où ¢ ( 1 0 ) = 0 5 

(63) f F (x) d<t> (x) = lim f ln (x) d<& (x). 

Envisageons les fonctions (chacune bornée et =̂  o) : 

<**> s^x)=ï7(x) [où iT fe )^4 = * [où raH' 
On obtient [(61)-(¾)] : 

(bs) sn(x)î; sn(x)^f(x); \\msn(x) = f(x) s u r F - P [ f c (P )=o ] ; 

(bt) lim / sn(x)d<b(x) = / f(x)d$(x) (pour tout E, c F, mesurable), 
n «/R JV 
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Démontrons que toute fonction s (x) = sn (x), de la sorte spécifiée 
plus haut, est dans C| (9) sur F — H°, où H° est un ensemble mince. 

Ainsi soit [3 (> o) une constante finie; envisageons une fonction 

( d ) g(x)^o sur F ; g (x) eG^ (9) sur F — H0; $ ( H 0 ) = o; 

posons 

? v = + oo lorsque g (x) = o . La deuxième relation (d) veut dire 

qu'il existe une G(x)^o, telle que 

(cj) G(x)eGj (9) sur F, G (x) = g (x) sur F — H0; 

on obtient 

<*0 
j s(x) =G-i(x) sur [xeF*— H0; G - ^ ^ ^ P } , 
( *(a?) = p sur { # € F — H0; G-1 (x) > p ; 

(c5) H+ = { ^ € F ; G-i(x)^c) = j a ?€F ; G ( a ? ) ^ i | , 

où c réel est quelconque; puisque G(z )^o , on peut prendre c ^ o 

et l'on pose - = + oo pour c = o. En tant que G (x) est C7 (9) sur F, 

l'ensemble au troisième membre dans (c,) est un K5 (9), 
d'où ç (x) = G-1 (x) € Ct (9) sur F. Désignons par qp (x) la fonction 
qui vaut q (x) sur j xe F; g (s) ^ (3 { et vaut [3 sur | Z«E F; g (x) > (3 } ; 
on voit que s (x) = gp (x) sur F — H0. Posons QJ = { xe F; qp (x) ^ c \. 
Puisque o^qp(x)^fi sur F, on a 

QJ = o (pour c > P), QJ = F (pour c ^ o). 

Pour o < c ^ (3 il vient 

Q J = { # € F ; q (x) ^c } = H?«sK§ ( J ) ; 

Par conséquent gp (s) € Cî ($0 sur F et s(x)eCî(9) sur F —H0, 
avec ¢ ( ¾ ) = o; tous les sn(x)(h) sont C^ (9) sur F —H°, où H° 
mince peut être choisi indépendant de n. En tenant compte de ce fait, 
ainsi que de (b0) et de (h), la vérité du théorème s'ensuit pour les sn (x), 
au cas f(x)^o. 
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Le théorème étant vérifié pour f(x)^o (sur F), admettons main
tenant que f(x) puisse être de signe variable; f=f—f",f'^±o9 

f ^ o. On trouve des fonctions 

4 J ^relativement à/ ' , i"n, s"n relativement à/", 

qui satisfont aux conditions du théorème. Soit E ( c F ) un ensemble 
mesurable sur lequel f est intégrable, e. g. 

(«M Cfd* = ffd*-Çfd* 
JE ^E ^E 

a une valeur déterminée (une au moins des intégrales au second membre 
est finie). Le théorème dans sa forme générale est vérifié en posant 

(do) sn (x) = s'n (x) — i"n (x), in (x) = 4 (x) — s"n (x). 

On remarque que toute sn (x) [in (x)] est bornée sur F supérieurement 
[inférieurement]; de plus 

(dtî) sn(x)eG~{(9) et in{x)^G~i (9) (sauf sur un ensemble mince). 

Pour démontrer la relation (d$) pour in (x), par exemple, notons que 
des fonctions L„ (x), U« (x) existent, telles que 

LJp € C7 (9) sur F, U„ (x) € Ct (9) sur F ; 

Ln(x) = i'n(x) et Un(x)=s'n(x) s u r F - F „ , ¢ (F„) = o. 

En tant que —U* (x)€ C~ (9) sur F, l'énoncé (10.5) s'applique 
à Ln(x) — Un (x). On voit que L„ (x) — U« (x) est C7 (9) sur F; 
d'autre part, in (x) (d*) vaut htl (x) — U„ (x) sur F, sauf sur un ensemble 
mince, e. g. in (x) a la propriété (d3). Tous les autres caractères 
dans (IO.11 a)-(10.n c) s'ensuivent sans difficulté. Le théorème 10.11 
est complètement démontré. 

(10.12) En admettant l'hypothèse 9.6, considérons une suite 
{ hn (x) j (n = 1, 2, . . . ) de fonctions telles que 

(et) hn(x)eG^(9) sur F; lim hn (x) = h (x) existe sur F. 

Alors h (x) possède la propriété 

<e2) { # € F ; h(x) > cjeKg^ (9) (pour tout c réel). 

Si dans (eO Ct (9) est remplacée par C7 (9), on aura 

(e,) l ^ e F ; h(x)<c\eK?ja(9). 
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En effet l'existence de lim 7zv (x) = h (x) entraîne une relation 
bien connue : 

00 « 

Hc={*eF;A (*)>«} = 2 ^ H ^ , H„,*=E„,AEB+1,t..., 
Â = l / 1 = 1 

où En,k =\xeF; hn (x)^c + i | - Si les hll(x)eC+
l (9) sur F, bn 

aura En,k € K^ (9), d'où Un,k € Kg (^) et Hc € Koa (9). Au cas 
où hn (x) e C7 (9) sur F, il vient — hn (x) e Ct (9), —hn(x)-+ — h (x) 
sur F et, d'après (e>) déjà démontrée, { xeF; — h(x)> — c j € K^, 
ce qui est la conclusion (e,). 

Revenons maintenant au théorème 10. n au cas général, où f(x), 
mesurable sur F, est possiblement de signe variable. Choisissons 
l'ensemble mince F0 (cF), indépendant de n, de sorte que à la fois 
les relations (10.11 a) aient lieu, tandis que (10.11 b), 

(fi) lim sn(x) = lim in(x) = f (x) sur F — F0 . 

En raison de (9.7) (pour l'ensemble mesurable X = F — F0) on 
peut trouver une suite d'ensembles Xn (n = 1, 2, . . . ) , tels que 

X„sK(?), X„cF-F0 , X „ t 2 X » = = F - F ° ' 

F°:>Fo, ¢^0)=0. 

Posons 
( !«(*) sur X„ [eK(ÉF)], 

* « W - j [ 0 s u r F _ X „ [ € K ( ^ ) ] . 

Puisque X„cF —F»cF —F0 , il découle [(10.11 a), (9.8)] : 

(/3) hn(x)<=Gj(9) sur X„, hn(x)eC0(9) sur F — X„. 

Parce que C0 (9)c C7 (9), en raison de (10.9) les relations (f,) 
entraînent hn (x)c C7 (9) sur F; de plus 

( / 0 hn(x)=o sur F» et A„' (a?) ^ Àn.+1 (J?) ^ . . . sur F, 

où n' ( ^ 1) est un entier fini dépendant de x. Donc lim /i„ (x) = h (x) 
existe sur F. Par la vertu de (10.12), h(x) possède la propriété (e3); 
d'autre part, h(x) = f(x) sur F —F0 . De la même façon en utilisant 
les sn (x) on démontre l'existence d'une g (x), avec le caractère (e2), 
telle que g (x) = f(x) sur F — F0. 
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Il nous convient d'introduire les définitions : 

{10.13) C7 (9) est la classe de fonctions h (x), définies sur F, telles 
que 

(10. i3 a) Hê = { # € F ; h (x) ^ c }€Ka§ (pour tout c réel); 

Cî (9) est la classe de h (x)9 sur F, telles que 

(10. i3ô) H J = j # € F ; h(x)^c) e K ^ . 

Les caractères (10.i3a), (10.i3 6) équivalent respectivement aux 
propriétés (e,), (e,) (car le complément d'un Kas est un K?J(y). Pour 
les fonctions h (x), g (x), dont il s'agit à la suite de (fi), on a h(x) € Ct (9) 
sur F, g (x) e CT ( F) sur F. On est amené au résultat suivant, consé
quence du théorème 10. n . 

THÉORÈME 10.14. — Dans l'hypothèse 9.6, une fonction f(x) mesu
rable sur F étant donnée, deux fonctions 

h(x)eGt(9) sur F, ff(*)eC>(&) sur F 

existent telles que f(x) = h(x) = g(x) sur F, sauf sur un ensemble mince. 

11. Sur les divisions alvéolaires. — Nous allons vérifier la 
constatation suivante : 

(11. î) Soit G = { y } une famille régulière (définition 4.18) jouissant 
de la moyenne régularité (définition 5.i5). Alors la mesure ¢ (H) de 
tout ensemble H de K (9) (définition 9. î) provient des mesures des Y 
moyennant deux passages à la limite, tandis que la mesure ¢ (H) de 
tout ensemble mesurable H, c A(G), est calculable à partir des mesures 
des Y moyennant trois passages à la limite. 

Si H € K (9), e. g. s'il existe une famille G* c G telle que H = A (G*), 
où note que G* est régulière et possède la moyenne régularité. Prenons 
une suite de nombres ok > o (k = î, 2, . . . ) ,¾ | o. D'après le théo
rème de couverture, pour tout k il existe une suite de Yy 0 = J> 2» • • •) 
disjoints, tels que [en tant que H = A (G*)] : 

(1.) Y* €G*, ¢ (H) - ok< ¢ ( 2 ^ ) < * <H) + **• 

Donc 

(aO * (H) = lim 
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ce qui vérifie (11. î) pour H de K (9), même sans l'hypothèse de la 
moyenne régularité. Si H, c A (G), est mesurable (et la moyenne 
régularité de G est admise), l'énoncé (9.7) s'applique parce que G 
satisfait à (9.6 A) ; donc (9.7 b) des Y„ de K (9) ( n = 1, . . . ) existent 

tels que Y „ c H , Y „ | , H = 2 Y " + H " o u H ° c H e t * ( H o ) = 0# 

Par conséquent 

(3o) $(H) = liro*(Yn); 
n 

Yn étant dans K (9), ¢ (Y„) est calculable à partir des ¢ (Y) par deux 
passages à la limite, d'où Y énoncé (11.1) est vérifié. 

Denjoy [(D,); p. 291 et 295] a envisagé dans un espace abstrait des 
« divisions alvéolaires » d'un ensemble A [une division alvéolaire est 
un réseau, e. g. une suite illimitée de grilles de rangs k = 1, 2, . . . ; 
les alvéoles de même rang k constituent les mailles de la grille de rang k], 
La sorte de division alvéolaire qu'on emploie et les hypothèses, relati
vement à une telle division, qu'on introduit, dépendent, bien entendu, 
des problèmes qu'on a en vue (voir par exemple [(T); sections 18 et 19]). 

Les conditions [(D;); p. 291] d'une division alvéolaire [dans un 
espace muni d'une mesure borélienne Q>] d'un ensemble A sont les 
suivantes : 

(11.2) (î0) les alvéoles 0/i de rang k sont disjoints, A = 2 ^ A (* in v a~ 

riant); (20) chaque (K est la réunion (possiblement illimitée) de certains 
alvéoles 0X + I (de rang k + 1); pour k > 1 chaque 0X est dans une QA-' ; 
(3°) lim ¢(0^ = o (pour k -> 00). 

(11.3) Si G = ! Y J est régulière (définition 4. i8)e/ z > o est donné, 
qn peut trouver un ensemble R, C A (G), tel que ¢ (R) < e [ < <ï> (A (G))], 
de sorte qu'une division alvéolaire, au sens de (11.2), de l'ensemble 
A' = A (G) — R peut être obtenue à partir des Y-

Étant donné un : > o, d'après le théorème de couverture (approxi
matif) une suite de Y* (i = î, 2, . . . ) , disjoints pour k invariant, existe, 
tels que 

(1.) Y,A€G; <l>(A(G)-A(G)rA)<^, où r* = ^ , * ( t f ) < j -
1 

Posons 

j R * = A ( G ) - A ( G ) r * , p = Ri-4-rV-h..., 5 = A ( G ) - P , 

< 2 l > K = y*a; V=?U..* = « - < 
MÉMORIAL DES SC. MATH. — N ° 1 5 7 . 0 
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pour tous les î,, U, ..., ik positifs. Désignons par (3*l/?,. Pk e t P*1<7ï.. qk 

respectivement les (3* épais et les fik minces. En posant 
oo 

il vient ¢ ((30) = o; de plus pc A (G) et (ii) ¢ (p) < s. Formons les 6* 
comme il suit : 

K*=Y,*A', où A ' = o - p 0 

* I [donc A ' = A ( G ) - R , R = p-t-p0 c A (G), ¢ ( R ) < e]; 

^ = 0£,/s,. ,<* = ^ *£ • • • ^i (pour tous les i„ i\, . . . , ik positifs pour 
lesquels 0A ^ o). Or [(2l), (30] : 

*U ..«i=P«U. .i4-Pî.i, ..i*P«(Ti+Ti+-.-+Ti)i 

P</„ , 7A C PoY^ 1 - - -T^c[ i {o (Y < J 1 + . . . + ^ À ) , 

ainsi 

(¾) •£.. ^ C P , L , „ , * ( V . #,*) = *(PA. l W ) > o ; e^ .,,Â = o. 

8*. ,h est vide, dès que (3£, .,/jt est vide ou bien est mince, 
e. g. tout 6* çui ezîsfe es/ épais. On a 0^,,^, i )WcyJv( v= î, . ..,&). 
Donc si Qp[,P^ P> (7^0) est une autre 0*, il existe un v (^k) tel 
que pvz^p'v; les deux 0* seront contenus respectivement dans les 
deux ensembles Y^. Y*, disjoints; ainsi /es 0* de rang k invariant 
sont disjoints. Or [(4i), (2O] : 

A'= A (G) _ 2 ^ - Po = A (G) J J r * - p0. 

Si Ï C A ' , on aura x€ 2 Y* (* = *> 2» • • •)» d ' o u ^^TÎl (v = J» 2» —) 
/ 

et, en particulier (pour un k> o quelconque) 

^ € 7 ^ / , - - - ^ 1 P»r l» *€*,*, /4 (épais); 

par suite 

(60 A'c 2 e*i.....?A (* invariant). 
Pi...,Pk 
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Si x appartient au second membre dans (61), e. g. si z e 0£,. fPk pour 
quelques p; (j? = 1, 2, . . . , k) > o, d'après (40 on aura xe A'; ainsi 

(70 2 e^ ^cA'-

Par conséquent le caractère (11.2, (î0)], avec A' (40 pour. A, est vérifié. 
En tenant compte de [11.2, (î0)] pour A', il vient 

nk ^Cft*+1 

VpuPi,. .,pk - ^ " / ' î . / ' ! / > l . " 

en outre, si k> 1 : 

A * __ ft*-l nk r-Qk-1 
V i » . . »/>* ~~ "Pu--;Pk-l ' W * * % • • t ? * - » ' 

ainsi Za propriété [11.2, (20)] a Zïeu. D'après (4i) et (n) : 

*(»t. . . . i*)^*K)^*(Ti)<iî 

par conséquent le caractère [11.2, (3°)] es/ ue'ri/ïé. On voit maintenant' 
que la constatation (11.3) est vraie, avec une division alvéolaire (40» où 

toutes les alvéoles qui existent sont épaisses. Dans [(DO; p. 291] M. Denjoy 
envisage une famille G = j y j pour laquelle le théorème exact de 
couverture de Denjoy-Vitali s'applique; dans ce cas un résultat comme 
l'énoncé (11.3) est obtenu avec R mince. 

HYPOTHÈSE 11.4. — Soit U un espace qui possiblement n'est pas 
muni d'une mesure. A étant un ensemble dans IL, envisageons une 
division alvéolaire de A jouissant des caractères : 

[(11.2), (i°); (H.2), (20)], chaque 0A étant une réunion illimitée 
de certains alvéoles de rang k + 1 ; 

(3°) si 6* (k = 1, 2, . . . ) est une suite décroissante, J J 0* est un point 

unique de A. 

La propriété [11.4, (3°)1 est suggérée par la condition : « si la suite 0* 

décroît, TT 0* est vide ou élément unique de A », donnée par Denjoy 

dans [(D>) ; p. 295]; pourtant nous supposons que J J 0* (0* étant une 

suite décroissante) n'est jamais vide. 
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En admettant l'hypothèse 11.4, supposons qu'un procédé déterminé 
de numération est établi de sorte que 

(O eo = A = 2 e < - e<i=2e/>'"' - ' ' e *-- . '*=2 'il • • .H. ' i+ l? 

où les i, parcourent tous les entiers positifs. Les alvéoles dans chaque 
réunion (î') sont disjointes. Soit (ju j>, - - •) une suite illimitée quel
conque d'entiers positifs; on aura 

La suite d'alvéoles 0/t, . )/k étant décroissante, d'après [(11.4)» (3°)] 
leur produit est un point unique x de A. Réciproquement, si x 
est un point de A, on trouve l'alvéole unique 0̂  de rang î qui 
contient x; puis dans la décomposition 0y1

l=2^/i.'2°n trouve l'alvéole 

unique 0/liyi de rang 2 contenant x; dans la décomposition de 0/ll7l il 
y a un alvéole unique 0ylï7s,/3 de rang 3 qui contient x, et ainsi de 
suite; on obtient une suite décroissante d'alvéoles (2') dont le produit 
(qui est un point unique) est précisément x. Ainsi on a établi une 
correspondance entre les points x de A et les suites illimitées Oi»J» • • •) 
d'entiers positifs. Si deux suites (î,, i>, . . . ) , (ji> J** • • •) s o n t distinctes, 
c'est que pour un indice k ( ^ j ) minimal ik ^ jk ; des points x et y 
sont définis par ces deux suites; si k = 1, x et y se trouvent dans les 
alvéoles 0/, et 67l disjointes; si k> 1, on aura 

k k 

les deux alvéoles qui surviennent ici sont disjoints. Ainsi x^y. 
On voit que la correspondance entre les points de A et les suites 
illimitées d'entiers positifs est biunivoque. Introduisons : 

DÉFINITION 11.5. — Admettons l'hypothèse 11.4 et une numération 
d'alvéoles de la division alvéolaire selon (1'). On a la correspondance, 
spécifiée plus haut, entre les points x de A et les suites (i) = (il9 î2, . . . ) 
illimitées d'entiers positifs. Si x et y sont deux points distincts de A 
et (j) = (ji, >, . . . ) est la suite qui correspond à y, posons 

(11.5a) d(x, y)= \ [où £(^.1) est l'indice minimal tel que ik^jk\\ 

de plus pour x dans A posons 

(11.56) d(x,x) = o. 
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On note que pour a;, y de A distincts les deux suites (i), (j), qui 
correspondent, sont distinctes, de sorte que l'indice minimal fini k 
existe tel que ik ^ j k . Six = y, on aura (i) = (j) et l'on peut regarder k 
comme +00, ce qui serait d'accord avec la définition (11.5 6). 
Si a;(eA) est fixe et y (€ A) ̂  x, les suites correspondantes étant (i) 
et (j), dire que d (x, y) -> o équivaut à (j) -> (i) au sens que 

( / ) = (*'i> *•> • • •> h-u jh Jk+i, • • •) (jkï£ ik, tandis que *->ao). 

Pour x, y dans A on a les propriétés : 

'd(x,y) (finie) > o si tf^j; 
( 1 1 * 6 ) \ i t 

\ d(x, 
y) = o équivaut à x = y; d(x, y) = <i(r5 # ) . 

Soient x, y, z des points distincts dans A, avec les suites correspon
dantes (i), (j), (ri). Alors pour un k> o et un v > o, on a 

( i i ) x~ (ii, it9 . . . ) , y r^ (i,, . . . , ik_i, j k j jk+i, ...) (jk9£ 4 ) ; 

(2O s ~ ( * i , ---5 *v-i, «v, nv+i, . , . ) ( n v ? £ Ï V ) ; 

il vient 

(30 d (*,?)=%> d(x,z)=±, 

y et z étant distincts, il existe un entier a ^ 1 tel que d (y, z) = - * 

Si a^ / c , on aura (3i) : 

d(y, z) = \ ^ \ = «*(*! r ) < ^ ( * , y ) - + - ^ ( ^ i *)-

Au cas où 1 ^ a < /c : 

£ "f (<] ,« . . . , «a—ij wa? Wa-Hi» • - •)> , ^ a ^ ^ a î 

en tenant compte de (2O on voit que nécessairement ot = v; donc (30 : 

d(z, y) = i = i = rf(ar, s ) ^ <a?(#, 7 ) + d(x, z). 

Ainsi d(x, y) satisfait à l'inégalité triangulaire. On conclut comme 
il suit : 
(11.7) Dans l'hypothèse 11.4. d ayec «ne numération déterminée 
selon (i') admise, l'ensemble A es/ un espace métrique, muni d'une distance 
qui peut être définie selon la définition 11.5 et qui satisfait à l'inégalité 
triangulaire. 



86 M. W. J. TRJITZINSKY. 

On remarque que, pour x, y, z dans A, deux des trois distances 
d (x, y), d (x9 z)9 d (y, z) sont égales et valent au moins l'autre. On note 
que, à(...) désignant le diamètre de ( . . . ) : 

(H.8) o(e*,..,,.J = 
k-hi 

En effet, si x9 y sont deux points distincts dans une 0* lk9 on 
aura 

x ~ (îu . . . , 4 , / A + I , jk+2, • . . ) , y ~ ( ' i , . • . , i , /ÎÂH-1, rt*+2, . . 0» 

soit v l'indice minimal des entiers distincts dans ces suites; v^fc + i 

et d (x, y) = - ^L -rr—; on obtient d (x, y) = -j-ï— i lorsque jY+i ̂  n*+i ; 
V K —H I A -+- I 

(11.8) s'ensuit. 
(11.9) L'espace A es/ séparable. 

Envisageons la suite YJ = {£*,...,/*}, k et les î/ étant variables, où 

x \ tk~ (*ii •••J 4-ij 4i 4, 4, .-O; 

il vient :r£,. .,/t€0Î, . ttl; on a associé avec toute alvéole un point 
unique de rj; ri est dénombrable. Si y ^ (jl9 j * , . . . ) est un point quel
conque de A, on aura 

y^h,j A (v = i , a , . . . ) ; 

8/, /v contient le point Xy4 7v de YJ; d'après (11.8) : 

d(y, *i / v ) k 8 ( e l . . J = ^ (v = i, 2, . . . ) . 

Par conséquent -n est partout dense sur A, ce guî pérf/îe (11.9). 
Envisageons une suite de Cauchy : 

( i ° ) # " € A ( n = i , 2 , . . . ) , a r « ~ ( « î , »8, . . . ) ; 

(2 0 ) <rf(a?«, a?"*) < e (dès que /1 ̂  N, i » ^ N ) , avec N = N ( e ) . 

On dira que pour un k donné la suite d'entiers ik (n = 1, 2, . . . ) 
se stabilise, s'il existe un entier nk(^i), qu'on prend minimal, tel que 

(30) «*=*ï i + v (V = 0 , I ,2 , . . . ) . 

La suite i"î (n _^ 1) se stabihse, sinon il existe une suite infinie 
d'entiers 1 < a (1, 1) < a (1, 2) < . . . < a (1, j) < . . . , tels que 
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Il s'ensuit que 

(4°) rf(*«(i.)ï-i, #<x(i,/)) = i (y = 1 , 2, . . . ) ; 

en tant que a (i, j) -> oo, il y a contradiction à (20) pour s < 1 ; d'où 
la suite îï se stabilise, de sorte qu'un n, (^ 1) minimal existe satis
faisant à (3°; k = 1). Supposons que pour un k> 1 les /c — 1 
suites i'£(ç = i, 2, . . . , & — 1) se stabilisent, e. g. que les entiers 
r\ç (q = 1, . . . , A: — 1) existent tels que ty = î^ + v (v = o, 1, 2, . . . ) (3°). 
Posons n'=max (ni,..., n^-0; alors ij =î«+ v(g= 1,..., k—1 ; v=o, 1,...). 
Si la suite ik (n = 1, 2, . . . ) ne se stabilise pas, il en sera de même 
pour la suite ik (n = n', n' + 1, . . . ) . On peut trouver une suite infinie 
d'entiers 

(5«) * ' < « ( * , ! ) < « ( * , * ) < . . . < « ( * , / ) < . . . , 

de sorte que 

, • " ' _ __ f-a(*,i)-i , ,-«(*»i)_ __ ,-3t(*.2)-i . _-ft(*,2)_: 

__ ;«(^,3)-1 , -a(M)__ 
— lk 7 e * k — • • •» 

par là [puisque i% = i£'+v, q < k9 v ^ o] : 

(6°) d(x*ttJ)-i, #<*(*(/))) = I (y = i , 2, . . .) . 

Les a (fc, j) (4°) tendant vers + 00 avec j , il se voit que (5°) présente 

une contradiction à (20) pour s < i • Par conséquent la suite in
k (n ^ n'), 

et donc la suite in
k (n ^ 1), se stabilise. Par induction il s'ensuit que 

toutes les suites i'/(n = 1, 2, . . . ) se stabilisent, e. g. (3°) a lieu 
pour k = 1, 2, Posons 

(7°) x~(iï\ # , . . . , * ? , «î1 , ---)-

Il vient 

; * = # (? = i, . . . , * ) , 

dès que n ̂  n'* == max (m, . . . . m); par suite 

*»"(*?, «?,••-, «ÎS »î+ii *î+ii---) (pour/i^/i'A). 

Ainsi dCr, z»)^: T-1-(n^n'O, fc = i, 2, . . . , d'où lifnd(:r, x") = o,. 
V 9 ' fc -+- I • 71 

e. g. la suite (s*) (n = i, 2, . . •) (i°) de Cauchy converge vers le 
point x (6°). On a établi la propriété suivante : 
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(11.10) L'espace A est complet. 

A présent nous laissons de côté l'étude plus approfondie de. la 
division alvéolaire selon l'hypothèse 11.4 et des applications possibles 
de l'espace correspondant A. 
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