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THÉORIE MÉTRIQUE 
DANS LES 

ESPACES 0 0 IL Y A UNE MESURE 
Par M. W . J. TRJITZINSKY, 

Urbana, 111., U. S. A. 

1. Introduction. —Dans V Ouvrage actuel il s'agit d'un espace "Il, 
qui peut être non métrique, où une mesure borélienne® est donnée 
{cf. section 2) . Dans le Mémoire de M. A. Denjoy [1] , désigné 
dans la suite par (D) , le théorème exact de Vitali a été établi dans 
un tel espace 11. Ce théorème, que nous nommerons « le théorème 
exact de Denjoy-Vitali », fait intervenir une famille d'ensembles, 
dite «régulière »; disons « régulière-D ». Dans le Mémoire (D) il a 
été montré que les conditions, y données, pour qu'une famille soit 
régulière-D sont nécessaires et suffisantes pour la validité du théo
rème de Denjoy-Vitali (section 2) . Dans (D) il est montré que 
moyennant le théorème exact de Denjoy-Vitali on peut obtenir, 
dans l'espace IL, la plupart des résultats métriques (sur l'épaisseur, 
dérivation, et ainsi de suite); il s'agit de développements analogues 
à ceux d'un espace euclidien (par exemple), qu'on peut établir 
moyennant le théorème ordinaire de Vitali (cela inclut les fonctions 
complètement additives d'ensemble mesurable). Nous remplaçons 
une des conditions pour la régularité-D d'une famille d'ensemble par 
une autre, moins restrictive, de sorte qu'au lieu du théorème exact 
de Denjoy-Vitali on obtienne une espèce de théorème de couverture 
plus faible [théorème 5.2, voir aussi (6.1)] . La régularité-D est 
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remplacée parla régularité au sens (6 .A-D). Dans les sections 3.9 
sont présentés des développements métriques, fondés sur l'emploi . 
de familles d'ensembles régulières à notre sens et analogues aux 
résultats de M. Denjoy, qui ont été présentés dans (D) . L'essentiel 
est que notre relâchement d'une des conditions de régularité-D (qui 
nous a mené aux développements des sections 3-9) est suffisamment 
léger afin de donner des théorèmes de couverture adéquats pour une 
théorie métrique (d'épaisseur et de dérivation, etc.) pareille à celle 
qui se trouve dans (D) . Dans la section 10 sont présentés deux 
exemples de familles d'ensembles « régulière » à notre sens, ainsi 
que « parfaitement régulière » à notre sens, les deux familles n'étant 
ni régulière (dans un cas), ni parfaitement régulière (dans l'autre 
cas), selon les définitions de M. Denjoy. 

Au théorème 1 1 . i, moyennant la régularité au sens de (6 .A-D), 
des conditions sont données afin que la réunion indénombrable 
d'ensembles d'une famille 3F = { E} soit mesurable-^. Dans le théo
rème 11.8 il s'agit d'une famille 3F simplement régulière (défini
tion 11.5) et la mesurabilité-0 est établie des ensembles A ( 9 \ ) (de 
recouvrement indéfini au sens de la métrique 4>) et des dérivés 
(11.8 a-b), relativement à 3F n et à 3F. Puis nous approchons des 
questions d'épaisseur, relativement à ÈF, du point de vue indiqué au 
début de la section 12. L'importance des notions d'un « noyau » et 
d'une « enveloppe » a déjà été établie dans (D) . D'accord avec ces 
notions de M. Denjoy nous utilisons l'idée d'un noyau, relativement 
à 3FV (à 5*), où SF est simplement régulière (définition 12.5). De plus 
nous est utile la notion d'une famille 3F « complètement régulière » 
(définition 12.8) , ce qui correspond à la régularité parfaite, présentée 
dans (D) . 

Dans le théorème 12.9 il s'agit de conditions nécessaires 
et suffisantes pour que le théorème d'épaisseur, relativement à 3F 
[complètementrégulière et avec <&(S($*)) < o o ] , ait lieu. Ce résultat 
est analogue à un théorème dû à MM. H. Busemann et W. Feller [2] 
[voir (BF; p. 23o et a3 i ) ] ; la démonstration est modelée sur celle 
donnée dans (BF). Dans (BF) l'espace est euclidien, la métrique est 
celle de volumes euclidiens et le recouvrement est diamétral (e. g. au 
sens de diamètre tendant vers zéro). Les développements, assez 
étendus, de la section 13 ont pour objet l'extension (dans des condi
tions appropriées) du théorème d'épaisseur 12.9 [voir (13»3-3a)] 
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au cas, où la mesure <I>(A(£F)) peut être infinie; l'énoncé principal 
estle théorème 13.9 . 

Dans la section 14 les questions d'épaisseur sont considérées dans 
des conditions telles que (14 .2 ; a) . Ayant en vue les développements 
de telle sorte, qui se trouvent dans (BF) [voir le texte à la suite 
de (14 .2 'a ] , nous introduisons l'hypothèse 14 .3 , où il s'agit d'un 
groupe de transformations G = { T }, d'une classe K d'enveloppes et 
de la notion d'ensembles « bornes-K » ; le résultat principal sur 
l'épaisseur, dans cette hypothèse, est le théorème 14.14, qui est 
analogue à un théorème de (BF). Il est à noter que la démonstration 
du théorème 14. 14 comprend des difficultés considérables, qui 
n'entrent pas dans la preuve de l'énoncé correspondant dans (BF). 
La constatation ( 1 4 . i 5 - i 5 a ) constitue un complément au théo
rème 14. i4- Le théorème 15.4 est pareil à un énoncé dans 
(BF p. 236) et présente une fois encore des conditions nécessaires 
et suffisantes pour que le théorème d'épaisseur (13 .3-3«) ait lieu. 
On remarque (théorème 15.6) que, 3F étant simplement régulière 
eï le théorème d'épaisseur (pour 3F) ayant lieu, la dérivée 3F de 
l'intégrale lebesguienne d'une fonction (mesurable-O) bornée vaut 
cette fonction, sauf au plus, sur un ensemble mince-<I>. A partir 
de (15.7) jusqu'à la fin de la section 15 nous examinons les diverses 
manières de réalisation de quelques conditions de l'hypothèse 1 4 . 3 ; 
nous le faisons avec l'aide du théorème exact de Denjoy-Vitali. 

Le théorème 16.3 est analogue à un résultat de M. A. Zygmund [3] ; 
il s'agit ici de la dérivation, relativement à S* (dans l'hypothèse 16.1), 
de l'intégrale" lebesguienne d'une fonction f(x) GLp(p > 1). La 
démonstration est modelée sur celle donnée dans (Z). Nous intro
duisons les notions de pseudo-continuité-) 3F: <D} et de pseudo-
semi-continuité (supérieure et inférieure-j 3F, <& } ), qui ressemblent 
d'assez peu aux notions de continuité et de semi-continuité dans les 
espaces métriques. En rapport avec (16.8)-(16. 11 a ) , nous signalons 
un nombre de problèmes métriques dans 11 que nous laissons de 
côté. On pourrait, par exemple, envisager des questions sur dériva
tion (relativement à une famille convenable 3F) d'une intégrale 
lebesguienne, lorsque la fonction à intégrer satisfait à une condition 
de la sorte utilisée dans l'Ouvrage de MM. Jessen, Marcinkievich et 
Zygmund [ 4 ] ; dans 11 ce problème comprend des difficultés addi
tionnelles très grandes. 
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Les théorèmes 17.3 et 17.11 constituent des analogues, dans 11, 
du théorème de M. Lusin sur les conditions nécessaires et suffisantes 
pour qu'une fonction soit mesurable. Nous faisons usage des notions 
de régularité complète (définition 12.8) , de noyaux et de pseudo-
continuité-{ 3F, $ |. 

Les développements dans les sections 18 et 19 sont avec deux 
théorèmes bien connus, de M. A. J. Ward [5] en vue. Ce sont les 
théorèmes présentés dans le livre (S) de S. Saks [6] : (S ; p. i33-i40* 
(S) nous est utile à plusieurs autres reprises. Nos développements 
sont fondés sur les hypothèses 18.2, 18-4 et sur la notion de fonc
tions additives, au sens fini, d'ensemble E d'une famille 3F° (défi
nition 18.5) . Les lemmes 18.6, 18.8, 19.3 et les théorèmes 19. î 
et 19.4 constituent des formulations, dans 11, des constatations 
correspondantes de Ward (celles-ci étant dans un espace euclidien; 
voiries remarques 19.2 et 19.5). 

Parmi plusieurs développements possibles, de nature métrique 
(dans 11) et au-delà de l'Ouvrage présent, nous signalons l'étude et 
l'utilisation de fonctions de variation bornée. 

2. Le théorème de Denjoy-Vitali. — Résumons ceux des dévelop
pements de (D) qui nous serons utiles parla suite. Dans un espace 11, 
qui peut être cartésien, soit <D(E) une mesure, <Ï>(E) étant une 
fonction d'ensemble E, non négative, borélienne; $ obéit aux prin
cipes de complète additivité et de sous trac ti vite. La mesure exté-
rieure-4> (intérieure-O) est 

(2 . i ) $ e ( E ) [ $ , ( E ) ] = niin[max]4>(E') 

pour les ensembles E' mesurables-^ contenant (contenus dans) E. 
On a 

(2.2) * tf(E) =]£*e(E w ) , *,(£) = 2 * « ( E » ) , 

s i E = ^ E / i , E w c K „ , les K„ mesurables-^ étant disjoints. Soit P une 

famille d'ensembles w, qui peuvent être non-mesurables-0; un 
point M est indéfiniment couvert (D ; p. 32o), au sens de la 
mesure-^par la famille P , si P contient une suite u>n{n> = 1,2,...), 
telle que 

(2.3) (d„9M, $e(o)„)-^o. 
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H\POTHLSE (2.1). — Soit G une famille d'ensembles y = y(4>), 
avec Y ( W ) CW, O Ù W Ç P , O < $ ( y ) < - h c o ; p(y) est l'ensemble des 
points étrangers à y et indéfiniment couverts par les co' de P joints à y; 
on suppose que 0 (p (y ) ) = o pour tout y dans G. 

HYPOTHÈSE (2 . I I ) . — Il existe deux nombres (i <.)a << b de sorte 
que, en posant 

(2.4) Û ( T ) = ^ w ' r ; ' ) , où C O ' ( Y ' ) Y ^ ° et <*(?')< a«&(T), 

on a 

(2.4«) <î>e(Q(T))<6<ï>(T). 

L'extension du théorème de Vitali, que M. Denjoy a donnée dans 
(D; p. 324), est la suivante : 

(2 .5) Soit D l'ensemble réunissant les y de G; on suppose que 
<î>e(D)<oo et l'on admet les hypothèses (2.1) et (2 . I I ) . H est 
Vensemble des points M indéfiniment couverts par la famille P ; 
i ( c H ) est Vensemble des points indéfiniment couverts par la 
famille G. On conclut ainsi : 

(2 .5 A) Une suite dénombrable dey,(* = 1,2, . . . ), € G , disjoints, 

existe telle que <Î>(H — HT) = o, où T = V y , . 

(2 .5B) H e£ A sont mesurables-®] ¢ ( 1 1 — à ) = o; £ ( > o ) étant 
donné, on peut choisir les y? disjoints de G de sorte que 

<ï>(A)^<I>(r) <4>(A) -+-:. 

3. Démonstration d'un théorème de couverture. — Modifions 
l'hypothèse (2.1) comme il suit. 

HYPOTHÈSE (3.1) . — Dans l'hypothèse (2.1) remplaçons l'égalité 
<D(p(y)) = o(y € G ) par la condition 

(3.0 < M p ( ï ) ) ^ « ( * ( ï ) ) , 

où a(u) est une fonction de u > o, telle que 

(3.1 a) a ( ? / ) > o , a(u)^o pour «4°* 

HYPOTHÈSE (3.11). — Cette hypothèse est identique avec l'hypo-
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thèse (2 . I I ) : avec i < a < 6, on a 

(3.2) * * ( Q ( Y ) X * * ( Y > (2-4) . 

D'accord avec (2 .5 ) nous admettons que <ï>e(D)<;oo. On note 
que co(y)c&(y) et yC w(y), donc 

(3.3) ^ Y ) ^ * e ( w ( Y ) ) ^ ^ ( û ( Y ) ) < 6 ( * ) ( Y ) . 

Ci-après <x(u) sera soumise à quelques conditions additionnelles. 
Puisque ^ ( D ) (2 .5 ) est fini, le maximum pi des ^ ( y ) (où y € G) 

est fini. Il existe un yi, € G, tel que 

( i ° ) ' M ï ) ^ H-i< a®(*ii) pour tout y € G. 

Si O e (H— H y 4 ) > a(<£(y t)), considérons p(yi) ; cet ensemble-ci est 
dans H ( 2 . 5 ) ; vu ( 3 . i ) 

(2°) < D e ( p ( Y 1 ) ) ^ a ( $ ( Y 1 ) ) . 

On a 

(3o) H, = H - H ( Y , + p ( Y i » = H - H - i - p(Yi). 

De plus (2°) 

(4°) ^ ( H - HTl) - *(*(Yi)) éî *e(H,) [^ 4>,(H - HYI)]. 

Si M € H4, il existe un nombre ai > o de sorte que les relations 

(5«) w = w ( v ) 3 M , 4> 6 , (u>(y ) )< a i 

entraînent wyi = o; M étant dans H, il existe une infinité de tels co, 
en effet, avec la mesure-^ extérieure tendant vers zéro. Soit Pi la 
famille obtenue en retranchant à P les w joints à y4 ; Pi couvre indé
finiment H4. Si H^ est l'ensemble indéfiniment couvert par P t , on 
voit que H't est disjoint de Hy1? donc H — Hyi D H ' , et (3°) 

H 1 - h p ( Y i ) [ = H - H ï l ] 3 H ' I D H 1 . 

Conséquemment 

(6o) p ( Y i ) D H ' ] - H t = p ' 1 . 

Si l'ensemble p\ existe, on a (20) 

* e ( p ' i ) ^ « ( * ( Y l ) ) -
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Soit Gi = j y(&>) j , où w parcourt P4 ; on note que 

( 7 ° ) |J-2= m a x $ ( Y ) ( p o u r Y ^ G , ) ^ ^ ( i ° ) . 

On obtient une suite d'ensembles y4, y2, . . . disjoints, dans G = G0, 
comme il suit. Si 

(8°) $ t , ( H - H r / l ) > a n = a ( $ ( T l ) ) + . . . + a($(T / i), 

où 
^11 = Y i " » - Y * - * " • • • - * - Y n , 

posons 

(9°) O » = P ( Y O -*--.--+-? (Y») 

(notons que Ô/t c H) ; alors, d'accord avec (20), 

(100) ^ e ( 0 / î ) ^ a ( $ ( y 1 ) ) - + - . . . H - a ( $ ( Y / » ) ) = «/i-

Introduisons l'ensemble 

( I I ° ) H„=H-H( r„ - + -0„ ) . 

On peut écrire Un= (H — HTn)—vn, où (io°) 

v„ = 0 „ - r / t0n, $e(vn) ^ ¢,.(6,0 ^ an; 

H — H r „ =11/ , + v u , donc 

$ e ( H - H r „ ) ^ < K H „ ) + *„, 
(120) o < ^ ( H - H r w ) - ^ ^ $ ( H „ ) [^cï , c . (H-Hrw)] . 

Si M est un point de H„, M sera dans H hors de y / + p(Y/)(^= I 1 •••?#)> 
il existe un <x;> o tel que [comme dans (5°)] les relations 

W = C O ( Y ) 3 M , $ e ( o ) ( Y ) ) < a i (#, ^ / 2 , fixé) 

impliquent 0 ^ = 0 . D'accord avec (D; p. 326) désiguons par v!n le 
m i n a c ( i ^ n ) ; alors on voit que les relations 

( l 3 o ) OJ = t o ( Y ) 3 M , ^ ( c o ( Y ) ) < o t n 

entraînent co l^^ o; de plus, puisque M est dans H, M est indéfini
ment couvert par les w de P, donc une suite infinie de w satisfaisant 
à (i3°) existe de sorte que O e (w) -^o . Par la : 
(i4°) Un est indéfiniment couvert par la famille J?n des w disjoints 
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de Tn. Soit H'w F ensemble de tous les points de H indéfiniment 
couverts par P n ; on a H'̂  Tw = o, par suite 

(i5°) H - H r ^ H ' ^ H , , ; H'„=Hw+6;,; 

0̂  est contenu dans (H — HT^) — H^v^cO,,; en raison de (io°) 

(i6°) <Me;o^««. 

Gn étant l'ensemble des y pour lesquels w(y)€P/i , les w(y) pour 
y € Gn seront disjoints de Tn, donc 

(17°) Y r»=o, d'où YY<=° (* = i, 2, . . . , /1), dès que Y€G„; 

on observe que 

( i8°) (o < ) jiII+1 = max<ï>(Y) (pour y € Gn) ^ jx,, 

et qu'il existe un ensemble y/è de Gn tel que 

(190) 0 (Y) (^^ in - i><«^(Yn+i ) pour tout yeGa. 

yi, • • • • Y/n-i sont disjoints; G r tDG„+ 1 + y / l + 1 et G7l | pour n 
croissant. 

Il se peut que pour un m fini 

(200) 4 ) e ( H _ H r m ) ^ am [ = a ( $ ( T 0 ) -h. . .-»- « ( * ( Y « ) ) ] . 

Admettons le cas contraire, où il existe une infinité dénombrable 
de YI (* = I , 2, . . . ) disjoints, construits d'accord avec (8°)-(i9°). 
Posons 

(210) r = 2 T l ' e = 2 p ( ï i ) ( c H ) ' 

On obtient (3.1) 

(220) $ t f ( 6 ) ^ V a ( * ( T 0 ) = ,. 

Désormais a (M) sera soumise à l'hypothèse suivante : 

HYPOTHÈSE 3-4- — La fonction a(u) (3 .1 a) est telle que 

°° « 

(3.4 a) 2^ct(ui) <-4-oo, dès que ut^o et ^w / :^<î>e(D) (2.5). 

Par exemple, a (w) = uc(c^ 1) satisfait à cette condition. 



THÉORIE MÉTRIQUE DANS LES ESPACES OU IL Y A UNE MESURE. 9 

Dans (210) les y, sont disjoints mesurables et T c D ( 2 . 5 ) ; donc 

*(r)=2*(Y0^*<(D) <-•-«> 

et l'on s'aperçoit que s dans (220) est fini. En tant que 0 c H, 

(230) <ï> e(^)^min {*, <&e(H)} = *'. 

Le cas d'intérêt est celui o Ù 5 < ¢,.(11). En posant 

(2(«) R = H —HT, R'=H —H(r-h0) ( = R —8), 

on observe que fc«.(R)f^*e(R')+ 0 e (8) , donc (23°) 

(250) <I>e(R,) — s'^Q^K) [^<&<.(R)]. 

Dans la suite nous admettrons la condition suivante. Étant donné un 
y) >> o quelconque, il existe un N = N(TQ) fini tel que 

(26o) 2 ^ * ( Y n ) < 0 , 
n>N 

Si M est un point de R'(24°), M est étranger aux yy+p(yy) 
(J — 1, 2, . . . ). M est dans une infinité dew = W(Y)> avecOe(co)-^o; 
en vertu de la constatation (avec n = Nf) relativement à (i3°) on 
conclut que les relations 

(270) o) = w ( y ) 3 M , ( ï >
e ( w ( Y ) ) < a'N [a^ = mina^i ^ N;J 

entraînent que les co soient disjoints de yi, . . ., yN. D'où pour les co 
et les y = y(co), qui interviennent dans (270), on obtient 

(280) O J € P „ , Y ^ G N . 

Soient co, y un couple particulier d'ensembles satisfaisant à (270); 
il existe un ra(^i) tel que 

(29«) «$(Y™-M)^<&(Y)> «*(Y/)>*(Y) (J^rn). 

Ceci est contraire à (190) pour n = m, donc y est étranger à Gm ; 
vu (28°), w > N ; co = co(y) est étranger à la famille P m . Comme 
dans (D ; p. 328), il existe un i tel que 

(3o") ]\ < 1 ^ m, ye G,_i, Y n e s t pas dans G,. 
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En vertu de (170) co(y) est joint a y,; de plus (290), <&(y) < a $ ( y , ) 
( c a r / ^ m ) . Par suite, w (y) contenant M (270), on déduit [(2.4), (270)] 
que 

(3i°) CO(T)CQ(YO, M€Q(Yi)cÛN = 2|Q(Yn)J 
7Z>N 

M € R ( 2 4 ° ) , d o n c R / c ^ N . V u r h y p o t h è s e ( 3 . I I ) . O e ( ^ ) ( ï ) < 6 ^ ( > ) 
et 

<MR')^ ^ ( ^ ) ^ 2 , $e(Q(Y/0)<5^<I>(Y/0. 

Conséquemment (260) 

(3 5) <J>c(R')<n et tï>(R') = 4>(H — H ( r + 0)) = 0. 

Enf ln[(a4°) , (a5«)] : 

(3.6) < M H - H r ) ^ i ' = m i n ( s , ^ ( H ) ) , ou s = 2 « ( $ ( Y 0 ) -

4. Démonstration d'un théorème de couverture {suite). — Dans 
la suite remplaçons l'hypothèse 3-4 par la suivante qui est plus forte. 

HYPOTHLSE 4 . I . — x(u) ( 3 . i a) est telle qu'on peut choisir des 
nombres nn(n = i, 2, . . . ), positifs et tendant vers zéro pour n-^cc,, 
de sorte que 

(4.1 a) <j=2^<x(ulfl) <z (M, ¢ = 1,2, 
n,i 

dès que 

(4.i b) °<uin<i\n, 2 « l f l ^ ^ ( D ) (2.5). 
z 

Exemple : 3.(11) — w (C > 1); en effet dans ce cas 

n 1 n 

et il suffit de prendre nc~l = g •• 
<P<J(.L») 

En revenant aux ensembles H (2 .5 ) et T(3.21°), qui interviennent 
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dans (3 .6 ) , nous observons que H T c H D j d o n c H — HD est contenu 
dans H — H T. Si r\n ( n = i, 2, . . . ) est une suite de nombres positifs 
tendant vers zéro, définissons les familles Gn, P7l d'ensembles, ainsi 

( i ° J G „ = | Y i et P # 1 = J C O ( Y J J , avec <*>(7)<'r\n; 

soit 

(2°) D „ = 2 Y pour Y€GU. 

Choisissons les r}tl de sorte que (4 . 1 a) ait lieu. Si P'n est la famille 
des co pour lesquels <Dc(co) <*î/i, on aura P „ D P ^ . Comme il a été 
indiqué dans (D; p. 328), l'ensemble indéfiniment couvert par P„ 
est H. D'accord avec notre résultat (3 .6 ) on peut couvrir H avec une 
suite de Gn, y" (i= 1,2, . . . ) , d'ensembles disjoints, un ensemble 

R„ = H — HT,,, avec ^ = N Y " » e x c e P l t o de sorte que 
t 

(3") 4> e(R„)^„ = 21a(<I>(T;<)), où Ht?)< «i„. 
t 

On observe que les nombres u,9n = ®(tf) satisfont à (4 .1 b), en effet 

2 ^ , ^ = 4)(17,) et r „ c D . En tant que la série ( 4 . i a ) <7=2 5 / * 
z 

converge, les sn tendent vers zéro (pour /z—>oo). Vu la remarque, 
qui précède ( i° ) , 

H — HDcH — H r „ = R„; 

donc (3°) 
« M H - H D ) ^ ^ . 

Pourtant H — H D est indépendant de n, tandis que sn -> o ; de là 

(4°) <I>(H — HD) = o. 

D'accord avec (D; 328) l'ensemble A (2 .5) (de points indéfiniment 

couverts par les y de G est exprimable comme I | D „ . En conséquence 

de (3 .3) 

* M W ( Y ) ) < & $ ( Y ) ; d o n c C M W ( Y ) ) - > ° > s i * ( Y ) - > - O ; 

parla 
(4.2) AcH. 
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L'ensemble A ' = T T r n est mesurable et 

A ' c A c H \rf. (D; p. 3a9)[. 

L 'ensemble S ' = r H - A ' est contenu dans 2 R " ï d 'après (3°) 

/z n 

où o- est la série intervenant dans ( 4 . i a). Vu l 'hypothèse ( 4 . i ) 

à présent admise, 

(5«) 4 > e ( S , ) < -

O n note que S' = H — A' dépend des Tn donc des r\n et de e. Donnons 

a s la suite de valeurs j (k = Ï , 2, . . , ) ; soit A'̂  un ensemble A' — J j T , , 
n 

/ a v e c r „ = y y M ) où les y" correspondent à la suite des f]n associés 

avec £ = T- Alors (5°) 

(5') ^ ( H - A ' , ) < i , 

b!k est mesurable , donc A* = 2 ^ l 'est ; on a A ' ^ c A c H , donc 

(6o) A*cAcH. 

O r A = A * + (A — A*), où A* est mesurab le ; de plus 

(7°) 4 > t . ( A - A * ) ^ 4 > , ( H - A * ) . 

E n tant que 

H — A* = H — >^A* c H — A'„, (entier m, > o, quelconque), 
A" 

on obtient (5 ; ) : 

<i\,(H - A*) ^ ^ ( H - A'„0 < i ; 

H — A* est indépendant de m, de là <&(H — A*) = o et (7 0 ) 

(8«) <Ï>(A —A*) = o. 

En conséquence de la remarque à la suite de 6° il s 'ensuit que A est 
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mesurable et <&(A) = 0(A*). D'autre part nous avons observé plus 
haut que H — A* est mince-O, conséquemment (6°) H est mesurable 
et <&(H) = <D(A*). On peut donc faire l'énoncé suivant. 

(4 .3 ) . Dans les hypothèses (3.1), (3 . I I ) , (4 . i) les ensembles H, 
A (2 .5) sont mesurables et F on a 

(4 .3*) AcH, <t>(A) = 4>(H). 

5. Le théorème fondamental de couverture. — En vertu de (3 .6) 
et de (4 .3 ) . H et T étant mesurables : 

(io) <ï>(H-Hr)^*=2«(<ï>(Y0) ( r = 2 T ' ) ' 
z 

H = A-t-S, d»(S) = o, TH = rA-+-rS, 4>(rS) = o, 
<ï>(rA) = <ï>(rH). 

De plus 
(2°) $(rH)[=4>(H) — $(H— Hr)]^4>(H) — s. 

Avec £, >> o, préalablement donné, nous choisissons les rin, >o, 
tendant vers zéro pour /i-^oo, de sorte que [(4. i a), (4 . i b)] ait 

lieu. Soit Tn=^^, y" e Gn, où G„ = {y j avec * ( y ) < 'fin ; D„ = 2 " 
z 

où y € Tn ; alors Tn c Dn et 

(3°) A = J | D „ , 

d'accord avec le texte à la suite de (4.4°)- Si T est un quelconque 
des r n (/i = i, 2, . . . ), on aura 

(4°) s=sn=y^*(<i>(iï))<z 

i 

(en effet si + s2 + . . . < s ) , et(2°) 

(5°) 4>(rH)><ï>(H) — s. 

On déduit [(i°), (5°), (4 .3 a)] 

4»(r)^4»(rA) = <ï>(rH)>4>(H) —c = 4>(A) —s, 
donc 

(6«) <f>(A)--s<<ï>(r), aussi ^ ( A ) - ^ ^ $ ( r , 0 ^ ^ ( D „ ) ; 
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de plus 

(7°) *(r*A) ^ * ( À > - * -

Si D„ était mesurable, ®e(D) — <&(D7l)-> ¢ ( A) (3°); donc, entant 
que 5„->o, il s'ensuivrait de la seconde formule (6°) que 

<E>(TV)->^(D) (pourv ->ao) et $ ( r „ ) < * ( A ) - h s 

pour n = n(e) assez grand. Considérons le cas où Dn n'est pas mesu
rable. En procédant comme dans (D; p. 331) nous notons que 
T>n— A = X a + Yn, où Xn est un plus grand sous-ensemble mesurable 
de Do—A tel que 0 ( X n ) = * i ( D n — A ) [ ¢ , ( . . . ) étant la mesure 
intérieure]; Y„ est non mesurable et &t(Yn) = o; 

*^D„) = *(A) + *(X„) •+- ¢, (Y„ ) et ^ (D,0 = <&(A) + * (X«). 

D'accord avec (D ; p. 331) on peut faire en sorte que X„ ne croisse 
pas; 0 ( X n ) -> o; nécessairement 0 ( r n Y „ ) = o et l'on a 

(8°) <t>(i\o = 4>(r„ A) -4- <t>(r„x,o. 

En raison de (8°) et de (70) 

$(A) + * ( r n x n ) ^ $ ( r n ) ^ ( A j - ^ + 4 ) ( r n x „ ) . 

Or <&(r/tX„) tend vers zéro [puisque 0 ( X „ ) - > o ] , aussi s„-> o, donc 
« ( r * ) - * • ( * ) et 

(90) <ï>(rw) < <I>(A)-+-: pour n assez grand. 

A cause de (6°), (90) on peut conclure ainsi. 

Etant donné £ !> o, les y,( € G) disjoints peuvent être choisis de 
sorte que 

(5.1) $(A)-c<<ï>(r)<<I>(A)-h:, ou r = 2 ï " 

En tenant compte de (3 .6 ) , (4 .3 ) , (5.1) nous sommes menés à 
l'énoncé suivant. 

5 .2. Théorème de couverture. — D'accord avec la section 2 envi
sageons la famille P d'ensembles co, la famille G d'ensembles 
Y [ = Y ( W ) ] . Soient H l'ensemble des points indéfiniment couverts 
[voir (2 .3)] par P et A l'ensemble des points indéfiniment couverts 
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par G. Posons D = 2 ï P o u r Y € ^ î supposons que <&e(D)<< + ao. 

Soit p(y) l'ensemble des points étrangers à y et indéfiniment couverts 

par les co' de P joints à y; &(y) = 2 Û J , ( Y ' ) ' P o u r ' e s W ' (Y ' ) joints à y, 

tels que ^(y ' ) < a ^ ( Y ) » a étant u n e constante > i. Admettons que 
(avec un b^> a) 

(3.2«) «Mp(Y))=X*(Y», * C ( Û ( Y ) X * * ( Y ) (pourT€G), 

la fonction a(u) (u^> o) étant soumise à F hypothèse 4 . i . Dans 
les conditions indiquées on conclut comme il suit : 
(5 .A) H est mesurable. Il existe une suite dénombrable de 
y f ( / = i, . . . ) disjoints, € G, tels que 

4 > ( H - H r ) ^ s = 2 « W Y z ) ) , où F = 2 T H 
z z 

(5 .B) A est mesurable; A c H ; <D(A) = 4>(H); les y, intervenant 
dans T peuvent être choisis de sorte que, e > o étant préalable
ment donné, on a 

<1>(A) — s < 3>(r)< *(A) -t- : . 

REMARQUE 5 . 3 . — Dans les conditions du théorème, si £ > o est 
donné, on peut choisir les y, qui surviennent dans 5 . A, dépendant 
de £, de sorte que 0 ( H — HT) < £ . 

REMARQUE 5.4- — Si l'hypothèse 4 . i est remplacée par l'hypothèse 
plus faible 3-4? on ne peut plus affirmer que H soit mesurable; dans 
ce cas des y,, €=G, disjoints existent, tels que 

4> d (H-Hr )^ 5 =2«( < ï> (Y i ) ) -
z 

tandis qu'on ne peut pas affirmer que les y, peuvent être choisis de 
sorte que s, > o, soit aussi petit qu'on veut. 

6. Couverture par une famille régulière et un théorème d'épaisseur. 
— Désormais nous laissons les co être identiques avec les y corres
pondants. Comme dans (D ; p. 333), mais dans nos conditions moins 
restreintes, nous dirons qxïunefamille G d ensembles y est régulière 
si[a^> i, OL(U) ayant la signification indiquée dans le théorème 5.2] 

MEMORIAL DBS SG. MATH — N« 1 4 3 . 2 
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on a 

(6.A) O < $ ( Y ) < ° O ; 

(6.B) $e(p(y)) ^- a($(Y))5 p(Y) étant l'ensemble des points étrangers à y 
et indéfiniment couvert par les Y' de G joints à Y ; 

(6.C) $e(Q(Y)) < b$(y), où Q(Y) est la réunion des Y' joints à Y et tels 

que 4>(Y') < « ^ ( Y ) (b > a); 

(6.D) cDe(D)<oo, où D = 2 Y (Y€G). 

Comme une conséquence du théorème (6 . 1-6. i b), ci-après, p(y) 
est mesurable-^ et l'on pourra remplacer <&e(p)) dans (6 .B) par 
^ (p (y ) ) . Le théorème 5.2 devient le suivant. 

(6.1) Soient b^>a^>i et OL(U) d'accord avec le théorème 5 .2 . 
Si la famille G est régulière, F ensemble A (G) indéfiniment 
couvert par G est mesurable-® et il existe une suite dénombrable 
de y,(j = i, 2, . . . ) disjoints, € G, tels que 

(6.i a) $(A(G)-A(G)rX*=2«(*(Yz)) , où r = 2 ™ 
z ? 

de plus, s > o étant donné, on peut choisir les y, de sorte que 

(6.i b) 5 < e , ^ ( A ( G ) ) - . < a > ( r ) < 4 » ( A ( G ) ) + e. 

REMARQUE. — Dans les conditions de M. Denjoy s = o et 
* ( A ) ( G ) ) ^ < r ) . 

L'énoncé suivant est facile à vérifier. 

(6 .3 ) . Si la famille G = j y j est régulière et si G* = { y*} est une 
famille contenue dans G, alors G* est régulière avec les constantes 
b > a(> i) et la fonction a.(u), associées avec G. 

Le théorème dans ( D ; p. 336) demeure vrai dans les conditions 
actuelles; ce théorème le voici. 

(6-4) Si ^e(E) > o e t fEcA(G) , G étant une famille régulière, 
et si 0, < i , est une constante, tandis que <De(Ey) <64>(y) pour 
tout y de G, a/ors * C (E ) ^ 6<Ï>(A(G)). 

En effet vu (6.1) , étant donné £ > o , il existe une suite de 
y,(j = i, 2, . . . ), disjoints pour lesquels 

$(A — A r ) < s et 4>(r)<4»(A)^e; 
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en suivant la démonstration dans ( D ; p. 336) nous obtenons 

<ME)<e[«ï>(A)-H:]-f-£; 

dans cette inégalité les y, (qui peuvent dépendre de £) n'interviennent 
pas : la conclusion dans (6 .4 ) en découle. 

Gomme c'est le cas dans ( D ; p. 33^) définissons Fépaisseur 
infrî(E, M) et Féjyaisseur supyj(E, M) de l'ensemble mesurable E, 
C A = A( G ), au point M, € A ; ces épaisseurs sont relativement à une 
famille régulière (6 . A-6.D) G d'ensembles y : 

(6.5) 5(E, M) = l i l î l ^ y > *Ï(E, M) = 1 ^ ¾ ^ 2 

pour y B M et 0 ( y ) - > o ; si ces épaisseurs se confondent, la valeur 
commune est l'épaisseur r}(E, M). 

Le théorème fondamental dans (D; p. 33») sur l'épaisseur 
demeure vrai dans les conditions actuelles : le résultat suivant a lieu. 

THÉORÈME. 6 .6. — Admettons que la famille G d ensembles y est 
régulière (au sens de 6. A-6.D) et posons A = A(G) F ensemble de 
jyoints indéfiniment couverts par G). Alors y}(A, M) — 1, sur une 
plénitude de A. 

Si le théorème est en défaut, le raisonnement dans (D ; p. 337) 
mène encore à la conclusion qu'il existe une constante 0 <C 1 telle 
que si E est l'ensemble de points M pour lesquels ru (à, M) << 0, on 
déduit 
(i°) <MEÏ>o. 

Soit G ' = { y' (, c G, les y' satisfaisant à 

(20) <i>(AY'xe<fr<Y>-

Vu (6 .3) G'est une famille régulière. Gomme dans (D; p. 337) o n 

obtient 

(3°) EcA\ où A' = A(G') (l'ensemble indéfiniment couvert par G'). 

A cause de (6.1) , A' est mesurable. On note qu& , / ¾ ^ 

(4°) -n(A, M ) = o sur A'— E. 



l 8 W. J. TRJITZINSKY. 

De plus [ ( 3 ° ) , ( i o ) ] 

(5o) <P(A')^<J>e(E)>o. 

Jusqu'ici les développements sont comme dans (D ; p. 337). En vue 
de (6.1), sie > o est donné, il existe une suite de yj (i = 1, 2, . . . ) , € G', 

disjoints, tel que, M r ' = 2 Y z ' ? o n ° b ^ e n l 

(60) $ ( A ' - A T ' ) < £ , <ï>(r')<$(A')4-s . 

Il se peut que T' tienne à £. dans le cas considéré dans (D) on 
a <&(A'— A T ) = o. A cause de (6°) 

A ' = A ' r - h \ V avec $ ( W ' ) < e , 

donc 

(7°) $ ( A ' ) < $ ( A ' r ' ) + E Z $ ( A r ' ) + ^ 

En vertu de (2°) et de la seconde inégalité (6°) 

«D(Ar') = 2 * ( A Y ' , 0 < eV^(Yi.) = °*(r') < e[<i»(A') + s] 

e t ( 7 0 ) 
$ ( A ' ) < 6 [ $ ( A ' ) - + - £ ] - + - £ . 

Le nombre 0 et l'ensemble A7 sont indépendants de £, d'où 

$(A')^ô<ï>(A'). 

C'est une contradiction puisque [(3°), ( i0)] <&(A') >> o. Le théorème 
est vérifié. 

7. Les fonctions complètement additives. — Soit G une famille 
régulière, au sens de (6.A)-(6.D), d'ensembles y. Soit*F(E) une 
fonction d'ensemble E, c A = A(G), ayant une valeur finie, déter
minée pour tout E, c A , mesurable-O. Nous supposons, d'accord 
avec (D; p. 338), que W est complètement additive [c'est-à-dire, si 
les E„ (n=z 1, 2, . . . ) sont disjoints et les W(En) sont déterminés 

e t 2 l V(E„) | < 00, alors w ( 2 E n ) = 2 V ( E » ) ] et Possède de la 

soustractivité; *P(EE7) est défini dès que *F(E), V(E ' ) le sont. 

Moyennant le rapport A ^ (avec y € G ) , comme dans (D; p. 338), 



THÉORIE MÉTRIQUE DANS LES ESPACES OU IL Y A UNE MESURE. 19 

envisageons les nombres dérivés supérieur, inférieur, moyen (une 
limite quelconque) et la dérivée (unique, si elle existe), 

(7.i) 5(*T,M,G), D( . . . ) , D„( . . . ) , D( . . . ) , 

de W au point M € A (relativement à la famille G). 

(7 .2 ) Les dérivés D , D e f la dérivée D (7 . i ) sont mesurables-®. 

Ce résultat, analogue a une constatation qui se trouve dans 
(D; p. 338), se démontre dans les conditions actuelles en suivant le 
raisonnement présenté dans (D; p. 338 et 33g), au moyen de (6 .3) 
et de la partie de (6. i) selon laquelle l'ensemble A (G) est mesurable. 

Le théorème du paragraphe 24 dans (D ; p. 33p,) a lieu avec notre 
définition de familles régulières; ainsi le résultat suivant est validé. 

THÉORÈME 7 .3 . — Admettons que " / (E) est une fonction (de la 
nature indiquée plus haut) définie et bornée pour E, c A = A (G), 
mesurable-®, la famille G étant régulière [ (6 .A)- (6 .D)] , Alors 
les ensembles 

(7.3a) E + - = {D(¥\ M, G)=-*-oo} E_M = | D(iF, M, G) = - * > ; 

sont minces-®. 

Comme dans (D; p. 338) introduisons la famille GA(A) d'en
sembles y de G, tels que 

(i") 1 T(AY)>A«Ï>(Y) (A positif quelconque). 

Vu (6 .3) G,(A) est régulière; en raison de (6 . i ) A[G,(A)] = A,(À) 
est mesurable. Selon l'hypothèse 

(2'») — k<W(E)<k (A fini, E, cA, mesurable). 

Comme dans (D) on a encore 

(3o) A 5 ( A ) D E + « . 

En raison de (6. i a), (6. i b), étant donné un s > o, des y, (i = i , . . . ) , 

€GA(A), disjoints existent tel que, en posant r A = ^ v , , on déduit 

(4") AA(A)-A,(A)rA = WA, 

où WA est mesurable-*!* et 

(5°) 4>(WA)<*. 



20 W. J. TRJITZINSKY. 

Dans les hypothèses de M. Denjoy <&(WA) = o. En suivant la ligne 
du raisonnement dans ( D ; p. 338 et 33()), mais avec la modifica
tion (5°), posons L = A — ATA; vu (20) (pour E = L mesurable) 
V ( A ) > * F ( A r A ) — k; A et ®(yt) étant positifs et T l € G , ( A ) ( i ° ) , 
on trouve que W ( A y , ) > o . En raison de (20) la série de W(Ay,) 
converge et vaut V(ArA). Donc [(10) avec y = y,] : W(ArA) > A®(TA); 
on obtient 

(60) * F ( A ) > A < ï > ( r A ) - * 

[comme dans (D)] . Or (4°) 

r o A , ( A ) r A = A , ( A ) - W A , 

d'où [(50), (S0)] 

* ( r A ) ^ * ( A , ( A ) ) - * ( W A ) > * ( A , ( A ) ) - i > * ( E - - ) - « 

et (6°) 
V(A)> A[$(E+-) —e] —A-. 

A, E+*, A, A sont indépendants de e; en conséquence W(A) 
vaut ®(E+"°)-k au moins; parce que k>W(A), on a i > A $ ( E + w ) 4 
et l'on arrive à une contradiction, si E4"30 est épais-O. Donc E+ao est 
mince-<&. Pareillement la conclusion est la même pour E_je. Le 
théorème est établi. 

Selon la locution de M. Denjoy la fonction ^ ( E ) , définie 
dans A = A(G), sera dite métriquement continue, si | W ( E ) | est 
borné pour E mesurable-® et contenu dans A et si \W(E)\~^o 
quand la mesure-® de E ( c A ) tend vers zéro. On s'aperçoit que 
dans ce cas, à tout £ > o il correspond un à = à(e), tel que 

<t>(E) < 0 (pour E, cA, mesurable) entraîne [*F(E)] < :. 

L'analogue du théorème dans le paragraphe 25 dans (D ; p. 33g) 
est le suivant. 

THÉORÈME 7.4- — Si la fonction WÇE) est définie et métriquement 
continue dans A — A (G), où G est une famille (d'ensembles y) régu
lière au sens de (6. A)-(6.D), alors aucun couple de nombres A < R 
n'existe, tel que 

(7 .4«) D(*F, M, G ) < A < B < D ( i F , M, G) partout sur A. 
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Dans le cas considéré dans (D) au lieu de la continuité métrique 
il était suffisant de supposer que ®(E) = o entraîne *F(E) = o. 

Pour établir ce théorème remarquons d'abord que, avec les 
notations introduites plus haut, on a encore ( D ; p. 34o) : 

do) A[G,(A)] = A[G,(B)] = A(G) = A. 

Soit £ >> o quelconque et ô = ô(£) le nombre correspondant qui 
intervient dans la définition de la continuité métrique de W. Il existe 
deux suites d'ensembles disjoints : 

(2 0 ) Y „ £ G , ( A ) , Y , f € G é ( B ) ( # 1 = 1 , 2 , . . . ) , 

tels que, comme une conséquence de (6 .1) , 

(3o) A = AJT»-»- W0, A = A 2 Y " + W°, 

o ù 

fc(Wo) < S = 8 ( s ) , $(W<>) < 8, 

tandis que, avec f1,, = 2 ï « e t r"=2ï"' 

(4«) * ( A ) - S < ®(Tn) < ¢ ( A ) + 8, 

$ ( A ) - 8 < $ ( r n ) < $ ( A ) + 8. 

En raison du choix de ô on obtient 

(5o) | T ( \ V o ) | < £ , | V ( W o ) | < e , 

W 0 , W ° étant mesurables-^, car A, les yn et les y/l le sont. On 
déduit [ (3 0 ) , (5 0 ) , (20)] 

V(A) = 2 ^ ( A Y „ ) -+- V(W„) < A 2 ( Ï , ( Y « ) + S = A4>(r„) -h e, 

W(\) = 2 ^ ( A Y W ) + ^(W«) > B ^ $ ( f ) - s = B$(r„) - £. 

En tenant compte de (40) o n a 

(60) V ( A ) < A [ * ( A ) -*- 3] + t, V ( A ) > B[«*(A) - 8] - «, 

donc 
(70) B [ < I > ( A ) - o ] - s < A [ $ ( A ) - 4 - 8 ] - h e , S = 8(e ) . 

A, B, A sont indépendants de e) en laissant £ dans (é0) tendre vêts 
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zéro, on trouve que B $ ( A ) Z A $ ( A ) . En tant que <I>(A)>o, il y 
a une contradiction. Le théorème est établi. 

8. Définitions et développements préliminaires à la section 9. — 
Ci-après G est une famille régulière [(S.A.yfô.'D)] d'ensembles y. 
Soit E un ensemble contenu dans A = A (G). 

NOTATION 8. I . — G(E) = {y}, où les y (de G) sont joints à E ; 

A[G(E)] = 8(E); cr(E) = 8(E) - E. 

DÉFINITION 8 .2 . — F, c A ( G ) , mesurable-<& est dite un noyau 
si o"(F) est mince. O, c A(G), est une enveloppe (relativement à G), 
quand F = A — O est un noyau; c'est-à-dire, O-mesurable, c A , 
est une enveloppe si, en posant G ' ( 0 ) = {y} où (A — 0 ) y = o . 
l'ensemble T ( O ) de points de O indéfiniment couverts par 
G _ G ' ( 0 ) = G(A — O ) est mince. 

Les notations et les définitions qu'on vient d'indiquer sont dues 
à M. Denjoy; pourtant la définition de familles régulières a été 
modifiée. 

En vertu de (6 .3 ) , (6.1) l'ensemble àÇE) est mesurable-®. 
L'équivalence des deux définitions d'une enveloppe est démontrée 
dans (D; p. 348). 

(8 .3 ) . Si y est un ensemble de G, on a 

(8.3a) * K T A ) X a ( $ ( y ) ) . 

Remarquons que dans le cas où G est régulière au sens de 
M. Denjoy, selon (D ; p. 345, le résultat correspondant à (8 .3 ) 
est ®(<r(yà)) = o, c'est-à-dire y A est un noyau. 

Afin d'établir (8 .3) nous suivons d'abord la démonstration 
dans (D; p. 345). On s'aperçoit que o-(yA)cp(y>) (Notation 8 . i), 
où p(y) est l'ensemble des points étrangers à y et indéfiniment 
couverts par les y' de G joints à y. Donc (6 .B) 

*e(*(YA))^«(«*(Y)). 

Or ô(yA) = A[G(yA)], où la famille G(yA) est contenue dans G 
par suite (6 .3) G(yA) est régulière et (6 . i) â(yA) est mesurable-^ 
yA est aussi mesurable, d'où a(yA) = ô(yA) — yA est mesurable 
( 8 . 3 a ) s'ensuit. 
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(8 .4) Tout point M de A est un noyau. 

Ce résultat est identique avec une proposition dans (D ; p . 345), 
mais la démonstration est modifiée. Comme dans (D) notons 
que ®(M) = o e t que 

o(M) = M - h < j ( M ) c y A H- p(y) (pour les y B M). 

Donc, d'après (6 .B) et p(y) étant mesurable, 

* ( » ( M ) ) ^ * ( Y A ) H - $ ( P ( Y ) ) ^ $ ( Y ) - + - « ( $ ( Y ) ) . 

Pour une suite d'ensembles y, ^ M , de mesure tendant vers zéro, le 
dernier membre ici tend vers zéro; de là <&(<r(M)) = o et M est un 
noyau. 

(8 .5) La somme finie de noyaux et le produit (s'il existe), au 
plus dénombrable, de noyaux sont des noyaux; le produit fini 
d'enveloppes et la somme, au plus dénombrable, d'enveloppes 
sont des enveloppes) si F est un noyau et O une enveloppe, 
F — FO est un noyau et G — OF est une enveloppe ; si un noyau F c 
une enveloppe O et si 0 est l'ensemble indéfiniment couvert par 
les y de g = G ( F ) G ' ( 0 ) (les y joints à F et disjoints de A — 0 = / ) , 
alors 8 est intermédiaire à F — F T ( O ) etàY -\- Oo-(F); A = A(G) 
est un noyau ainsi quune enveloppe. 

Les propositions dans (8 .5) sont identiques avec certains énoncés 
dans ( D ; p . 346, 348 et 34g) et elles se démontrent précisément de 
la môme manière. 

9. Dérivation et intégration relativement aux fonctions métrique
ment continues. — Rappelons-nous la notation 6.5 des épaisseurs 
(sup, inf, unique) et le théorème 6.6. F étant un no^au de la famille 
régulière G = } y j , considérons les épaisseurs YJ(F, M), r\(¥, M), 

rj(F, M) de F [définies moyennant le rapport ^ y? o u T ^ M 

et < & ( Y ) - > O ] . En tant que 3(F) = A[G(F) ] , en tenant compte du 
théorème 6.6 on conclut, comme dans (D ; p. 351 et 352), ainsi. 

(9. i ) Si F est un noyau (de G = {y} régulière) ,onan(F,M) = i sur 
une plénitude de F et TQ(F, M) = o sur une plénitude de O = A -— F ; 
A = A(G). 
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La seconde plénitude ici inclut O — T ( O ) = A — d(F) au moins. 
En examinant les développements de ( 7 . i 0 ) jusqu'à (7.6 0) on 

conclut comme il suit [voir (D ; p. 352)] : 

(9 .2) Soit W{ E) -une fonction d'ensemble définie et métriquement 
continue dans A = A (G), la famille G étant régulière [(6.A)-(6.D)]. 
Les conditions 

(9.2a) D(iF, M, G ) < A, D(T, M, G) > B, 

satisfaites sur un noyau F, impliquent respectivement 

(9.2b) V ( F ) ^ A $ ( F ) , (20 *F(F)^B. 

Adaptons la définition de M. Denjoy (D; p . 352) de famille G 
parfaitement régulières : 

On dira qu'une famille G = { y }, régulière au sens de (6. A)-(6.D), 
est parfaitement régulière, si à s > o et à tout E, c A = A(G), 

' mesurable-O il correspond un noyau F et une enveloppe O en sorte 
que 

(9.3) F c E c O , $ ( 0 - F ) < : . 

(9 .4) Soit G parfaitement régulière. Si E, c A ( G ) , est mesurable, 
il existe une famille #(E) , c G , telle que A (g (E)) et E sont identiques 
sauf pour des ensembles minces; l'épaisseur rj(E, M) = 1 sur une 
plénitude de E et TQ(E, M) = o sur une jAénitude de A(G) — E. 

Les résultats (9 .4) se démontrent de la même manière que les 
énoncés analogues dans (D ; p. 353 et 354). 

THÉORÈME 9 .5 . — Si G est parfaitement régulière et si la 
fonction " / (E) est métriquement continue dans A = A(G), la 
dérivée D ^ , M, G) unique et finie existe sur une jjlénitude de A. 

Dans ( D ; p . 354) ce théorème est formulé et est établi en rapport 
avec les développements dans (D; p. 34o et 34i). Dans les conditions 
actuelles il y a certaines modifications dans la preuve. En conséquence 
nous en donnerons les détails. 

Si le théorème est en défaut, on peut trouver A < B et un 
ensemble E mesurable épais, tels que 

(i") D(¥\ M, G ) < A et D(W, M, G) > B sur E. 



THÉORIE MÉTRIQUE DANS LES ESPACES OU IL Y A UNE MESURE. 25 

Il existe un noyau F c E, avec $ ( F ) > o. On a 

(2°) 8 ( F ) = A ( G ( F ) ) = F - h a ( F ) , $ ( a ( F ) ) = o, 

où G ( F ) est la famille des y de G joints à F ; de plus 

(3°) T ( F ) = *F(8(F)), 

en tant que W est métriquement continue. Soit GA(F) la famille des y 
de G ( F ) , tels que W(Ay) < A $ ( y ) . On note que 

(4") F c 8 v ( F ) = A(G A (F ) ) c8 (F) ; W(F) = "/(8V(F)). 

Soit £ >> o quelconque. Selon ( 6 . 1 ) la famille G A (F) contient une 

suite dénombrable d'ensembles disjoints Y ' £ ( J : = I , 2, . . . ) , tels 

que [(4°), (*•)]: 

(5«) | *(v(F;) - 3 i (F)r | < e, ¢ ( 0 < *(8A(F); -+- s = ¢(3(F)) -+- e, 
^ 8 A ( F ) ) - s < ^ r ) , 

où IV = 2 Y I " P° s o n s 

(6«) Hv = 8 v ( F ) — 8 A ( F ) T ' , alors ^ H A ) < e. 

Vu la définition de la continuité métrique, un Ô ( E ) > O existe, 

tendant vers zéro avec e ( > o ) , tel que 

< ï > ( e ) < £ [e mesurable, cA(G)] entraîne | f ( e ) | < S ( £ ) . 

Il en découle que 

(7°) $ ( 8 A ( F ) r ' ) = $ ( 5 A ( F ) ) - ^ H A ) = ^ S ( F ) X $ ( H A ) , 

o ù O ( H A ) < £ ( 6 0 ) , et 

(8«) ^ ( 8 A ( F ) r ' ) = ^ ( 8 ( F ) ) - ¥ ( H A ) , 

avec 
| V ( H A ) | < 8 ( i ) . 

En tant que les yi € G ( F ) , on a W ( A T ; ) < A $ ( T ; ) et (5°) : 

(90) V(Ar') < A 2 * ( Y Î ) = A * ( r ' ) < A ^ ( 8 ( F ) ) n- s]. 

Posons 
(100) x A = r - 8 A ( F ) r . 
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En vertu de (7 0 ) , (5°) on obtient 

(11°) $ ( X A ) = ¢ ( 0 - ^ 8 A ( F ) 0 = * ( H - ¢(3(F)) -+- ®(HA) < 2£. 

Ô\(F) et â A ( F ) T sont inclus dans A = A(G) (4°) ; donc ( io° ) 

V(Ar') = *F(AXA) + ^ ( 8 A ( F ) f ) ; 

en tenant compte de (8°) on obtient 

*F(AT) = *F(AXA) H- W(Z(F)) — *F(HA): 

par suite (9 0 ) 

V ( A X O - » - V ( 3 ( F ) ) - \ ï r ( H A ) < A [ ^ 3 ( F ) ) - h i ] 
et 

*F(AXO-+-^(8(F) )<3( s ) -4 -A[^(8(F; ) -+-e ] . 

Or ( n ° ) 0 ( A X A ) < 2 £ , donc | V ( A X 4 ) | < « ( 2 e ) ; parla 

T ( 3 ( F ) ) < 3 ( 2 « ) + 8 ( e ) H - A ^ ( 8 ( F ) ) H - « ] ; 

en laissant £ -> o, il en découle que 

(12°) tF(8(F))^A<l>(8(F)). 

De la même manière on montre que 

(i3«) * F ( 8 ( F ) ) ^ B ^ 8 ( F ) ) . 

Les inégalités (120) , ( i3° ) présentent une contradiction, en tant 
que ®(à(F)) = * ( F ) > o (F étant un noyau). Le théorème est 
démontré. 

Toutes les conclusions du reste de ( D ) , à savoir celles dans 
( D ; p. 354-356), demeurent vraies dans nos conditions. Ces 
énoncés, dans les démonstrations desquels il n'y a rien à modifier, 
sont les suivants. 

( 9 . 6 ) Soit G parfaitement régulière : admettons que W(E) est 

métriquement continue jyour E c A = A ( G ) . Si D (W, M, G) << A 

[ou D(W, M, G) > B ] sur un H( c A) épais, on aura T ( H ) < AO>(H) 

[ou W(R) > B * ( H ) ] . La fonction D ( M ) , 

D(M) = D(W, M, G), où la dérivée existe, et D(M) = o ailleurs, 

est sommable-® sur A et 

W(E) = C D(M)aM> pour tout E ( c A) mesurable. 
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La fonction I (E) = j / ( M ) d®, ou f est sommable sur A et E( c A) 

est mesurable, cette fonction est métriquement continue dans A; 
de plus D(I , M, G) =f sur une plénitude de A. 

10. Des exemples de familles régulières et parfaitement régulières. 
— Dans le plan euclidien 11 = 1l 2 des points (x, y), envisageons 

les segments [x0—c0, #o+Co] contenus dans le segment [o, i] de 

l'axe Ox; o << x0<C i, c 0 > o, o ^ x0 — c0, ^0 + c 0 ^ i ; o n a c 0 Z - . 

Soit u < < z 0 < i et définissons y0 comme l'ensemble des points (x, y) 
pour lesquels 

(10.1) x» — c0(i - . r ) a 0 ^ ^ ^ ^ o + c o ( i —r) a 0 , o ^ j ^ 1; 

y0 est fermé; sa frontière consiste du segment [x0—c0, a?o+Co] et 
des deux arcs 

x — X0 = ±CQ(I —y)*0, où O ^ J ^ I ; 

y0 est contenu dans le rectangle 

( 10.1 a ) r0 = j x0 — Co ̂  x ^ x0 •+- c0 ; o ^ j ' ^ 1 }. 

Soit la métrique ® au sens de l'aire euclidienne. On a 

^(TO) = ITO| = ^ ^ T ( < O; 

choisissons a0 tel que 

(10.I&) | r 0 - T o | = |Yo| 2 , 

donc a0 = - [ — 1 H- y i H- 8coJ. Un ensemble y0 est défini moyennant 

les nombres c0, a0. Si c, a sont des nombres assujettis aux mêmes 
conditions que c0, <x0, désignerons par y et r l'ensemble et le rectangle 
qui correspondent; on a | r — y| = | y |2. Envisageons maintenant la 
famille G d'ensembles y, formés pour tout o < x <C i, avec c > o, 
o ^. x — c, x •+• c ^ 1. 

Dire que | y | -> o équivaut à ce que c -> o, mais le diamètre de y 
ne tend pas vers zéro. L'ensemble A (G) des points indéfiniment 
couverts par G est le suivant : 

(10 .2 ) A ( G ) = [o, i ] - h [ o < # < / i 5 o<y^i j . 
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La réunion D des y est identique avec A(G) ; | D | = i . Si y0 est un 
ensemble particulier de la famille G, on voit que l'ensemble p(ya) 
( 6 . B ) des points étrangers à y0 et indéfiniment couverts par les y 
de G joints à y, cet ensemble consiste de r0— yo, dépourvu des points 
des deux semi-segments 

( (o , o) , (o, i ) ] , ( ( 1 , 0 ) , ( i , i ) ] ; 

donc p(yo) = Di'o — yo- En raison de ( 1 0 . \b) 

(10.2a) | P(Yo) | = | Yo I' = I ? = = r > 0 ' 
L I H- \ I -+• bC0 J 

On note que la famille G = j y } satisfait aux conditions ( 6 . A ) , ( 6 . B ) , 
( 6 . D ) avec a(u) = u-; la fonction OL(U) est d'accord avec l'hypo
thèse 4 . i (celle-ci intervient dans le théorème 5 . 2 de couverture). 
La mesure de p(y) étant positive (pour tout y de G) , la famille G 
n'est pas régulière au sens de M. Denjoy. Pourtant il reste à établir 
que ( 6 . C ) a lieu, ce qui démontrera que la famille G est régulière 
dans notre sens. Soit a un nombre fixe, tel que a > i . Œ(y0) est la 
réunion des y de G, tels que 

(IO.26) YYo^o, I Y K « I Y O | -

L'inégalité ici équivaut à ce que 

c aco 

i -+- \/i + 8 c i -h v'i H- 8co 

(tandis que c>o, o^lx — c, x-\-c^l\, où x correspond à y ) ; 

donc, en tant que Co> o, c ^ -» on obtient 

l + l / l + 8c ^ . I / /r \ 
c < ac0

 v < c0ga : ou a = - ( 1 - 1 - ^ 5 ; . 
i-f- v i -+- 8c0

 2 

Puisque y est joint à y0, il s'ensuit que les y qui satisfont à ( 1 0 . 2 ¾ ) 

se trouvent dans D S 0 , où S0 est le rectangle 

{ x0 — Co — 2 Co qa < x < x0 -+• c0 -+- 2 c0 qa, o ^ y ^ i |. 

En raison de l'inclusion & ( y 0 ) c D S o , pour la mesure extérieure 

de ^ (yo ) on déduit 

| Q(YO) \e^ le min de | D | et de | S0 | ̂  2 c 0 ( i + iqa). 
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Or [y0 | = 4^o[i -»- \A + 8 ^ 0 ] - \ d'où (puisque c 0 ^ - j 

¢0=7(1-+- v/n-8c0) | Yo | -£ ̂  ? | Yo | 

et Ton a 
| Q ( Y o ) | e ^ 0 ' | Y o | , où 9 ' = (1 + 2 9 0 ) 9 ; 

/ / > r/, rfo/ic /a condition (6 . G) a lieu avec un b fixe quelconque 
surpassant a*. 

(10.3) La famille G = { y }, donnée plus haut, est régulière dans 
notre sens (6 . A-6.D), mais ne l'est pas au sens de M. Denjoy. 

Dans l'exemple d'une famille régulière G = { y}, que nous venons 
de donner, les y sont fermés et leurs diamètres surpassent l'unité. 
Construisons un autre exemple d'une famille qui est régulière dans 
notre sens mais ne l'est pas au sens de M. Denjoy et qui, en effet, 
est aussi parfaitement régulière dans notre sens ( 9 . 3 ) ; bien entendu 
une telle famille ne sera pas parfaitement régulière au sens de 
M. Denjoy. Dans cet exemple les y seront ouverts et tels que l'aire 
(euclidienne) | y | ne tend vers zéro que si le diamètre de y - > o . 
Soit S0 le carré ouvert 

(10 \) S ° = j o < ^ , 7 < i |. 

Considérons la famille de tous les cercles fermés 

( 1 0 . 4 a ) s(x0, yQ; fo) = { (x - x0y + (y -y0)*^ t% }, 

pour lesquels 

(10.46) (a?0,^o)€S«, / 0 > o , s(x0,y0; ^o)cS« 

Soit r0 un nombre assez proche de t0, tel que 

( 1 0 . 4 c ) -2to<r0<t0, ~(tl-rl)^K*-rl. 

En\ isageons un ensemble / 0 avec les propriétés : 

(10.4 d) /o est fermé, discontinu (sans points intérieurs) ; / 0 contient 
le pourtour de s (x0,y(,; t0)

m, o < | / 0 | ; /oC*(^o,J 'o ; *o)—s(x0 ,y0 , r 0 ) . 
Posons 

(10.4c) Yo = *(#o,.ro; t0)—f0. 
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y0 est ouvert, y0 = y 0 + / o = s(x0, y0] t0) (e. g. /o est la frontière 
de y0) ; yo D s(x0, yo ; r0). Vu (10.4/f) | / 0 | < T T ( ^ — rj), donc (10.4c) : 

(10.4/) 1 / o K ^ X l Y o l 2 

Si (x', y') est un point de / 0 , (#', y1) sera à distance o de y0; les 
nombres rf, t' correspondant au point (x1, y') de la même manière 
que r0, *o le sont au point (x&, y0) [(10.4&)» (10.4c)J, tout 
cercle s(x', yl\ r') sera joint à y0; puisque YrDs(xf, y1; rf), y' sera 
joint à y0 ; y' contient (x', y') et | y' | -> o avec t'; donc (x1, y1) c p(yo), 
où p(yo) est l'ensemble défini dans (6.B). On conclut que/ 0Cp(yo) . 
Si (xf, y') est un point étranger à y0 ainsi qu'à / 0 , (x', y') ne peut 
pas être indéfiniment couvert par les y joints à y0, puisque (x',y!) est 
à distance positive de y0 et le diamètre de y tend vers zéro avec | y | ; 
un tel point (xr, y!) doit être étranger àp(yo)- Ainsi l'ensemble p(y0) 
est identique avec/0; par là [ (10-4^) , ( 1 0 - 4 / ) ] 

(10.5) o< | P (Yo) l< |Yoh 

cela étant pour tout y0 de la famille G = { y } ; de plus 

(10.5a) D = 2 / f ( e G ) = S°; | D ( = i ; A(G) = S«. 

Supposons que yo est un ensemble particulier de G et considérons 
les y de G tels que 

Oo) YYo^o, | Y | < * | Y O | , 

où a est une constante supérieure à i. Soient 

(^o, yo), r0, h et {x, y), r, t 

les centres des cercles et leurs rayons, associés respectivement 
avec yo et y; (i°) entraîne 

7W2< aiztl, 2r <2y/a70; 

mais t<i ir (10-4^), par suite t <C 2 \fât0. Vu q u e y y 0 ^ o, les deux 
cercles des centres (x, y), (x0, yo) et des rayons t, t0 sont joints. 
Conséquemment les y, dont il s'agit dans ( i 0 ) , se trouvent dans le 
cercle 

s(*o, yo; ( i - M \fa)to). 
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La réunion &(yo) des y, qui sont ouverts, satisfaisant à ( i 0 ) est 
mesurable, Û(yo) est contenu dans le cercle indiqué et l'on a 

|û(Yo)|^|*(-co,.ro; (i + 4v'â)'o)l = (i-+-4iM2rc'ii-

Or YoD5(^0, )'o', r 0 ) , | y01 >TTr^ ; vu que r 0 > - ^ o , on obtient 

| y o | > 7ntl et 
4 

(10.56) | û(y 0 ) | < b | YO |, 6 = 4 ( 1 + \ \[a)*> « ( > 1). 

On conclut ainsi : 

( 10.6) La famille G = j y j introduite en rapport avec (10.4) • • • 
satisfait aux conditions (10.5) , ( 10 .5a ) , ( 10 .56 ) ; cette famille 
est régulière au sens de (6 .A)- (6 .D) et elle n'est pas régulière 
au sens de M. Denjoy [parce que | p(y) | > o pour tout y de G] . 

Soit F, c S0 (10.4)i un ensemble fermé dans S0. Si (x1, y1) est un 
point sur S 0 —F , il existe un cercle ouvert 

**= { I x - x' |*H- \y -y' X (?')' }, 

situé dans S0 et disjoint de F. Une suite y7(y = i, 2, . . . ) de G, 
telle que 

(2 0 ) Y / 3 « / ) , Y / F ^ o , | Y / | - > o ( e . g . f , - > o ) 

ne peut pas exister, puisque yy contenant (x!, y') et le diamètre ( < 2tj) 
de YO tendant vers zéro, yy doit se trouver dans s0, dès que j est 
suffisamment grand, de sorie que y7F = o. Le point (x!, y1) (de S0 — F) 
n'est pas indéfiniment couvert par les y de G joints à F. Avec la 
notation 8. 1, en désignant par G(F) la famille des y joints à F et 
en posant 

A(G(F)) = 8 ( F ) , a (F) = 8 ( F ) - F , 

on s'aperçoit que o"(F) = o, donc : 

(10.7) Pour la famille G de (10.6) tout ensemble F ( c S ° ) , 
fermé dans S0, est un noyau. 

Si 0 ( c S ° ) est ouvert, S 0 —O sera fermé dans S0 et par consé-
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quent sera un noyau (10 .7 ) ; en tenant compte de la définition (8 .2) 
on conclut ainsi : 

(10.8) Pour la famille G de (10.6) tout ensemble 0 ( c S0) ouvert 
est une enveloppe. 

Si E, c S0, est mesurable au sens de Borel, E est mesurable au sens 
de Lebesgue. Étant donné un s >> o, on peut trouver un O ouvert 
et un F fermé, de sorte que 

F c F c O , | 0 — F | < e. 
A fortiori 

F c E c S " 0 , S ^ O - F c O - F , |S°0 — F j < s; 

ici F fermé dans le plan est fermé dans S° et S ° 0 est ouvert; F est 
un noyau, S0O est une enveloppe. Vu la définition, donnée en 
rapport avec (9 .3 ) , on est mené à la conclusion suivante. 
(10.9) La famille G, dont il s'agit dans (10.6) est parfaitement 
régulière dans notre sens) nécessairement cette famille n'est pas 
parfaitement régulière au sens de M. Denjoy. 

11. Les familles d'ensembles &> = { E j . — On sait qu'une réunion 
indénombrablement infinie d'ensembles mesurables peut être non 
mesurable. Nous allons présenter un énoncé, où interviennent des 
conditions suffisantes pour qu'une telle réunion soit mesurable. Il 
s'agit de la mesure-^, introduite plus haut. 

THÉORÈME 1 1 . I . — Soit £F = { E j une famille d'ensembles E (de 
l'espace c\l) ; posons 

(11.ia) S ( ^ ) = ^ E ( E e * ) . 

Supposons qu'à chaque ensemble E de SF on peut faire corres
pondre une famille régulière G = G E = j y } , où y = y(E) , telle 
que 

( H . 1 6 ) v C E et A(G) = E 

et de sorte que la famille 

(11.ic) G* = 2 < > C ( E € # ) = JY*} 

d'ensembles y* soit régulière. Alors S(3*) sera mesurable-®, avec 
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Notons d'abord que d'après le théorème 6. i de couverture tout 
ensemble E de la famille 3* est mesurable^, parce que E (11 . \ b ) 
est l'ensemble indéfiniment couvert par les y de la famille GE, supposée 
régulière. On a l'inclusion 

(u.2) 2A(G) c A(2G)= A ( G* )-

En effet, si/? est un point de"VA(G),/> est sur un A (G), c'est-à-dire/? 

est indéfiniment couvert par les y de G; a fortiori est-il indéfiniment 
couvert par les ensembles de G*( D G ) , donc/?€ A(G*). L'inclusion 
au sens opposé 

(11.2a) A ( G * ) C ^ A ( G ) = 2 E = S ( 5 ) 

aussi a lieu. On s'aperçoit de cette relation en notant que, si p est 
un point de A (G*), p est indéfiniment couvert par les ensembles y* 

de G * = 2 J G ; il existe une suite y* ( j f= i , 2, . . . ) , où y^Bp 

[et <&(Y/*)->o]; chacun yz* appartient à une famille G, soit yf*€G,; 
vu (11.16) YJ* €E/ , OÙ E,- est l'ensemble E( € $*) correspondant à G/; 
le point p est contenu dans E I c S ( S 7 ) , ce qui démontre (11 .2a) . 
Par conséquent [(11. 2), (11 .2a) ] : 

(H.3) S ( * ) = 2 A ( G t ) = A ( G * ) . 

C'est-à-dire, l'ensemble S(5^) (11. 1a) est identique avec l'ensemble 
indéfiniment couvert par les y* de la famille G*, supposée régulière, 
donc (6. 1 ) S(&) est mesurable-^ et 

^ S ( * ) ) = ^ ( A ( C * ) X + « > ; 

de plus (avec un E de 3* quelconque et un y de G )̂ 

< I > ( S ( ^ ) ) : ^ ) A ( G E ) ) = ^ E ) ^ ( Y ) > O . 

La conclusion du théorème est établie. 

COROLLAIRE 11.4. — Soit la famille &* = {E} d'ensembles E une 
réunion, au plus dénombrable, de familles 9 \ (v = i, 2, . . . ), 
chacune satisfaisant aux conditions du théorème 11 .1 ; alors 
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l'ensemble S(«F) (réunissant les E de 9) sera une somme, au 
plus dénombrable d'ensembles de mesure-® finie. 

En effet S ^ ) est la réunion des S ( â \ ) , les S(i9\) (v = i, 3, . . , ) 
étant de mesure-* finie (en vertu du théorème). 

Le théorème bien connu dans l'espace euclidien *IU (la mesure-* 
étant celle de volumes euclidiens), selon lequel toute réunion de 
segments est mesurable, est un cas très spécial du théorème 1 1 . 1 et 
du corollaire 11.4. Dans le résultat mentionné « segment », par 
exemple dans 1 l a , veut dire « rectangle » fermé de mesure positive 
et de côtés possiblement non parallèles aux axes. Avec tout segment E 
(de la famille considérée) on associe tous les cubes (fermés) inclus 
dans E; ces cubes sont les y de G t . 

DÉFINITION 11 .5 . — On dira qu'une famille êF = {E } d'ensembles E 
est simplement régulière, si 

(11.5a) les E sont mesurables^ et o < $ ( E ) < - i - o o 

et si 

^ ^ V ^ v , où ^ c ^ c 

où 2FV est une famille (partielle de 9* ), telle que : 

(11 .56) si &*'v est une famille quelconque contenue dans 9»v, 
l'ensemble S(ÊF'V) (réunissant les E de 3\) sera mesurable-* et 
• ( S ( ^ ' v ) ) < + « [aussi *(S(9%) < + 00]. 

REM4RQUE 11.5 ' . — Si 9 est simplement régulière et si S*1 est une 
famille quelconque contenue dans êF, on aura 

S ( 5 ' ) = 2 S ' v i o u *(S;X-4-*>; 
v = i 

en efiet 

^ = ^ ^ ' 3 % , où &'&v = &'vC&, 

v 

et, vu (11 .56) , 9\ est mesurable-* et * ( S ( i ? ' v ) ) < •+-<» ; on peut 
poser S'v == %{9'H) ; alors 9\c9'%... et S; c S', C . . . . 

Notons maintenant que toute famille partielle d'une famille 
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satisfaisant aux conditions du théorème 11 . i satisfait aux 
mêmes conditions, parce que toute famille partielle d'une famille 
G =s { y } régulière au sens (6 . A-D) est régulière au m£me sens. 

(11.6) Toute famille 9 = {E j satisfaisant aux conditions du 
corollaire 11 -4, avec S ' I C S ' J . . . , est simplement régulière. 

On a 9 = ;Vffiv, où chaque famille 9,, satisfait aux conditions» du 

théorème 11. i. S ( 9 \ ) =V(V>E est de mesure-* finie. Si E e 9, on 

aura Eç tFv pour un v; avec E est associée une famille G t = { y } 
régulière au sens (6 . A-D), telle que (11 .56) a lieu, donc pour un y 
(quelconque) de GK on obtient 

o < * ( Y ) ^ * ( K ) = * ( A ( G t ) ) < - h o o ; 

ainsi (II.5a) esl vérifié pour tout E de 9. Soit 9'., une famille 
contenue dans 9V. Alors, en raison de la constatation qui précède 
(11.6) , 5F'V satisfait aux conditions du théorème 1 1 . i ; d'où S ( 9 \ ) 
est mesurable-* et *(S(ÊF'V)) <-}-oo. Cela étant vrai pour v = i , 
2, . . . , 9 est simplement régulière; (11.6) s'ensuit. 

(11.7) Toute famille 90 contenue dans une famille 9 simple
ment régulière jouit de la même propriété. 

En effet, ^ 0 = ^ 0 ^ 1 + ^ 0 ^ + . . . , 909tc9o&*c ... ; si 
9\<z9o9^, on aura 9'wc9y; vu (11 .56) S ( 9 \ ) possède une 
mesure-* finie (v = i. 2, . . . ). 

THÉORÈME 11.8. — Admettons que la famille 9 = { E } est sim

plement régulière (définition 11 .5) ; ainsi 9 -=^9^ d'accord 

avec ( 11 .5a ) . Supposons que l'ensemble A(9) des points indéfi
niment couverts (au sens de la métrique-*) par les ensembles E de 
la famille 9 n'est pas mince-*. On conclut que tout ensemble 
A(9F

v)(v = i î 2, . . . ) est mesurable**, de mesure-® finie. Soit W 
une fonction réelle, définie (et finie) pour tout E de 9. Sur A(9n) 
on peut envisager les dérivés, respectivement supérieur et inférieur, 
relativement à 9n, de W : 

(«•»«) <#„)î3«/(/>), ^ ; D V ( / J ) ; 
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ces dérivés sont mesurables-® [sur A(3 r
/ l)] . Si Ion admet la 

condition additionnelle (12.7) (voir plus loin), on obtient les 
résultats suivants pour les dérivés relativement à 9 : à tout p sur 
A (9 ) il correspond unv(p), tel que 

( 1 1 . 8 6 ) (&)DW(p) = (&v):Dx¥(p) pourtout v ^ v ( / > ) ; 

un résultat analogue est valide pour les dérivés inférieurs; de 
plus, les dérivés extrêmes, relativement à 9, sont meurables-® 
sur à(9). 

Ici k(9n)[\(9)] est l'ensemble des points p, tels que des 
ensembles E de 9n[9] existent de sorte que 

Es/> et *(E)->o. 

W(E) est un nombre unique réel, fini pour tout E de 9. Le dérivé 
supérieur, relativement à 9n[9~\, pour un point p sur k(9n)\±(9)] 
est 

^ ^ = ( ^ 0 ^ ( / 0 [(*>D *'(/>)] 

pour E de 9n[9] contenant/?, * ( E ) tendant vers zéro. 
Démontrons d'abord que A (9V) est mesurable-* et * (A (9V)) < •+• 00. 

Selon l'hypothèse 

( i 0 ) 5 = 2 ^ ; f F i C ^ c . . . ; si FvC^v, * ( S ( 5 r i ) ) < -t-oo. 
V = l 

En particulier * ( S ( S \ ) ) est finie (et positif), donc 
o < fjLv = max(pour Ee&v)®(E) < -+-00. 

Soit 

H V ( A I ) = ^ E , ou E e ^ v et * ( E ) ^ ^ -

O n a 
(2 0 ) S ( ^ ) = H V ( I ) D H V ( 2 ) D . . . D H V ( / I ) D . . . . 

Les E qui interviennent dans Hv(/i) constituent une famille 9%C 9*) 
H v ( / i ) = S ( S ! r ; ) ; y ' v D f Î D ' . . . . Vu (i°) Hv(w) est mesurable-* 
de mesure-* de mesure finie. Par suite l'ensemble 

(3o) H V = J J H V ( / I ) 
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est mesurable-®[®(E.v) f ^ * ( S ( 3 \ ) ) ] de mesure-* finie. S i / ? € r l v , 
on a />€Hv(tt) (n = i, 2, . . . ) ; donc /?€EVïM, où Ev>/1 est un E de 9? 

avec * ( E V ) / l ) ^ — ; /? est indéfiniment couvert par (Ev>i, EVj2, . . . j , 

p l'est par 9 \ . Ainsi/?€ A (3%) et 

(4») HvcA(^v). 

Réciproquement, soit/? € A (9%). Alors/? est contenu dans une suite 
d'ensembles E de 9W de mesure tendant vers zéro; pour tout entier 
n > o, il existe un Ev>'1 de 9V de sorte que 

/>eE*«, *(E*.«)-£ i^; 

un tel E'»11 cH v ( / i ) ; /?€H v ( / t ) (/¾ = 1, 2, . . . ) ; d'où / ? eH v (30) et 

(5„) A(<Fv)cHv. 

Par conséquent [(4o)> (^o)] A ( 9 \ ) = Hv et A(3 r
v) <?s£ mesurable de 

mesure finie. 

Si c >> o, soit P((n) l'ensemble des points /? de A(5 r„) où 
(Ss^D^FQr?) > c; v, /1 étant des entiers positifs, introduisons 
l'ensemble 

(60) P V s , ( / i ) = V E , 

où les E satisfont aux conditions 

<7«> E €^> *(E)^Ç, ^ ^ 0 ^ 

[/jt.,1 défini à la suite de ( i 0 ) ] - Soit 9Vff,(n) la famille de ces E [ainsi 
S(9wjK(n)) = Pv>/l(/i)]; on a 9yj,(n)c 9n. PV|/,(/i) es£ mesurable-® 
[de mesure-* ne surpassant pas ¢(8(9^,,)) < + «>]. Moyennant un 
raisonnement du genre utilisé pour établir la mesurabilité des 
dérhés forts (S ; p. 1 i3) on trouve que 

(80) Pc(/0 =2]_"X^(/0. 
V k 

ConséquemmentPc(rc) est mesurable-*, donc la fonction (9n) D^(p) 
l'est sur k(9n). Cette constatation est vraie pour n = i, 2, . . . . 
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Ainsi la partie du théorème relativement à ( 1 1 . 8 a ) est établie. 
On observe que 

(9o) (*v) 5 "/(/>) ^ (3VM) D W{p) ^ (&)T)V(p) 

pour /?€A(ÊFV); ceci est vrai pour v = i , 2, . . . . Maintenant 
admettons (12 .7) . Posons 

(#)^AO>) = max^iiLj pour E(de5)=»/>, <1>(E)^ I (11 = 1 ,2 , . . . ) . 

Alors on obtient 

(100) (&)DW(p) = \\m($)W*n(p)' 

U n E n , € 9, existe tel que En s/?, * ( E ) ^ - et 

( ^ ) ^ ( i > ) - ^ < J ^ [^(*)W*n(p)]. ' 

Laissons /i->oo; on déduit que (io0) : 

Dans la condition (12.7) la suite ) En} contient une suite partielle 
infinie {EnJ (i= 1, 2, . . . ) , dont les ensembles appartiennent à un 9^, 
où v = v(p) . Donc (110) : 

•™£JÏ7J = <*> 5 *•(*)• 
ce qui entraine 

( ^ ) D V W ^ ( ^ , , ) D* 'Q°)^ (*v) D V ^ ) 

pour tout v ^ v ( / ? ) ; en vertu de (gQ), si p est sur A ( 9 ) , 

(i20) ( # ) D^Lr(/?) = (5V) DV(/>) pour tout v ̂  v(/?). 

Ainsi (11 .86) &s£ démontré. Soit P f l'ensemble des points p de 
A(Sjr) où (9)DW(p) > c. Pc(v) étant défini d'accord avec le texte 
qui précède (60), notons que nous avons déjà établi que P c(v) est 
mesurable-*. Or 

(i3o) Pc = ]?Pc(v). 
V=r1 
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En effet, s i / ? € P c , on aura/? e A(£F), donc (i2ft) 

( 5 ) D ^ ) = ( 5 v ( „ ) D ^ ) > c ; 

<X> SIC 

d'où p est sur Pc(v(/>)) C ̂ P ^ v ) de là P r C ^ P ^ v ) . Supposons 
i i 

q u e / ? € ^ P c ( v ) , e. g. /?€Pc(v') pour un v'; alors ( 3 v ) D *V(p) > c ; 
i 

pourtant 

(*) DW(p) ^ ($v) LW(/>), d'où (fr) £>*!'(/>) > c, 

e. g, / ? € P c ; ainsi ^ P c ( v ) c P r ; (i30) es* vérifié. Or * ( P c ( v ) < o o ; 
i 

donc P, es£ une réunion dénombrable d'ensembles de mesure-® 
finie. La démonstration du théorème est achevée. 

REMARQUE H . 9 . — Sans condition (12.7) on aura seulement 

^ti(9tl)c±(9). L'égalité ^A(9n) = A(9) aura lieu dans 

l'hypothèse (12.7). Si tout E de 9 est dans A(9) [donc S (9 = A)(9j\ 
on conclut que 

(11.9a) A(*)[ = S ( * ) ] = 2 S ( * V ) , où * ( S ( * v ) X + « , 

Si tout E de 9V est dans A(9*v), cela étant pour v = i, 2, . . ., on 
aura 

(11.96) A ( f ) = 2 M ^ v ) , OÙ A ( * V ) = S ( * V ) . 

12. Théorème d'épaisseur relativement à 9. — Des théorèmes sur 
l'épaisseur, relativement à une famille régulière, étaient donnés plus 
haut. De tels résultats étaient fondés sur le théorème de couverture 
(6.1-6.1&) et ils constituent des extensions des théorèmes sur 
épaisseur de M. Denjoy, ceux-ci étant fondés sur le vrai théorème de 
Denjoy-Vitali [comme présenté dans (D) ] . Pourtant il est bien 
connu que dans la théorie sur l'épaisseur, qui est déjà devenue 
classique [voir (S)], l'emploi des familles d'ensembles, de la sorte 
pour lesquels il y a un théorème du genre de Vitali n'est pas néces
saire; conséquemment on peut s'attendre à ce qu'il soit possible 
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d'obtenir des théorèmes sur l'épaisseur, en employant quelques 
familles d'ensembles qui ne sont pas régulières [au sens de (6 .A-
6-D], c'est-à-dire, sans emploi direct du théorème de couverture 
(6 .1-6 . i 6). Pour ce but nous allons utiliser des familles 9 simple-
fnent régulières (définition 11.5) , ce qui inclut les familles 9 
satisfaisant aux conditions du corollaire 11.4- H est presque immé
diatement évident qu'il faut assujettir 9 à quelques conditions 
supplémentaires. 

D'abord et jusqu'à mention contraire nous supposons que la 

somme pour 9 = ^ 9%,, donnée dans ( 11 .5a ) , contient une seule 

famille; dans ce cas la condition (11.56) prend la forme suivante : 

si LF'cfF, SfiF') aura mesure-^ finie 

(c'est-à-dire, tout ensemble réunissant des E de 9 a mesure-* finie). 
Selon le théorème 11.8, l'ensemble F = A(9) est mesurable et 
* ( F ) < + o o . En vue de nos buts ci-après, nous admettons que 
®(9)^>o. Avec tout point/? de F est associée une suite d'ensembles 
Eu(n = 1,2, . . .) telle que 

(12.i) E„e^ 5 />eE„, ^ E „ ) - > o . 

Si X est un ensemble quelconque, mesurable-* et contenu dans F, 
les épaisseurs supérieure, inférieure (éventuellement exacte) de X, 
relativement à 9, au point/?, seront les nombres 

(12.2) (*)7 â(x, /0 = (*)DV(/0 , (*)3(X,/>) = (*)B«r(/0, 

où les deuxièmes membres sont les dérivés extrêmes, relativement 
à 5 au point/? (selon la section 11) de la fonction 

(12.2a) *T(E) = *(XE) [*,(XE), si X n'est pas mesurable], 

définie pour tout ensemble E de 9. D'accord avec le théorème 11.8 
les épaisseurs extrêmes (12.2) sont mesurables-® sur F pour tout 
ensemble X, c F, mesurable-*. 

Le théorème d'épaisseur a lieu, lorsque la famille 9 (simplement 
régulière) est telle que l'épaisseur (exacte) (9 7 )TQX, p) existe et 
vaut i [o] sur une plénitude * de X [F — X ] , dès que X mesurable-* 
est contenu dans F. 



THÉORIE MÉTRIQUE DANS LES ESPACES OU IL Y A UNE MESURE. 4 i 

Dans la suite le seul cas d ' intérêt est celui où les ensembles F , X 

sont épa is -* . Posons o < a < i , ô > i ; X ( c F ) étant mesurab le -* , 

soit 

(12.3) ° « . 3 ( X ) = 2 E > 

où la sommation est é tendue à tous les E , tels que 

(12.3a) Ee*, ^ r p ^ > « , *(E)<8. 

L'ensemble o"a ,g(. . .) ( 1 2 . 3 ) est analogue à un ensemble ainsi 

défini dans le Mémoire ( B F ) de Busemann et Fe l le r ; dans ( B F ) 

l 'espace est euclidien, la m é t r i q u e - * est celle de volumes eucl idiens, 

et au lieu de notre c o n d i t i o n * ( E ) «<à il s'agit de l ' inégalité d(...)<Zà, 

où d{...) signifie le d iamèt re ; dans la situation actuelle la not ion de 

la distance même peut être absente, toutes les dérivations étant, en 

général, seulement au sens de la mé t r ique -* . 

Les énoncés ( 1 2 . 4 ) - ( 1 2 . 4 d") ci-après sont des analogues de 

certaines constatations dans ( B F ; p . 23o) . 

(12.4) ^ ( S A ) D 2 f f a > 5 ( A ) ' 

si \ sont des ensembles mesurab les -* , appar tenant à une famille 

quelconque de la sorte que ^ A soit mesurab le -* . 

(12.4«) «r«I181(Xi)D»,iô(X), 

si o < a4 ^ a ( < i ) , o4 ^ ô ( > o ) , X 4 et X sont mesurab les -* et 

F = A ( ^ ) D X 1 D X . 

!

^a=rToraîô(X) 
!>o 

[X mesurable-cI>, c F , contient l'ensemble (3r)7j(X, p)> a] , 

de plus , s i / ? e v a , on a (9) in ( X , / ? ) ^ «• 

J7*ais(X) + Na=X + Ni, 
(12.4c) \ ô>° 

où 
*(N«) = *(N«) = o, N a c X , . N ' a c F - X , 
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lorsque le théorème d'épaisseur a lieu. 

!

Si v a - + - N a = \ - 4 - N a , avec * ( N a ) = * (N' B ) = o 

et 
N a c X c F , N a C F - X , 

cela étant pour tout o < a < i , alors 

(12.4a") v ( X ) + N 1 = X - f - N 2 , où v ( X ) = ^ H * " ' ^ ^ ' 
o<a<i 8>o 

¢ ( ^ ) = ^ ( ^ ) = 0 , , N t c X , N 2 c F — X ; 

de plus 
(12.4a") r\(X, p) = o sur une p lén i tude^ de F — X. 

Les constatations (12.4)-(12.4c) sont assez évidentes. Démon
trons (12.4a1, d'-d"). Vu ( 1 2 . 4 a ) vaDvp pour o < a ^ (3 < i et l'on 
a va + vp = va, donc 

2 voc = l im(a | o ) v a = v ( X ) ; 
8<a<i 

ici va f pour a >J, o. Selon l'hypothèse, v a = ( X — N a)-+-N a ; parce 
que va f , on obtient 

N a ^N l 5 INif 2 N * = N * P0Ur a ^ ° ; 

o<a<i 
donc 

v ( X ) = (X — N , ) - H J N 2 , OÙ NiCX, N 2 c F - X ; 

or * e ( N i ) ^ * ( N a ) = o, par suite * ( N i ) = o. Pour établir que 

* ( N 2 ) = o o n peu noter que 

N2 est donc une réunion d'ensembles minces-* d'une suite dénom
brable, d'où * ( N 2 ) = o . Nous avons vérifié que (12-4d) entraîne 
(12.4<^). Soit/? un point sur F — v(X). Alors / ? € F — va pour 
tout o < a << i; va étant donné par (12. l \b) , un <3a>> o existe tel que 
/ ? € F — F<7ajsa(X); donc p est étranger à la réunion de tous les E 
(de 9) pour lesquels 

^ X E ) 
- ^ Ë 7 > « e t * ( E ) < 8 a ; 



THÉORIE MÉTRIQUE DANS LES ESPACES OU IL Y A UNE MESURE. 43 

par là, dès que E Bp cl * ( E ) < ôa, on aura-^y^y ^ a, cela étant 

pour tout o < a ( < i ) ; on obtient (£F)YJ(X, /?) ^ a, éventuellement 

(5 ) - /} ( \ , / ? ) = o sur F — v(X), c'est-à-dire [vu ( 1 2 . 4 ^ ) ] s u r u n e 

plénitude-* de F — X : (12-4 d") est vérifié. 

DÉFINITION 12.5. — Soit 9 ={E} simplement régulière, la réunion 

9 = 2 *^v étant possiblement infinie [* (A (5\)) ^ * (S (9V)) < + o o ] . 

Si X est un ensemble de \(9) [de A ( 3 \ ) ] , soit 9(X)[3\(X)] la 

famille des E d e ^ f d e ^ v ] joints à X (donc fF(X)c3 ; r [9 î r v(X)c^ r vl ) . 
Posons 

cr (X) = A ( ^ ( X ) ) - X L s i X c A ( ^ )] , 
(12.5a) 
v ( <rv(X) = A ( # V ( X ) ) - X [si X c A ( ^ v ) ] . 

On dira que X est un noyau, relativement à 9V, si 

(12.56) XcA(3\) et ^<rv(X)) = o. 

X est un noyau, relativement à 9, si 

(12.5c) XcA(^) et $ ( J V ( X A ( 5 , ) ) = O ( V = I , 2 , . . . ) , 

c'est-à-dire, si X A ( 3 \ ) est un noyau, relativement à 5%, pour 
v = i , 2 , 

(TV(X) [avec X c A ( S % ) ] est l'ensemble des points étrangers à X 
indéfiniment couverts par £FV(X), c'est-à-dire par les E de 5% joints 
à X. 5 * v ( X ) ( c 3 \ ) est simplement régulière (11.7) , donc (théo
rème 11.8) A(£FV(X)) est mesurable-*, de mesure-* finie. Tout 
noyau X, relativement à 9V. est conséquemment mesurable-®, 
car X = A ( 9 \ ( X ) ) — c v(X), où *(o-v(X)) = o selon l'hypothèse. 
Si 9VfQ c 9V et si Y c A(9\,>0), et Y est noyau relativement à 9H, 
alors Y sera noyau relativement à 9^,0-

On pourrait envisager une définition selon laquelle X, cA(9), 
est noyau, relativement à 9, si o-(X) (12 .5a ) est mince-*. Dans la 

définition actuelle, en tant qu'on a seulement ^,A(gFv) çA(9) 

(Remarque 11.9) et que (11.9b) peut être en défaut, un noyau X, 
relativement à 9, aura la décomposition 

(14.6) X a J x A ^ J + V, V = X ( A ( 5 ) - 2 M ^ ) ) , 
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o à X A ( S \ ) est noyau, relativement à 9\, mais la mesurabilité-* 
de X n'est point assurée. A certaines reprises nous envisagerons la 
condition : 

(12.7) Si p est un point dans A(9) et si Ey (/' = 1, 2, . . . ) est 
une suite quelconque, telle que 

E / C 5 , EfBP, *(E, )-^o, 

cette suite contiendra une suite partielle, infinie, contenue dans 
un 9n\ comme on l'a indiqué dans la remarque 11.9, (12.7) 
entraîne que 

(12.7«) A(<F)=2A(5 V ) . 

La formule (12 .7a ) aura lieu sous la condition suffisante (mais 
pas nécessaire) que tous les E de 9W appartiennent à A(ÊFV) [c'est-
à-dire, que S (9V) = A(S r

v)] , v = i , 2 , . . . . Si (12.7 a) est valide, 
tout ensemble X, cA(9), est la réunion des X A ( f v ) , en particulier 
tout noyau X, relativement à 9, sera la réunion au plus dénom
brable des noyaux X A(5 r

v), relativement à 9V. 

DÉFINITION 12.8. — On dira que 9 = {E } est complètement 

régulière, si 9 =^9V (définition 11.5) est simplement régulière 

et si à tout ensemble X, contenu dans un F v = A(9„) et mesurable-*, 
et à tout £ > o o n peut faire correspondre un noyau Y, relativement 
à 9 \ , tel que 

(12.8a) Y c X et ^ X — Y ) < e. 

(12.8') 6Y 9(=^?9yj est complètement régulière et 9Qc9, 

alors 90 sera complètement régulière. 

En effet on a 9'0=^^,0, où 9Vio = 909^', vu (11.7) 9Q est sim
plement régulière, avec *(S(5\ ,o)) ^ * ( S ( 3 \ ) ) < + « > ( v = i, 2, . . . ) . 
Soit X un ensemble mesurable-* contenu dans A(S5

V>0). Selon la 
définition 12.8 à e > o il correspond un noyau Y, relativement à 9V, 

tel que Y c X , * ( X — Y ) < e . 
Vu une remarque en italique à la suite de (12.5c) , 9^to étant 

contenu dans 9y et Y ( c X ) c A ( f V ) 0 ) , Y sera noyau relativement 
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à 9^y, d'où (12 .8a ) a lieu pour 9^,o\ 90 est complètement 
régulière. 

Si (12 .7a ) a lieu et X c A(9) (= F = 2 F v ) > o n dira que X est 

mesurable-® si tous leslLA(9^) sont mesurables-®] dans ce cas (en 
tant que Fx c F 2 C . . . ), on aura 

*(X) = lim*(XFv) 

et il se peut que * ( X ) soit infinie. 
Le théorème suivant est analogue à un énoncé fondamental 

dans (BF; p. 23o et 23i). 

THÉORÈME 12.9. — Pour que le théorème d'épaisseur, relati
vement à une famille 9 = {E} complètement régulière, avec S (9) 
de mesure-® finie ait lieu il faut et il suffit que pour tout o < a < 1, 
pour toute suite ô v ( > o ) | o (pour v->oo) et pour toute suite 
d'ensembles X/t [ c F = A(9)] mesurables-®, tels que 

( 12.9a) X , D X , D . . . , * ( [ J ( X „ ) ) = O, 

on ait 

( 1 2 . 9 6 ) H m * ( » a . 3 , ( X v ) ) = o [ (12 .3 ) , ( 1 2 . 3 a ) ] . 

Si 9 est seulement simplement régulière [avec ®(S(9)) <-f-oo] , 
la condition indiquée sera nécessaire. 

Nous notons que toute réunion partielle (même indénombrable) 
d'ensembles E de 9 simplement régulière [avec ¢ ( 8 ( ^ ) ) <-f -00] 
est mesurable-*; par suite <ra,a(X) l'est pour tout X ( c F ) mesu
rable-*. 

La nécessité. — Supposons que 9 est simplement régulière 
[avec ¢ ( 8 ( ^ ) ) < + 00] et que le théorème d'épaisseur a lieu. 
Puisque (12.46) 

*a ,ô( X ) 4, v a = v a ( X ) pour 8 | o , 

on obtient 

0°) va(X„) =JJd a i ô(X / l ) =JJ^«,ÔV(X„). 
ô>0 v 

En conséquence de (12-4«) , (12.4c) [la mesure-* de <7a>5v(Xv) ne 
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surpassant pas celle de ««^(X,,) pour v > «J, on obtient ( i° ) ; 

"m"*(**, V ( \ V ) ) =. Hm ¢ ( ^ , 5 , ^ , , ) ) = $( l imn a , 3 , ( \B)) 

[a ï i ^(X„A = *(va(Xn)) = *(X l l)-^o 

(pour /i->-oo ) ; 

donc lim*(o-a j^(Xv)) = o, ce qui établit la partie nécessaire du 

théorème. 

La suffisance. — On admet maintenant que 9 est complètement 
régulière [avec ®(S(9))<l-\-ao]. La démonstration de la suffi
sance, ci-après, est essentiellement différente de la partie correspon
dante dans (BF), en tant que dans notre espace C1L les ensembles 
fermés, en général, ne peuvent pas être définis. X ( c F ) étant 
mesurable-*, soit X ( a ) l'ensemble des points p de X pour lesquels 

(2°) ( * ) T , ( \ , / > ) < ! - « . 

D'après la remarque à la suite de (12 .2a ) , les épaisseurs extrêmes 
(relativement k 9) étant mesurables-*, on voit que X ( a ) est mesu
rable-®. Pour a 4 o on a X ( a ) f , 

(3«) l i m ( « j o ) \ ( a ) = J ) X(a) = \ ( ç \ ) , 
o<a< 1 

l'ensemble X est précisément l'ensemble des points de X pour 
lesquels (9)ri(\, /?) < 1 ; X est mesurable-*. L'ensemble X — X 
est celui des points p de X ayant (9)ri(X, p) = 1. Nous voulons 
établir que X est mince-*, ce qui équivaudrait à * ( X ( a ) = o pour 
tout o < a < i . Or X(a) étant mesurable-* et la famille 9 étant 
complètement régulière, la condition ( 1 2 . 8 a ) , pour X = X ( a ) , 
signifie qu'il existe une suite de noyaux Yq (q=i, 2, . . . ) , relati
vement à 9, de sorte que 

Y I c Y , c . . . ; Y^cX(i); X(a) « ^ Y , •+- Yo, *(Y«) = o. 

Le théorème est établi, si Von montre que tout noyau Y contenu 
dans X ( a ) est mince-®. 

Soit 9* la famille de tous les E de 9, tels que 

<4°> * ( « ( i ï E ) < 1 - * « t E « * * * « • * . 
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9* est complètement régulière, comme 9 l'est (12.8'). Tout point 
de Y [ c X ( a ) c F ] est contenu dans une suite de E de 9, avec 
* ( E ) - > o , satisfaisant à (4°) [voir (20)], c'est-à-dire Y est indéfi
niment couvert par 9*. Soit 9*={En] la famille de tous les 
ensembles de 9a, pour lesquels 

(5») * ( £ » ) < - ! • ( e t E « Y ^ o ) . 

O n a * ( X ( a ) E " ) < ( i — a ) * ( E " ) et 

(6°) ï w=2] |E«(/ifixe)DY) 

yn est mesurable-® parce que 90L(c9) est simplement régulière 
(ainsi que complètement régulière); de plus 9*Z> 9\ D 9\ D .. . et 

(7°) TOT2^>-. . . 

Y étant un noyau est mesurable-* [voir une constatation à la suite 
de (12.5c] , donc 

(80) X „ = T „ - Y 

est mesurable-*. Considérons l'ensemble 

(9°) X 0 =JJx„=J| T / i -Y. 

Y est un noyau, relativement à 9; donc a(Y)[= A(9 (Y)) — Y ] , 
e. g. l'ensemble des points étrangers à Y et indéfiniment couverts 
par les E de 9 joints à Y, cet ensemble c(Y) est mince-*; on a 

<T*(Y) = A(#*(Y) — Y C Ï ( Y ) [car ^ « ( = ^ « ( Y ) c ^ ] , 

d'où cra(Y) est mince-* et Y est un noyau, relativement à 9a] en 
effet Y est un noyau relativement à chaque famille 9* (n= 1, 2, . . . ) , 

(100) * ( a * ( Y ) ) = * [ A ( * J ) - Y] = 0 [ici * ; = * * ( Y ) ] . 

Soit p un point de X0 (90). Alors p est étranger à Y et/?€y7 l 

(n = i, 2, . . . ) ; donc [(6°), (5°)] il existe unE"( /?) de 9*, tel que 

(n°) peEW(p), ®(E»(p))<- et E"Qt?) est joint à Y. 
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cela étant pour n== i, 2, . . . ; la suite En(p) (/1 = 1,2, . . .) appar
tient à ^ a = = ^ a ( Y ) [ d o n c * ( X ( a ) E ' ' ( / ? ) ) < ( i — a )* (E" ( ( / ? ) ) ] et 
couvre indéfiniment le point p ; par là p € <7a ( Y ) et 

(120) X 0 C Œ « ( Y ) . 

Réciproquement soit /?6cr a(Y); /? est étranger à Y et p est indéfi
niment couvert par 9a(Y); cela veut dire qu'il existe une suite E„ (/?), 
telle que 

peEn(p), $(En(p))<±, En(p)-Y^o, En(p)e&*, 

(n=i, 2, . . . ) . 

Pour n fixe l'ensemble En(p) est parmi les E" de 9*, dont il s'agit 
dans (5°) [e. g. En(p) € 9¾]. Par suite (6°) 

/>€:?„ (/1 = 1,2,.. .) et ^ « J J T H ; 

/? étant étranger à Y, on obt ient /?€ X0 (90), donc <7a(Y)cX0 . En 
raison de (120) il se voit que 

( i 3 ° ) X 0 = < J « ( Y ) . 

Vu une remarque antérieure à (io°) on déduit que * ( X o ) = o 
[(120) suffirait pour cette conclusion]. 

Pour tout En intervenant dans y/i[(6°), (5°)] on a E n cy,i et 

E"=E«X„-f-E"Y, où X„=Y/i—Y; 

*(E*) = * ( E » X I I ) - i - ^ E » Y ) , * ( E « Y ) ^ * ( E « X ( « ) ) < (1 — a)*(E«); 

ici Ev est dans 9* et Y est contenu dans X ( a ) ; par suite 

(140) ^E«X # I ) = ^ E « ) — ̂ E * Y ) > o ^ ( E " ) (n = i, 2, . . . ) . 

Or (6°) Y C y„ =^rE»(n fixe), où E" e= 9*, E" Y ^ o et 

d'autre part [(12.3) , (12 .3a ) ] 

a 1 ( X n ) = V E ' 
O C , — • * • • 
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où il s'agit de tous les ensembles E de 9, tels que 

Pour n fixe les E", donnés plus haut, sont parmi les E, que nous 
venons de mentionner; donc Yc<r i(X,j). A la suite de (i3°) on a 

' n 

montré que X0 est mince-*; par là (9 0 )*(X 7 l ) ->o . Sous la condi
tion (12 .96) du théorème, on conclut que 

^ Y ) ^ * / < j a t J ( X „ ) \ - > o (pour 7)->oo); V°a,J(X„)\ 

par conséquent Y est mince-®. En tenant compte de la constatation 
en italique antérieure à (4°) on s'aperçoit de la vérité du théorème. 

13. Théorèmes d'épaisseur relativement à 9 (suite). — Exami
nons la démonstration de la partie suffisante du théorème 12.9, 
lorsque 9 est seulement régulière, avec ®(\(9)) finie. Soit 
X [ c F = A ^ ) ] un ensemble épais-*; X ( a ) est l'ensemble des 
points deX où (9)n(X., p)<L 1—a; on a X(a) \ X ( c X ) pour a 4 o. 
La démonstration, donnée plus haut, mènera encore à la consta
tation que tout noyau (relativement à 9) Y, contenu dans X ( a ) , est 
mince-* dans la condition (12.9 a, b) suffisante du théorème. Si Z 
est une réunion, au plus dénombrable, de noyaux dans X ( a ) , on 
obtient 

ZcX(a), *(Z) = o. 

Z sera nécessairement vide, si X ( a ) ne contient aucun noyau. Pour 
tout o < a < i nous définissons un nombre raa ainsi 

(13 . i ) m a = m i n ^ X ( a ) — Z) pour Z € T ( X ( a ) ) , 

où T(X(a) ) est la famille'de toutes les réunions, au plus dénom-
brables, de noyaux (relativement à 9) contenus dansX(a ) (dans le 
cas où 9 est complètement régulière m0L= o); on a o^.m%^l®(X(a)). 
Soit <xn(n = 1, 2, . . .) une suite de nombres | o, tels que 

(13 . i a ) m* = l i m m a = lim /na„. 
a>o '* 
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Soit Z(a ) un ensemble de r ( X ( a ) ) tel que 

* ( X ( a ) — Z(a ) )<m a -+ -a . 

Par suite on peut poser 

X(a) = W(a) + Z(a), W(a)Z(a) = o, 

où * ( Z ( a ) ) = o et * ( W ( a ) ) < w a + a. On a X(« n ) f X et 

* ( X ( a n ) ) = * ( W ( a l i ) ) f * ( X ) ; 

or * ( W ( a „ ) ) = * ( X ( a 0 ) — Z(«0)) < ™a„ + «„, d'où (13 . i a ) 

(13.ib) $(x)^m* [ ^ * ( X ) ] ; 

comme nous avons déjà remarqué à la suite de (12.3°), X — X est 
l'ensemble des points de X, où l'épaisseur (9) est i . 

(13.2) Si la famille 9 est seulement simplement régulière, avec 
* ( S ( S F ) ) < + oo, et si la condition suffisante (12-9a-6) du théo
rème I 2 . 9 a lieu, on conclut comme il suit. A tout ensemble X, 
mesurable-* et inclus dans F = &(9), il correspond un nombre 
unique m* = ra*(X), défini selon (13.1-1 a), tel que o ^Lm*^ * (X) , 
de sorte que 

(*)n(X,/>) = i 

sur un sous-ensemble de X de mesure ^ * ( X ) — /w*(X). 
Cet énoncé possède de l'intérêt seulement pour les ensembles X, 

épais-*, pour'lesquels m * ( X ) < * ( X ) . 

(13.3) Admettons ( 12 .7a ) . Dire que le théorème d'épaisseur, 

relativement à 9 =^.9^ (les familles 9V étant possiblement en 

en nombre infini) a lieu équivaut à ceci : à tout X, mesurable-*, 
cA(ÊF), il correspond un ensemble Z0, C A(9 r) , mince-*, de sorte 
que 

(#)v)(X,/>) = 1 (sur X — Z0X), 
(13.3a) 

{ = 0 (sur (A(^) —X) — Z 0 ( A ( * ) _ X ) 1 . 

La validité du théorème d'épaisseur, relativement à 9(=S? 9A, 

n'équivaut pas à la validité du théorème d'épaisseur relativement à 9V, 
pour v = 1, 2, . . . . 

(13-4) Admettons ( 12 .7a ) . Si le théorème d'épaisseur, relati-
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vement à 9 ( - = ^ . 9V\ a lieu, le théorème d'épaisseur relativement 

à 9y sera valide pour v = i, 2, . . . . 
Soit X mesurable-*, X c A ( 5 v ) pour un v; on aura 

(50;n(X,/>)^ (^,) i ( \ / > X (*,) n ( x , ^ ) ^ ( ^ ) n ( X , / > ) 

pour tout /?€ A(3îr
v). Donc (9y)n(\, p) exacte existe en tout point 

p de A(5%) où (9)r)(X, p) existe, et les deux épaisseurs seront 
égales. Donc 

< ^ v ) 0 ( X , / > ) = i (sur X - Z o X ) ; 

(^v)-n(X,/?) = o [sur ( A ( < F , ) - X ) - Z 0 ( A ( ^ ) - X ) ] . 

Z0 étant mince-*, les deux ensembles retranchés à X e t à A (3%)—X, 
respectivement, sont aussi minces-*; (13-4) est vérifié. De plus, 
dans les conditions de (13.4) , sî ^ mesurable-® [avec * ( X ) possi
blement infinie] est contenu dans A ( 9 ) , il s'ensuivra que le théo
rème d'épaisseur relativement à 9V aura lieu pour X V = X A ( 5 V ) , 

cela étant pour v = 1, 2, . . . f notons que X = ^ X V 

HYPOTHÈSE 13 .5 . — Pour tout entier v ;> o il existe une fonction 
ô(v, p), définie et positive pour tout />€A(9*V), de sorte qu'on a 
ceci : s i /?€ A(3sr

v), alors les conditions 

(13.5a) E € ^ , E*p, 4 > ( E ) > 8 ( V , J V ) 

entraînent que E € ^ ( V } ? où ? ( v ) (indépendant de p) est un 
entier, a(v) ^ v . 

Dans les cas ordinairement considérés, cette hypothèse est satis
faite. D'autre part, on peut donner des exemples où l'hypothèse 13.5 
est en défaut. 

(13.6) Admettons ( 12 .7a ) I A(9) =^à(9v) ] et Vhypo

thèse 13.5. Si le théorème d'épaisseur, relativement à 9V, 

a lieu pour v = i, 2, . . . , alors le théorème d'épaisseur sera 

valide relativement à 91 = = ^ . 9 y ). 

En effet, selon l'hypothèse, si Xv mesurable-* est contenu 
dans A($%) = Fv , on aura, sauf sur des ensembles minces-* : 

¢XvFv,) (° (wr Xv), 
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pour toute suite EVjy (j = i, 2, . . . ), telle que 

(b2) Ev./S^v, EV}JBp, <I>(EV)/)->o pour / - > Q O . 

Or, soit X mesurable-*, X c A ( ^ ) ; vu (12 .7a ) X = V X V , 
V 

où X v = X F v ( c F v ) est mesurable-*, v = i, 2, . . . . Soient / ?€F V 

(pour un v) et Ej(j = 1 , 2 , . . .) une suite quelconque, telle que 

(¾) E/cSs E/9/?, *(E/)->o. 

Il existe u n / = / ( v , /;) fini, tel que (13 .5a ) : 

j > / entraîne E/eS^v) [un a(v) ^ v]; 

c'est-à-dire, pour y supérieur à j 1 les Ey satisfont à (62), avec a (i>) 
au lieu de v. Par conséquent 

( 1 (sur XFV), 
( M (5)71(XFv>/?) = (^ (v ï)71(XFv , Jp)= W ' 

I o (sur Fv— XFV), 

sauf sur de certains ensembles minces-* (noter que XF v cF ? ( V ) ) ; 
le second membre vaut ici o sur une plénitude-* de F 7 ( v ) — XFV, 
mais le premier membre peut être distinct du second hors de Fv . 
P o u r / ? € X F v et pour les Ey intervenant dans (b,i) on obtient 

^ X E / ) ^(XFy)E/) 
J ~ ¢(£/-) ~ ¢(£/ ) 

Donc sur une plénitude de XFV on obtient (9)r\(lL, p) = 1. Cela 

étant pour v = 1, 2, . . ., et X = >^XFV, il se voit que 

(b5) (^)*i(X, p) = 1 sur une plénitude ¢ de X( cA(Sr)), 

dès que X ( c F ) est mesurable-* (e. g. X = " V X F V , où les XFV sont 

de mesure-* finie). Vu le théorème 11.8 l'ensemble F — X aura la 
même propriété de mesurabilité-* que X. Donc (65) : 

* 
(b6) (5r)f)(F — X, p) = 1 sur une plénitude^ de F — X. 

Or E = E X - t - E ( F — X) + (E — EF) . Soit/? un point sur F — X 
où l'on a (60); alors 

*(E(F —X)) ^ E X ) <b(E — EF) 
&(E) $(E) $(E) ^ 
pour E (de &)Bp et ^ E ) - > o ; 



THÉORIE MÉTRIQUE DANS LES ESPACES OU IL Y A UNE MESURE. 53 

donc ' - > o , ce qui donne (9)r)(X, p) = o sur une plénitude 

de F — X; (13.6) est établi. On note que, dans les circonstances 
. ,. . ^ E —EF) indiquées, V ^ ( E )

 ; - > o . 

Envisageons la définition suivante de noyaux, alternative a celle 
donnée dans la définition 12.5 . 

DÉFINITION 13. 7. — Soit 9 = [9y} au moins simplement régu
lière. Si X est un ensemble contenu dans k(9) = F , on dira que X 
est un noyau, relativement à 9, si ( 1 2 . 5 a ) : 

(13.7a) < J ( X ) = A ( ^ ( \ ) ) —X est mince ¢ . 

Établissons maintenant le fait suivant. 

(13.8) Dans Vhypothèse ( 12. 7 ) on a 

(13.8a) A(^(X)) = 2 A ( * V ( X ) ) pour tout XcA(^) . 
V 

En effet l'inclusion 

(cx) ]£A(^v(X))cA(^(X)) 
V 

est immédiate. Si p e. A (fF(X)), il existe une suite E y ( / = 1, 2, . , . ) , 
telle que 

(cO Ey€5#, E y X ^ o , E,BP, ®(E,)-+o. 

En vertu de (12.7) la suite Ey (c2) contient une suite infinie partielle 
dans une famille 9n[n = n(/?)]; d 'où/?€ A(9 r

/ l(X)) et 

A(^(X))cjA(^(X)); 

d'après (ci) il se voit que (13 .8a ) est valide. 

HYPOTHÈSE 13.9. — A tout v > o il correspond un X(v), ^ v , fini, 
tel que 

S(#v)cFX (v, [=A(^X(v))]. 

Par exemple, si les E de 9 \ sont dans Fv , cela étant pour v = 1, 2 , . . . , 
l'hypothèse 13.9 aura lieu avec X(v) = v. 
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LEMME 1 3 . 10. — Dans les hypothèses( 12 -7 ) ,1 3 . 9 , s i X , cl(9), 
est noyau relativement à 9, au sens de la définition 1 2 . 5 , X sera 
noyau relativement à 9, selon la définition 1 3 . 7 . 

Nous avons ainsi X = ^ X V , où X v = XF V ( | X pour v->oo) , et 

(a1,) ¢ ( 7 , ( ^ ) ) = 0 [ v = i , 2, . . . ; 7V(XV) = A ( ^ V ( X V ) ) - X V ] . 

D'autre part, ( 1 3 . 8 a ) étant valide, 

(d. ) *(X) = A ( * ( X ) ) - X = ^ A ( ^ V ( X ) ) - X. 
V 

Supposons maintenant que/? est un point deo-(X). Pour un v = v(/?), 

(di) p (hors de X)€A(^ V (X) ) . 

Pour une suite E^y = 1, 2, . . . ) on a 

(o\) E/C^v, E 7 X ^ o , Ey3/?, * ( E / ) - > o . 

Ej-cS(9v) (l'ensemble réunissant tous les E de 9y); d'où (hypo
thèse 1 3 . 9 ) E y c F ) ( v ) ; Ey est joint à X , mais disjoint de la partie 
de X hors de F>(V), donc Ey est joint à XFx(V) = XA(V). En tant que 
dans (oV) X peut être remplacé par XA(V) et 9yc9i{y), le point /? 
est contenu dans A($r

A { v )(XA(V))). Étant étranger à X ( D X A ( V ) ) , p est 
étranger à XA(V). Par suite p €o"X{V)(X>(v)) [v = v(/?)], dès que p 
appartient à o"(X ) ; par là 

<<*•) T(X)c2^(X„); 
n 

les <rn(Xn) (di) sont minces-* , par suite *(<x(X)) = o, ce qui 

constitue la conclusion du lemme. 

LEMME 1 3 . 1 1 . — Si X , cA(ÉF) , est noyau relativement à 9, 

d'après la définition 1 3 . 7 , X sera d'accord avec la définition 1 2 . 5 . 
Ainsi supposons que X c A(9) et * (<r (X) ) = o. Soit, pour un v, 

/>€<Jv(Xv) [=A(S r
v(X v)) —X v ] , où XV=XFV . 

Or 5 \ ( X V ) c 9^ et A ( 3 \ ( X V ) ) c A ( ^ v ) = fl\, donc 

p € F v — X v = Fv— XFV; 
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p est étranger à X. En tant que 3 \ (X V ) C 9(X), on aura 

p e A ( * ( X ) ) - X v ; 

enfin, p étant hors de X, 

/ > e A ( 5 ( X ) ) - X = ar(X), a v (X v )ccr( \ ) : 

ff(X) est mince-*, d'où *(<7v(Xv)) = o (v == i, 2, . . . ). Le lemme 
est établi. 

En tenant compte des lemmesl3. io , 13.11 on est mené à l'énoncé. 

THÉORÈME 13.12. — Admettons les hypothèses (12 .7) , 13-9, la 

famille 9 =^9W étant au moins simplement régulière. Alors 

les deux définitions 12.5 , 13.7 d'un noyau, relativement à 9, 
équivalent. 

Gomme dans certaines constatations de M. Denjoy, données 
dans (D ; p. 346), on peut vérifier l'énoncé suivant. 
(13.13) Soit v fixe et soit 9^ une famille au moins simplement 
régulière [avec * ( S ( 5 \ ) ) <<*>]. A(3\) est noyau relativement à 9y

m, 
si les H , ( « ^ / ? , p fini) sont des noyaux relativement à 9y, 
alors Hi + . . . -4-H^ sera aussi noyau relativement à S \ ; si les 
noyaux H,, relativement à S \ , sont en nombre possiblement dénom-
brablement infini, leur produit sera noyau relativement à 9V. 

Dans la suite nous ferons usage du fait suivant. 

(13 . i4) Soit 9 = S^9v complètement régulière et admet-
V 

tons ( 1 2 . 7 a ) ; soit X c A ( 5 ) mesurable-* (e. g. les X v = XFV sont 
mesurables-*, v = \, 2, . . . ) . Étant donné £ > o , on peut trouver 
un ensemble Y'v, tel que (avec X 0 = o) : 

I YV c Xv— Xv—1, 

Yv est noyau relativement à &n pour n = v, v -4-1, . . . ; 

* ( x v — X v - t - Y ; ) < E V . 

En effet, selon la définition 12.8 un ensemble YVl 1 existe tel que 

( Y V i l c X v - Xv-i, YVjl est noyau relativement à 3%; 
i€l) 1 ^ X v - X ^ - Y v , ! ) ^ . 
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Nous trouvons l'un après l'autre une suite d'ensembles YV>A($=2,3,...), 
tels que 

( YV)A.cYv^_,, Yv<s est noyau relativement à ^v^ - , , 
{62) ) * (Y v , , - t -Y V i ,X2-* - IE V . 
Posons 

00 a© 

Y v = | I Y,M, alors Ŷ , = 1 1 YVA. pour tout À" > o, 

YVjA est noyau relativement à 9whS-i, donc l'est relativement 
à 9 \ + i ( o ^ i < s ) [parce que 9^+iC fFv+*-i et crv+/(YV)J) c<7V+J_i(YVf,) 
pour «<.s]. En considérant Y!, comme donné par Yv,nYVf„+iYVïll+2..., 
où n^>o, et en notant que Yv>/1+/ (i^o) est noyau relativement 
à 9*,+n+i-Li donc l'est relativement à 9v+n__l, en tenant compte 
de (13 . i3 ) on conclut que Yv est noyau relativement à 9^+n_i, 
cela étant pour n = i, 2, . . . . Pour O i o n déduit [(e{), (e%)] : 

s 

(«,) a . ( \ v - X v - 1 - Y V i 4 ) = * ( X v - \ v _ 1 - Y v . , ) + 2 * ( Y v , i - , - Y V i ( ) • 

\ 2 2 ' 2N / 2 2 

Or YVjA 4- Y'v lorsque s ->oo, donc en laissant 5 dans (e-j) tendre vers 
l'infini on conclut que *(XV—X v_i—Y v )<Ov L'énoncé (13.i4~i4a) 
est établi. 

LEMME 13. i5 . —Admet tons ( 12 .7a ) . Soit 9 = 7 ! ^ complète

ment régulière (définition 12.8) Si X, mesurable-*, c A ( f v ) 

(e. g. les X V = X V F V sont de mesure-* finie), alors à tout s > o il 

correspond un ensemble Y tel que 

(13.i5a) î Y C X ' $ ( X - Y ) < £ ' , 
( Y est noyau relativement à $ au sens de la définition 12.5; 

de plus, si (12.7) et 13.9 ont lieu, cet ensemble Y sera noyau 
relativement à 9 au sens de la définition 13.7 [e. g. ®(a(Y)) = o]. 

On note que la constatation ( 13.14~ 14 ̂  ) s'applique; pre
nons £ v = £.2 - v . Posons d'abord Yd = Y',, où Y't satisfait à (13. i^a) 
pour v = 1 ; ainsi 

/ Yj c Xi, Y1 est noyau relatixement à &'n pour n = 1, 2, . . . , 
f /0 j •(X.-Y.XJ. 
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Nous allons établir qu'on peut construire des ensembles YA, tels que 
pour tout entier v >> o, on a 

I Y/, c X*, Y*, noyau relativement à &„ (pour tout n ^ k), 

4 > ( X * - Y Â ) < ( i + . . . + ^ ) s, 

YA = YVFA, cela étant pour k = 1, . . . , v . 

En vertu de ( / 4 ) il se voit que ( / 2 ) est vrai pour v = i . Supposons 
que ( / 2 ) est valide pour un v > i . Posons Y v + 1 — Yv-f- Yv + 1 , 
où ( 1 3 . 1 4 « ) : 

!

» v+1 C Xv+i — Xv, 

Yv+1 est noyau relativement à &n pour /1 = v •+• 1, v -+- 2, . . . ; 

^ X V - M - X V - Y ; ^ ) ^ ^ ^ - i ^ . 

On note que Y v + i c X v + 1 . Vu ( / 2 ) (pour A = v ) Yv est noyau rela
tivement à 9n(n^.v -+- 1), de plus Y v + 1 ( / 3 ) a la même propriété; 
Y v + 1 , étant la réunion de ces deux ensembles, sera noyau relative
ment à 9n pour tout / i ^ v + i ; Y v ( c F v ) , Y V _ H ( C F V + 1 — Fv) sont 
disjoints; d'après ( /2) , pour A = v c l ( / j ) : 

^ X v + i - Yv+1) = <I>(XV- Yv) + ^ X v + 1 - X v - Yv+1) < (5 -H. . • + ^ ï ) -

Enfin notons que Y V + 1 F A = Y V F A + Y V + 1 F A ; Y V F , = Y , , ( / a ) e t Y v + 1 F A = o , 

si / r ^ v ; d'autre part Y v + 1 ( c X v + i ) c F v + 1 , d'où Y v + l F v + l = Y v + i ; 

par suite la dernière partie de (fi) est valide pour v + 1, comme le 

reste de ( / 2 ) l'est; ( / 3 ) est établi pour tout v "> o. Posons mainte

nant Y = ^ Y V ; on s'aperçoit de ceci : 

Yv f Y (pour v -> 00), Y c Y X V = X , Y F V = Yv est noyau relati

vement à 5r
v(v = i , 2 , . . . ) ; * ( X — Y ) ^ s ; ainsi ( 1 3 . i 5 a ) est 

vérifié avec Y un noyau-9 (au sens de la définition 1 2 . 5 ) . Dans 

les conditions additionnelles 1 2 . 7 , 1 3 - 9 le lemme 1 3 . 1 0 s'applique, 

ce qui mène à la conclusion finale du lemme 1 3 . 1 5 . 

LEMME 1 3 . i 5 \ — A d m e t t o n s ( 1 2 . 7 a ) et soit 9 =^^.9^ simple

ment régulière, telle qu'à tout X , mesurable-*, c A ( 9 r ) , il corres

pond un Y tel que 

(13.i5'a) YcX, ^ X — Y ) < e e t - * (a (Y)) = o 
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(e. g. Y est noyau relativement à 9 au sens de la définition 13. 7). 
Alors 9 est complètement régulière au sens de la définition 12.8. 

Soit X', c F v (un v fixe), mesurable-*. Par hypothèse il existe 
un Y' de sorte que 

Y ' c X ' 4 > ( X ' - Y ' ) < £ , *(<j(Y')) = o, 

où o-(Y') = A(£F(V)) — V. La famille 9 \ ( Y ' ) étant contenue 
dans 9(Y!), on a Œ V ( V ) c<r(Y'), d'où <rv(Y") est mince-*; Y' est 
noyau relativement a 9,,. La conclusion du lemme en découle. 

Écrivons, pour X mesurable-*, v fixe, o < a << 1 et à >> o, 

(13.16) e r ï 8 ( X ) = 2 E , où E € 5 „ . axec ^ M i > a, 4>(E»<Ô 

LEMME 13. 17. —Dans la condition ( 12. 7a ) et 3» — ^ *^v ( - l a n t sim~ 

plement régulière, admettons que le théorème d'épaisseur, relative
ment à 9 a heu [(13.3) , ( 1 3 . 3 a ) ] . Alors pour tout o < a < 1 et 
toute suite àj(> o) \ o ( pour / -> a>) et toute suite d'ensembles X, 
mesurables-*, tels que 

(13 17a, V c A ^ v ) , \ , D \ > D . . . , ¢ ( 1 1 ^ ) = 0 , 

on aura 

(13 .176 ) c [ > ( Œ v ^ ( X / ) ) - v o [(13.16) , q u a n d / - > o o ] , 

cette constatation est faite pour v = 1, 2, . . . . 
Dans les conditions du lemme l'énoncé (13-4) s'applique; donc 

le théorème d'épaisseur, relativement à 9 \ , aura lieu pour v = 1, 2, 
Appliquons la partie nécessaire du théorème 12.9 pour la famille 9% 
[on a ¢ (8 (9%) ) < 00], d'où la conclusion (13 .17a) , (13 . 176), 
pour v = 1, 2, . . . . 

LEMME 13.18. —Admet tons ( 12 .7a ) , (13.5) et soit 9 =j?9, 

complètement régulière. Supposons que pour tout o << a <C 1 et 
toute suite â j ( > o ) j o et toute suite d'ensembles Xy, mesurables-* 
et satisfaisant à (13 .17a) , on a (13. 176), pour v = 1, 2, . . . . Alors 
le théorème d'épaisseur relativement à 9 [ (13.3) , (13 .3a ) ] aura 
lieu. 

Au fait, notons d'abord (12.8') que 9*v est complètement régu
lière, avec * ( S ( 9 r

v ) ) < -h *>. Appliquons la partie suffisante du 
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théorème 12.9 à la famille 9 \ . Par conséquent le théorème d'épais
seur, relativement à 9 \ aura lieu. Gela étant vrai pour v = 1, 2, . . . 
et les conditions (12 .7a ) , (13.5) étant admises, la conclusion du 
lemme s'ensuit en raison de (13 .6) . 

En tenant compte des lemmes 13.17, 13.18, on conclut comme 
il suit. 

THÉORÈME 13.19. —Admettons (12.7a) , (13.5). Soit 9 =^9W 

complètement régulière. Alors pour que le théorème d'épaisseur 
relativement à 9 [(13.3), ( 13 .3a ) ] , ait lieu il faut et il suffit que 
pour tout o < a < 1 et toute suite o y ( > o) Y o et toute suite de X,, 

C A ( 9 \ ) , mesurables-®, tels a?/e X4 D X 2 :> . . ., e/ * ( | ~ J X y W o , 

on ait 

\\m<b(vl}b)(\j)) = o [(13.16)], 

cela étant pour v = i, 2, . . . . 

14. Théorèmes d'épaisseur au cas de l'invariance de 9 par un 

groupe G. — Dans la section actuelle 9 = ^ 9 \ sera une famille au 

moins simplement régulière (définition 11.5), la mesure-* de 9=k(9) 
étant possiblement infinie, mais en tous les cas * ( F ) > o . Nous 

allons toujours admettre ( 12 .7a ) T F ^ ^ I 1 ^ O Ù F V = A ( 9 \ ) J . 

Si X c F , est mesurable-*, e. g. si les X v = X F v ( v = 1, 2, . . . ) sont 

mesurables-* de mesure-* finie, nous posons, d'accord avec (BF) 

(où il s'agit d'un espace euclidien), 

(14.1) c r a ( X ) = 2 , E > où E € t f et *(XE)>**(E). 

Posons 

( U . i a ) a î ( \ ) = 2 E > OÙ E € ^ v e t * ( X E ) > c ^ ( E ) . 

On observe que <JI(X) ccrl^1 (X) et 

(14.i b) M X ) = 2 f f a ( X ) ; 
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d'après (11.56) les o\i(X) sont mesurables-*, avec 

* ( a ï ( X ) ) ^ * ( S ( ^ v ) ) < - H o o . 

Au sens indiqué <7a(X) est mesurable-*, mais peut avoir une 
mesure-* infinie : lim*(<7a(X)). Désignons par <7a>ç(X) l'ensemble 

obtenu de <7as(X) (13.16) en remplaçant 9\ par 9; on déduit 

(14. ic) aïi8(X)CŒÏ(X)> ^ o ( X ) c a ( X ) , ^ a , ô ( X ) = 2 < s ( X ) ; 
V 

les <Jx,Ô(X) sonl mesurables-*, de mesure-* finie. Voici un analogue 
à un résultat dans (BF). 

LEMME 14.2. — Soit 9 = ^9.t complètement régulière; admet

tons ( 12 .7a ) , 13.5. Si pour tout X, c F v , épais-® et pour 

tout o < a < i on a 

( 1 4 . 2 a ) ^ Œ a ( X ) ) < C v ( a ) ^ X ) [Cv(a) ( > o) fini, indépendant de X ] , 

ce/a étant vrai pour v = 1, 2, . . ., le théorème d'épaisseur, rela
tivement à 9 r [ (13 .3 ) , (13 .3a ) ] sera valide. 

En effet [(14. i c ) , (14 .2a ) ] 

* ( a ï i 6 i ( X / ) ) ^ * ( a i ( X / ) ) < C v ( a ) « ï > ( X / ) - ^ o pour y + 0 0 ) 

dès que, pour le v considéré, les Xy satisfont à (13. 17a). En verlu 
du lemme 13.18 il se voit que le lemme 14.2 est valide. 

(14.27) Si les C v (a) dans (14 .2a ) sont bornés par rapport à v, 
cette condition équivaut à la suivante : 

pour tout X, c A ( 5 ) , épais-® (mais possiblement de mesure-* 
infinie) et pour tout o < a < i on a 

(14.2'a) * ( < j a ( X ) ) < C ( a ^ ( X ) [ C ( a ) ( > o) fini, indépendant de X, v] . 

La vérification de (14 .2-2 ; a) est immédiate. 
Dans (BF) il s'agit de la mesure Borel-Lebesgue dans un espace 

euclidien, les E (désignés par p) sont ouverts et le recouvrement 
d'un point/? par la famille R = -j p j est dans le sens qu'il existe une 
suite pj (de R) , telle que p€pj(j =1, 2, . . . ) , tandis que le dia
mètre d(pj) -^ o', dans (BF) il a été démontré que la condi
tion (14 .2 'a ) (pour R) est nécessaire pour que le théorème 
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d'épaisseur (relativement à R) ait lieu, pourvu que la famille R 
contienne avec chaque ensemble p tous les ensembles qui lui sont 
« ahnlich gelegen». Nous cherchons ci-après à établir un résultat 
analogue pour notre espace IL (qui peut être non métrique), dans 
lequel il y a une mesure-* (comme on l'a spécifié dans la section 2) 

et pour la famille 9 = : V 9 \ . D'abord il faudra admettre l'existence 

dans IL d'un groupe convenable G = { F } de transformations, 
jouissant du rôle de similitudes [dont il s'agit dans (BF)]. La 
démonstration dans (BF) fait intervenir des ensembles ouverts. Un 
ensemble O, c F = A(3 r) , sera une enveloppe relativement à 9, 
si A(9 r) — O est un noyau relativement à 9', d'accord avec la 
définition 13.7. Dans (D) (où il s'agit de noyaux et d'enveloppes 
relativement à une famille { p }, régulière au sens de Denjoy) il a été 
remarqué que les noyaux et les enveloppes ressemblent, mais d'assez 
loin, respectivement aux ensembles fermés et ouverts (d'un espace 
où des ensembles fermés et ouverts peuvent être définis). Donc en 
suivant la démonstration donnée dans (BF), il sera naturel d'envi
sager, à plusieurs reprises, des enveloppes et des noyaux. Pourtant 
il ne faut pas supposer que les E de 9 soient des enveloppes 
[dans (BF) les p sont ouverts]; en effet, la condition (11.56) signifie 
que toute réunion d'ensembles de 9 est mesurable-*. 

HYPOTHÈSE 14 .3 . — Dans l'espace IL il existe un groupe G = { T } 
de transformations!permutables, telles que, X étant un ensemble 
quelconque dans IL, TX est un ensemble de IL et la transformation T 
établit une correspondance biunivoque entre les points de X et 
de TX; de plus : 

( 1 4 . 3 a ) S i X est mesurable-* et o < * ( X ) < + oo, alors TX est 
mesurable-* et o < * ( r X ) < -b- 00 ; si p, q sont des points, il existe 
une T de G, telle que Tq = j). 

(14.36) Il existe une classe non vide K = { I } d'enveloppes I 
(relativement à 9) telles que, si I est un élément de K et si O est 
une enveloppe (relativement à 9) quelconque et si d > o est donné, 
on peut trouver une suite de transformations Tv de G de sorte que 

(14.36') o = O o + ^ r v i , ¢(00) = o, 4>(rvI) < S, 
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les ensembles au second membre étant disjoints (la suite { Tv } peut 
être finie ou vide). 

(14.3c) Si I e K et si p est un point dans I, à tout s > o il corres
pond une rz de G, telle que 

(14.3a1) S iXi jXa sont des ensembles mesurables-*, s i * ( X i ) > o , 
et si Xi , X2 sont « bornés-K », c'est-à-dire, si Xj c Ii de K et X2 c I2 

de K, alors 

« f f i j = ! ^ v 2 ) pour tout r de O. 

(14.3e) La famille 9 — \ E j , comjjlètement régulière, contient 
les transformés des E par le groupe G. Admettons que les V. sont 
bornés-K et que les conditions (12.7) , (13.9) ont lieu. Toute 

réunion Y = N E d'ensembles E de 9 contient une réunion par-

E bomée-K, telle que 

* ( Y - Z ) < t [ s i * ( Y ) < » ] , * ( Z ) > ^ [ s ^ ( \ ) = 3c]. 

X̂ u qu'à tout I de K il correspond un 1" (de G), tel 
que (14.36 ') * ( T I ) < ô , les I de R sont de mesure-® finie. Si X 
est borné-K, on aura * e (X) finie. Nous nous rappelons que (12. 7) 

entraîne (12.7a) ( F = 2 F V ) ' 

Puisque G contient l'inverse de chacune de ses transformations, 
la condition (14.3a) entraîne que, si *(X) = o, on aura * ( r \ ) = o; 
les mesures infinies vont en mesures infinies. 

(14.4) Le groupe G laisse la famille 9 = { E j et l'ensemble F 
invariants; c'est-à-dire T9 = 9, TF = Fpour tout T de G. 

La relation F9 = 9 découle immédiatement de (14.3e) . Or 
soit/? un point de A(9 r ) ; il existe une suite Ej, € 9(j = i, 2, . . . ) , 
telle que 
(io) E/*P, * ( E , ) - > o . 

En vertu de (14.3e) les Ey sont bornés-K (E, c I 7 € K ) ; si 1 - ' est 
l'inverse de T, on obtient (14.3o*) : 

<I> ( r - 1 Ei ï 
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En appliquant ï~[ à ( i 0 ) on déduit -• • 

E', = r-iEy( € * ) * / / = r - \p , * ( E ) ) - > o ; 

par s u i t e / / € A(S»); en appliquant à cette relation-ci la transforma
tion T, on obtient quepeTA(9); d'où 

(3„) A(£T)crA(5). 

Or (3 0 ) a lieu pour tout T de G et T"1 € G, par là A(9)<zV~lA(9), 
c'est-à-dire 

(4o) T A ( ^ ) c A ( 5 ) ; 

donc [ (3 0 ) , ( 4 0 ) ] Yl(9) et = A(£F) et ( 1 4 . 4 ) est vérifié. 

( 1 4 . 5 ) Si X est un ensemble contenu dans F , T X sera aussi 

contenu dans F . 

En effet, en appliquant T à la relation X c A ( 9 r ) , on obtient 

r X c r A ( # ) = \{3f) ( l i . 4 ) . 

( 1 4 . 6 ) Soit Y un ensemble quelconque contenu dans F ; alors 

. (14.6a) TA(^(Y)) = A(^(rY) ) 

j)our tout Y du groupe G. 

Désignons encore par T- 1 l'inverse de T; A ( 9 r ( Y ) ) est l'ensemble 
des points p (qui nécessairement se trouvent dans F ) , tels qu'il 
existe une suite d'ensembles (de 9) 

d«) E,Bp, E7-Y^o (y = i , 2 , . . . ) et ^ E y ) - > o ; 

11(9(Y)) est l'ensemble des points p'= Tp, où les p satisfont aux 
conditions que nous venons d'indiquer; donc 

(20) E ) = r E , ( € * ) 9 / / , E ' y ( r Y ) ^ o , * ( E » - > o ; 

ici ( 1 4 . 5 ) T Y c F ; * ( E ' - ) - > o en vertu du raisonnement intervenant 
dans ( 2 0 ) ; les relations (2 0 ) signifient que />'€ A ( 9 r ( T Y ) ) , parla 

(3o) r A ( 5 ( Y ) ) c A ( ^ ( r Y ) ) . 

SipeA(9(TY)), il existe une suite EJ(e9) de sorte que 

E/Bp, E / ( r Y ) ^ o ( / = 1 , 0 , , . . ) et * ( E / ) - > o ; 
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en appliquant la transformation T - 1 , on obtient 

E(/) = T-*E/(€*)*/>!= r-«/>, E ( / ) Y ^ o , * (E( / ) ) ->o ; 

d'où pi € A(9 r (Y) ) ; or, appliquons T à celte relation-ci; il s'ensuit 
que peYA(9 (Y)), donc 

(4°) A(^(r (Y)))crA(^(Y)) . 

Les relations (3°), (4°) établissent (14.6) . 

(14.7) Si X est un noyau (une enveloppe), relativement à 9, 
alors TX sera un noyau (une enveloppe) pour tout Y € G. 

En effet supposons que X est un noyau; ainsi X et TX (14.5) 
sont inclus dans F = A(9); posons v = A ( 9 r ( X ) ) — X ; selon la 
définition de noyaux *(v) = o. On note que 

v / =rv = FA(5r(X)) —TX; 

à cause de (14.6)-(14.6a) 

(5«) v ' = A ( * ( F X ) ) - r X ; N 

d'autre part *(v') = o, puisque *(v) = o [voir la remarque qui 
précède (14.4)]- En tenant compte de (5°) et de la définition de 
noyaux, on conclut que TX est un noyau (relativement à 9). 
Admettons maintenant que X est une enveloppe; alors F — X est 
un noyau. En tant que TF = F (14-4), il se voit que 

rF = rx-+-r(F —x) = F, 

les ensembles TX, Y(F— X) étant disjoints (parce que Y établit 
une correspondance biunivoque entre les points de F et de T F ) ; 
T(F — X) est un noyau en vertu de la partie de (14.7) déjà établie. 
TX est le complément relativement à F d'un noyau, donc TX est 
une enveloppe. La proposition (14.7) est établie. 

(14.8) La classe K est invariante par G; r R = K pour tout Y 
de G. 

F contient des enveloppes O épaisses-*; en effet par hypo
thèse * ( F ) > o , d'autre part F est une enveloppe (ainsi qu'un 
noyau). Si I € K et si O est une enveloppe épaisse-*, on 
aura (14.36') : 

¢ ( 0 ) = y $ ( r v I ) > o (pour une suite de r v eG) , 
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donc (14 .3a ) tout ensemble I de R est épais-®. Soit I un ensemble 
de R ; si O est une enveloppe, avec * ( 0 ) > o , on aura (14.36') 
avec *(TVI) < o ; donc 

ro = rOoH-^nv = ro0 V]£rv(riv); 
V V 

en appliquant Y~~i, on obtient 

(e») o = Oo-4-]£r;(ri), OÙ r; = r-irv, *(r ; ( r i ) ) = *(rvi)<&, 
V 

les ensembles au second membre étant disjoints; d'autre part (14.7) 
TI est une enveloppe de mesure-* positive (car I l'est). Soit p' un 
point de TI. Alors /? = r - 1 / ? ' € I ; vu (14.3c) il existe une 1\ de G, 
telle que 

s , * ( r i ) 
n u r — i i • 

T£I est borné-K (car TeI c I e R ) ; donc (14 .3d ) 

* ( r , ( r i ) ) _ * ( r ( r , i ) ) ¢ ( ^ 1 ) . 
¢(1^(1)) ¢(1^(1)) ¢ (1) > 

par suite 

p'=rpe rr£i = r e ( r i ) cr i , ^ r £ ( r i ) ) = <^(rci) < e, 

ce qui signifie que TI satisfait à (14 .3c ) ; d'autre part (6°) veut dire 
que TI satisfait aussi à (14 .36 ' ) ; ces conséquences découlent, 
si I ^ K . C'est-à-dire, I e R entraine T l e R ; ainsi la classe K 
contient les transformés par G de ses éléments : K = TR. 
L'énoncé (14.8) est établi. 

On voit donc que les ensembles r v I , intervenant dans la décom
position (14.36 ' ) , sont des éléments de R. 

Vu que TF = F , F ne satisfait pas à (14 .3c) , donc F = 1(9) 
n'appartient pas à R. De plus, F n'est pas borné-K, car la seule 
enveloppe contenant F est F, qui n'est pas dans R. / / est impossible 
qu'il existe un X épais-®, contenu dans F, invariant par G et 
borné-K; en effet, pour un tel X on aurait (14.3rf) : 

* O J _ * i £ L ) = * i £ l ) , d'où *(Y) = * ( r Y ) 
*(X) 4>(rx) *(X) ' *• ; K ' 

MLMORIVL DES SC. M VTH. — N° 1 4 3 . 5 
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pour tout T de G et pour tout Y ( c F ) mesurable-* et borné-R, 
par là (14.3c) serait en défaut. 

Les développements précédents nous permettent d'établir dans 
notre espace 11 la nécessité de (14 .2a ' ) (pour le théorème d'épais
seur dans l'hypothèse 14.3) , en modelant la démonstration sur 
celle donnée dans (BF) pour un but analogue. Soit H mesu
rable-* et 

(ii) Hcl, o<*(H)<^(I) , a = J ^ « i ) , 

où I e K . Soit O une enveloppe, avec o < * ( 0 ) < o o . Puisque (14.36') 
aura lieu pour O, avec l'ensemble I considéré, la suite {Tv} n'étant 
pas vide et parce que r v H c r v I c O , on voit qu'il y a des Y telles 
que TH c O. Soit X un ensemble tel que 

(2i) X = 2 , r H c O , la réunion p é t a n t au plus dénombrable. 

Les TH sont mesurables-*, donc >. l'est; ®(l) ^ * ( T H ) > o, 
car * ( H ) > o. Posons 

¢ 0 0 
(3.) . (oOçJôj =*KD. 

Dans ( i i ) , (3i) nous avons supposé que a < i , q<i\, en tant que 
dans les cas contraires certaines constatations, données plus loin, 
auraient déjà lieu. 

(14.9) Soit H mesurable-® et satisfaisant à ( i 4 ) ; r\ > o, à > o. 
Il existe une suite d'ensembles r ( v ) H = H v [ r ( v ) € G ] disjoints et 
contenus dans Venveloppe donnée O, avec o < * ( 0 ) < o o , de sorte 

00 

que l'ensemble A = ^ H V satisfait à 
1 

(14.9«) *(X + A ) > ^ + a i ^ ) $ ( 0 ) (a,), 

(14.96) *(XA)<tj , * (H V )<8 . 

Cet énoncé est analogue à un résultat dans (BF : p. 233). 
En tant que (14.3e) 9 est complètement régulière et (12.7) , 

(13.9) ont lieu, le lemme 13. i5 s'applique à O — /mesurable-*, 
de sorte qu'il existe une enveloppe O', relativement à 9 (e.g. F — O' 
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est noyau au sens de la définition (13.7) , tel que 

( O O D O ' D O - X , <I>(0' — (O — X ) ) < m i n T-rj, 1 = ^ ¢ ( 0 ) 1 . 

Appliquons à O' une décomposition (14.36') : 

(2') o ' = o ; + Y r ; i , OÙ r ; e G et ^ o ' 0 ) = o; 
V = 1 

ici les ensembles au second membre sont disjoints ; nous faisons en 
sorte que ¢(1^1) < 8. Posons 

(3') A = V H ; ; H ; = r ; H ; 
1 

on noie que H i c T i l , donc les Hi mesurables-* sont dis
joints, * ( H ; ) < ô ; A C O ' C O . V u ( i t ) et (14.3rf), en tant que H 
est borné-R, on obtient 

(E(r;H) _ ¢(11) _ 
¢(1^1) " ¢ (1) " a ; 

par suite [(3'), (2')] 

(4') *(A) = 2 * ( r ; H ) = a 2 * ( r ; i ) = a4>(0'); 
V V 

de plus X O' = O'— O — X ; en vertu de ( 1 ' ) on déduit 

(5') ^ X A ) ^ ( X O ' ) = <t>(0' — (O — X)) < min U, « IZLl<ï>(0)l ^ /}. 

En conséquence de (4')» ($') 

¢(X-h A ) = ¢(X)-+-¢(A) — ¢(XA ) > ¢ (X) -+-a¢(0 , ) — a ^ = - 2 ¢ ( 0 ) ; 

o r ( 3 1 ) * ( X ) = a * ( 0 ) e t 

* ( 0 ' ) ^ ¢ ( 0 — X) = ¢ ( 0 ) — ¢ ^ ) = (1 — ^ ¢ ( 0 ) , 

donc 

(6') ¢ ^ -t- A ) < (a -4- a ^ 1 ) ¢ ( 0 ) . 

En vertu de (5'), (&) l'énoncé (14.9) est démontré. 
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Remarque. — Pour justifier l'inclusion O D O' dans ( i ' ) , on peut 
poser Q ' = O — X, où X, c X c O , est un noyau (définition i 3 .7 ) , 
tel que *(X — X) <C £ [ = le nombre au second membre dans (i ')]T 

ce qui est possible en raison du lemme 13.15. On aura O D O ' D O — X; 
d'autre part O'—(O — X) = X — X, donc les relations (1') sont véri
fiées, O' étant une enveloppe [on peut vérifier, comme il a été fait 
dans (D; p. 348), au cas étudié par M. Denjoy, que A — AB sera 
une enveloppe dès que A est une enveloppe et B est un noyau]. 

Soit H, épais-*, c l , où I e R ; o ] > o ; soit O une enveloppe, 
o < * ( 0 ) < 00. 11 existe une Y' de G, telle que 

(14.10) H ' = r ' H c O ; * ( H ' ) < 8 ; 

£ > o étant donné, des r" de G existent, telles que H v ^ T v I I c O , 

de sorte que, en posant H" ^ V H " , on ait 

(U.ioa) 2 * ( H Ï ) ^ * ( H ' ' ) + ( i - ^ j S , « t (HÎ)<8, 
V 

cela étant pour n = 1, 2, . . . (voir BF; p. 234). 
On vérifie (14. 10) grâce au fait que H c I, de sorte qu'une 

décomposition (14.36') pourO a lieu; par suite on voit que (14. ioa) 
est valide pour n = 1. Supposons (14. 10a) vrai pour un n >> o. 
Puisque * ( H ) > o, les ensembles H'v(v = i , 2 , . . . ) et H" sont 
épais-*; H'* c O . Ayant ( i | ) , (21), (34) , (14.9) en vue, posons 

®(U") 
X = H", (o < )qn = - ^ y ' < i, T! = i .2-«- ' . 

D'après (14.9) il existe une suite de transformations I \ ( € G ) T 

telles que les ensembles Hv = TVH sont disjoints, Hv c O, et 

(ai) ' * ( H " + A ) > ^ + a ^ j * ( 0 ) , 

(a2) ^ H " A ) < s . 2 - » - i , où A = V H V et $ ( H v ) < o ; 
V 

nous posons 

(a3) H«+i=H"+A / r =2 H Î - h 2 H v V 

En raison de ( 1 4 . i o a ) , pour le n fixe, les Hv étant disjoints, on 
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obtient 

(a4) ^ ( H Î ) + ^ ( H v ) ^ $ ( H » ) + (i-i)s + $ ( A ) = v , 
v v 

Or vu (a-2) 

$(H») + $(A) = $(H'' + A) + $(H''A)<$(H« -+- A)+- s.2-"-', 

ce qui donne 

vn<*(H" + A ) - t - ( , - ^ ) e = * ( H « + 1 ) + ( i - ^ z r ) S ; 

par suite, de (ak) il découle que (14. ioa) a lieu pour /i-f-i. La 
constatation. (14. 10)-(14. ioa) est vérifiée. 

En vue de (a4), où Hn4- A — H"4-1, il s'ensuit que qn+i est supé

rieure à a/è + a — (/1 = 1, 2, . . . ) ; o < a„ << 1, donc lim qn=i. 

Il vient 

(«,) a (̂O) = ^H'0^^2H,')^ ïp(°)' 2 H , i C ° ; 

nécessairement 

(a6) ¢ ( ^ ^ ) = ^ ( 0 ) -

Par construction H,l+1 = H" -+- A D H'1, d'où H/l f pour /i 

H«f2H/ et ^H'0î$f2IIyN) = (W° 

De plus, il se voit que 

(a,) 2 H , , = = 2 r v , i H î rv.«€G; ^rVj„H)<3. 

Le résultat suivant est établi. 

(14.11 ) Soit H, c I, épais-®, avec I € R. Etant donnés un s ;> o, 
un ô > o et une enveloppe (quelconque) O de mesure-® finie, il 
existe une suite de transformations Tv du groupe G(v = 1, 2, . . .), 
telles que 

(14.11a) Hv=l\HcO, * f 2 H v V ( t ( 0 ) ' 

(14.116) 2 * ( H V ) < ¢(0) + 8, 

(14.ne) • ^H v )<8 . 

-> 00 ; on a 

)• 
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Cet énoncé est du genre d'un résultat dans (BF; p. 232). 
Au lieu de la condition (14 .2 ' a ) envisageons la suivante. 

(14.12) Pour tout X, c A ( 9 r ) , épais-® et borné-K et pour 
tout o < a < i , on a 

( 1 4 . 1 2 a ) < H < r a ( \ ) ) < C ( a ) ^ X ) . 

Dans l'hypothèse 14.3 la famille 9 étant complètement régulière, 
supposons que (14. 12a) est en défaut. Alors pour un a(o < a < 1 ) 
il existe une suite d'ensembles épais-* X / t, tels que X„ c 1«, où I„ € R, 
de sorte que 

( M *(*a(Xn))>4"*(-\ i i) ( * = I , 2, .-O 

[voir une constatation analogue dans (BF; p. 235)] Selon (14. 1 ) 

(62) Y „ = a a ( X „ ) = > ^ E , ou E € 5 et ^ £ ^ > *• 

Si Yn est borné-R, posons Z#1 = Y/4. Si Y„ est non borné-R, mais de 
mesure-* finie, en vertu de (14.3e) on peut choisir une réunion 
(des E de 9) partielle, soit 

de sorte que 

(b.) Z „ c i ( / i ) € = K , * ^ Y I I - Z n ) < « l l . 

Si Y„(62) est de mesure-* infinie, choisissons Z / i(cYA t) de 
forme (63) tel que 

(¾) Z „ C I ( A I ) € K , (1>(Z/1)>-L. 

Dans tous les cas, en prenant les zn(> o) suffisamment petits et en 
tenant compte de (61), il vient 

(65) ^ Z n ) > 4 ^ ( X n ) , Zn borné-K, Z w = ^ E c Y « ( /1=1 ,2 , . . . ) . 

Notons que *(X„) est finie, parce qu'on a supposé que X„ est 
borné-R. 

Soit I un ensemble quelconque de K; I étant une enveloppe, 
I possède une décomposition (14.36 ') : 

I = Ho-4-^r(n>v)I( / i ) , où ¢ ( ^ ) = 05 
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il existe donc une r t de G, telle que 1^1(/1) c l ; d'où [(64) , (6'4)] : 

(b6) r .Zr td . 

Appliquons à (6 ë) l'inverse r_ t de 1\ ; on déduit (14.8) : 

(67) ZBcr_,I = I'eK. 

En raison de (14. i I - I i c), où l'on remplace H, I, O, s, ô respective

ment par Z„, F, I, * ( I ) , - il s'ensuit qu'il existe une suite de trans

formations rjj( € G) (v = i, 2, . . . ), telles que 

(^) K= r ïZnc i, <t>(^K\ = ¢ ( 0 , 

(M 2*(z;)<2^i) , * ( z ; i ) < ^ 

Posons 
00 

(6,.) x:=r^x„, z»=2 z - x»=2 x - x = 2 X n -
V V 1 

X„ épais-* est borné-R selon l'hypothèse; Zn(64 , b[) est aussi 
borné-R; en raison de (14 .3^ ) et (6S) 

®(K) = * ( r ; z j * ( z , ) 
*(XJ) ¢ ( 1 ¾ ) * ( X „ X * -

Par suite [(68), (69) , (610)] 

(6„) *(Z»)=^(I), $ ( X - ) ^ 2 $ ( \ I ) < i J * ( z ; ) < ^ ( I ) ; 
V V 

enfin 
00 

(*«) »(X)^2*(X«)<|*(i). 
1 

LEMME 14.13. — L'épaisseur supérieure, relativement à 9, de 
l'ensemble X ( 6 i 0 ) au point p vaut au moins a pour p sur une 
plénitude P de 1 : 

( 1 4 . i 2 a ) (&)rk(X, p) ^ a pour jO€l*. 

Notons d'abord que 

(6I3) E ; ; = I ^ E € ^ (pou rEs^ ) ; 
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en vue de ( 6 t ) ' (^a) 

(*M) K=y\"K («, v fixes), 

où 

( WXXEÎDr f(r^(X„E)) *(X«E)"K 
[14-3rf) -*ÎKVr •(«(£)) = -*TÊTj > a 

|car E est borné-R (14.3e) , le même étant vrai de X ^ E c E ] . En 
tant que [(6i0) , (68)] Z " c l et * ( I — Z") = o, on obtient 

I = J0-+- I*, OÙ l0l* = O, ¢(1^)=0, ^ ^ T T Z". 

Si p est un point de I*, on aura pGrL"(n = 1,2, . . . ), d'où (610) : 

peZT] (/1 = 1,2, . . . ) 

pour quelques enliers v(n) = v(n, p). Donc parmi les E^', qui 
interviennent dans (6i4) pour v = v(«) , il y en a un tel que 

PeET\ *(XÏ")EÏ»,> > «*(Er J ) , 

cela étant pour n = 1, 2, . . . ; E ^ c Z;?'l) et (6B) *(É^">) / ' < I W o 

pour n->ao. Or (610) 

X D X" D X ^ et *(XE;y>) > o^( ET]). 

La conclusion du lemme en découle. 

On note que (6 i 2 ) * ( I — XI) > 4 * ( I ) > o pour le I introduit à 

la suite de (6.,) et l'ensemble X (64o); si le théorème d'épaisseur 
avait lieu, on aurait (9) *)(X, p) = o sur une plénitude de F — X, 
donc de l'ensemble I — XI épais-®; pourtant (9) rj(X, p) ^ a > o 
sur la plénitude 1*—XI* de l'ensemble épais-* I-XI. Le théorème 
d'épaisseur est en défaut, si (14.12-12a) n'a pas lieu. 

Nous résumons les développements donnés au-dessus ainsi. 

THÉORÈME 14.14. — Soit 9 = [ E \ une famille comjylètement 
régulière (définitions 12 .8 , 11 .5) . Dans l'espace 11 de 9 admet
tons un groupe de transformations G = { r } , d'accord avec 
l'hypothèse 14.3 (9 assujettie à 14 .3) . Ainsi 9 contient tous ses 
transformés par G. Pour qu'il y ait un théorème d'épaisseur rela-
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tivement à 9 (13.3-3 a) il faut que pour tout X, éjyais-®, borné-K 
(e. g. X c I € R ) , et pour tout o < a < i , on ait 

(14.i4a) < l > K ( X ) ) < C ( a ) ^ X ) [a«(X) défini dans (14.i)], 

où la constante C (a) ne dépend pas de X. 

Sans l'hypothèse 14 .3 , nous avons déjà donné dans (14.2-2'a) 
une constatation sur la suffisance de la condition (14 .2 'a ) pour la 
validité du théorème d'épaisseur [en admettant pourtant (13.5)] . 

(14. i5) Soit la famille 9^885^61^0 aux conditions du théorème 14.14 
et à (13. 5); de plus supposons qu'il existe une suite d'ensembles Hv, 

épais-®, tels que 1(9) = V Hv-r- H°> a v e c ^ ( H ° ) = °> e t 

(14.i5«) HvcHv+1; Hv borné-K (v = i ,2, . . . ) ; 

alors la condition (14.14«) du théorème est à la fois nécessaire 
et suffisante j)Our que le théorème d'épaisseur (13.3-3a) soit 
valide. 

Admettons ainsi que pour tout o < i z < i et pour tout X, épais-* 
et borné-R on a l'inégalité (14. \^a). Soit Y un ensemble quelconque, 
épais-* et contenu dans 1(9); ®(Y) peut être infinie. Si Y est 
borné-R, Y saslisfera à (\&.i/\a). Supposons que Y est non 
borné-R. On observe que (avec u n v 0 \ i ) 

00 

(Cl) Y = Y O + 2 Y V ; Y V = Y H V , Y O = Y H « ; ^ Y V ) > O ( V ^ V 0 ) . 

On peut supposer que H° est disjoint de ^ H v , alors Y0 mince-* 

sera disjoint d e ^ Y v ; Yv est contenu dans Hv, qui est borné-R, 

donc Yv Test. On a Yv c Y v + i ( v = 1, 2, . . . ). Si * ( Y 4 ) > o, v 0 = 1. 
Si * ( Y 4 ) = o, il y a un v 0 > i minimum, tel que *(YV) > o 
pour v ^ v 0 ; dans ce cas on ajoute les * (Y y ) (y < v0) minces-* 
à Y0. Vu (14.14«) (admise pour les ensembles épais-*, bornés-R) : 

* ( » a ( V v ) ) < C ( o t ) * ( Y v ) ^ C ( a ) * ( Y ) ( v ^ v 0 ) . 

On observe que <7a(Yv) co"a(Yv+i). En laissant v tendre vers l'infini, 
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on obtient 

(c») I im*(<r a (Y v ) ) = * ( T a ) ^ C ( G t ) * ( Y ) , T a = Kma a (Y v ) = ] £ a a ( Yv) . 

Or 

(c.) ^a=cra(Y). 

En effet, si p est un point de ra , il existe un v tel que / ? € c r a ( \ v ) ; 
donc p est contenu dans un E' de 9 tel que *(YVE') > a*(E ' ) ; 
Y D Y V , d'où *(YE' ) > a * ( E ' ) ; E' est parmi les E de 9 qui inter
viennent dans la somme pour o-a(Y); par suite r a cc r a (Y) . D'autre 
part, s i /?€(7 a (Y) , il existe un E', Bp, tel que * ( YE') > a * ( E ' ) ; 
* ( Y V E ' ) - > * ( Y E ' ) (quand v->oo), donc *(YVE') > a*(E ' ) pour 
un v = v(p) assez grand, e. g./> € <ra(Yv(p)) c : a (c2); par là <ra(Y) c r a , 
et (c3) s'ensuit. Conséquemment [(c2), (c^)] : 

* ( t r « ( Y ) ) ^ G ( « ) * ( Y ) 

pour tout Y, cl(9), épais-* (même non borné-R). En raison du 
lemme 14.2 et de (14 .2-2 ; a) il en découle que le théorème d'épais
seur (13.3-3a) est valide. La constatation (14. i5- i5a) est vérifiée. 

15. Théorèmes d'épaisseur (suite). — Nous pouvons maintenant 
vérifier l'énoncé que voici. 

(15. i ) Si 9 satisfait à l'hypothèse 14.3 et à (13.5) et si 

1(9) =^?H v - f - H°, comme spécifié par rapport à ( 1 4 . i 5 a ) , alors 

la validité du théorème d'épaisseur (13.3-3a) entraine le fait 
suivant : 

(15. i a) Pour tout o < a < i et pour tout X, c A(97), de mesure-® 
finie la mesure-® de <7a (X) ( 14. i ) est finie. 

En effet, dans les conditions indiquées, à cause du théorème 14.i4 
on conclut que (14. i4« ) a lieu pour tout X épais-*, borné-R; à la 
suite de ( 1 4 . i 5 a ) nous avons démontré que l'inégalité ( 1 4 . i 4 « ) 
s'ensuivra pour tout X, cl(9), épais-* (même non borné-R); 
donc, s i * ( X ) est finie, *(<7a(X)) sera finie; ( 1 5 . i - i a ) est établi. 

Envisageons l'alternative de (15. i a)* 
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(15.2) Pour un a (o < a < i) il existe un ensemble X, c 1(9), 
de mesure-® finie, tel que *(<7a(X)) est infinie. 

Nous allons établir l'énoncé suivant. 

(15.3) Si 9 satisfait à l'hypothèse 14.3, a/o/\s(15.2) entraîne 
le défaut du théorème d'épaisseur [(13.3), ( 13 .3a ) ] . 

Notons que dans ce résultat on n'a pas supposé que la condi

tion (13.5) ait lieu et que 1(9) = V H V + H°, comme décrit en 

rapport avec ( 1 4 . i 5 a ) . Nous modelons la démonstration de (15.3) 
sur celle donnée dans (BF; p. 236). a et X étant le nombre et 
l'ensemble dont il s'agit dans (15.2) , on note d'abord que X doit 
être épais-* [car * ( X ) = o entraînerait * ( X E ) = o, les inéga
lités *(XE) > a*(E) ( > o) seraient impossibles et l'ensemble o-a(X) 
serait vide]. Soit C(o < G <oo ) quelconque. En raison de (14.3e) 
un ensemble Z, tel que 

(iu) Z = 2 |
f f E c ^ / E = Œa(X), Z borné-K, 

existe, satisfaisant à l'inégalité * ( Z ) > s ~ ~ 1 ; en prenant e suffisam
ment petit on assure que 

(2o) $ ( Z ) > C * ( X ) ( > o ) , 

XZ est contenu dans Z borné-R, donc XZ est borné-R; <ra(XZ) 
contient Z [car, s iE c Z, o n a * ( E X ) > a * ( E ) , E ( X Z ) = (EZ)X = EX, 
* ( E ( X Z ) ) > a * ( E ) , doncEcer . (XZ)] . Par suite (a0) 

(3o) *(<r«(XZ)) > (C^(X) ^ ) C^(XZ). 

Ainsi, pour tout C (positif et fini) X contient un ensemble XZ, 
épais-® et borné-K, pour lequel (30) a lieu. La condition (14. i/\a) 
du théorème 14.14 est en défaut (pour le a considéré); par conséquent 
le théorème d'épaisseur ne sera pas valide; (15.3) est vérifié 
[XZ, au-dessus, est épais-*, car au cas contraire <7a(XZ) serait vide, 
tandis que (30) signifie que o-a(XZ) est épais-*]. 

En conséquence de ( 1 5 . i - i a ) et (15.3) nous sommes mené à 
l'énoncé suivant [analogue à (BF; p. 236)]. 

THÉORÈME 15.4- — Admettons que 9 satisfasse à Vhypo-
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thèse 14.3 et à (13.5) et que 1(9) possède une représentation 
comme décrite à propos de ( 1 4 . i 5 a ) . Pour que le théorème 
d'épaisseur (13.3-3a) ait lieu il faut et il suffit que jwur 
tout o < a < i et jjour tout X [cl(9)] de mesure-® finie on 
a ï * ( f f . ( X ) ) < oo. 

Supposons que 9 = j E} est au moins simplement régulière, 
les Ede 9 étant dans 1(9) = F épais-®. Soit ij) = {H J une famille 
d'ensembles H, mesurables-*, tels que o < * ( H ) << -f-oo. On dira 
qu'un point/? est indéfiniment couvert par ijj, si des Hy de ^ existent 
de sorte que FLjBp(j = i, 2, . . .) e t* ( r Iy ) -^o . Soit A(ijj) l'ensemble 
des points indéfiniment couverts par 4jj. Admettons que A(ij)) = F 
et que la situation suivante a lieu. 

(15.5) S i / ? € F e t si Hy(y = 1, 2, . . . ) est une suite quelconque, 
telle que 

(i°) H,€48, H,Bp, * (H,) -*o , 

il existe une suite Ej(j =1, 2, . . . ), telle que 

(2«) E,ef, E , D H / , * ( H / ) > C ( / I ) * ( E / ) > 

c(p) étant une fonction définie, positive et finie sur F . 
Soit X, c F , mesurable-*. En écrivant Y = F — X on a, comme 

dans (BF; p. 238), 

^ ; *(Hy) " ¢(11,) - *(Ey) ®(H/)
<c(p) ®(Ef) 

c(p) 
r ¢ ( ^ ) 1 
L * < E / ) J ' 

p, les Hy et les Ey étant le point et les ensembles dont il s'agit 
dans (15.5) . De ( 1 5 . 5 a ) il s'ensuit que, si au point p considéré 
l'épaisseur ( 5 * ) Y Î ( X , p) vaut 1 ou o, l'épaisseur ( J J ) Y J ( X , JJ) en 
ce point aura la même valeur [pour la valeur o cet énoncé s'établit 
en échangeant X et Y dans (15 .5a ) ] . Les considérations menant à 
ce résultat sont fondées sur une idée de Lebesgue. Quand il y a un 
théorème d'épaisseur (13 .3-3a) relativement à 9, ce théorème 
sera valide relativement à ifj. 

THÉORÈME 15.6. — Soit la famille 9 = {E } au moins simplement 

régulière, avec F(=19) = ^ V F V , pour laquelle le théorème d'épais-
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seur (13.3-3a) soit valide. Soit f(p) une fonction de point p, 
mesurable-* sur F et bornée. L'intégrale lebesguienne 

V(K)=ff(p)d*(p) 

est définie pour tout ensemble X, c F , de mesure-* finie. On a 

(15.6a) ( 5 ) D V ( ? ) = / ( 7 ) sur une plénitude de F. 

Il s'agit de la dérivée exacte (9) D( . . . ), qui existe selon la défi
nition, lorsque les dérivés extrêmes (9) D ( . . . ), (9)D (. . . ) ont la 
même valeur (voir le texte à la suite du théorème 11.8). La démons
tration de ( 15.6-6a) sera omise en tant qu'elle peut être réalisée en 
suivant la preuve d'un énoncé du même genre dans (BF; p . 248). 

Nous avons admis que F = \ F V afin de s'assurer que F soit une 

réunion d'ensembles, au plus en nombre dénombralement infini, 
chacun de mesure-* finie. 

Le théorème 15.6 aura lieu relativement à ij) (15.5-5a), si i j est 
une famille associée avec 9, où 9 satisfait aux conditions du théorème 
et les E de 9 sont dans F. 

Examinons quelques conditions de l'hypothèse 14.3. Envisageons 
les conditions suivantes : 

(15. 7) 9 est au moins simplement régulière et * ( A ( F ) ) < + 0 0 
[F = 1(9)]; il existe un I0 de 9, I0 étant une enveloppe relative
ment à 9, et il existe un groupe G t , c G, tel que la famille d'ensembles 

&0= { rj0j (T parcourant G,) 

est régulière au sens de Denjoy, avec Ho cF = 1(90). 
Selon cette hypothèse le théorème exact de Denjoy-Vitali a lieu 

relativement à 90( C 9). La proposition suivante s'ensuit. 

(15.8) Dans l'hypothèse (15.7) , si O est une enveloppe, relative
ment à 9, il existe un ensemble H°, c O , mince-*, tel que F E c O , 
dès que E, e9, contient un point p de O — H° et * ( E ) est suffi
samment petit (dépendant de p). 

En effet, F — O est noyau relativement à 9, donc l'ensemble 
01(9(F — 0 ) ) = a ( F ~ 0 ) , c O , est mince-*. Soit p un point 
sur O — cr(F — O) ; p n'est pas indéfiniment couvert par les E de 9 r , 
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joints à F — O; par suite, si E (de 9)B//, on aura E disjoint 
de F — O, e. g. on aura F E c O , dès que * ( E ) est suffisamment 
petit; (15.8) est établi, en posant H°=:cr(F — O). 

(15.9) Admettons (15.7) . Si O est une enveloppe-9 et 0 > o est 
donné, des transformations Yà(j = 1, 2, . . . ) de GL existent, telles 
que 

(15 .9a ) Yj I0 C O, lesYj\0 sont disjoints, 

*(°""Sr/I°) = °' ^ / 1 ° ) < s-
Soit 9%{ c 90) la famille d'ensembles E, tels que E € 90, E contient 

un point de O — H°, E c O, *(E) < i. Bien entendu O c 1(90) = F ; 
donc en tenant compte de (15.8) , il vient que A ( 5 J ) D O — H°. 
Toute famille partielle d'une famille régulière au sens de Denjoy, 
jouit de la même propriété, d'où 9% possède ce caractère. En vertu 
du théorème exact de Denjoy-Vitali (relativement à 9%) on trouve 
une suite Ey(y = 1, 2, . . . ), telle que 

E,e9% (doncE / =r y I 0 cF) , EycO, *(Ey)< S, E*Ey=o (tVy), 

de s o r t e q u e * [ ( 0 —H0) —(O — H ° ) 2 r y l o ] = o. 11° étant mince-*, 

la conclusion ( 15 .9a ) en découle. 
L'énoncé (15.9) montre une façon possible de réalisation des 

décompositions de la forme (14.36 ' ) . 
Considérons maintenant la condition (14.3rf) dans l'espace 

euclidien Rm, la métrique-* étant celle de volumes euclidiens. 
Posons x = (xi, . . ., xm), y = (y\, ym), dx = dxx . . . dxm, 
* ( X ) = | X | (si X est mesurable). Y du groupe G est donnée 
par y = g(x), e. g. par des équations yt = gi(x) (i = 1 , . . . , m), 
de sorte que, si X est un ensemble, l'ensemble Y -= TX sera donné 
par les points y = g(x), x parcourant X. Nous admettons que les 
dérivées (uniques) partielles du premier ordre des gi(x) existent 
et sont continues (on suppose que la transformation Y est biunivoque). 

I r x 1 L'égalité dans (14 .3d) veut dire essentiellement que '. ' , où 

o < | X | <C 00 , est un nombre indépendant de X ; on a (avec Y = TX) : 

( iS . ,o) I I 5 i = v(r)>o; \*\=f/*=fx%<ty=fY\^y)\~*dy, 
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OÙ 

donc -L-rp- vaut l'intégrale au dernier membre de (15.10) ; A ( y ) , 

> o, étant continu, on s'aperçoit que l'égalité dans (14.3rf) (dans 
les conditions indiquées) entraîne que le déterminant fonc
tionnel l(y) de Y est une constante [en effet, | A(y) \ = v(T)]; la 
réciproque est immédiate. Par exemple, l'égalité dans (14.3a7) aura 

m 

lieu, lorsque les Y(g\(x), ..., g,n(x)) sontdela formegj(x) = ^ayx-}, 

où les a/y sont des constantes et dél («//) 7^0; pourtant la condition 
donnée au-dessus en italique est beaucoup plus générale. 

Enfin notons que dans un espace général 11 (qui peut être non 

métrique) l'égalité dans (14.3rf), écrite dans la forme A ^ = v(r) 

[pour les X mesurables-*, épais-*, de la sorte indiquée dans (14.3rf)], 
donne une sorte de généralisation à la notion d'un déterminant fonc
tionnel d'une transformation Y dans 11 ; en effet, le nombre v(Y) jouit 
du rôle d'un tel déterminant (plutôt, de la valeur absolue du déter
minant). Même, si l'égalité de (14.3rf) n'a pas lieu, on pourra envi
sager la limite (si elle existe) de - ^ y , lorsque XjBx(j = i, 2,...), 

* ( X y ) - > o , et les Xy appartiennent à une classe convenable 
d'ensembles ; il serait naturel de considérer cette limite comme le 
déterminant fonctionnel (avec la métrique-*) de Y. 

16. La dérivée ( 9 ^ ) 0 de l'intégrale indéfinie. — Dans la section 
actuelle nous procédons sous les conditions suivantes : 

HYPOTHÈSE 16 .1 . — Admettons que la famille 9 = {E} soit 
simplement régulière, avec ®(F) < H-00(F = 19) etEcF, telle 
que le théorème d'épaisseur ( 13.3-3a) ait lieu relativement à 9. 
De plus supposons qu'il existe une constante 6 > 1, telle que la 
situation suivante subsiste. On peut associer avec tout x de F 
un E(X)(G9), BX, de mesure arbitrairement petite, tel que la 
fonction ®(E(x)) (de point x) est mesurable-*. Correspondant à 
toute association E(x) de cette espèce on peut trouver, pour tout xeF, 
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un E{iî(x) ( € 9), BX, avec ®(E^L^(x)) mesurable-*, de sorte que 

( ! 6 . i « ) ¢(E(H(a^))^6¢(E(a?)), 

(16. i 6) E(l)(y)B x pour tout y (de F ) , tel que 

E(y) E(œ) j* o et ^ E ( j ) ) ^ ^ E ( * ) ) . 

Si E(x) = EIQî(x), E^^(x) ont été définis d'accord avec l'hypo
thèse 16. i, on pourra définir successivement E^)(oc) (v =: i, 2, . . . ) , 
pour tout x sur F, de sorte que, en écrivant 

(I6.2) EM(#) = (E(v-D(#))(i), 

on s'assure de ce que E<v> (x) ( € 9), B x, ® (E<v> (x)) est mesurable-® 
et 
(lG.2a) $(EW(x)^b$(E^-^(x)), 
(16.2 6) EM(jr)9*, 

dès que 

E^-i ) ( j ) E<v-i)(#) ^ o et <&(Eiy-D(y)) ^ ¢(£^-1)(^)) . 

Dans l'article (Z) de M. Zygmund le cas du plan 1l 2 est considéré 
avec la métrique-* au sens de l'aire euclidienne; les dérivés et les 
dérivées étant par rapport à la famille de tous les segments (rectangles 
d'aire positive et de côtés parallèles aux axes) de diamètre tendant 
vers zéro; il est établi que, si fp(&)(p> 1) est sommable sur un 
ensemble S de mesure finie, alors la dérivée de l'intégrale indéfinie 
de / vaut / sur une plénitude de S. Ce résultat a lieu dans tout 
l'espace euclidien l U , les segments étant les parallélépipèdes de 
côtés parallèles aux axes et de diamètre tendant vers zéro. Dans cette 
constatation il s'agit de dérivées fortes au sens usuel. Nous allons 
démontrer l'analogue suivant du théorème de M. Zygmund [la 
démonstration différant, sous quelques rapports, de celle dans (Z)] . 

THÉORÈME 16.3. — Admettons Vhypothèse (16.1-1 6) etsoitp>\. 
Si fp(x) est sommable-®, alors en écrivant 

(16.3a) I / ( E ) = f f(x)d$(x), Ee&, 

on obtient 

(16.36) ( * ) D ! / ( * ) = / ( * ) 

sur une plénitude de F[= 1(9)]. 
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Comme on l'avait remarqué dans (Z), il suffit de prendre p > i tel 

que le nombre q, défini par la relation — | = i, soit un entier ( ^ 2), 

ce que nous ferons pour le but de la démonstration du théorème. 

LEMME 16.4- — Avec les hypothèses et les notations introduites 
plus haut, on obtient 

(164a) ^ ¾ ¾ ^ bi ^ ° ' 

où C^dépend seulement de p, 6, * ( F ) . 

Afin d'établir ce lemme introduisons la notation e(H, x) pour 
désigner la fonction caractéristique de l'ensemble H : 

c ( H , # ) = 1 ( * € H ) , = 0 (xeF — H) . 

On note que 

donc 

où 

Au second membre de (30) on a 

ï = l 

* i = i 

T = r 7 > A(^„ ...,xt!)d<b(xï)...d$(xil), 

<«) ^(^...,^)^11¾¾^^^ 

Donc 

(5«) 

avec 

1 = 1 

MÉMORIAL DES BC. MATH. — N» 1 4 3 . 
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Si *(E(#4)) ^ ®(E(XJ)) (j = 2, . .., a), nous envisageon la formule 
suivante : 

Nous allons démontrer que 

ri6 5) A te x )^b»-> C ( E U ) ^ ) - *'> C(E U )(^) , *Q ... c(EW(xq), xi} (lb.i>) A ^ i , ...,xq)^W $(E(i)(JPl))*(E«D(x3))... *(E<U(*7)) 

= A(i)(^1;ar,,...,a?7) si ¢ ^ , ) ) ^ ^ E (*,•)) ( y > i ) , 

les E(1>(. . . ) étant des ensembles satisfaisant à l'hypothèse 16. i. Si 

(70) E(a?i) E(#j) = o pour un s > i , 

en tenant compte de (60) [w étant sur E(#4)] on obtient c (E (xs), u) = o ; 
dans ce cas A(x±, . . ., xq) = o et (16.5) sera valide. L'alternative 
de (70) est 
(80) E (* , )E(*y)^o 0' = 2, . . . , « ) . 

Or (80) entraîne que les conditions dans (16.1 6) ont lieu avec 

x = xly y = xf (j = 2, . . . , q); 

conséquemment E*1) (XJ) B Xx (j = 2, . . . , a) et il vient 

c(EU)(:ry), a?i) = 1 (y = 2 , . . . , q); 

par suite (16.5) : 

Ad>0r i ;a;2, . . . , j?7) = 6*-i|*(E(i>(tfO ¢ ( ^ ) ( ^ , ) ) . . . ^ E ( D ( # 7 ) ) ] - ' ; 

enfin (16.1 a) : 

(90) Ad»(a*;*,, • • • > ^ ) ^ < Ï > ( E ( ^ ) ) . . , ^ ( E ( ^ ) ) 

au cas (80) [quand ®(E(xi)) ^.®(E(XJ)), j > 1]; le second membre 
dans (g0) est identique avec le troisième membre dans (6 0 ) ; par 
là (16.5) est établi dans tous les cas. 

Si k est un entier quelconque, 1 ^ k ^ q, et l'on a 

(100) * ( E ( a * ) ) ^ * ( E ( * / ) ) pour j ^ k (i^j^q), 

il s'ensuit (16.5) que 

( i i o ) A ( J ? , , . . . , a ^ ^ A U ) ^ , , . . . , J?it—1 ; Xk\ ^-+-1, . . . , ^ ) J 
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OÙ 

( I 2 0 ) A H ) ( . . . ) = 6 7 - 1 A 1 1 ) ( ^ | J 7 1 , . . . , Xk-ly Xk^, . . . , Xq), 

avec 

<*> ^'-"->-n".% ( .^,g>-
Généralement on obtient 

A (a:,, . . . , j : ( / ) ^ 2 A ( l ) ( - r i » •••> ^A-t î ^*î **+!» •••> ^ ) -
* = l 

Par suite [ ( 5 0 ) - ( i 2 0 ) ] : 

n 

T ^ 6 7 - 1 ^ / A ( D ( J ? A | ^ I , . - . , J ? A - I , -CA+i, . - . , x q ) d ^ ( x l ) . . . d ^ ( x q ) 

* = l " F 

q 

= h<l~^Jq~)\ f[M°(u\x» ...,xt^d®(u)]d®(xl)...d®(xq^l). 

O r ( i 3 0 ) : 

(i4o) rAn)( w | . r I , . . . , . ^ . . , ) ^ ( 1 1 ) 
«/p 

7 - 1 

JT TTc(E(1)(^ l) , «O f ¥ / N . , lW N 

1 = 1 

la notation introduite au troisième membre étant d'accord avec (5'0). 
Ainsi 

T ^ 6 a - i > / A(»»(-r„ . . . , JT^O ^ ¢ ( ^ ) .. ^ ¢ ( ^ - 1 ) 5 

ici la fonction sous le signe d'intégration ne dépend pas de k, donc 

i v -

(i50) T^v6y-^Tn», Td)= / A i " ( / „ . . . , ^ - i ) r f ^ , ) . . . ^ ( v i ) ' 

La désignation pour T l l ) est d'accord avec ( 5 0 ) . 
En tenant compte de (16 .2-2 6 ) , avec v = 2, des développements 

du genre employé de (5 0 ) jusqu'à ( i5 ( ) ) , mènent à l'inégalité 

, q-i) 

T U ) ^ (q _ Ï ) ^ - ^ T i 2 ' , Ti*1 = f A'*»(-ru • • • > ^ 7 - 2 ) ^ ¢ ( ^ 1 ) . • • ^ ¢ ( ^ - ¾ ) 
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(si q> 2), où 

»-<* *<-->-xn^ë^*<«>. 
les E(2>(. . .) étant des ensembles satisfaisant à (16. 2-2 6) avecv = 2. 
En procédant ainsi, éventuellement on aboutit aux relations 

T^?(ï-i). . .^('H)+C/-ïi+...+iTC7-ii; T(7-n= fA('7-ii (# , )0^(^0 , 

^ ^ ^ ) ^ ^ ( ^ T * - t . = * ( F ) ; 

d'où T - ^ a ! 6 ' * ( F ) , v = ^ l i_Zi î . En vertu de (20) le lemme 16.4 

<?.?£ vérifié avec 
i y--1 1 

(16.6) C , = ( ? ! ) Î 6 2 **(F). 

Le théorème 16.3 découle du lemme 16.4 de la même façon que 
dans le cas considéré dans (Z). Dans (16-4«) F(x) peut être choisi 
quelconque, d'accord avec les conditions de l'hypothèse 16. 1 et de 
mesure-* arbitrairement petite; l'a fonction 

/ ^ (* ) = m a x ^ I g [EBX, * ( E ) < 8 ] 

satisfait à une inégalité de la même forme que / / J / :: • 11 vient 0 n <b(E(x)) 

7(^) = ÏÏnT^g [ = ( ^ ) 0 1 / ( ^ ) 1 ^ / ^ ( ^ ) [ E ^ 5 * ( E ) - > o ] ; 

d'autre part, en vertu du théorème 11.8 f(x) est mesurable-*; 

donc f(x) est sommable-* sur F et l'on obtient 

1 

(16.7) jj(x)d*(x)^Cp\ ffi(x)d*(x)Y (si/^o). 

Soit He l'ensemble où f(x)>z; alors lj(F)^\j(Es)^^(¥Lt), 

d'où 

(!•> *(Ht)^ic,rjT/>rf*(*)r. 
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Choisissons une fonction cp bornée et mesurable-*, telle que 

( 2 0 ) [jfi/-*i'rf*y 

/ dans (20) étant la fonction (de signe possiblement variable) dont 
il s'agit au théorème. Posons 

(30) / = f -+- +, f9d<P(x) = I?(E), f^d*(x) = I+(E); 

désignons par Q£ l'ensemble où | <\>(x) \ y> E. De (20) il vient que 

(4»)' • ( Q . ) t f ( ^ ) " . 

Appliquons (16.7), (i°) à la fonction | ^ | ( = | / — c p | ) . On 
obtient (20) : 

1 

(50) ¢(^) ^ ± C, ïf\ ty \P d® (x)J^ «, 

He étant maintenant l'ensemble où $ > e , $ ( # ) = (9) DIJ^J (^). Or 

(60) 
I / (E) 
¢ ( £ ) - / • ( * ) 

I | * | ( E ) 

* ( E ) 

I? (E) 
* ( E ) • ? ( * ) • | < M » l i E ^ -

cp étant bornée mesurable-*, il s'ensuit du théorème 15.6 que 

^ î ^ = ? ( t f ) s u r F - R ( e ) , où * ( R ( t ) ) = o. 

En prenant lim (Esa?) dans (6°) et en tenant compte de (4°), (5°), 
on obtient 

(r) 
ou 

lim J / ( E ) 
* ( E ) - / ( * ) pour .r e F — St, 

S £ = R(e) -+- Qe -h H£, ¢ ( 8 = ) ^ £ -h (i/-
Prenons £ = £„ j A>o tel que € + ( ( f ) ^ ^ (entiers/i ,A> o). 
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Posons 

S£(aNece = S/î,A) = S " ^ S* = ^ S".*. 

On note que £«,*< ^-J-- Or F — SA = T T ( F — S"'A), donc le premier 
n 

membre dans (70) est inférieur à —j— sur F — SA ( n = 1, 2. . . . ) . Il 

en découle que 

fe|:*W-/(^)|=° P°ur * e F~S* [ICI*(S*)^J]-

Cette formule est vraie pour k = 1, 2, . . ., c'est-à-dire dans F — S0, 

où S° = ]~JSA et * ( S ° ) ^ i , donc *(S°) = o. Le théorème 16.3 

s'ensuit. 

Au cas considéré dans (Z) la fonction cp a été choisie continue. 
Proprement dit, dans notre espace IL, qui peut être non métrique, 
il n'y a pas de fonctions continues. Pourtant il nous a suffi de 
choisir cp comme une fonction bornée et mesurable-*, de sorte 
que (20) eût lieu. Pour ce but on peut poser, pour N suffisamment 
grand, 

? = / o ù — N < / < N , <p = N o u / ^ N , 9 = — IN o ù / ^ —N. 

Ayant en vue le fait que les enveloppes (noyaux) relativement 
à 9 ressemblent, quoique d'assez loin, aux ensembles ouverts 
(fermés) d'un espace métrique et en tenant compte de la façon 
connue de caractériser les fonctions continues moyennant les 
ensembles ouverts et fermés, nous sommes mené d'envisager dans 
notre espace 11 (qui peut être non métrique) les fonctions f(x), 
telles que pour tout nombre réel c les ensembles 

(16.8) H+ = \f(x) ^ c }, H - = { / (* ) ^ c j 

sont des noyaux relativement à 9. On pourrait désigner une telle 
fonction comme pseudo-continue \9, * } . Parmi les diverses 
questions qu'on pourrait poser sur les fonctions pseudo-continues 
il y a, par exemple, la suivante. 
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(16.9) Est-ce que le théorème 15.6 aura lieu avec la relation 

(#) DW(x) =f(x), valide partout sur F, 

sif(x) est bornée, pseudo-continue { 9, ® }? 
On peut envisager la pseudo-semi-continuité supérieure 

(inférieure) \9, * } , en disant qu'une fonction f(x) jouit de cette 
propriété au cas où H^ (ou bien H~) (16.8) est noyau relativement 
à 9, cela étant pour tout c réel. On pourrait envisager une classi
fication de fonctions analogue à celle de fonctions de Baire, les 
fonctions pseudo-continues \9, ®\ correspondant à la classe de 
fonctions continues (d'un espace convenable métrique). L'étude de 
propriétés laissées invariantes par une transformation biunivoque 
pseudo-continue [9, ®\ est une pseudo-topologie [9, ®\, qui 
ressemble à une vraie topologie d'assez peu. 

Dans l'Ouvrage (JMZ) MM. Jessen, Marcinkiewicz et Zygmund 
considèrent le cas où (9) est une famille de parallélépipèdes { R } de 
côtés parallèles aux axes de l'espace euclidien TX/f (à k dimensions), 
la métrique étant celle de volumes euclidiens et les dérivés étant au 
sens fort [c'est-à-dire, relativement aux R, contenant le point 
considéré, de diamètre tendant vers zéro); ces auteurs établisssent 
le fait que (avec la notation de (16.3-3 6)] : 

(16.10) { R } D\/(x) =f(x) sur une plénitude de F, 

pourvu que | / | (log^ l/l)*""1 soit sommable sur F . 
Pour le présent nous laissons de côté la question, apparemment • 

très difficile, de la possibilité d'une extension du théorème (16.3) à 
une conclusion du genre de (16.10). En tant que notre espace 11 en 
général ne possède aucune dimension, la question se pose ainsi : 

(16.11) Soit v(u) ( > o) une fonction quelconque continue, définie 
pour w > o e t telle que 

(16 . I I a) lim ~^~ = -ha> pour tout k > o. 

Est-il vrai que le théorème 16.3 est valide pour f(x) telle 
que | / | c r ( l o g + | / | ) est sommable sur F ? 

17. Des énoncés du genre d'un théorème deLusin. —Nous allons 
obtenir quelques résultats analogues au théorème fondamental 
de Lusin ( S ; p. 72). Au lieu de fonctions continues (qui ne 

http://16.ii
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peuvent pas être définies dans notre espace '11) nous allons employer 
des fonctions pseudo-continues^, e. g. pseudo-continues, rela
tivement à une famille 9 d'ensembles [voir le texte à propos 
de (16.8)]. Les noyaux, relativement à 9, vont jouir du rôle 
d'ensembles fermés (des espaces où tels ensembles peuvent être 
définis). D'abord supposons que F = A(9), où 9 est au moins 
simplement régulière, est de mesure-* finie. Il nous faut quelques 
constatations préliminaires. 

(17. i) Si A et B sont des noyaux disjoints, relativement à 9, et 
si f(x) est pseudo-cont inuel séparément sur A et sur B , / l e sera 
sur A + B. 

A, B étant noyaux, les ensembles 

5 = {xe\;f(x)^c}, a = {xeA;f(x)^c\, 
jï = \x€-B;f(x)^c\, p = {xeB\f(x)^c} 

sont novaux. Posons 

V = [xe A H - B ; / ( J ? ) ^ C } , i= {xek + B ; / ( a r ) ^ c ) . 

On vérifie que y = â + (3, y = a -+- (3. Donc y, y sont noyaux; cela 

étant pour tout c réel, la conclusion dans (17. i) en découle 

LEMME 17.2. — S i N est noyau, relativement à 9[®( A (9)) < o o ] , 

si fn(x) (71 = 1, 2, . . .) est pseudo-cont inue l sur N et si 

/ « - > / uniformément sur N, 

a l o r s / e s t pseudo-continue-9r sur N. 
En posant f(x) =fn(x) + rn(x) on obtient] rn(x) | << en (sur N), 

avec £«-> o (pour n-^oo). Posons 

Pc=lxeK;f(x)^c\, P»c=lxeN;fn(x)^c-en}, T C = J J > ? . 
n 

Démontrons que 

( i o ) P C = T C . 

Si x^Vc, on a 

/ ( •*) =fn(x) -t-V„(a?)^c, fn(x) ^ c — rn(x) > c — en, 

donc a r e j a r e N ; / „ ( j r ) > c — £ n } c P ; ( / i = i, 2, . . . ) et XGTC 

d'où P t .CT c . En outre, si XGTC, on aura # € P " (/i = i, 2, . . . ) , 
e- S- fn(x)^c — £„; en laissant /i->oo, on obtient f(x)^c, 



THÉORIE MÉTRIQUE DANS LES ESPACES OU IL Y A UNE MESURE. 89 

d'où xePc et T c c P c ; ( i0) est vérifié. T c est l'intersection d'un 
nombre dénombrable de noyaux, conséquemment (13. i3) P c est 
noyau; de même l'ensemble {a?eN; f(x)^c\ est noyau; de 
même l'ensemble { x € N ; f(x) ^ c } est noyau ; par là / est pseudo-
continue-9 r sur N. Le lemme est établi. 

THÉORÈME 17 .3 . — Soit 9 complètement régulière (défini
tion 12.8) , avec S(9)<ao. Soit H, c A ( ^ ) , mesurable-® et 
admettons que f(x) est finie sur H. Pour que f soit mesurable-® 
sur H il faut et il suffit qu'à tout £ > o il corresponde un noyau, 
relativement à 9, N contenu dans H, tel que 

(17.3 a) ¢(11 — N) < E, / ( r) étant pseudo continue-^ sur N. 

NÉCESSITÉ. — Supposons que / est mesurable-* sur H. D'abord 
admettons que / est « simple » au sens de (S ; p. 7). Donc H 

a une décomposition finie, H = V H V , les Hv étant disjoints et 
1 

mesurables-*, et des constantes cv existent de sorte q u e / ( # ) = cv 

sur Hv (v = 1, . . ., k1). En tant que 9 est complètement régulière 
on peut trouver dans Hv un noyau Nv (relativement à 9) tel 

que *(H V —N v ) < i . Alors 

(10) N = > £ N V C H , < I > ( H - N ) < £ , Nestnovau. 
1 

Une constante sur un noyau, relativement à 9, est pseudo-
conlinue-9*. Donc / est pseudo-continue-97 sur tout noyau 
Nv(v = 1, . . . . v); les Nv étant disjoints, l'énoncé (17. 1) s'applique, 
donc / est pseudo-continue-9r sur N. La nécessité est démontrée 
pour les fonctions mesurables-® simples. Dans le cas général le 
théorème 7.4 (S ; p. i4) s'applique de sorte q u e / ( # ) = l i m / v ( # ) , 
où fv(x) est simple mesurable-*. Vu le fait établi plus haut, un Nv 

existe tel que 
(20) Nv est noyau, N v c H , * ( H — N v ) < ^ J r i > / v ( # ) est pseudo-

continue-9* sur Nv, v = 1, 2, . . . . En vertu du théorème ( S ; p. 18) 
de Egoroff un Q mesurable-* existe, de sorte que 

(3o) QcH, $ ( H - Q ) < y , /v ( * ) -> / (* ) uniformément sur Q. 
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En faisant usage de la régularité complète de 9 on trouve un 

noyau N ' c Q , avec * ( Q — N') < -; ainsi, vu (3°) : 

(4°) N est noyau c H , * ( H — N ' ) < i , / , ( * ) - * / ( * ) unifor

mément sur N'. L'intersection N des noyaux N', N f , N2, . . . 

[(2°), (4°)] est noyau, c H , et l'on obtient * (H —N) < e. O r N c N ' ; 

en conséquence de (4°) et du lemme 17.2 f(x) est pseudo-

continue-9r sur N. La partie nécessaire du théorème est 

entièrement établie. 

SUFFIS\NCE. — A présent on suppose qu'à tout e > o il correspond 
un noyau N, c H, tel que * ( H — N ) < e , tandis que / est pseudo-
c o n t i n u e l sur N. Il existe un noyau Nv de sorte que 

(5°) N v c H , * ( H — N v ) < I , / e s t pseudo-cont inuel sur Nv, 

v = i, 2, . . . . Il s'ensuit que 

ao 

(6") H = 2 N V - + . H 0 , * ( H „ ) = O. 

/ étant pseudo-cont inuel sur Nv, est mesurable-* sur Nv. Posons 

E c = j ^ € H ; / ( ^ ) ^ c j , K=[xeK;f(x)^c], 

E » = { * € H 0 ; / ( * ) ^ c } . 

Supposons que x e Ec ; si x € H0, on a x e E°c ; si 57 n'est pas sur H0, 
il s'ensuit que a?€Nv, (pour u n v ' > o ) et que x^E*'; donc 

(7°) E c c E » + 2 E c = E f . 

Supposons que x est sur Ec (7 0 ) ; alors, si xeE°c, on a u r a ^ € r I 0 c H 
et f(x)^c, e. g. xeEc; si x n'est pas sur E°, on aura xeEï 
(pour un v'), donc a ? € N r c H et f(x)^c, e. g. xeEc; par 
là E c c E , . Enfin (70), EC.= E<\ Pourtant, sauf pour l'ensemble 
mince-* E° ( c H 0 ) , Ec (70) est une réunion dénombrable de noyaux 
[puisque f(x) est pseudo-cont inuel sur N v ] ; donc Ec est 
mesurable-*. Par suite f(x) est mesurable-* sur H, ce qui 
démontre la partie suffisante du théorème. Ainsi le théorème est 
vérifié. 
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Les développements à la suite du théorème 17.3 jusqu'ici sont 
parallèles à la démonstration du théorème de Lusin dans (S; p. 72 

et 73). Pourtant, si l'on considère le cas où 9 = V 9 \ et 1(9) est 

de mesure-* infinie, quelques difficultés additionnelles surviennent. 
Envisageons une famille 

(17.4) & = ^ . ^ , complètement régulière selon la définition 12.8. 

[ainsi, si X, c F v , est mesurable-*, un Y ( c X ) existe tel 
q u e * ( X — Y ) < se t * ( A ( 3 \ ( Y ) ) — Y = o] . En admettant (12.7) 
et l'hypothèse 13.9, en raison du lemme 13.15 on conclut comme 
il suit : si X, cl(9), est mesurable-* [e. g. tout X A ( 9 \ ) est de 
mesure-* finie], un Y, c X , existe tel que 

(17.4a) * ( A ( ^ ( Y ) ) — \ ) = o, ^ X — Y ) < c . 

Un ensemble Y satisfaisant à la première relation dans (17.4 a) 
[où 9 est donnée par (17.4)] est noyau relativement à 9 selon la 
définition 13.7. En particulier on conclut comme il suit. 

(17.5) Si X, mesurable-* est contenu dans un 1(91,) particulier, 
on peut trouver un noyau Y, relativement à 9 selon la définition 13.7, 
tel que * ( X — Y) < s [dans les conditions (17.4) , ( l 2 - 7 ) , 13.9] . 

Établissons maintenant l'énoncé que voici. 

(17.6) En admettant (17.4), (12.7), 13.9, si les NA-, 

cA(5r
/t) — A(3u-,)(A- = i, 2, . . . ) , tf"o=o, 

sont des noyaux, relativement à 9 [e. g. *(o-(NA)) = o] , il 

s'ensuivra que N = " V N A est noyau relativement à 9* [ * ( Œ ( N ) ) = o]. 

Montrons d'abord que 

(«i) *(N) = A ( * ( N ) ) - N c 2 * ( N * ) . 
k 

Si jP€cr(N), des Ey existent de sorte que 

(«0 E , € # , E y N ^ o , E;Bp, * ( E y ) - * o (/ = 1 , 2 , . . . ) . 

Vu 12.7 on peut faire en sorte que les E7 e 9n, où n = n(p) est indé-
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pendant d e / . En vertu de l'hypothèse 13 -9 unX(/i), ^ w , existe tel que 
8(9%) (e . g. l'ensemble réunissant les E de 9n) c 9r>(,1) = l(9/{n)). 
Donc 

E,e&„, Ey(N,-4-. . ,-f-lN) { n ,)^o, Eys/>, 

* ( E , ) - > o (/ = i ,? , . . . ) . 

Il existe un X'[i ^.V^\(ii)\ et une suite partielle infinie, { E 7 J } , tels 
que 

E/.efF,,, Ey-N/..^o, E7j€jp, ^ E , . ) > o , (* = i, 2, . . . ) . 

Par conséquent /?€A(9 r „(N) / ) )cA(9 ! ' (N A / ) ) ; / ; , sur <J(N), est étranger 
à N, donc/? est étranger à N v , d'où/? e A(97(N)/)) — Nv = *(N)/); (a4) 
es£ vérifié. Pourtant les O-(NA) sont minces-* , de là * ( c ( N ) ) = o, ce 
qui constitue la conclusion dans ( 1 7 . 6 ) . 

( 1 7 . 6 6 ) Dans les conditions 1 7 . 4 , 1 2 . 7 [même ( 1 2 . 7 a ) ] , soient 
les N V ( V = I , . . . , v') des noyaux, relativement à 9, tous contenus 
dans un même A ( 9 ¾ . Alors N = N4 + . . . + Nv^ sera noyau relative
ment à 9r[cr(N) m i n c e - * ] . 

Dans ce cas l'inclusion 
V 

(«0 a(N)c_2'(Nv) 
1 

se démontre en notant que, s i />€<r(N) , des Ey existent tels que (a2) 
a lieu. Les Nv étant en nombre fini, un v 1 ( i ^ v 1 ^ v / ) et une suiteEJs 

existent tels que 

E ; , e 5 , Ey-NVl5*o, KJsBp, <I>(Ey,)->o (5 = 1 , 2 , . . . ) ; 

donc ? € A ( 5 ( N V i ) ) - N c A ( 5 ( N V i ) ) - N v = a ( N v J . Les cr(Nv) 
(v = 1, . . . , v') é tant minces -* , la conclusion dans (Il.6b) s'ensuit. 

(17 .7) Si N ' ( v = 1,2, . . .) sont des noyaux, relativementà 9 (17-4) , 

contenus dans un certain 1(9/,), l'ensemble N = T | N V sera noyau 

relativement à 9. 

Gela est établi par les méthodes utilisées pour un but analogue 

dans ( D ; p. 346 et 347) ; on montre que cr(N) c ^ c r ( N v ) . Voici une 

extension de (17 . 1). 
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(17.8) Si A et B sont des noyaux, relativement à 9 (17 .4) , et 
A.B = o, A et B étant dans un certain 1(91), sif(x) est pseudo-
c o n t i n u e l sur A et sur B, / l e sera sur A + B. 

Moyennant (17. 7) (sans modification essentielle de la démonstra
tion) on déduit l'extension suivante du lemme 17.2. 

(17.9) Si N est noyau, relativement à 9 (17 .4) , contenu dans 
un l(9/t), si les/v(a?) (v = 1, 2, . . .) sont pseudo-continues^ surN 
et / v - > / uniformément sur N, a lo r s / e s t pseudo-continue-97 sur N. 

Démontrons maintenant la constatation suivante. 

(17 . io) Admettons (17 .4) , (12.7) , 13.9 [ainsi ®(1(9)) jjeut 
être infinie]; soit H un ensemble mesurable-® contenu dans un 
certain 1(9/,) ; soit f(x) finie sur H. Sif(x) est mesurable-® sur H, 
il s'ensuit qu'à tout s > o il correspond un noyau N, relativement 
à 9, N c H , tel que * ( H — N) < e et f(x) estpseudo-continue-9 
sur N. 

Nous suivons, avec des modifications convenables, la démonstra
tion de la partie nécessaire du théorème 17 .3 . Si f(x) est simple, on 
a f(x) = 6'v sur Hv(v = 1, . . ., k') (les H, disjoints, mesurables-*), 

H = ^ H v c F / , . D'après (17.5) des noyaux Nv, relativement à 9, 

existent, N , c H v , tels que *(H,— Nv) < j-,- Ainsi 

N = N , + . . . + N i f c H . $ ( H - N ) s ^ 

et (17.66) N est noyau relativement à 9. Selon (17.8) f(x) est 
pseudo-continue-9^ sur N. Sif(x) mesurable-* sur H n'est pas simple, 
on aura f(x) = \imfw(x), avec/v(:r) simple, mesurable-*. En raison 
de ce que nous venons d'établir on peut trouver un N v c H , avec 
* ( H — N v ) < £ . 2 ~ v _ 1 , N, étant noyau relativement à 9 et f\(x) 
étant pseudo-cont inuel sur Nv(v = 1, 2, . . . ) . LJne fois encore on 
trouve un Q mesurable-* satisfaisant à (3°). Donc Q( C H) C 1(9/,) ; 
(17.5) s'applique, d'où un noyau N', relativement à 9, existe, tel que 

< & ( Q _ N ' ) > ^ , d e sorte qu'on ait (4°). L'ensemble N = N'N, N 2 . . . 

est noyau relativement à 9 (17.7) et * ( H — N) < £ ; les fonctions 
f\(x), pseudo-continues-9r sur N, convergent uniformément vers f(x) 
surN[cA(9^) pour un A-]; vu (17.9) , il se voit que la limite f(x) 
est pseudo-cont inuel sur N. (17. 10) est vérifié. 
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THÉORÈME 17. I I . — Dans les conditions (17.4) [avec 1(9) = oo], 
(12 .7) , 13.9, si H, c A ( 9 r ) , est mesurable-® [avec ®(H) possible
ment infinie] et si/(#), finie sur H, est mesurable-® sur H, alors 
à tout £ > o il correspond un N, te/ que 

(11. n a ) N est noyau relativement à cF[e. g. fI>(<j(N)>) = o]. 

*(H — N) < £, f(x) est pseudo-continue-9 (d'accord avec la défi
nition I 3 . 7 ) s u r N. 

Nous posons H/, = H A ( 9 ¾ (A = 1, 2, . . . ) , H 0 = o; alors 

(61) HicHA +„ I I = 2 ( H x - H i _ , ) . 

En appliquant (17.10) avec H = H/t — H/ ,_ i [cA(5/ ( ) ] , on trouve 
un NA, tel que 

(62) IN* est noyau relativement à 5 (déf. 13.7); NA-CH* — HA-I*, 

¢ ( 1 1 / , - HA_, — NA) < ; - j ; / ( J * ) est pseudo continue 3F sur NA ; 

k = 1, 2, . . . . Posons 

(¾) > > = 2 N * ; ic i
 * ( * ( N A ) ) = 3 > ( A ( 5 ( N A ) ) - N A ) = O. 

I 

0/i obtient * ( H — \ ) <[£; de plus, vu (17.6) , N est noyau relati
vement à 9. Ecrivons 

P* = \ *€NA ; f(x) ^ c j , P c = j J ? € N ; / W ^ c }. 

On a (62) *(cr(P*)) = o (À- = 1, 2, . . . ) . Pf, P t sont respectivement 
les parties de NA et de N (6j) , pour lesquelles f(x)^c. Par la 
méthode utilisée pour démontrer (a 4 ) il vient que o"(Pc) est contenu 

dans ^ ( P * ) ' 0 r ( 6 a ) ^(Pc) e s l mince-*, donc ®(<J(PC)) = o. On 

obtient un résultat pareil pour f(x)^.c. Par suite f(x) est bien 

pseudo-continue-9r, ce qui établit le théorème (17.11). 
Les considérations du caractère réciproque, quand ®(1(9)) = 00, 

ne comprennent pas de difficultés additionnelles et nous les laissons 
de côté. On pourrait présenter quelques autres résultats du genre 
indiqué plus haut, mais en faisant intervenir la pseudo-semi-
continuilé-9îr supérieure et inférieure. 
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18. Fonctions additives d'ensemble E d'une famille 9°. — Dans 
la section actuelle et dans la section suivante nous envisageons trois 
familles d'ensembles 

( I8 .1 ) 5« D # : > # ' , 

qui seront convenables dans les formulations de deux théorèmes 
analogues aux théorèmes bien connus de M. A. J. Ward [cf.(S; 
p. I 3 3 - I 4 0 ] . 

On dira que E est une figure-9°[9] si E est une somme finie 

d'ensembles de 9° [9]; &° [&] est la famille de figures-9°[9]. 

HYPOTHÈSE 18.2. — La famille 9° est au moins simplement régu

lière, 19° = F[= 1(9) = 1(9')] de mesure-* finie; le théorème 

d'épaisseur a lieu relativement à 9°; tout E° de 3*° a une 

représentation 

( E o = E t - h . . . -h EN, E . e ^ («•= 1, . . . , N) , 
(\S.?a) { ^T . „n 

( N pouvant varier avec E°, 

où les Ey n'empiètent pas, e. g. *(E,-Ey) = o (ijéj)> Les opéra

tions O , Q existent [pareilles aux opérations dans (S; p. 52)], telles 

que, si A et B sont dans 9°, on a uniquement : 

A . B - + - H 1 = H 2 - H A Q B et ( A - B ) + H 3 = H t + A Q B (siBcA), 

où A O B et A 0 B sont dans 9° et Hi, . . . , H4 sont certains 

ensembles minces-*, 

o = H 1 H 2 =H,H l =H 1 (À.B) = H2(A0B) = H3(A-B) = H,(A0B). 

Il existe un k ^ 1 tel que, si J € 9°, on aura 

(18.26) J = JÎ-+-...-h Jrtl (avec un/ij), he&, 

les Jt n'empiètent pas, tandis que 

(I8.26') ^ J W ^ A : (.-,/ = 1,..-,1.1). 

Si avec un entier p(>o) quelconque <nk,p des J, dans (18 .26) , 
par exemple J4, . . . , JP, sont mis à part, on pourra grouper les 
J , ( . = 1, . . . , /ii) en de certains ensembles Sy, de manière que 

(18 .2c ) J = S 1 + . . . - f - S / / , S / € ^ o , 
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les S, n'empiétant pas et chaque Sy contenant précisément un 
des Jv( v ^ p). 

Si E° e 9^ (e. g. si E° est une figure-9r), on aura E ° 6 ^ ° ; en appli
quant (18. 2a) à E°, tout composant (de 9°) au second membre peut 
être remplacé par une décomposition (18 .26) , dont les composants 
sont dans 9. Donc E° de 9 a une représentation [pareille 
à (18 .2a ) ] : 

j Eo=E t - f - . . . + ElV, K , € 5 (; = i , . . . , N ) , 
(18.2a) 
^ ^ I ¢ ( ^ , ) = 0 ( . V / ) , 

en effet, tout E° de 9° a une représentation (18.2a'). 
On remarque que les ensembles de 9° et de 9 sont mesurables-*. 

' 9' est un réseau, e. g. une suite dénombrable de grilles; à partir 
de la seconde, chaque grille est obtenue de la précédente par subdi
vision de chaque « maille » en t(^> 1) mailles non empiétantes. Plus 
précisément, si E' est un ensemble particulier de 9', tous les J de 9' 
dans E' sont contenus dans une suite de grilles G=[G/t}(k=i,2, . . . ) , 
où G4 est l'ensemble E ' = J i , 4 ( i ) , G2 = j «L.v.O)} ( v i = 1, • • • ? t) et, 
pour k > 2, 

G A = i J x . v i - X v i , . . . , V A - 2 ) ) ( v , , . . . , VA_I = I , . . . , / ) ; 

J , , , ( i ) ( = E') = J î f l ( i ) H- . . . H- J S , i ( l ) , 

J i , v t ( i ) = J I , I ( V , ) H - . . . - + - J j , i ( v O , . . . ; 

les J . . . { ) ( € 9') dans toute décomposition particulière n'empiètent 
pas; de plus il existe un r, t^>r^i de sorte que, si J( c E ' ) est un 
ensemble de 9' dans G/x et si 

(18.3) J = J l - t - . . . - + - J i , J , € G J U - I , ' 

est la décomposition unique de la nature indiquée plus haut, on 
aura 

<»•'•> ^ ¾ ¾ ^ 
Comme conséquence, on trouve que 

(18.3a') ( £ ) * " ' * ( E ' ^ * ( J ) ^ ( j ) 4 _ 1 * < E ' ) ( | < i ) , 

siJ(deiF')eGk. 

HYPOTHÈSE 18.4- — S1' est un réseau, comme décrit plus haut. Le 
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théorème de Denjoy-Vitali a lieu relativement à 91; ainsi 9f est 
régulière au sens de Denjoy; supposons que la constante a = af, 
qui intervient dans la définition de régularité de 9', est telle 

que af>tz. Il existe un c > i de sorte qu'à tout O < < T < C - et à 

tout E<> de 9, avec * ( E 0 ) < o-, il correspond un E' de 9' tel que 

(18.4«) E'cEo, * ( E ' ) ^ i ^ E 0 ) 

et tel qu'il existe une représentation ( 1 8 . a a ' ) pour E 0 Q E ' : 

(18.4a7) E 0 © E , = E J + E 2 - t - . . . + E>, E £ €# , *(E£Ey) = o (*V/ ) , 

pour laquelle ®(Ej) > <r*(E0) ( / = i , . . . , N ) . Il existe un q, 
o <C q < c, tel que, si E € 9, on peut trouver un J € 91 de sorte que 

(18.4^) J D E , ®(J)^-®(E) 

et qu'il y a une représentation ( 1 8 . 2 a ' ) pour J Q E : 

(18.46') J 0 E = E, + E.2+ . .-f-EN , E/€^, ^ E , E y ) = o ( * V / ) i 

avec * ( E y ) ^ - * ( J ) . 9 est complètement régulière. 

DÉFINITION 1 8 . 5 . — On dira que G ( E ) est une fonction additive 

(au sens fini) d'ensemble E de la famille 9°, si G(E) est un nombre 

fini, défini pour tout E de 9° et si G est uniquement défini pour 

tout E° de 9° moyennant une décomposition ( 1 8 . 2 a ) de E° et par 

additivilé : 

(18.5a) G(E°) = G(E1)-4- . . . + G(EN). 

G, originalement définie dans la famille 9°, est définie dans ëf*°; de 

plus, nous posons 

(18.56) G(E'+ E') = G(E') •*- G(E"), 

dès que E', F!'; sont dans §*° et *(E'E") ?£ o. On note que la connais

sance de G dans 9 donne G dans 9° et §° moyennant (18 .2a ' ) . 

LEMME 1 8 . 6 . — Admettons les conditions présentées plus haut. 

MÉMORIAL DBS SC MATH. — N* 1 4 3 . 7 
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Si a > o et 

( 1 8 . 6 a ) o < ( 5 ) D G ( a ? ) < a sur un H, avec ^ ( H ) > o, 

alors pour tout s > o il existe un E' € 9f, tel que 

(18.66) * ( E ' ) < £ , ^ ( H F / ) > ( i - £ ) ¢ ( ^ ) , G(E')<ca<P(E'). 

Il existe un <J(X)(^.<JO), positif et défini sur H, tel qu'en vertu de 
(18 .6a ) G ( E ) > o , dès que E (de 9) contient un point x de H 
et ®(E) ^.d(x). Donc il existe une constante <7>o, qu'on peut 
prendre telle que 
/ x ( l ) 
( io ) o < < J < min - , £ , 

de sorte que pour un sous-ensemble H' de H, avec ®e(H
l) >> o, que 

nous désignerons encore par H, on obtient ceci : 

(20) G(E) > o , dès que E( e&) est joint à H et *(E) < a. 

Soit x0 un point de H, où l'épaisseur relativement à 9 de H est i, 

( 3 o ) H m "$7¥) = I [ E a * Q , ^ E ) - * o ] . 

En vertu de la seconde inégalité ( 18 .6a ) et de (30) il existe un E0 , 
tel que 

(4o) E0( e&)Bx0, ¢(Eo)<«J, 
^ ( H E 0 ) > ( i - a ^ ( E 0 ) , G ( E 0 ) < a ^ E 0 ) . 

Si E( € 9) c E0 et * ( E ) > < T * ( E 0 ) , on obtient 

^ ( H E ) + * f f ( H ( E o - E ) ) > ( i - a * ) * ( E 0 ) , 
^ ( H E ) -+- ¢(£0) — * ( E ) > ( i — a') ¢(£0), 

^ ( H E ) > ^ E ) - a ^ ( E 0 ) = ^ E ) + a ( - ^ ( E 0 ) ) > ^ E ) - ^ ( E ) ; 

ainsi ' 

(50) ty.(HE)>(i —<j)^E), dès que E(€^)cE 0 et ¢(£) > <^(EQ). 

Or [(iQ), (4o)] °" et E0 satisfont aux conditions dans l'hypothèse 18 .4 ; 
d'où il y a un E', tel que 

(60) E'e5 ' , E'GEO, ^ E ' ) ^ - * ( E 0 ) , 

et il existe une représentation de la forme (18.4«') pour E 0 @ E ' , 
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avec Ey «s 9 et *(Ey) > GT*(E 0 ) (/ = i , . . . , N ) . En tant que E , c E 0 

il s'ensuit de (50) que 

^e(HEj)>(i-<j)^(E/)>o, donc H E y ^ o (/ = i, . . . , N ) . 

Or * ( E y ) ^ * ( E 0 ) < c r ( 4 0 ) , par là Ey satisfait aux conditions de 
l'énoncé (2 0 ) ; par suite 

G ( E y ) > o ( y = i , . . . , N ) . 

Enfin, en vertu de ( 1 8 . 4 a ' ) et de l'additivité [ ( 1 8 . 5 a ) , ( 1 8 . 2 a ) ] 
de G on déduit que 

N 

(7o) G ( E o 0 E ' ) = 2 G ( E y ) > o , G ( E ' ) < G ( E . ) . 
i 

On a E ' c E o et [(40), ( i 0 ) ] * ( E 0 ) < < J < £, donc la première inégalité 

( 1 8 . 6 6 ) est établie. Puisque - > <r, on obtient (60) * (E') > cr * (E0) ; 

par conséquent (50) s'applique avec E = E'; donc la seconde inégalité 
( 1 8 . 6 6 ) est vérifiée. Enfin [ ( 7 o ) , (4 0 ) , (6 0 ) ] 

G ( E ' ) < G ( E o * ) < a ^ E 0 ) ^ c ^ ( E ' ) , 

ce qui démontre toutes les conclusions du lemme. 

REMARQUE 1 8 . 7 . — Dans la démonstation du lemme 1 8 . 6 nous 
n'avons pas fait usage de la famille 9° et de la partie de l'hypothèse 
18 .4 en rapport avec ( 1 8 . 4 6 ) , ( 1 8 . 4 6 ' ) . 

LEMME 1 8 . 8 . — La fonction G (de 9) et les familles 9D9* 

satisfaisant aux conditions données plus haut, soient : 

( 1 8 . 8 a ) H ( c F ) un ensemble avec * e ( H ) > o , E' un ensemble 

de 9', 

o<£<fT. 

Admettons que ( i ° ) * e ( H E ) > (1 _ £ ) * ( E ' ) ; (2 0 ) G ( E ) > o r 

lorsque Ee 9, E c E ' et EH ^ o ; (3°) (9)BG(x) > b > o (surH). 

Alors 

(18.86) G ( E ' ) > 2ft(i —rxe)*(E') . 
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Puisque 9 est complètement régulière, il suffira de démontrer le 
lemme en supposant que : 

( i 0 ) H est contenu dans une enveloppe-9r , qui est contenu dans E' 
(c'est une façon de dire que H est « intérieur » à E'). Alors il se 
voit que : 

(2 0 ) si XGH et E (de 9)BX et * ( E ) est suffisamment petit, on 
aura E c E ' . 

De plus, en tant que 9°(z>9) possède le théorème d'épaisseur 
(hypothèse 1 8 . 2 ) , le même est vrai relativement à 9, donc on peut 
supposer que 

(&)-r\(H, x) = i sur H [a\ec ^ ( H ) > o ] ; 

ainsi, si # € H , on aura 

(3o) ^ ( E ^ ) ^ 1 Po u r E ° € ^> EQB^ * ( E 0 ) - * O . 

Maintenant nous allons établir la constatation suivante, qui 
correspond à l'énoncé ( 1 1 . 9 ) dans ( S ; . p . 135). 

( 1 8 . 9 ) . Etant donnés ^ < o et un x sur H, on peut trouver 
dans 9l deux ensembles P , J, tels que 

(ii) J D P et JBX; 

(2t) G ( P ) > * * * ( P ) ; 

( 30 * ( J ) < E ; 

( 4 0 i * ( P ) ^ * ( j ) ^ * x * ( P ) . 

Soit A > o si petit qu'on veut. D'après la condition (3°) du lemme 
il existe un E tel que 

(4o) E € # \ EBX, ¢ ( E ) < À , G ( E ) > 6 ^ E ) , 

en vue de (2 0 ) on peut faire en sorte que E c E'. D'après la partie de 
l'hypothèse ( 1 8 . 4 ) relativement à (18. ( \b-V) on conclut qu'il existe 
un J, tel que 

(50) J€^' , J D E , ¢ ( ^ ^ ¢ ( £ ) , 
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de sorte que parmi les représentations (18 .2a ' ) pour J © E il y a 
une, 

(60) J © E = E1-hE2-+-...-f-EN , E 7 € # \ *(E,E7) = o ( . V / ) , 

pour laquelle 0 ( E y ) ^ ? 0 ( J ) ( y = i, . . . , N ) . En prenant X < 2 £ , 

on s'assure [(5„), (40)] que 

(7o) $ ( J ) < Ç . ' 

De plus avec À(;> o) suffisamment petit, en tenant compte de (30) , 
(20) on peut faire en sorte que 

(80) E y H ^ o ( / = 1 , . . . , N ) , JcE'. 

G ( E , ) > o ( / = 1 , . . . , N ) . 

En particulier E y c E ' ; donc [(80), (60)] selon la condition (20) du 
lemme on obtient 

fisX^; 
N 

G ( J e E ) = 2 G ( E 7 ) > o ' ^ 

(9o) 

Ainsi (60) 

et [(4o)? (5C)] il s'ensuit que 

Q/ Sc VIP TE Y Ç 

(lOo) G(J) > G(E) > 6* (E) ^ 5L 6 ¢ ( J ) . 

Puisque J c E ' et E', J appartiennent au réseau 9' on note, d'accord 
avec le texte qui précède l'hypothèse 18.4, que J ( € G / t pour un k) 
est représentable dans la forme (18.3-3a) : 

(i io) J = Ji-f-.-.H-J/, ¢ ( ^ 0 = - 0 ( ï V y ) , J / € G ^ i ( c ^ ' ) , 

ou 
. . ¢ ( ^ ) ^ d 

* — ¢ ( , 1 , ) - ' 

( I 2 0 ) G(J)=2G(J'>' 

Par là les inégalités G(J/) ^ 2 6*(J , ) ( / = 1, . . . , *) seraient 

contraires à ( io0) ; par suite 

(i30) G ( P ) > 2 6 ^ P ) , où P = Jr (un i ' ^ *)€#', PcJ . 
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0 r ( . i 0 ) : 

' m ^ * ( J ) ^ < M , m = min¢(J l), M = m a x ^ J / ) ; 

d'après les inégalités à la suite de (i iD) on a 

i $ ( P ) Z m , M ^ T ^ ( P ) , 

donc 

(l4o) ^ ( P ) ^ * ( J ) ^ * t * ( P ) . 

Vu (50), (40) 3BX; en vertu de (50), ( i3 0 ) , (70), ( i4 0 ) l'énoncé 
( 18.9 ) est vérifié. 

Selon l'hypothèse 18-4 9' est régulière au sens de Denjoy; d'après 
(D) on sait que toute famille 9" partielle, contenue dans 9f, aura la 
môme propriété, donc le théorème de Denjoy-Vitali aura lieu pour 9". 
Pour tout x sur l'ensemble H [dont il s'agit dans (i0)-(30)] et t o u t 

£ = T(& = I , 2, . . . ) il existe des ensembles J = JADP = PAdans 9', 

qui satisfont à (18.9) , donc tels que 

(i50) HBX, * ( J * ) < j > * ( P * ) ^ £ * ( J A ) , G(Pk)>q^(Pk). 

Soit 9" la famille des JA(/T = I , 2 , . . . ) pour tous les x de H. 
L'ensemble 1(9") de points indéfiniment couverts par 9" contient H; 
9" c 9!. Le théorème de Denjoy-Vitali est valide pour 9". 

Selon l'hypothèse 18.4 9'={3} est régulière-D (régulière au 
sens de Denjoy). Par suite il existe a ' < b', avec a'> tz(> i) , tels 
que pour tout J de 9', on a 

(«0 o < ^ ( J ) < o o ; 
(o , ) * ( A ( * ' ( J ) ) - J ) = o 

[ici 9'(3) est la famille des J' de ^ ' j o in t s à J ] ; 

(«3) ¢e (û (J ) )< 6^(J) , où û ( J ) ) = V j ' , les J' étant dans 3', 

avec 
J'J ^ o et ^ J ' ) < a ^ ( J ) ; 

(ai) ^ ( 2 ( ^ ) J ) < + *• 
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En tenant compte de la notation dans la section 2, où le théorème 
de Denjoy-Vitali (2.5-5B) est décrit, nous posons 

( 6 0 G = { y } , O Ù Y = P A ( ^ ) ; P = ! c o j , où w = 10(7) = J * ( # ) 3 Y ; 

ici 3/,(X)DP/1(X) sont deux ensembles de 9', qui satisfont aux (18.9), 

relativement au point x sur H et Ç = j \ les familles G,P sont formées 

en laissant x varier sur H, k parcourant les valeurs À* = 1, 2, . . . . 
Parce que toute famille partielle d'une famille régulière-D jouit de 
la même propriété, G et P sont régulières-D. Vu que 3k(x) BX, on 
déduit 

(160) A ( P ) D H ; 

mais on ne peut pas conclure que A(G) D H . Maintenant nous allons 
établir que G, P satisfont aux hypothèses (2.1), (2 . I I ) . Si y est un 
ensemble de G(64) et P(y) est la famille des &>r de P joints à y, et 
si 9*'(y) est la famille des J de 9 ' jo in ts à y, on obtient 

P(Y) = M P ( Y ) ) - Ï C A ( * ' ( Y ) ) - T = P'(Ï) 

[c'est une conséquence du fait que P c 9', ce qui entraîne P(y) c 9'(y)]. 
y, étant dans G, est dans 9', donc (a2)*(p'(y)) = o, d'où ®(p(y)) = o; 
on remarque que p(y) est l'ensemble ainsi désigné dans l'hypothèse 
2 . 1 ; il se voit que cette hypothèse est satisfaite. En posant 

Q'(Y) = ] £ J ' [J ,<^' , J'Y 5* °> * ( J ' ) < a'*<ï)]t 

il s'ensuit de (aA) que 

(170) * « ( Û ' ( Y ) ) < & ' * ( Ï ) -

Soit a0 un nombre, tel que 

(180) ( i < ) f T < a O * T ^ a ' ( d ' o ù i < a ° ) . 

Considérons l'ensemble 

Û(Y) = 2 W ' ( T ' ) L * > ' ( Ï ' ) € P ( 6 0 , to'(Y')T 7* o, ¢(Y,) < « • • ( Y ) ! ; 

ici «'(y'JDy', y' est un Pk(x) et w'(y') est le 3k(x) correspondant 
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à T?/,(x); donc [vu ( i5 0 ) , avec P A = P A ( # ) et 3k = 3k(x)] on a 
*((k)'(y/)) ^ ^ r* (y ' ) ; par là pour les w'(y'), qui interviennent 
dans &(y), on obtient (i80) : 

*(w /(7 ')) < a*tt®(i)^a'®(t). 

Conséquemment les w'(y') qui entrent dans l'expression pour &(y), 
sont parmi les J' (de 9'), dont il s'agit dans la réunion exprimant 
G'(y); par suite Q ( T ) c Û ' ( ï ) et ( i 7 o ) : 

( i9o) * e ( û ( Y ) ) ( ^ ^ e ( û / ( Y ) ) < * ' * ( T ) -

Donc l'hypothèse 2 . I I est satisfaite (avec a = a° et b = b'). Enfin 
d'après le théorème fondamental de M. Denjoy (2.5-5B) il se 
voit que 

(200) * ( A ( P ) - A(G) ) = 0 [ P = { Jk(x)}, G = { Pk(x) j], 

où k parcourt la suite d'entiers positifs et x décrit l'ensemble H. 
En tant que l{3/,(x)) contient H ( i60) , il s'ensuit de (2o0) que 

( 2 i 0 ) A { P A - ( # ) Î D H — H ° , où H° est un ensemble mince-¢. 

{ J?k(x)\ est régulière-D, donc en tenant compte du théorème Denjoy-
Vitali et de (2i0) on conclut qu'il existe une suite dénombrable 

(220) P», P S . . . ; P^\Pk(x)\ ( 7 = 1 , 2 , . . . ) ; P<P/ = 0 (i^j), 

telle que 

(230) H = H 0 - f -HP'H-HP2-f - . . . , où (¢Ho) = o; 

bien entendu on peut supposer que H P ^ ^ o . Vu (i0) et selon la 
condition ( i°) du lemme *<?(H) >> (1 — £ ) * ( E ' ) . Prenons YJ tel que 

(24o) 0 < 7 j < * e ( H ) - ( l - 6 ) * ( E ' ) . 

Avec N = Nyj suffisamment grand (230) : 

N N 

(260) 2 * ( p / ) ^ 2 * « ( H p y ) > ^ ( H ) " " 7 i > ( i " e ) * ( E , ) -

1 1 

Le fait suivant est établi [voir (18.9)] : 

(18.10) . Il existe un nombre fini de T?'(i = 1, . . . , N) disjoints, 
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P' € 9', de sorte que 

(i ') G ( P ' ) > f J*(P«), P ' H ^ o ; 
N 

<2') 2*(p')>(i-£)*(E')-
1 

Parmi les J de 9! distinguons deux classes d'ensembles que voici : 

classe ( I ) , comprenant les Pl(i = i. . . ., N) de l'énoncé (18. i o ) ; 
classe (II) , formée d'ensembles J joints à H, tels que dans la 

décomposition (18.3-3a) , 

(26o) J = Ji + .. .H-J,, ¢ ( ^ ) = 0 ( » V ; ) , 

il y a un ensemble Jv pour lequel *(J V P' ) = 0 (1 = 1 , . . . , N). 

(270) Il y a un Y Î 0 > O , tel que J € 9! et ®(3)^r)0 entraînent 
qu'aucun des P ' ( / ^ N ) n'est contenu dans J ; autrement dit, il 
existe une grille G*/ [le texte à la suite de (18.2c)], telle que, 
si J e G/f/, J ne contient aucun P ' ( j ^ N ) . 

En effet, il suffit de prendre o < n0< min*(P<) (*=^N) et 

l'entier k' tel que (jY^^E') ^ Y Î O Î (27,,) d'écoulé de (18 .3a ' ) . 

DÉFINITION 18 .11. — 6L est la classe des J (de 9!), tels que 

( 1 8 . n a ) . l € ( I ) - f - ( ï l ) , J€:Gt-H-G2-+- . . + G*. 

[Cette définition est d'accord avec une définition dans (S; p. 187).] 
On remarque que (I) C (St. Or, établissons le résultat suivant : 

(I8.12) E ' - ^ f l O J = 0 . 

Au cas contraire, C = E ' — ^ ( 0 i ) 3 étant non vide, on pourra 

trouver un I0, tel que 

(280) 1O€GA-', IO n'est contenu dans aucun J de (X. 

En effet, les ensembles (« mailles ») de la grille G^ couvrent E', 

de sorte que E ' — V (G//)J = o. Pourtant, si C ^ o , il existe un I0 

de Gh>, tel que I0G 7½ o, car autrement on aurait 

c=2J/G*')J G = = 0-



106 W. J. TRJITZINSKY. 

Si I0 était contenu dans un 3' de 6L, on aurait pour ce J7 : 

J ' C D T Q C ^ O et J ' C ^ o , 

ce qui serait contraire au fait que G est dépourvu de points des J 
de 6i; (28 0 ) est vérifié. 

En vertu de (27 0 ) et de (28 0 ) I0 ne contient aucun P ' ( i ^ N ) 
et I0 n'est contenu dans aucun d'eux, d'où * ( I 0 P * ) = o ( / ^ N ) . 
O r [ ( 2 0 o ) , ( 2 4 o ) ] : 

* e ( H ~2j H P ' ) < 7 1 K ^ W - O - ^ t E ' ) ] ; 
par suite 

(290) ^ ( H E 0 ) < "n, où Ti(> o)est arbitrairement petit avec ^ . 

Un I4 unique de la grille G//_4 contient I0. Ainsi (28 0 ) : 

(3o0) IIGGA'—1, Ii n'est contenu dans aucun J de (5t. 

De plus 

(3i0) ïi ne contient aucun Pl(i^ N). 

Si ( 3 i 0 ) est en défaut, il y a un P ^ ( A ^ 4 ^ N ) c I 4 ; nécessairement 
(280) P * ' c l 4 — 1 0 ; P * ' H ^ o ( 1 7 . i o ) , donc I 4 H = ^ o . Parmi les J,-
(de Gk>), qui interviennent dans la décomposition ( 1 8 . 3 - 3 a ) de I4 

(pour k = k'— 1), 
I1== Jt-f. J 2 H - . . .-h J/, 

il y a un, soit Jv, qui ne contient aucun P ' ( i ^ N ) et n'est contenu 
dans aucun des P f ( « ^ N ) ; en effet on peut prendre J V = I 0 . Ainsi 
* (J v P' ) = o ( i - ^ N ) , donc, I4 étant joint à H, on conclut que I4 € (H). 
D'après la première relation (3o 0 ) et la définition 18 .11 I4 € (9L, ce 
qui est contraire à la seconde partie de (3o 0 ) . Il y a contradiction; 
( 3 i 0 ) est établi. 

Par le raisonnement de la sorte employée pour établir (29 0 ) on 
trouve que 
(320) ^ ( H l i X T i . 

On obtient successivement : 

I 0 c I i C Ï 2 c . . . c !*'_,, où I /eG^-yC/= 0, 1 , . . . , k'—i), 
* e (HI/)<Tj; IA' - IGG, , donc I * - i = E ' et ^(HE') = ^ ( H ) < ^. 
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Par suite (24«,) • 

^ ( H ) < 7 i < ^ ( H ) - ( i - - £ ^ ( E ' ) . 

Il y a contradiction; l'énoncé (18. 12) est démontré. 
Gomme dans le cas analogue dans (S; p. 137) ayant obtenu (18.12), 

nous remplaçons la classe 0i par la classe (3L{, Cl, de J non 
empiétants, de sorte que 

(330) E ' _ > ? ( a O J = o. 

En posant 

A = y j , où J e ( I ) a 4 

[les J ici sont parmi les P ' ( i ' ^ N ) ] , on obtient [vu (18.10)] : 

(34o) G ( A ) > f * « ( A ) . 

Or E ' Q A est une réunion finie de certains J non empiétants de 
classe (II) : 

(350) E ' 0 A = 2 ' j , G ( E ' e A ) = 2 ' G ( J ) -

D'après la définition de la classe (II) tout J, intervenant ici, est 
joint à H et est contenu dans E'; donc [vu la condition (20) du 
lemme] G(J) > o et (350) G ( E ' Q A ) > o (si E ' Q A ^ o ) . Par 
conséquent (340) • 
(360) G ( E ' ) ^ G ( A ) > ? | * ( A ) . 

Si J est un des ensembles intervenant dans (350) soit GA la grille 
dont J fait partie; alors J a une décomposition unique (260) 
[(18.3-3a)] , et parmi les J, dans cette décomposition il j aura un, 
soit Jv, tel que 

(37o) * ( J v P ' ) = o (i = i , . . . ,N) , donc * [ J V 2 P ' J = O; 

de plus (18 .3a ) : 

(380) &(l)J^®(lt)^U®(3v)> v heGk+i. 

N 

Vu la première relation (3y0) Jv est contenu dans E ' — ^ P ê à un 
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ensemble mince-* près. En choisissant uniquement un Jv (de la sorte 

indiquée) dans tout J survenant dans la somme (350) N , on conclut 

que 
N 

(39,,) 5 J J V C E'— ̂ P S à u n ensemble mince^ près. 

(350) n'empiétant pas, le même sera vrai pour les Jv 

dans (39„), d'où 

$ ( 2 J v ) = = 2 ' < ï > ( J v ) - < ï > ( E ' ) " 2 < î > ( P 0 ; 

parlà[(350), (38.)] 

¢ ( E ' - A ) = 2 ' ¢ ( J ) ^ ^ 2 , ¢ ( J v ) ^ ^ * ( E ' ) - 2 * ( p l ) • 

Conséquemment (18. io-27) 

* ( E ' — A ) < / x e ^ E ' ) et ^ A ) > ( i — * T E ) ^ E ' ) . 

Enfin (36 0 ) : 

G ( E ' ) > J ^ ( A ) > ^ ( i - « « ) * ( E ' ) , 

ce qui achève la démonstration du lemme 18.8. 

19. Fonctions additives d'ensemble E d'une famille 9r° (suite). — 
Nous allons établir le résultat suivant, qui est analogue au théorème 
de Ward dans (S ; p. 137). 

THÉORÈME 19. I . — Admettons les conditions et les notations de 
la section précédente. La dérivée unique et finie (9) Y)G(x) existe 
sur une plénitude-® de l'ensemble où (9)T) G(x) > — ¢30, ou bien 
où (9)DG(x)<-\-<x>. 

Soit 

(i") C = { ( * ) D G ( * ) > - o o } 

(e. g. C est l'ensemble des points x pour lesquels on a la condition 
indiquée dans \ . . . }); G[cF = 1(9)] est mesurable-*. Posons 

(2°) A = \xeC; (fr)DG(a?)>(^)DG(aOi; 
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A ( c G ) est aussi mesurable-*. Il faut seulement considérer le 
cas * ( G ) > o . Supposons, s'il est possible, que * ( A ) > o. 
Moyennant un raisonnement bien connu on déduit qu'il existe un 
ensemble B c A et un nombre a >> o, tels que 

( e t g(x) = (&)VG(x) — ($)1ùG(x)>a sur B. 

£ ( O < 0 < T - ) étant donné elp parcourant les entiers, on a 

B = 2 BP> o u B^= {a?€B; /?e < (^) D G (a?) ^ ( / > + I ) E | . 

P 

En tant que * ( B ) >> o, il existe un B^ avec ®(RPo) > o. On conclut 
comme il suit. 

Il existe un <r > o et un ensemble H c B ^ ( c B c A c C ) de sorte 

que 

* e ( H ) > o ; G(E)>/> 0 e*(E) dès que E<= &, 
(4°) 

Posons 

(50) G'(E) = G(E)—/> 0 ^(E) ( E € ^ ) . 

On obtient alors [(3°) , (4°)] : 

(6°) o < ( ^ ) D G ' W < 2 £ et ( 5 ) D G ' ( i ) > a sur H, o ù ^ ( H ) > o ; 

(7°) G ' ( E ) > o , lorsque E e ^ , ^ E ) < a , H E ^ o . 

En raison de (6°) et du lemme 1 8 . 6 (avec G' pour G et 2£ p o u r a ) 

on conclut ainsi. Soit o < £ ^ m i n ( £ , 0-)( < M ; il existe un E' de 

sorte que 

(8°) E'e^', 

(90) * ( E ' ) < i f , 

(100) ^ ( H E ' ) > ( i - O ®(E') ^ (1 - 1) * ( E ' ) , 

(11») G ' ( E ' ) < c . 2 e * ( E ' ) . 

Or on voit que ( 1 8 . 8 a ) est satisfait; de plus, ( i o ° ) , ( 9 0 ) , (7 0 ) et 
la seconde partie de (6°) donnent, respectivement, les conditions ( i ° ) , 
( 2 0 ) , (3°) du lemme 1 8 . 8 (avec G = G', b = a > o et e' pour E) . 
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Donc ( 1 8 . 8 6 ) : 

(i20) G'(E') > q- a(\ — tit')®(E') ^ 2 a(\ — fui) * ( E ) . 

Par conséquent (i i°) 

- a(\ — £TE) < c.2£ (où a est indépendant de e) 

et l'on obtient une contradiction pour e(^> o) suffisamment petit. Donc 

l'ensemble A (2 0 ) des points de G ( i° ) , où 9D G(x) > (9)1) G(x), 

est mince-* . C'est-à-dire, 

(i3°) (5") D = ( 5 ) D = (&) D existe sur une plénitude-® G0 de G( i ° ) ; 

pourtant il est concevable que la dérivée unique (9)D G(x) puisse 
être infinie en quelques points de C°. 

Pour démontrer le théorème il reste à élablir que l'ensemble des 
points de C°, où (9)D G(x) = ~ | - o o , est mince-*. Au cas contraire, 
la dérivée vaut + o o sur un ensemble H ' ( c C ) épais-*. Comme 
dans ( S ; p. 138) il se voit qu'il existe un H, c H', avec * e ( H ) > o, 
et un Y} >> o, de sorte que 

(i4°) G ( E ) > o , lorsque E e ^ , EH ^ o, ^ E ) < T I . 

En effet, si # € H!, il vient 

^ Ë ) - > + °° Pour E(de&)Bx, ¢ ( £ ) - ^ 

d'où il existe un r\(x) (;> o) tel que les relations 

E(de &)*x, ¢ ( £ ) ^ ^ ( ^ ) 

entraînent G ( E ) > o. Soit Hn l'ensemble des x de H', tels que les 
relations 

E € 3 S E H „ ^ o , ¢ ( E ) < i (entier w > o) 

impliquent G ( E ) > > o . Puisque * ( H ' ) >> o, pour n0 suffisamment 

grand on aura * e ( H „ o ) > o ; ainsi ( i4°) est satisfait (avec H = H/lo 

et YJ = — V Il existe un H * c H , avec * ( H — H*) = o, tel que sur H* 
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l'épaisseur de H, relativement à 9', vaut i. Si x0 € H*, e. g. si 

% f ^ - } - > i , lorsque E' ( d e 5 ' ) 3 * o et * ( E ' ) - > o , <P(L ) 

il s'ensuivra qu'il existe un E' particulier, tel que 

05«) E'€#' , E'=>*0; ^ ( E ' H ) > ( i - 0 ^ E ' ) ; ^ E ' ) < r t ; 

ici £, o <C £ << - J peut être si petit qu'on veut. 

La seconde partie dans (i5°) coïncide avec la condition (i°) du 
lemme 18.8. Si E e 9 et EH ^ o et E c E \ on aura *(E) ^ *(E ;) < n 
[vu ( i5°)] ; donc dans ce cas (i4°) G ( E ) > o ; autrement dit, la 
condition (20) du lemme 18.8 est satisfaite. Enfin (3°) du lemme 
aura lieu pour tout 6 > o fini, puisque H c H' et la dérivée (unique), 
relativement à 9, vaut -f-oo sur H'. Par conséquent (18.86) : 

G(E') > ? 6(1 — / T e ) * ( E ' ) donc G (E') =-+-00. 

Nous avons abouti à une impossibilité. Le théorème est démontré. 

REMARQUE 19.2. — Le théorème 19. i contient un cas particulier 
le théorème de Ward (S ; p. 137), si l'on tient compte du fait 
( S ; p. 139), que dans le théorème de Ward (qui est dans l'espace 
euclidien Rm) on peut remplacer F(x) et F(x) respectivement 
par F(oc)(#) et F(ot)(a?) (o < a < 1 quelconque), la notation étant 
celle de (S) et le recouvrement indéfini étant au sens de diamètre 
tendant vers zéro. Dans notre théorème 19.1 on n'a pas utilisé la 
classe 9° (section 18); pourtant dans le lemme suivant et dans le 
théorème 19.4 cette classe va intervenir d'une façon fondamentale. 

LEMME 19 .3 . — Avec les hypothèses et les notations de la 
section 18, soit G une fonction additive (au sens fini) d'ensemble 
de la famille 9«. Si a>o et (1') o < (9«)1D G(x) < a sur un 
ensemble H, avec ®e(H)>o, alors, étant donné un £ > o et 
un v > 2k2 [(18.2 è')], on peut trouver un Q, tel que 

(2') Q€$S * ( Q ) < « , H Q ^ o , 

(3') G ( Q ) < ^ ( Q ) , 
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OÙ 

T-rnp ["rf']. 
On peut remplacer H par un sous-ensemble, encore désigné par H, 

tel que pour un <J(O<C<J<.Z) (qu'on peut prendre si petit qu'on 
veut), il vient 

(io) ^ ( H ) > o ; 
(20) G ( E ) > o , quand E e ^ 0 , EH ̂  o, ^ E ) < a ( < e ) . 

Or le théorème d'épaisseur, relativement à 9°, a lieu (hypo
thèse 18.2) . Soit XoGH un point d'épaisseur 1 (relativement à 9°) 
de l'ensemble H; e. g. 

yff-»1» si E€Sr°> E a j ? o , ¢ ( £ ) - ^ 

A tout A , > v ( > 2 Â " 2 ^ 2 ) il correspond un J tel que 

(30) J€.*°, Js.ro; 

(4o) * ( J ) < < F « E ) , ^ ( H J ) > ( i - i ) * ( J ) ; 

(50) G ( J ) < a $ ( J ) [voir(i')]. 

Soit h(^>v) un nombre fixe et J un ensemble satisfaisant 
à (30)-(50); d'après (18.26-6') ce J possède une décomposition : 

(60) J = J,-+-J2-h. . . -w*, , J , e 5 , ¢ ( ^ 0 = 0 (*Vy)i 

avec 

(7o) I ^ | | J ^ ^ A (^,y = i , . . . , nt). 

Envisageons deux classes d'ensembles J, dans (60). On dira que 

(7o) J i€ ( I ) , si * e ( H J , ) > ( i - j ) * ( J , ) ; 

J,€(II) , si ^ ( H J z ) ^ ( i - ~ ^ ( J O -

On peut supposer que les 3i sont numérotés de telle façon que 

J,€(I) (/ = 1 , . . . , / 0 , J ié(II) (*=/>-+-!, />-+- 2, . . . , /lOî 

http://Js.ro
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q=z n^—p. On a 

J * ( J i ) ^ * J i ) - * , ( H J , ) (i>P), 

donc (40) : 

^2(. . . )=*(j> - *,(HJ) < i*(j> = J2* (J / )-
i i 

Par la , vu (70), 

(80) q\<nxk, q^<p + q, ( ^ — i"jq<P U\ec~ — I > I V 

D'accord avec la partie de l'hypothèse 18.2 à la suite de (18.2 6'), 
nous groupons les J,- (60) (i = i, . . ., tt4) en certains ensembles Sy 
ainsi : 

(9o) J = S t + . . . + S ,̂ S / € ^ (j = i,...,p), ¢(8,8/) = 0 ( tVy) 

où chaque Sy contient exactement un J/ de ( I ) . A cause de la troi
sième relation (80) [c'est-à-dire, les J,- de (I) sont plus nombreux 
que les J,- de (II)] , il existe un nombre n'(o < n'^lp) des Sy, chacun 
coïncidant avec un J,- de (I) , soient : S4, S2, . . . , Sn'- Si n'<Cp, 
tout Ss(n

!<^s^p) contient un seul J,- de ( I ) , ainsi qu'un au moins 
n A:2 

des 3i de ( I I ) ; donc/? — n'^ qeln'^p — q. Or (80) q < -^— ? donc 

(avec/? = ni — q) : 
I 2 k- \ 

(lOo) n'^p — q = nx — 2q> Il — J n^ 

Posons A = S4 + . . . + Snr ; alors 

(Ilo) A=J,1-4-J/îH- . . . -f-Jv, J/,€(I) (s = i, ..., n')\ 

soit JT un des 3i(i = i, . . . , rc4) de mesure-* maximum ; il vient (7«,) : 

n' 

d'où ( to0) 
/ 2 # 2 \ I - ,, „ 

* ( A ) > ( i - — ) J « » « ( J T ) . 

MEMORIAL DES SC. MATH. — N° 143. S 
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En tant que (60) ni®(3x) ^ * ( J ) , on déduit 

( i2 0 ) * ( A ) > T * ( J ) , T = (i_^I. 

Notons que (90) 

( i3 0 ) J © A = S/4p+tH- . . . - + - S , ; 

tout Sl(n
l<C i^p) contient un J^ de ( I ) ; pour un tel J,' on a 

^ ( H J 0 [ > ( i - ^ ( J , 0 ] > o , 

donc H S i ^ o ( / i ' < i^p). En tenant compte de (4o)> (9o) o n 

s'assure de ceci : 

S , € * S * ( S , ) < ( ! « £ ) , S . H ^ o ( i > # i ' ) -

Par suite les conditions dans (i0) sont satisfaites pour loutS,(/>> n'); 
donc (i30) 

G ( S f ) > o (i>n') et G ( J Q A ) > o ; 

ainsi, en raison de (50) et (i20) 

(i4o) G ( A ) < [ G ( J ) < a ^ J ) < ] ^ ( A ) . 

Si pour tout J i [ € ( I ) ] , qui intervient dans A (ii0)> o n avait 

G ( J , ) ^ - * ( J , ) , il s'ensuivrait que G ( A ) ^ - * ( A ) , ce qui 

contredit l'inégalité (i4o)- Conséquemment 

(i50) G(Jt') < -<ï>(Jj') pour un J^[€ (I)], composant de A ; 

deplus[(6 0 ) , (4o) , (7 'o)] 

(i60) J , ^ * , * ( J ,0 [^*(J )<«r ]< i , * e ( H J , o [ > ( i - j ) * ( J r ) ] > o . 

Les relations ( i5 0 ) , (i60) constituent les conclusions du 
lemme (avec Q = J,/). Le lemme 19.3 est vérifié. 

THÉORÈME 19.4- — Admettons les hypothèses de la section 18. 

Sur une plénitude-® de l'ensemble où(9°)I)G(x)> — <x> [ou bien 

(9°) D G(x) < + oo J, la dérivée unique et finie (9) D G (x) existe et 

(9)DG(x) = (9«)lbG(x)[ou bien (9)DG(x) = (9«)VG(x)]. 
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En raison des inclusions (18. i) on a 

(^°) D G ^ ( ^ ) D G Z ( ^ ) D G Z ( ^ ) D G. 

Donc, vu le théorème 19 . i , la dérivée unique et finie (9)DG(x) 

existe sur une plénitude A0 de l'ensemble 

(i) A = ! ( 5 ° ) D G ( * ) > - o o } . 

Par suite on doit démontrer le fait suivant : 
( 2 ) sur une plénitude de A 0 , 

(?)T) G(x) = (&o)VG(x). 

Si ( 2 ) est en défaut, il se voit que 

(3^)DG(x) (finie) > (#») D G(#) ( > —00 ) sur un A 0 ( c A ° ) épais-^ 

Moyennant un raisonnement connu on infère qu'il existe un a > o, 

tel que 

(3) (&)DG(x) — ( ^ ) D G ( ^ ) > a sur un B ( c A 0 ) épais-4>. 

Fixons une valeur v ( > 2/r2) et soit y le nombre correspondant du 

lemme 1 9 . 3 . Posons 

(4) e =5 a Y> B ^ = ^ 6 B ; ^ < ( ^ ) D G ( a ; ) Z ( i ) + i ) Ê ! , 

où p parcourt les entiers. Pour un p=po on obtient ®(Bpo)> o. 

Considérons la fonction G'(E) == G ( E ) — pQ® e ( E ) d'ensemble E 

de la famille 9°( D 9). On déduit [ ( 3 ) , ( 4 ) ] que 

(5) ($)®G'(x) = ($)VG(x)—p0t; 

(6) ( # ) D G'(x) [ > (^») D G(x) -h a — p0t] > a sur B^ épais-^ 

On peut trouver un a et un II, tels que 

(7) a > o , HcB^, ^ ( H ) > o ; 

(8) G ' ( Q ) > a * ( Q ) , dès que Q<=3S ¢ ( Q ) < *, HQ ^ o. 

En tant que H c B^, vu (4 ) il vient 

o < (5°) D G'(a?) [== (&°) B G(x) — pQe ^ e] < 2s sur H. 

Par conséquent le lemme 1 9 . 3 s'applique (avec G', 2e, ar pour G, a, 
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£), d'où l'on trouve un Q, tel que 

(9) QeSS * ( Q ) < a , H Q ^ o ; 

(10) G ' ( Q ; < 2 i ^ ( Q ) . 

Mais (9) présente les conditions dans (8 ) ; donc G ' ( Q ) > a * ( Q ) 

et [( io) , ( 4 ) ] : 

o < a < 2£ - = a. 

Il y a une impossibilité. Le théorème est démontré. 

REMARQUE 19 .5 . — Le théorème 19.4 contient le théorème de 
Ward (S ; p. I41)- ^ propos de nos théorèmes 19 .1 , 19-4 et des 
deux théorèmes de Ward (S ; p. 137 et 141) on note que les trois 
familles d'ensembles 9r° D 9 D 91, assujetties aux conditions de la 
section 18, jouissent respectivement des rôles des trois familles 
d'ensembles dans l'espace euclidien Rw , avec le recouvrement 
indéfini dans Rm au sens de diamètre tendant vers zéro, à savoir 
(A), (B), (C) , définies comme il suit : 

(A) est la famille d'intervalles; (B) est la famille d'intervalles, 
dont le paramètre de régularité est ^ a > o ; (G) est la famille de 
cubes d'un réseau, comme celui donné dans (S ; p. 134)-

Les intervalles et les cubes ont leurs côtés parallèles aux axes. Les 
dérivées (exactes) (90)T>G(x), (9)D G(x) coirespondent respec
tivement aux dérivées désignées dans (S) par 

(19.56) G6(x) (dérivée forte), G'^(x). 

On fait une remarque analogue pour les dérivées extrêmes. En 
laissant a ( > o) dans (19.56) tendre vers zéro, on obtient la dérivée 
[les dérivées extrêmes] au sens ordinaire, désignée dans (S) 
parG'(tf)[G(a?), G(x)]. 
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