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LES PROBLÈMES DE TOTALISATION 
SE RATTACHANT 

AUX LAPLACIENS NON SOMMABLES 

P a r W . J. T R J I T Z I N S K Y 

(Université d'Illinois, U.S.A). 

Introduction. — Si l 'on considère l 'équation 

(lo. i ) * O F ( * . J O = - / ( • * , J O 

[(#, y) bur un domaine ouvert, borné, D, dans le plan Us] 

dans la supposit ion q u e / ( # , y) ( r ée l ) , un ique et fini en tout point 

de D, soit un laplacien convenable d 'une fonction F ( x , y) cont inue 

sur D , et si Ton cherche à construire ]F(^r, y), étant donné f(x, y), 

on sera amené à quelques problèmes et méthodes du type qui sur

viennent dans les totalisations de A. Denjoy ( 1 ) [le livre ( 4 ) sera 

désigné par ( D ) ] ; en général , / ( # , y) ne sera pas sommable sur D . 

Dans le présent Ouvrage, il est supposé que les dérivées premières 

bilatérales (un iques ) 

( ! . . ! „ ) àF(x,.y) dF(x.y) 
ôx ày 

existent et sont cont inues sur D. Nous t i rerons part i de quelques 

(1) A. DENJOY, Leçons sur le calcul des coefficients d'une série trigonomètrique, 
Parties I, . . . , IV, Paris, 1941-1949, p. 1-714» désigné dans le texte par (D). 
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résultats dans notre travail ( 2) , par la suite, désigné par (T ) . De 
plus, nous sera utile la Note (/) de M. Brelot, désignée par (B). Le 
travail (T) et cette étude ne sont qu'un commencement vers la'réso
lution du problème que nous venons d'indiquer; c'est parce qu'il 
faut établir tant de résultats préliminaires. 

Dans (1 .4 ) - (1 .46) , (1 .5 ) - (1 .5c ) , (1 .6 ) - (1 .66) , (1 .8 ) - (1 .86) , 
(1-9)-(1.9a) nous étudions la dérivation, sous le signe d'intégration, 
du potentiel G (y, y) ( 1. 1 ) et la continuité des dérivées premières ; 
le rôle de ces résultats est de préciser-les théorèmes 5.6, 9. 7, 9 .11 , 
9 . i 3 dans (T) , se rattachant aux représentations potentielles. Les 
formules (2 . Ï ) - ( 2 . 6 6 ) donnent une récapitulation de divers lapla-
ciens; le théorème 6.10 de (T) , [ (2 .8 ) - (2 .8c ) ] , signale un rapport 
entre la dérivée ordinaire (au sens de fonctions d'intervalle) du flux 
0 ( F | I ) ( 2 . ; ) et le laplacien V°(2 .6 ) . 

Dans la section 3 se trouvent quelques applications des théorèmes 
de Denjoy (D ; p. 1 ^4- ll^i l99i 208) aux laplaciens mixtes et à la 
fonction w(^r, y; h, A, //', À') ( 2 . i a ) , de laquelle ils proviennent : 
[ ( 3 . 5 ) - ( 3 . 5 6 ) ] , [ ( 3 . 8 ) - ( 3 . 8 6 ) ] , [ ( 3 . I O ) - ( 3 . I I 6 ) ] , [ (3 . i3)-(3.14«)] , 
( 3 . i5 ) ] ; il y a des résultats ( [( 3 . i6 ) - (3 .16a) ] , (3 .17) - (3 .176) ] ) 
analogues pour les laplaciens spéciaux (sp V, sp V, sp V\ et pour les 
laplaciens différentiels. 

Dans la section 4, on note que le flux ¢(1) (2 .7 ) d'une fonction 
F(a?1? #2) sera continu, si F(# d , x2) et les dérivées bilatérales D. ( iF, 
DjF le sont comme fonctions d'un point (x±, # 2 ) , Avec une fonc
tion ¢(1) additive d'intervalle I (mais pas nécessairement un flux) 
nous associons une fonction H ( 4 . 2) de point; pour que ¢(1) soit 
continue comme fonction d'intervalle, il est nécessaire et suffisant 
que H le soit, comme fonction de point; de là on déduit qu'on peut 
appliquer les théorèmes topologiques de Denjoy pour étudier les 
dérivés forts (4 -4«) de ¢(1) . Les dérivés ¢ , ¢ , ordinaires peuvent 
être exprimés par ( 4 . 8 a ) ; si ¢ (1) est continu, ils seront de la classe 
deux de Baire. 

Nous étudions topologiquement les dérivées ordinaires, particu-

(2) W. J. TRJITZINSKY, Mixed laplacians and potential représentations {Annali 
di Matematica, série IV, t. 31, 1900, p. i43-23o); désigné par (T). 

(3) M. BRELOT, Sur l'intégration de bu{Jïl) = ç(JR) ( C. B. Acad. Se, t. 201,' 
KJ35, p. i3i6-i3i7); désigné par (B). 
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liers, Dërr t '-r>(À0)$, D e r r i ' r s ( A 0 ) ^ A 0 > o, (o . i )] ; ceux-ci sont défi
nis (4.7 a) , comme certaines limites de la fonction G(x±, x% ; T)(4.3c), 
dans l'hypothèse de continuité de ¢ (1 ) . On note que, si la dérivée 
(unique) D e r r i , x ^ existe et est finie partout sur D, elle aura la 
valeur Der r " r 9 (A 0 )* pour A 0 > 1. 

Soit S le segment { <xi ^.Xi ^.fii; a a ^ # a ^ P a } - La classe (c0) 
(sur S0, = l'intérieur de S) est formée par les fonctions f(xi, x»), 
qui en chaque point de S0 sont les dérivées ordinaires (uniques), 
finies, des fonctions continues, additives, ¢ , d'intervalle I sur S 
[(6.1 )-(6.1 a)]. A cause de l'exemple (d) de totalisations, donné par 
Denjoy dans (D; p. 443) on voit qu'il y a a priori, une totalisation 
(T 0 ) , dont les opérations, appliquées à / de classe (c0) , devraient 
uniquement produire la variation <V(. . . ) (6 . 1 a) de 

H ( # ! , x^ = $ ( I ( a i , «2; xu x2)), 

où ¢(1) est une fonction d'intervalle, telle que D e r r " r ^ — / s u r S0. 
Dans la section 7, on remarque que tout f de (c0) est nécessaire

ment de la classe un de Baire. D'où, pour tout f donné de (c0)'il 
existe un tel ensemble fermé F, ^ S , non dense sur S, que la 
propriété (7.2a) est valable. Avec l'aide du théorème (T ; 6 .7) de 
Fauteur, en écrivant 

2TZG(S; xh X'-)=jj flogldytdyi, 

il s'ensuit que 
VoG(s; xi, x^_) =—/(xl, x^ 

en tout point de continuité approximative de f(xi, x%) sur tout 
segment s, <C S0, disjoint de F. 

Dans la section 8, nous désignons par (C0) la classe formée des 
totales (To)fde(c0). La classe (K0) est constituée par les fonctions 
F ( ^ i , X2) continues, ainsi que D ^ F , DT aF, telles que pour chacune 
d'elles Der T l ' r 3 J(F: I) = f(xi, x2) existe uniquement et est fini en 
tout point de S" [ J ( F ; I ) est le flux (7.1 a)]; lesf(Xi, x2) ci-dessus 
forment la classe [c 0 ] , C (c0) , et les flux J ( F : I ) constituent la classe 
[C 0 ] , c (Co) . Nous, définissons a priori une opération J - 4 , comme 
l'ensemble de procédés (qu'il faut trouver), donnant une solution 
F ( # i , # 2) de l'équation ( 7 . i a ) J ( F : I ) = * ( I ) , pour ¢(1) donné de 
[ C 0 ] ; pour un ¢(1) donné, ces solutions ne diffèrent entre elles que 
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pai» des fonctions h(xi, x2), harmoniques sur S0 ; F •= J~~lT$f ~\-h 
sur S<V si /€'[-c«]'. (ici on aura T 0 / € [ C 0 ] , F € [ C 0 ] ) . On 
remarque (8.5) que V<> F (#4, x2) ==— f (Xi,x2) sur /5ensemble A 
de points de continuité approximative de f(xirx2) sur S0-—F et que 
/(â?i, ^ ) = Der: r i ' r sJ(F:I) partout sur S° (par définition) ; i e i / € [cç>j, 
J ( F : I ) € [ C o ] j F € (K0) . . L'ensemble A ci-dessus contient un rési
duel R de S0 — F ; A est une plénitude de S0 — F. 

Dans le théorème 9. 12 il est affirmé qu'on aura sur <7V : 

• F(xu xt)= -ï- // flog--dyidyi-hQv(#u x*) 

[CTV= somme finie de segments dans S — F ; <7V f S — F pour v -> 00 ; 
Qv(«r4, x2) harmonique sur v%~\, pourvu que / (#*,• #2) €[co] et" 
F ( # 4 , #2) 'de (K0) soit une fonction correspondant à/(a?{, x2). De 
plus (théorème 10.7) , sif(x±, x2) € [c0] et F (# 4 , #2) € (K0) (/ , F 
se correspondant), s i / ( # i , #2) est sommable sur l'ensemble ouvert O, 
-^ S0 — F, on aura sur O : 

2rcF(a?t, #2) = // / l o g - û ^ i dyz-h h(x±, x*), 

A étant harmonique sur O. 
Dans la section 11, en supposant que SI soit un ensemble ouvert, 

borné, et que f(x)[x = (xil: #2)], pas nécessairement de la classe [c0] 
sur SI, soit mesurable sur £2 et uniformément borné sur tout sous-
ensemble borné de SI et que f(x) puisse être non sommable sur SI, 
on conclut qu'il y aura une décomposition (théorème 1 1 . i4) : 

f = f-\- 4̂5 /0 sommable sur SI, ty de ^K/>^-B sur SI, 

Ci-dessus « type-B » est selon la définition 11.12 et signifie la 
classe de fonctions continues de la sorte considérée par Brelot 
[voir (B)] dans une décomposition analogue, donnée pour le cas de 
fonctions / continues. 

Dans le théorème 12 « 2, nous prouvons que 

V*jjflogjidy=-~2xf(x) (dy = dyidy2) 

sur f ensemble A* de points de continuité approximative de f sur SI, 
s i / e s t sommable sur SI e%\f\ est uniformément borné surtout sous-
ensemble fermé de Q. Nous dénotons par L^(^, û ) l'opération définie 
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à la façon de Brelot, à une fonction harmonique (sur SI) près, pour ^ 
de type-B sur SI, de sorte que V°LX( . . . ) = — ^ s u r ^ . Si / mesu
rable, uniformément borné sur tout sous-ensemble fermé de û , est 
non somnîable.sur&, nous ferons la décomposition/==/0 + ^(11. i4) 
et poserons 

(12.5a) T*(/, Q)= ±jf f.\ogldy + LxW9 Q)-, 

alors 

( 1 2 . 5 6 ) VoTa-C/, Q) = —/(*?) (sur A"). 

Enfin, dans la section 13, se trouve le résultat suivant (th. 13.9). 
Dans le cas général de f(x) € [c0]'et F ( # ) € ( K 0 ) , correspondant à / 
(sur le rectangle S0 ouvert), sur f ensemble SI = S0 — F 0/1 aura 

F(x) = T^(f, û) + Q(*), 

où T x ( / , £2) (12 .5a ) correspond à une décomposition quelconque 
( 1 1 . 1 4 ) / = / 0 + r 5̂ et Q ( # ) est harmonique sur SI. 

Pour démontrer cet énoncé on se sert du théorème 14'. 9, où il est 
établi que L r ( ^ , SI) [x = (xi, x2) ; L^( . . . ) donné dans (13.6-6d), 
dans l'hypothèse (11.10')] possède les dérivées bilatérales, uniques, 

—^-2—-U = 1, 2), continues sur SI. La preuve de ceci dépend de la 

formule 

(14.1 a) T / G/,($)rf$ = Princ. / G($)d<ï> 

(l'intégration au second membre étant au sens de valeurs principales), 
valable dans les hypothèses (14. i°, 20, 3°), et des lemmes 14 .3 , 
14/ .3,14/ .7. 

Dans la section l o nous faisons une revue générale des relations, 
valables sur SI = S 0 —F, entre les opérations J, J - 1 , T0 , T^ (théo
rème (13.9) , Der-r; voir (15 .3-3d) . On note (18.4-4«) <ïue (kpï*-
cien) V<>F(x) =—/{#) sur A { = l'ensemble de points de continuité 
approximative de / sur SI), sif(x)^[c0] et F ( # ) , € ( K 0 ) , est une 
fonction correspondante. Ensuite, en supposant que f (x) soit 
une fonction particulière de la classe [c0] (sur S0), nous en 
dérivons une suite de conséquences nécessaires; la première et la 
deuxième sont décrites dans [ (15 .4«) - (15 . 5 c ) ] ; les conséquences 
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3, i, 5 se trouvent dans le «texte qui précède le théorème 15. 12. La 
classe [y5] de fonctions satisfaisant ces cinq conditions contient la 
classe [c0] [voir le texte depuis le théorème 15.12 jusqu'à (15. i4*)]-
Nous introduisons certaines oscillations O/, Oy>f- ( 15. 10a) des fonc
tions T. r(/ , SI), —Tx(f, SI). La sixième conséquence est que les 

limites (15. 17) de ces oscillations sont nulles [à comparer avec 
Denjoy (D ; p. 33o-33i), à propos de la totalisation simple]. La 
signification de cette conséquence est indiquée dans le théorème 15.21. 
La septième condition est donnée par (15. 21 c). Pour que / soit de 
classe [c 0 ] , il est nécessaire et suffisant que les sept conditions indi
quées soient valables et que le fluxO(I) de T ; r ( / , S0) (15. 21c) ait 
une dérivée ordinaire, unique et finie ( = / ) en tout point de S0; 
alorsF(x) = T.v(f, S0) sera une fonction de (K0) correspondant 
à / ( d e [c0]V 

Le problème du rapport e n t r e / , € [c0], et F, € (K 0 ) , correspon
dant, n'est encore résolu effectivement que partiellement; c'est-
à-dire, seulement sur l'ensemble Si = S0 — F (théorème 13 .9 ) . 
L'analyse présentée dans la section 15 a pour but de contribuer à la 
résolution complète et effective du problème. 

1. Les dérivées premières d'un potentiel. — Soit SI un domaine 
(c'est-à-dire, un ensemble ouvert dans le plan U2) borné; r(x,y] 
£, n) = la distance entre les points (x, y), (£, YJ) dans LU; soient » 

z = x H- iy, ï = £ H- ir\ 

les variables complexes, et introduisons les coordonnées polaires 
(p, 6) de pôle z, de sorte que Ç = z + pc'e. Considérons le potentiel 

(l . i) G(#, ,y)=J/ / ( ? , 7))logr-i(^, y; Ç, t\)dxdy, 

où dans tous les cas on suppose que / ( £ , YJ) soit une fonction réelle, 
mesurable sur SI et telle que l'intégrale (lebesguienne) pour G (x, y) 
existe (soit finie) pour tous les (x, y) sur SI. 

HYPOTHÈSE 1.2. — L'intégrale 

(1.2a) f*(x, y) =jf'\f& *>) I ''-1 (*> y\ S, 'O) <% dA 
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existe (est finie) pour tous les (x, y) sur SI. La fonction d'ensemble 
mesurable e, ^Sl, 

(La*) p(z, h; e)= (f | / ( ç , *)\r-*(x + h,jr; ?, rO^rfr, 

[e(z, A) = eS(z + A, aA); S(z + A, ah) = la région circulaire de 
points (l, f}), tels que p'= r(x-h h, y; £, Y?) Z a / / ; o < A; o < a < i] 
tend vers zéro avec m(e) (la mesure de c) uniformément par rapport 
à A. 

La dernière partie de l'hypothèse ci-dessus peut être satisfaite en 
tous les points z(x, y) de SI ou seulement en quelques-uns des 
points z ; ce qui veut dire que, étant donné s >> o, il existe un 
d(e) = S(z, e) > o indépendant de A, de sorte que 

(I.26') />(s, A; e ) < s 

pour tous les ensembles mesurables e, ^Sl, tels que m(e)^.d(e); 
on pourrait envisager une condition analogue se rattachant à l'inté
grale 
(1.2c) q(z, k;e)==ff | /(Ç, TJ) | r~i(x, y -+- A:; ?, ^ ) ^ ^ , 

OÙ 

e(^? A:) = eS(z -f- i£, a A:), S(z -h ik, ak) = j r(x, y-h k; £, r\)^.0Lk), 
(0<k,0 <*<!). 

HYPOTHÈSE 1.3. — Considérons un point z(x, y) de SI; W s = la 
partie de SI pour laquelle — « o ^ 0 ^ «o (a0 une constante positive). 
On suppose qu'en ce point z,f*(x, y) ( 1 . 2 a ) soit fini, tandis que 
l'intégrale 

(i.3*) X^^^T^M^ 
[? = r(x,y; Ç, r^; £ = Ç + ^ = *-h p*A; &> i ] 

existe; on peut aussi envisager l'existence de l'intégrale 

(1.36) J ^ | / ( ? , , ) | I l o g _ A _ ^ , 

où W l est la partie de Œ pour laquelle — a 0 ^ 0 ^ «o-

Nous allons démontrer le résultat suivant : 

(1-4) Si l'hypothèse 1.2 est valable pour ( 1 . 2 a ) partout sur Q 



S W. J. TRJITZINSKY. 

et pour ( 1 . ib) en un point particulier z(x, y) deSl, en ce point 
on aura ( 1. i ) 

(1.4«) ~G(x, y) =jjj/(?, in) ^ Iog r - i (# , y; Ç, TJ) rfg rfij. 

5 / /a condition relativement à (1.2&) etf remplacée par celle se 
rattachant à q(z, k; e) (1 .2c ) , on obtiendra 

(i.46) ^ G(*, r ) =Jff(^ -n)^iogr-i(*, r ; 6, n)«S<*n-

Ci-dessus il s'agit vraiment de dérivés droits uniques; on aura 

la dérivée unique bilatérale — G(x,y), représentée par le deuxième 

membre dans ( 1 . 4 a ) , si aux conditions déjà indiquées on ajoute 

une condition ayant rapport à une intégrale ( I . 2 6 ) , où l'on a rem

placé # + A, z -+- A par x — A, z — A nous faisons une remarque 

semblable pour -r- G(x, y) . 

En écrivant 

(10) F ( ^ r ) = F ( ^ ) = J r / ( Ç ) l o g J ^ ^ ^ / ( £ ) = / ( ? , 'l), 

on note que G(z, y) = ~R{F(z)}, R {. . . } désignant la partie réelle 
de {... (. De plus, 

où 

On obtient 

^ «(*,Ç; *)=.«(*,^;Ç,t»;*)=»R{x*(*,;)} = 4 j ^ ( A ) - ^ ! 

f ( ->o avec A), g(h)~ log|>2(p2 — 2pAcos6 -f- A2)"1]. 

Or le second membre dans ( 1 . 4 a ) est identique à 
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p = r(x, y) \, ri); donc, en prenant la partie réelle dans (20), on 
déduit que 

-r[G(x + h, y) — G(x, y)] — le second membre dans ( 1 . 4 « ) 

= ff(t)t(z,i:;h)dldrï. 

De là, le résultat (1.4)-(1 - 4 a ) s e r a établi, si l'on montre que 

(4o) Hm f[AZ)t(z, l\ h)c%dr\= / 7 / ( Ç) \\mt(z, Ç; Ksd^dr, ( = 0 ) 

Pour p = \z — Ç| > 2A, on a A | z — Ç | _ 1 < a - 1 et (20) 

A x ^ ) 0 = - I o g [ i + J A T J + J A _ = ( - I ^ y 2 8 , [8|<i: 

donc (30) 

(5t) \t{z,^ h)\éÇ\vh(z,l)\<^<?— 
P P 

pour Ç(£, YJ) sur Slh= SI — &S(£, 2A). 
Considérons la région 

(60) S'h= $(z, 2h)—S(z, <zh) — S(z-hh, ah) (o < a < -V, 

sur S'A, on a 

0Lh<?^2h, *h<9'^3h, " < P < 2 
o p a 

[ p ' = | Ç — ( ^ + ^ ) 1 = ^ + ^ , ^ g, 7i)]; 

donc (30) : 

( 7 0 ) \t{z, ^ h ) \ ^ l 
1 P I 1 ^ 1 , 3 1 ^ c' , c , . 

p I p n a p p 

où c ' = 1 ' + 2 log- • Quant à S (z, a A), on y obtient 

(1 — a ) A ^ p ' ^ ( i + a)A, l < - ^ ( i + a ) - ; 

d'après (30) , 

p| *(*,?; A ) | ^ ^ l o g p - + i ^ ? - l o g [ ( i + a ) ^ + i ; 

ici t> = Ap _ l ^ .a~ 1 (^> 2), et le second membre ci-dessus ne dépasse 
pas c "+ i, où 

c" = max(«-' < p < + » ) - log(i + a)p; 
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de là 

( 8 0 ) 
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! ' ( * , ? ; h)\^ c ' + i [sur S(z, <xh)]. 

En considérant S (s + A, a A), on trouve que - > i et 

log^ 1 P ^1 ( i - t - a ) A ^ o g i U l o g i - ^ ; p'^xh, (1—a) A ^ p ^( i -+-a)A; 

d'où (3») 

p M ^ ^ ; A ) , ^ Ï U H r ^ ^ { l o g ( - î Q * + _ î _ . ; 

donc 

(90) \t(z,ï;h)\: 
co 

c o = 0"+ [sur S(z + /t ,«A)], 
p 1 — a 

où c" est le nombre introduit ci-dessus. 
La signification de (50) , (70), (80) , (90) est qu'il existe une cons

tante Co, > o, indépendante de A, telle que 

( 1 0 0 ) 

\t(z,l; h)\< Co 
[sur Q pour p '= r(x + h, y; ^,i\)><xhl 

| |*(.s, Z;h)\<p- (pour p ' ^ a A ) . 

Soit e un ensemble mesurable, quelconque, ^.Sl. En nous rappe
lant la notation dans ( I . 2 6 ) , en vertu de ( io 0 ) , on obtient 

(»o) ^ ^ I j T A 0 ' ( * , 5; *)<$<*!I 

^f[\m)\\t(zr,\h)\dtd^ = ff ...+ ([ ... 

:C0 J |A?)I ̂ 3 + - . / 1/(01¾¾ 
-'e-eU,^) • P 

1 * 
P 

tf(S,A) 

x*^e P 
[p = /'(#, y; ç, rj)]. 

A.cause de l'hypothèse dans (1 -4 ) - (1 .46) , on conclut (1 .26 ' ) que 

/>(*, A; c ) < 
2 C 0 

pour tous les ensembles mesurables e, ^Sl, tels que w ( e ) ^ 5 0 ( e ) , 
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d0(e)(^> o) étant indépendant de A (o <C A ^ A0) ; d'autre part, en 
vue de l'existence de l'intégrale f*(x, y) (1 .2 ) , on aura 

jf\f«)\^<^r P 2C0 

pour tous les e, ^Sl, mesurables, avec m(e) ^. ài(e) ( > o), où 
ài(e) est indépendant de A. Par conséquent ( 110), 

(I20) > ^ E 

pour tous les e, ^Sl, ayant m(e) ̂ ô ( s ), où le nombre 

8(£)=min[S0(s), &I(E)]; > O, 

est indépendant de h. C'est-à-dire, l'absolue continuité de la fonction 
additive d'ensemble mesurable è, 

Jff{Z)t(z,i:ih)dtdn, 

est uniforme par rapport à A. Donc en vue d'un théorème connu sur 
le passage à la limite sous le signe d'intégration on justifie la 
formule (4o)? ce qui démontre le résultat voulu ( 1 . 4 ) - ( 1 - 4 a ) î la 

preuve de (1 .4) - (1-4^) s e ^a^ d'une façon toute semblable. 

(1 .5 ) . *SV lintégrale f* (x, y) ( 1 . 2 a ) existe en tous points de Si 
et si, pour un point z = (x, y) = x -+- iy donné sur SI, on a 

(4.5a) lim (f \f(^-rï)\r-i(x-+-h,y^,'f\)d^drl = o (o<a<ï,A>o '), 

(1.56) ^ 0 ( ^ , 7 ) = = ^ / ( 5 , ^ ) ^ ^ ^ ( ^ ^ ^ , ^ ) ^ ^ 5 

alors en ce point on aura (le dérivé droit, unique) 

. . . . i f . . . 

àG(x y) 
il y a un pareil résultat pour — (le dérivé droit, unique); 

déplus, — A dans (1 .56) sera la dérivée unique, bilatérale, 

si à la condition ( 1 .5a ) on ajoute 

(1.5c) lim (f \M^)\r-^x-k,r,l,rï)dldri = o (*>o); 
k^°*-US(z-k,(Xk) 

une remarque semblable est faite pour la dérivée —^ • -



12 W. J. TRJITZINSKY. 

En effet, soit 

h(z, Ç; h) = t(z, Ç; A) [sur Q' = û— S(s + h, a h)], = o, [sur S(s + A, ah)]; 

on aura ( io0) 

|*o(*, t; A) | ^ |* (* ,Ç ; A)|->o, avec A, | *„(*, £ ; / * ) ! < - (sur û), 

où p = | * — Ç|; or 

Jf\f<£)\r+di<tn<<», 

vu l'hypothèse ; donc 

lim i f | / ( t )M'o(*, C;A>dÇrfn = o: 

d'autre part ( io 0 ) , 

Jfftt)t(z,l: h)didi\\ 

= I (Ff(K)to(z, ?; A)dgrfn+ /T / « ) * ( * , ?; A)aÇrfn| 

^ (F \ftt)\\h(Z,U h)\dZdT\+ (T | / ( t ) | I # f l Ç r f n 

[p '=sr(r+A, 7 ; Ç, TJ)]; 

d'où dans la condition ( 1 . 5 a ) on aura 

lim (Ff(l)t(z, Ç; A)dÇrfnso; 

c'est-à-dire, (4o) sera valable; d'ow te résultat voulu pour le dérivé 

(unique) droit — J ^ • Le reste de (1.5)-(1.5c) est établi de la 

même façon. 
Nous allons maintenant démontrer le résultat suivant relativement 

à la dérivation du potentiel G(x, y) ( 1 . i ). 

(1.6). Si Vhypothèse (1.3) est valable, soit (1.3 a ) , en un point 
donné z = (x, y) de Si, en ce point on aura 

(1.6 a) ^G(x)y)^Jf(i,y])^\ogr-^x,y^,yï)d^dfï; 

dans le cas où la condition relativement à (1.3 a ) est remplacée 



PROBLÈMES DE TOTALISATION. l 3 

par celle en rapport avec (1 .3 b), au lieu de (1 .5 a ) , on obtiendra 

(1.6 b) ^G(*>y)=Jfftf> ' o ) ^ i o g r - * ( * , y\ ç, ïO^ r fn . 

Nous faisons ici une remarque analogue à celle suivant (1-4)-(1-4 ^)-

Dans les conditions indiquées , -?— -p- est le dérivé droi t un ique . 

-r— dans ( 1 . 6 a ) sera la dérivée ( unique ) bilatérale au point z (x, y ) 

considéré, si à la condit ion relative à ( 1 . 3 a ) , on ajoute la condit ion 

où W 2 est la part ie de SI pour laquelle — « o ^ ô — rc ^ a0 ( a 0 2> o) 

une pareille condit ion suffira pour l 'existence de la dérivée (un ique ) 

bilatérale -j— 1 • 
à y J 

La relation ( 1 . 6 a ) s"*ensuivra si Von démontre (4o)- Nous avons 
encore les inégalités ( i o 0 ) ; la seconde sera remplacée par une aut re . 

E n vue de ( 3 0 ) , sur S(z -H A, a A ) , 

p | * ( * , t ; * ) | = | l 0 g J L _ c o s 6 ^ £ l o g ^ + i ^ ( i + « ) l o g ^ + i ; 

or 

p ' = [(A — p cosO)«+ p2 sin^B]2 ^ p | sin 8 |; 

d 'où 

\t{z, Ç; A J I ^ ^ l o g - r ^ j j ^ j ( ^ o = c o n s t . > o ) , 

sur S(^-f- A, a A) f o < a < ^ j ; de plus ( i o 0 ) , \t(. . .)\ < c e p - * 

hors de S ( ^ + A, a A ) ; donc 

| *(*, Ç; A) | < ^ l o g — ^ (d, = const. >o,b>i) 

sur W - ( l 'hypothèse 1 .3 ) , pourvu que le n o m b r e ^ o employé dans la 
définition de Wz soit tel que Wz ^ S ( s -f- A, a A ) ; on peut p rendre 
sin a0 = <x; enfin on conclut que sur SI on a 

1 cop-1 ( s u r Û - W , ) , 

<is.) | I ( - , C ; A > I < + . « , * ) - L ^ * ( s u r W a ) 
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pour toutes les valeurs o <C A ^ A0; ici le second membre ^ ( £ , ri) 
est indépendant de A. Dans l'hypothèse 1.3 [l'intégrale (1 .3 a ) 
supposée existante] la fonction | / (£ , ^)|+3(Ç» *î), indépendante de 
A, est sommable sur Q, par rapport à (£, rj) ; d'autre part ( i3 0) . 

|/(C)*(*, C; A ) | < !/(?, 71)1+,(5, n) (sur Q). 

Donc le passage à la limite dans (4o) est permis ; ceci démontre 
( 1 . 6 a ) ; le reste de (1 -6)-(1.6 6) est établi pareillement. 

Considérons, par exemple, le second membre dans (i.^a), ( 1 . 6 a ) : 

(1-7) W*,y)^J[ftt,*)fclogr-i(x,y;S,v)dtdii. 

Nous allons démontrer le résultat suivant : 

(1.8) LHntégrale Q(x, y) ( I .7 ) représentera une fonction 
continue en un point z = (x, y) = x -h iy donné sur SI, pourvu que 

( 1 . 8 a ) < d/Qtix^, Ç, rj) J / Q p 

( ( C ^ g + ÎTJ) 

era tous les points de SI et, étant donné un e, > o, quelconque, on a 

( W(z,2';e) = f[ lIlglL <%**<* 

* ' [ ^ = ^ ( ^ / ^ , - 1 ) = 1 ^ - : 1 , *' = * '+*>' , r = | * - s ' f , 
\ e(s', aa;) = eS(«'j ar), o < a < i ] 

pour tous les ensembles e, ^ SI, ayant la mesure m (e) ^ ô(e), 0¾ à (s) 
est positif et est indépendant de z* [à(e) pourrait dépendre de 5] . 

.Les conditions ci-dessus seront satisfaites, si pour un /> >> 2, 
/ P es£ sommable sur SI. 

En vertu de la remarque qui suit (30) on a 

de là 

04.) | Q ( x , r ) - Q ^ , / ) l = | j [ / ( O R { ( ; _ ^ - ; _ g ) } ^ ^ | 
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Pour Ç = (£, r}) = £ + /YÎ sur &' = & — S(s ' , « r ) , on a p' > a r et 

p p a p 

tandis que sur S (z!, a r ) , p ̂  ( i — <x)r et 

(160) ^ - ^ ^ — - ' • 
p p i — a p 

Donc, avec la notation dans (1 .8 6) : 

(170) jf\At)\yj<*<** 

•^eÛ' a P ^ ( 3 ' , « / - ) I — a p 

Grâce à l'existence de l'intégrale f*(x, y) (1 .8 a ) et de la condition 
(1 .86 ) , étant donné s > o , il existe des nombres ô4 (g) > o, <52(e)>o, 
indépendants de *', de sorte que : 

- Il \f(Ç)\-d\-dv\<i - pour tous les e, ^ Q, avec m(e)^. §i(£); 
a « / ' e P 2 

«>(3, s'; e) > - pour tous les e, ^ Q, ayant /ra(e)^ 82(6); 

ainsi (170) 

Jf | / (Ç) | -r- d% dt\ < s pour e, ^ û, de mesure ^ &o(s), 
tf P P 

où ô0(g) = min(ô \ (s ) , ô >
2 ( e ) ) > o est indépendant de *'. Gela 

signifie que la continuité absolue du premier membre ci-dessus, 
considéré comme fonction d'ensemble mesurable e, est uniforme par 
rapport à z' (pour le point fixe z, donné sur û ) . Donc pour ( i4o), on 
peut passer à la limite sous le signe d'intégration, obtenant 

I i m | Q ( * , y ) - - Q ( ^ / ) | = o , 
z'-^z 

ce qui démontre (1.8) — (1.8 6) . 
MEMORIAL DBS SG. MATH. — N* 125. 2 
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( I .9 ) L!intégrale Q(x, y) ( I . 7 ) représentera une fonction 
continue en un point z donné sur SI, si V intégrale f* (x, y) (1.8 a) 
existe en tous les points de SI, tandis que 

( 1 . 9 a ) lim ff \f(*)\ dtdv\ = o ( r = | ^ - V ] , o < a < i ) ; 

les hypothèses ci-dessus seront valables, par exemple, si f? est 
sommable sur SI pour un p >> 2. 

Pour établir ce résultat, considérons la fonction 

q(z, z, O = -£- [pour Ç = (Ç, TQ) sur Q'= Q — S(s ' , a/ ')], 
P P 

= o [pour Ç sur S(*', a/-)]. 

On remarque (i5&) que 

r 
p p a p (180) ?(* , *', 0 ^ 7 7 + 0 avec r ; #(£, s', O < ^ (sur Q). 

D'autre part ( i60), 

(190) (F\Ai)\£-0<*<*i 
•UQ P P 

= /Tl/(OI ?(*,*', C)d?rfn+ /T 1/(01 T r̂fgrfo 

^ j f l / « ) !*(*,*', ç ) ^ ^ + _L- /^ |/(C)| 4 dgrfn. 

O r (180) 

lim |/(Ç) | f ( , , V, Ç) = o, |/(C) | ?(*, *', 0 ^ ^ ^ 7 ^ î 

le dernier membre ici est indépendant de z' et est sommable sur SI 
[l'hypothèse dans ( I . 9 ) ] . De là, en revenant à (190) et en se servant 
de ( 1 . 9 a ) , on obtient 

Km jf|/(C)|£«**»«o. 

Enfin ( r4o), il s'ensuit que 

lim \Q(x,y)-q{x',y)\^^ 
z^-z' 

Ainsi le résultat (1.9)-(1.9 a ) a été démontré. 
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REMARQUE l . i o . — Les résultats (1 .8) - (1 .8 6), ( 1 - 9 ) - ( 1 . 9 a ) 
resteront valables, si l'on y remplace Q(x, y) par la fonction dans 
les seconds membre de (1 .4 6), (1 .6 6) : 

( i . i o a ) V(x, y) =jff(ï, -<\) j-logr-i(x,y; Ç, v\)<%dv\; 

plus généralement, ces résultats obtiennent pour la fonction 

(I.106) T(x,y)= ff / ( S ' ^ .dtd*. 
K v J J JJQr(x,y; Ç, i\) 

REMARQUE l . n . — Les méthodes utilisées jusqu'ici peuvent être 
appliquées dans la théorie des fonctions d'une variable complexe z 
pour étudier la dérivabilité et la continuité des intégrales Lebesgue-
Stieltjes : 

( une détermination convenable de log . . . ; un entier n ^ . 1 ). Celles-ci, 
contenant le noyau de Cauchy ou les dérivées d'un ordre quelconque 
d'un tel noyau, ont une importance naturelle pour la représentation 
de diverses classes de fonctions, qui peuvent être non analytiques, 
d'une variable complexe. 

Les résultats ci-dessus sont utiles pour préciser les théorèmes 
5.6, 9.7, 9.11, 9.13, qui se trouvent dans (T) et qui, dans certaines 
conditions, donnent des représentations potentielles 

F(^, y) = ^ G(x, y) + h(x, y), 

F(x,y) étant donné sur SI, F , -r-? -j-r étant continus sur Si; i c i / (£ , r\) 

est la dérivée ordinaire (au sens de dérivations de fonctions d'inter
valle) du flux 

f — F( x, y)ds{x, y) (la normale intérieure) 
{l)dn 

à travers la frontière (l) d'intervalle I. Il faut admettre la possibilité 
d'existence d'un ensemble singulier (fermé) Fs, ^Sl, de la fonction 
harmonique h(x, y); cet ensemble Fs, s'il existe, est défini 



l 8 W. J. TRJITZINSKY. 

condit ion qu 'en tout point (x, y) d 'ensemble ouvert Î2 — Fs on a, à 

la fois; 

—*r—M ******* 
(les dérivées uniques b i la téra les) ; 

(2 0 ) Les seconds membres dans ( i°) sont cont inus en (x, y). 

Fs sera vide, si | / ( £ , vj) | est borné sur SI. Dans le cas, o ù / ( £ , r\) 
est la dérivée ordinaire (un ique , finie) du flux O ( I ) ( l . i 1 a) en tout 

point de SI, on verra q u e / ( £ , n) sera de Baire classe un; dans ce cas 

il existe un ensemble fermé F 0 , ^Sl, non dense sur SI, de sorte que 

1/(5» ^)1 e s t uniformément borné sur tout sous-ensemble fermé de 

Si — F 0 ; les conditions ( i ° ) , (2 0 ) seront valables sur l 'ensemble 

ouvert SI — F 0 ; ainsi Fs ^ F 0 ; h (x, y) dans ( 1.11 ) sera harmonique 
au moins sur Si — F0(^S1 — F , ) ; à l 'aide des résultats ( 1 - 4 ) - ( 1 - 4 6 ) , 

( 1 . 5 ) - ( 1 5 c ) , ( 1 . 6 ) - ( 1 . 6 6 ) , ( 1 . 8 ) - ( 1 . 8 6 ) , ( 1 . 9 ) - ( l . 9 a ) ; généra

lement on pourra i t remplacer l 'ensemble SI — F par un aut re , plus 

é tendu . 

2 . Les laplaciens. — Les laplaciens mixtes [ T ; ( 2 . 2 ) - ( 2 . 2 a ) ] , 

sup., inf., unique d'une fonction continue F(x, y), (x, y) repré
sentant un poin t dans l 'ensemble ouvert , borné D dans le plan U 2 , 

( 2 . 0 VF, VF, VF, 

sont les limites sup . , inf. et un ique , pour h, k, h' AJ(>> o ) - > o , de 

(2 . i a) co(A, k, h', k') 
_ 2 [~F(# + h, y) — F(x, y) ¥(x, y) — F(x — k, y)~\ 

A + *L h k J 
2 T F(x,y-+-h')-F(x,y) ___ F(x, y)-F{x,y-^-k'Y\ 

A+A:'L h! k' J 

{cf. [ T ; ( 2 . 2 ) - ( 2 . 2 a ) ] ). Supposons que \F(x,y)\ est borné sur 
D. On aura toujours h, Â\ h', k'^>o. Les laplaciens généralisés 
( d e Zaremba) , sup . , inf., un ique , 

(2.2) VF, VF, VF, 

^ 'obt iennent quand ci-dessus on pose h = k — h1 = A'. 
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Les laplaciens spéciaux, sup. , inf., unique, sont les limites sup. , 
inf., unique (selon le cas) de co(A, k, h, k) ( 2 . i a) : 

I sp V F(x, y) = limo)(h, k, h, k), sp V F(x, y) = lim ta(h, k, h, k), 
M - — 

sp V F(x, y) (unique) = limw(A, k, h, k) (si sp V = sp V) 
(cf. [ T ; ( i . i a ) - ( 4 . i c ) ] ). Lorsqu'en un point (x, y), F(x, y) 

possède les dérivées finies, bilatérales (uniques) D. t .F(#, y ) , 
DyF(x, y), écrivons 

(2 .4) Q ( , ) ^ Q ( ^ r ; ^ = ; [ F ( " ^ M ' - r ) + F ( ^ r - " - M ) - 2 F ( ^ v ) 

-Dy.F(x,y)-DvF(x,y)j. 

Les laplaciens différentiels ( sup. , inf., unique) sont 

( V'F(x,y) = ïïmQ(u), V"= lim Q(u), 
( 2 . 4 « ) ] " 

( V"(unique) = limQ(u) (siV"=V"), 

« ici restantpositif (cf. [ T ; (-4. 2 ) - ( 4 . 3 a)] ) . 

Si les dérivées (par rapport aux x, y) finies, bilatérales (uniques) 
existent en (x, y) et dans un voisinage (ouvert) de (x, y) nous 
définissons 

(2.5) T ( F ; u) = T(u)=±[DxF(x + u,y) + DyF(x,y + u) 

-DvF(x,y)-DrF(x,y)] 

(u^é o réel, de signe variable ou non) ; 

T+(x]y) = \hÏLT(h) (h>o), 
A 

(2 .5«) { T~(x, jK) = ÏÏm"T(— k) (k>o), 
k 

! + ( * , y) = limT(h), T - ( ^ , j ) = l imT(-A:) ; 

D"= D"(x, y) = max { T+(x, y), f-(x, y)}, 
5 b) « 8" = 8" (#, r ) = min { T+(x, y), T- (« , ^-) 

alors [ T ; ( 4 . i 5 ) ] 

(2 .5c ) 8"^sp VF(ar , j )^spVF(a; , y)^D"; 

dès lors, «' Za limite unique 

(2.6) l imT(F; w) = VoF(a;, y) (w de signe variable) 
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existe (ce qui nous donne S" = D"), on aura 

(2.6 a) V» F(x, y) = spV F(x, y) 

[dans l'hypothèse faite dans le texte qui précède ( 2 . 5 ) ] ; à", D" sont 
une sorte de laplaciens extrêmes; dans les conditions indiquées, vu 
le théorème 4.5 de (T) , on aura 
(2.6 6) V<>F(.z, y)z=VF(x, y). 

Soit I un intervalle (un rectangle ouvert), (I) sa frontière. Le flux 
de F autour de (!) est 

(2.7)) * ( F | I ) = * ( I ) = y ^{x,y)ds{x,y) 

[normale intérieure en (x, y), sur ( I ) ; ds(x, y) = l'élément de 
longueur], si l'intégrale au dernier membre a un sens. 

Selon le théorème 6. io de (T) : 

Si dans un ensemble ouvert co ^ D : 

(2 .8 ) F(x, y), F>jF(x, y), D r F ( ^ , y) sont continus sur co; 
(2.8 a ) le flux ¢ ( 1 ) (2 .7) est absolument continu dans co, comme 

une fonction d'intervalle I ( ^ co) ; 
(2 .8 6) Derx>y <& (la dérivée ordinaire de fonction d'intervalle) 

existe et est bornée sur une plénitude coi, de co, alors on aura 

(2.8c) Der*vr$ = — V<>F(ar, y) [le laplacien Vo de (2.6)] 

sur la plénitude codco0 de co, co0 étant l'ensemble de la continuité 
approximative de Der* >y ¢ . 

Dans l'épreuve du résultat ( T ; 9 .3) , il a été noté que les hypothèses 
des théorèmes ( T ; 9. i-9.2) entraînent les conditions (2 .8 ) , ( 2 . 8 a ) , 
(2 .8 6 ) ; dès lors dans les hypothèses des théorèmes ( T ; 9 .1-9.2) , 
on a 
(2.9) Der*o-$ = — V»F(ar, y) 

sur une plénitude de l'ensemble ouvert considéré. 

3. Propriétés topologiques se rapportant aux laplaciens mixtes, etc. 
— On parle toujours des ensembles parfaits P qui se trouvent 
dans D (ou un autre ensemble ouvert, borné, connexe, que nous 
appellerons domaine). \]p (entier p^> o) dénotera l'espace de p 
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dimensions. On a D dans U2. Soit X*= (x, y) un point variable sur 

P et T = (A, k, h!, k1) un point variable dans l'ensemble e, défini 

par des inégalités 

(3.i) o<h^h0, o<k^k0, o<h'^h'Q, o < k ' ^ k\. 

Le point T0(o, o, o, o) est étranger à e; T0 est un point d'accu

mulation de e; l'ensemble e est dans l'espace U4. Considérons la 

fonction (2. i a) 

(3.i a) Y=/(X, T) = u(x,y; h, k, h', k') = o>(h, k, K, k'\ 

F(x, y) étant continu en X = (x, y) sur P (l'étant sur D >> P)? la 

fonction/(X, T) est continue en X (sur P) pour chaque position de 

T(h, k, h', k') sur e. Soit 

( /Î(X) = l'ensemble des valeurs-limites de/(X, T) 
(3.2 a) < V ' \ (quand T, ee, ->T0); 

A(X) est un ensemble dans l'espace Ui. Les éléments extrêmes de 
A(X) sont les laplaciens mixtes, sup. et inf., de F : 

( VF(*, j ) = lim/(X, T) (T, € e, ->T0), 
(3.26) \Z ZZ 

{ VF(tf,7) = lim/(X, T) (T, <=*,-> T0). 

Il a été montré dans (T; 4. 17) que correspondant à tout nombre y 

entre VF, VF, il y a une suite des éléments (hn, kn, h'n, k'n) (nombres 

positifs), de sorte que 

u(x, y; hR, kn, h'ny K)-*! (a>ecAn, kn, h!m Kn-+o) 

(c'est-à-dire, y est un laplacien mixte moyen). Gela étant pour chaque 

VF(x, y ) ^ y ^ VF(x, y) [ X = (x, y) fixe sur P ] , on conclut que 

l'ensemble A(X) (3.2 a) est un segment linéaire (dans U4). Soit À 

(fini ou infini) donné. 

Supposons qu'il y ait des points 

( 3 . 2 C ) an=(<Xn, $n) (/1 = 1 , 2 , . . . ) , € P , 

partout denses sur P, et des points 

(3.2 0?) Tn=(hn> kn, h'n, kn), ee, ->T0(o, o, o, o), 
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de façon que 

(3.3) Ou bien Y „ = / ( a „ , Tn) = o>(a„, p„; hn, k„, h'n, k'n)->\\ 

(3.3 a) Ou bien fimYwf^X (fini); 
n 

(3.3 6) Ou bien H m Y ^ X (fini). 
n 

Alors, en conséquence du théorème général topologique (direct) 
de A. Denjoy (D ; p. 174? ^ 5 ) , il y a un résiduel R de P tel que en 
tout point X de R, on a : 

(3 .4 ) h(X) contient X [cas ( 3 . 3 ) ] ; 
(3 .4 a) l'élément inférieur de A(X) est ^ X [cas (3 .3 a ) ] ; 
( 3 . 4 6 ) l'élément supérieur de h(X.) est ^ A [cas (3 .3 b)]. 

Cela signifie que, pour (x, y) sur R ^ P [dans l'hypothèse 
(3.2 c), (3 .2 d)], dans les trois cas respectifs (3.3), (3.3 a ) , (3.3 6) 
on a 

(3.5) Y_F(x,y)^\^VF(x,y), 

tandis qu'un laplacien mixte moyen V*F(x, y) = X; 

(3 .5a ) VF(x,y)^X; 

(3 .56) lF(x,y)^\. 

Employons la notations PE(X | . . . ) pour dénoter l'ensemble de 
points X de P pour lesquels la condition . . . est valable. Soient H, 
Hi, H2 les ensembles 

!

H = PE (*, y | V F(x, y) ^ X ^ V F(x, y)) (X fini); 

H^ PE(x, y\V F(x, y)^l) ( X > _ 0 0 ) ; 

H 2 = PE('ar, y | V F(x,y) ^ X) (X < -+- 00 ). 
Par le corollaire de (D; p. 176) : 

(3.6 a ) Quand Vensemble H (ou H t , ou H2) est partout dense 
sur P, cet ensemble H (ou H4, ou H2) est un résiduel de P . 

Comme dans le cas des nombres dérivés seconds généralisés 
\cf. (D ; p. 193)], on obtient le résultat suivant [une conséquence 
de (3 .3) - (3 .5 b)]. 
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Soient les afl = (<xn, (3„) sur P , sans l 'hypothèse d'être partout 

denses sur P ; considérons les trois cas : 

(3-7) Y „ = w(a,j, |3„; hn, kn, k'n, #;,)-> X (pour h,nknJi'ink'n positifs->o); 

(3.7 a ) I î m Y „ Z ) , (fini); 
n 

(3.,76) l j m Y ^ X (fini). 

Suposons que tout résiduel de tout ensemble parfait contenu dans P 

cont ienne des points (x, y) de façon que : 

(3.8) X<VF(.r,j) ou VF(*,y)<X [le cas (3.7)]; 

(3.8a) \<\_F(x,y) [le cas (3.7 a)]; 

(3.86) V F ( . Z , J K ) < X [le cas (3.7 6)]. 

Il s 'ensuit que nécessairement les an = (an, (3„) sont clairsemés (non 

denses sur tout ensemble parfait, selon la définition de Denjoy ). 

A cause du théorème topologique inverse de A. Denjoy ( D ; p . 199) 

le résultat suivant s 'ensuit . 

Avec X fini ou infini, considérons les trois cas, vérifiés en tout 

point (x, y) [— X ] de P : 

(3.9) unique \F(x, j ) = X; 

(3 .9« ) V F ( * , J ) ^ X (fini); 

(3 .96) V F ( * , 7 ) ^ X (fini). 

Alors, étant donné e ( > o ) , il y a un ensemble K ( P , e) (pouvant 

être v ide) , fermé, non dense sur P , tel qu'à toute propor t ion co de P , 

disjointe de K ( P , s), il correspond Y}(CO,-£) >> o de façon que , si 

(3 .10 ) o < h, k, h', k'<'f\(tx), e), 

pour (x, y) sur co on aura 

w (x, y; h, k, h', k') — X| < s (X fini), 

(3. i i ) {<*>(...)> J (X = - H » ) , w ( . . . ) < - i ( X = - o o ) 

[dans le cas (3 .9)] ; 

(3.11 a ) u(x, y; h, k, h', k) < X -f- s [dans le cas (3-9 a)]; 

(3.11 b) ui(x, y; h, k, h', k') > X — £ [dans le cas (3.9 b)]. 

Un autre théorème topologique, inverse, de A. Denjoy ( D ; p . 208, 
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209), se rattachant aux inégalités ouvertes, nous donne le résultat 
suivant. 

Envisageons les cas, vérifiés en chaque point (x, y) de P : 

(3 .12 ) V F ( * , 7 ) < X ( _ o o < X ^ - + - o o ) ; 

( 3 . i 2 a ) VF(x,y)>\ (— 00 ̂  X <-+- 00 ). 

Alors il existe un ensemble fermé K ( P ) (pouvant être vide), ^ P , 
non dense sur P, tel qu'à chaque portion co de P, disjointe de R ( P ) , 
correspondent des nombres 

ï(w), 'l(w) (positifs, finis), 

de façon que, si 

(3.i3) o<h, k, K, k'<v\(û>), 

sur co, on aura 

(l> 

ou 

{x,y; h, k, h, * ' ) < X - T ( u > ) (X fini) 

(3-4) {^x,y;h,k,K,k)<^- < X — - > 

[dans le cas (3.12)]; 

IÙ(X, y; h, k, h', k) > X -4- 7(10) (X fini) 

ou 

<3- l 4 a> K w ( * , r ; fc, * , />' ,* ' )>_ * ( X = - a o ) 
T(co) 

[dans le cas (3.12 a)]. 

A l'aide des théorèmes topologiques inverses dans (D) , on obtient 
le résultat suivant. 

( 3 . i5) Posons que sur l'ensemble parfait P ( < D ) unique 
TF(x, y), fini, existe; alors il y a un résiduel R r f e P , en chaque 
point duquel VF(x, y) est continu spécialement à P . 

En effet, en suivant les procès de ( D ; p. 212, 2 i3) , notons que 

Y = o>(X; T) [X = (*, y) € P ; T = (h, k, K, k)ee] 

tend vers VF(X) [limite unique, finie, vue l'hypothèse dans (3 . i5) ] , 
quand T - ^ T 0 = (o, o, o, o ) ; soit v l'ensemble des éléments 
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? = ( T , T i ) , où T , Tl = (hi, ki, h\, k\) sont des points de e; posons 

T0 = (T©, T o ) , 

I " — "o î [ = la distance de -u à T0 ] = h H- k -+- h' •+- k -+- hA -+- k^ -+- h', -f- kx 

[ o < h, . . ., ^ ; h^h0, .. ., k ^ k'0; hi^h0, ..., k\^k0]\ 

en conséquence de Y tendant vers V F ( X j ( sur P ) , la fonction 

/ ( X , T ) = | W ( X ; T ) - a ) ( X ; T 1 ) | 

(cont inue en X sur P pour tout T € V ) tend vers zéro ( X étant sur P ) 

quand T, € v, -»- T 0 . L 'hypothèse i° de ( D ; p . 199) a lieu, avec X = o; 

on conclut qu' i l y a un ensemble R ( P , s) (pouvant être inexis tant ) , 

fermé, non dense sur P , de sorte qu'à toute port ion co de P , disjointe 

de K ( P , s ) , il corresponde YJ(CO, S ) , tel que les inégalités 

(1) o<h, k, h', k, hu kx, h\, k\<-r\{tù, e) 

ent ra înen t 

(2) | œ ( X i T ) - i o ( X ; T , ) | < e [ X e û ] . 

Laissant T i ( A 4 , ki, h\, k\) ~ > T 0 ( o , . . . , o ) , on obt ient 

(3) |w(X; T ) - V F ( X ) | ^ £ (sur w), 

quand o < h, k, h', k''< TQ(CO, B). En notant que 

|VF(X') — V F ( X ) | ^ | V F ( X ' ) — a)(X'; T ) | 
+ | a i ( X ' ; T ) - a > ( X ; T ) | + | c o ( X ; T ) - V F ( X ) | > 

avec X, X ' sur co, d 'après ( 3 ) , on obtient 

| V F ( X ' ) - V F ( X ) | ^ . 2 £ - H | a > ( X ' ; T ) - a > ( X ; T ) | ; 

co(X; T ) ( T fixe sur e) étant cont inue, comme fonction de X sur P , 

on en dédui t 

(4) ÏÏn^|VF(X') — V F ( X ) | ^ 2 £ , 

quand X' , € co, - > X , co étant une port ion quelconque (de P ) dis

jo in te de K ( P , E ) ; prenons £ = ep, > o, ->• o avec - ; on en conclut (4) 

que l 'oscillation ( su r P ) de V F ( X ) en chaque poin t de résiduel 

R = P — SK(P, zp) 
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de P est zéro. D'où le résultat (3 .15) ; on l'obtient aussi par l'appli
cation du théorème direct de Baire (sur des limites des fonctions 
continues). 

Des résultats des types [ (3 .5) - (3 .56)] , [ (3 .8) - (3 .86)] , [ (3 . io)-
(3.11 b)], [ (3 . Ï 3 )-(3.14«)] , [(3.15)] ont lieu aussi pour les lapla
ciens (extrêmes et uniques) spéciaux et généralisés des fonctions 
continues F, 

(3. i6) spVF, spVF, spVF, ÂF, AF, AF 

[voir ( 2 . 2 ) , ( 2 . 3 ) ] , ainsi que pour les fonctions correspondantes 

j u)(x, y; h, k, h, k) = u(x, y; h, k), 
[ w(̂ > y; h, h, h, h) = o>(x, y; h) 

(d'où proviennent les laplaciens indiqués). 
Cela devient manifeste si l'on reprend les développements ci-dessus, 

remplaçant l'ensemble e (dans U4) ( 3 . i ) respectivement par les 
ensembles 

e { o < h ^ h0, o; < k ^ ko J, e { o < h ^L ho }, 

qui sont dans les espaces U2, U4. 
F(x, y) étant continu dans le domaine (ouvert, borné, connexe) D, 

si les dérivées (uniques, bilatérales) 

( 3 . i 7 ) DxF(x,y), DyF(x, y) 

sont continues sur l'ensemble parfait P ^ D , des résultats de la 

sorte obtenus ci-dessus auront lieu pour les laplaciens différentiels 

(sup., inf., unique) ( 2 - 4 « ) VF, VF, VF, ainsi que le laplacien 

unique V°F [(2 .6) , la limite ici étant supposée unique]; dans ces 
cas il s'agit aussi de propriétés des fonctions, continues sur P, 

(3.i7a) Q(x,y;u)= ^y~u(F(x+u,y)-i-F(x,y-±-u)--2F(x,y)) 

-DxF(x,y)-VyF(x,y)] (u>o); 

(3.i76) T(F; u) = T(x9y; u) = ^[D. rF(^ -f- u, y) -+- D rF(#, y •+- U) 

-DxF(x,y)-DyF(x,y)] 
(u, ?£ o, de signe variable) 

dans le cas (3.17â).(rattaché aux laplaciens différentiels) l'ensemble e 
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est { o <C u ^ UQ \, To étant zéro ; dans l'autre cas l'ensemble e est un 
segment d'extrémités — uQ, a0(>> o), privé du point zéro. 

Soit d un nombre positif, Dg la partie du domaine D à distance 6 

de la frontière de D ; soit P , ^ D § , un ensemble parfait; posons 

croissant avec u pour uEe [o <. u ^-d0\, o < 0 o < â , ^ ( o + ) = : o . 
Pour (x, J') € P et uee définissons 

(3.i8) S(x,y; u) = ç ^ [ ( F ( * -+- u, y) -f- F(ar - M, 7) - 2F(«, y)) 

+ (F(«,.V+ «)H-F(a?,^ —a) —2F(jr,^))]; 

les points (a? ± w, j ' ) , (x, y ±u) seront tous sur Dg_§o; pour toute 
valeur u fixe sur e, S (x, y; u) est continue comme une fonction 
de (x, y) sur P . F(x, y) étant continu sur D, | F(x, y) \ sera borné 
pour (x, y) sur Dô_fV 

Supposons que 

(3.i8a) ^max | S(ar, y; u) \ = k(x, y)< + <* [(x, y)eP]. 
0 0 > « > 0 

Comme dans un cas analogue dans (D, p. 219), cette hypothèse 
équivaut à dire que 

( 3 . 1 8 6 ) ÏÏ^\S(x,y; w) | < -+-oo \(x, y )€•?}. 

En appliquant le théorème topologique de (D; p. 208), l'hypo
thèse i° de ce théorème étant satisfaite par 

| S ( # , r ; u)\[(x,y) = X, u = T, e = { o < u ^ S0 }], 

avec À = + 00 , on conclut qu'il existe un ensemble fermé K(P), ^ P , 

pouvant être vide, non dense sur P , tel qu'à toute portion co de P , 

disjointe de K ( P ) , il corresponde un nombre A(co) (;> o, fini) de 

façon que 

(3.i8'c) A ( # , j ) ^ A ( w ) (surw). 

il existe YÎ(CO), ^ â 0 , B(co), positifs, finis, tels que \S(x,y',u) \ ^. B (co ) 

sur (co), pour o<;«<C*j(fc>); si YÎ(CO) = Ô0, (3 .18c) aura lieu 

avec À(CO) = B(co ); sinon, en posant J î l = max (sur D^_so) 
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de | F | , on, obtient ( 3 . i 8 c ) avec A(co) égal au plus grand des 

nombres B(co), ——rr-— • 

ht. Fonctions continues d'intervalle. — Le flux de F(# i , x%) = F(x) 
(F continu dans le domaine D) est une fonction additive d'intervalle 
[voir ( 2 . 7 ) ] * ( I ) = * ( F | I ) , si les dérivées D. r iF, D.VlF existent 
sur D et que l'intégrale dans (2 .7 ) a un sens. Si l'on pose que les 
dérivées (uniques, bilatérales) D.^F, DVF sont continues sur D, on 
conclut que ¢(1) est continue comme fonction d'intervalle. Posons 

( 4 . i ) I (a i , a2; bu 62) = ! a t < xY< bx\ a 2 < # 2 < 62 ) 

[l'ensemble de points (xiy x>2) satisfaisant la condition indiquée]; 
soit 

m(ai b) = /w(I) = le moindre des nombres ( 6 4 — ai), (62.— a 2 ) . 

L'aire 111 de I tendra vers zéro, si ra(I) -> o; la réciproque est aussi 
vraie (pour I dans le domaine borné D) . 

On dit que ¢(1) est continue (comme une fonction d'intervalle), 
pourvu que 

( 4 . i a ) ¢(1(/21, «2; 6,, 6 2 ) ) - > o 

pour m (a, 6 ) - > o (c'est-à-dire, quand 111-^o). Soit 

{Â.lb) S = [a-i^Xi^^i] OLv^Xz^fc} 

un segment (rectangle fermé) fixe, situé dans D. Associons avec 0(1) 
[pas nécessairement donné par ( 2 . 7 ) ] , additive, la fonction de 
point (61, 62) sur S : 

( 4 . 2 ) H(6 i , bx) = fc(I(«., a s; 6 „ 6 2 ) ) 

[notons que ¢(1) , étant continu, ¢(1) = ¢ ( 1 ) , où ï est la fermeture 

de ï ] . Pour I (a d , a2 ; 61, 62) < S, a{< 61, a 2 < 62, on aura 

( 4 .2a ) * ( ! ( « • , «2; 61, 61)) 
= H ( 6 l 5 62) — H ( 6 , , aO — H ( a j , 62)-f- H(a 1 ? a 2 ) ; 

• (4 .2 6 ) H ( 6 t , 62) — H ( a 1 ? a 2 ) = * ( I ( a 1 , a2; 61} 6 2 ) ) — $ ( ï ( « i , a2; a i , a 2 ) ) 
= * ( l | ) - * - * ( I l > H - * ( ! . ) , 
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OÙ 

I 1 = ï ( a , , a2; ax, 62) , I 2 = ï ( « i , a2; 61} 6 2) , ï 3 = I ( « i , «2Î 61, «2); 

si, par exemple, 6 i ^ a 1 ? 6 2 ^ a 2 , on aura 

(4.2c) H ( 6 ) - H ( a ) = * ( I 4 ) - * ( ! • ) , 

où 
U= U« i , a2; 61, 6 2) , I 5 = 1(6] , a2; a!, a 2) 

et dans tous les cas 

(Jk.%d) ¢(1) = une somme de deux ou trois termes de ia forme ± ¢(1/), 

les intervalles 1/ ayant des aires tendant vers zéro pour 6 -> a. 
Si ¢(1) est continu dans D, >> S, il s'ensuivra (4.26-2 d ) que 

pour b~^a on aura H(6) — H ( a ) - > o [puisque les ¢(1^)->o avec 
les ] I / j ] , c'est-à-dire, H sera continu sur S. 

Réciproquement, considérons le cas de H continu sur S ; soit Jïl(u) 
le module de continuité de H; rappelons que m (a, b) est le moindre 
côté de I — I ( a l 5 a2 ; 61, 6 2 ) ; en vue de (4.2 a ) 

| * ( I ) | ^ | H ( 6 i f b2)-{bh a , ) | + | H ( a i , & 0 - H ( a „ <n) |, 
| * ( I ) | ^ | H ( * „ 6 2 ) - H ( a „ 6 2 ) | H - I H ( 6 1 ? a 2 ) - H ( a i , a*)]; 

de là 
[¢(1)1^2011( |62 — at\ ), | ¢(1) 1.-̂ 2311( |6i—a, I ), 

et l'on aura 
\^(l)\^20U(m(ay 6 ) ) ; 

donc ¢ ( 1 ) - ^ 0 , quand | I | - > o [à cause de m(a, 6 )~>o] ; ainsi ¢ (1) 
sera continu sur S. 

Par conséquent, dire que la fonction ¢ (1) d'intervalle est 
continue sur S équivaut à dire que la fonction H de point l'est 
sur S. 

Dans la suite (de cette section) supposons que ¢ (1) soit continu. 
Soit (x±, X2) un point de S0, un segmenta l'intérieur àe S. Prenons 

(4.3) ho^hx, IH, kh £2> o (hù>o). 

Soit h0 assez petit, de sorte que les points 

( 4 . 3 a ) (a i , a 2 ) = ( # 1 — ku # 2 — k2), (6 , , 62) = (#1-+- hh #2-+- h2) 
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soient dans. S pour toutes les posit ions du poin t (xi, x*) sur S 0 . 

L' intervalle I ( a i , . a 2 ; 6A, 6 2 ) cont ient (xi, x2) et l 'on a 

(A 36} { * t ' ( « i» « Î Î 61, 6 2 ) ) [ I ( a l } a2; 61? &i) | - i = G(a?i, ar,; T), 

( T =(*!,*,, *„*,), 

où ( 4 . 2 a - 3 a ) 

(4.3«) ^ , , ^ ^ ) = ^ - ^ ^ ^ ^ - ^ 

x f H(#i-i- A1? a?2-+- A2) — H (#1-4- Ai, #2—^2) 
— H(^i— k^ X2-+- A2)-+- H(#i— Â:i, #2— A:2)] 

[ H de ( 4 . 2 ) ] . Pour T(hl, h2, ki, k2) sur l'ensemble e (dans 

l 'espace U 4 ) , défini par ( 4 . 3 ) , la fonction G(x±, x2; T ) sera con

tinue, comme fonction de (xi, x2) sur le segment S0 [dans la sup

posit ion que ¢ ( 1 ) est cont inu dans D , même seulement dans S ] . 

Si l 'on définit l 'ensemble e* par les inégalités (h0 comme ci-dessus) 

(4.4) ho^hi, h«, k{, k*^o: ( Ai-t- £i)(/t2-f- k2) > o, 

il sera possible pour le point (xi7 x2) de se trouver sur la frontière 

de la fermeture de I ( a l 7 a 2 ; bt, 6 2 ) [ a 4 , a 2 , 61, 62 é tant donnés , 

par ( 4 . 3 a ) ] . Le point T 0 = (o , o, o, o) est un point d 'accumulat ion 

de l 'ensemble e* ( comme il l 'est de e), lui é t ranger . P o u r (xi, x2), 

un point du segment S0 , on peut définir 

¢(1) — ¢(1) 
I i m TTT = * / ( * • ' **)> , i m TTT = *f(xu **)> 

(4 .4a) { ¢(1) r — i 
ii?î TTT" = *f(Xi9 *2) Lsi $ / ( ^ ' X^ = ?/(*•> x^\ 
[I = f(ai , a2; 61? 62) (4 .3a ) ; T ne quittant pas e*], 

c'est-à-dire, les nombres dérivés forts, sup . et inf., ainsi que la 

dérivée forte ( un ique ) <&f(x±, x2). Maintenant , on note que ce sont 

des limites (pou r T , €£* , - > T 0 ) , sup . , inf. et un ique , de la famille 

des fonctions 

(4.5) G(xux2;T), 

continues ( pour chaque T € e * ) sur S 0 . Grâce aux théorèmes topolo-

giques de Denjoy (D), on en dédui t plusieurs proprié tés de G(xL, x2; T ) 

et des nombres dérivés forts cor respondants . Nous n ' i rons pas plus 

loin. 
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Examinons les nombres dérivés ordinaires, sup., inf. et unique 
de la fonction continue ¢(1) d'intervalle; nous les désignerons par 

( ¢ ( # 1 . x2) = Der^i» ^ ¢ , ¢ ( # 1 , x-) == Der^i»*^, 
(4.6) \ 

( ¢ ( # 1 , # 2 ) = &erxi>x2&. 

Ce sont les limites (sup., inf., unique) de la fonction dans le premier 
membre de (4 .36 ) , correspondant aux suites (dites régulières) 
d'intervalles [contenant (#4 , x2) et de diamètre -> o] , de façon Qu'à 
chacune de ces suites il corresponde un nombre X(>> 1) tel que : 

( 4 . 6 a ) j < Ie rapport des longueurs des côtés d'intervalle (de la 

suite considérée) < A ; (X, fini, peut varier avec les suites envisagées). 
Soit # X ( A > > I ) l'ensemble des points T de e (4 .3 ) , assujettis à la 
condition additionnelle 

1 hi-\- k 

Alors, définissons les nombres dérivés, se rattachant à X : 

(4.7a) D ê r ^ . ^ X ^ = îïmG(a?i, #2; T), Der*i.ga(X)$ = \\mQ{x^x%\ T) 

[quand T, Ge\, - > T 0 ( o , o, o, o)], (xi, x2) étant sur S0 ; si ces 
limites extrêmes des fonctions continues sont égales, posons 

(4.76) Der*i»*2(X^[= Dër^i .^(X) . . . == Der*i»*a( X ) . . . ] ; 

si (Tj)(J = Ï, 2, . . . ) est une suite quelconque des points de e\ 

t endant vers T 0 , l ' intervalle I ( a 4 , a 2 ; 64 , 6 2 ) [dans ( 4 . 3 6 ) ] corréla

t ivement parcour t une suite régulière [satisfaisant ( 4 . 6 a ) ] . On a e\^ey 

pour X ^. V ; il suit que 

( e = lim e\, D e r ^ t . ^ X ^ non décroissant, 

j Der*'i»-r2(X^ non croissant (quand X -> -f-00). 

F ina lement les nombres dérivés ordinaires , extrêmes, sont 

!

Ô>(xh ^2) = limi^•^.^(X)¢===lim[ïlm(T, €e*A,->T0)G(#!, x2; T)] , 

¢ ( ^ , x2) = l imDer*i .^ (X^ = lim|"lim(T, €«x,'->To)G(ari, #2 ; T)] 

( 4 . 3 c ) pour (xi, x2) sur le segment S0 [dans l ' in tér ieur du seg-
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ment S < D ( 4 . i 6 ) ] . ¢ ( 1 ) étant cont inu (pour I sur S ) et, par 

conséquent , H ( 4 . 2 ) é tant cont inu sur S, on voit que ( 4 . 8 a ) signifie 

que les nombres dérivés ordinaires extrêmes de ¢ sont de la 

classe deux de Bairè. 

5. Propriétés topologiques des nombres dérivés ordinaires des 

fonctions continues d'intervalle. — A v e c X 0 ( > o) fini, considérons les 

nombres dérivés ordinaires 

( 5 . i ) Dë~r*.>*a(X0)^ Derg|.g«(X°)$, Der*t.*a(X0)$, 

définis par (i.ja) pour (x±, x2) sur le segment S0 (à l ' in tér ieur du 

segment S, < D ) . Supposons ¢ continue, comme fonction d'inter

valle sur S; ¢ peut être le flux ( 2 . 7 ) de F , F , D X F , D r F étant 

continus sur S ; G(x±, x2; T ) ( 4 . 3 c ) sera cont inu sur S0 pour toute 

posit ion du point T ( A 4 , h2, k±, k2) dans e\ [voir ( 4 . 7 ) ] . Suivons les 

procédés de la section 3 (omet tant les détails d 'applicat ion des théo

rèmes topologiques de Denjoy) pour é tudier les fonctions ( 0 . 1 ) 

et G(xi, x2; T ) . 

Soit P un ensemble parfait quelconque dans S 0 . 

Les (*t,m «2,11) € P (n = i, 2, . . . ) é tant par tout denses su r P , 

posons qu ' i l existe une suite de points 

(5.2) T^At,*, httn, kltn, k»,n), € c>.„ ->T 0 (o , o, o, o) 

( quand n->co);• considérons les trois cas : 

( 5 .2a ) G(ai,«, a2>„; T„)->X (fini ou infini); 

(5.26) IïmG(a l j /0 aLttn\ T „ ) ^ X (fini); 
n 

HS.ic) lunG(a l j W , a2)/4; Tn)^\ (fini); 
n 

alors il y à un résiduel R ( ^ P ) de P de façon que sur R, on a 

(5 .3a) Der*i.**(Xo)$^X^Dejr*i.*»(X0)$ LIe c a s (5 .2a) ] ; 

(5.36) Der*i»*i(Xo)fl^* [le cas (5 .26)] ; 

(5.3c) jÛêr*t .^(X0^ ^ X [le cas (5.2c)]. 

Soient H, H 4 , H 2 des ensembles 

H ===PE(«i, ^ î | D e r « i . * i ( X o ) ^ ^ X ^ D ë 7 ^ * . ( X o ) $ ) (X fini); 

(5-4) { H 1 =PE( i c 1 , a ? î | D ë > . . * t ( ^ o ) * ^ X ) ( X > - o o ) ; 

H 2 = PE(^ j , x« | Der*ii««(Xo)$ ^ X) (X <-*-<»). 
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( 5 . 4 « ) Q u a n d l 'ensemble H (ou H 4 , ou H 2 ) est par tout dense 

sur P , cet ensemble H (ou H d , ou H 2 ) est un résiduel de P . 

Les (oiijn, a2 ,«) étant sur P , sans être nécessairement par tout 

denses sur P , considérons les cas [ a v e c T n — (h^n, h2fn, k\}n, k2>n), 

ee-ho, - > T 0 ] : 

(5.5) G(al>w, a2>„; T„)->-X; 

(5 .5a ) limG(a1>/0 a2j//; T „ ) ^ X (fini); 
/i 

(5.56) limG(a i ,„, a v , ; Tn)^X (fini). 
n 

Supposons que sur tout résiduel de tout ensemble parfait contenu 

dans P il y ait des points (x±, x2), de sorte que 

(5.6) X < Der^-g 3 (X 0 ^ ou Dër^i>^(X0^ < X [le cas (5.5) ; 

(5 .6a) X<Der*-i>*a(X0^ [le cas (5 .5a) ] ; 

(5 .66) Dër*..*.(A0)$<X [le cas (5.56)] ; 

alors (dans les cas respectifs) nécessairementles(a4 > / i , a 2 > / î ) ( / i = i ,2 , . . . ) 

sont clairsemés. 

Posons maintenant qu ' i l y a un des cas suivants, vérifiés en 

tout ( # ! , x2) de P : 

(5.7) (unique) DerYi>r*(X0^ = X; 

(5 .7a) ÏÏë>i.*.(X0)$-^X (fini); 

(5.76) D e r * i > ^ ( X 0 ) ^ X (fini); 

donnons s ( > > o ) ; alors il existe un ensemble K ( P , £ ) < < P (pouvant 

être v ide) , fermé, non dense sur P , de façon qu 'à toute por t ion w 

(de P ) , disjointe de K ( P , e), corresponde o ( w , s) > o, tel que les 

relations 

(5.8) T(Ai, lu, ki, k2)ee\0; hu h<>, ki: k><ri(tù, s) 

ent ra înent sur w : 

!

| G ( a ? „ a ? , ; T ) - X | < e (X fini), G( . . . . . )> i (a? =-4-oo), ' 

G ( . . . ) < - » ( X = - o o ) [le cas (5.7)]; ' 

( 5 . 8a ) G(a?„ # 2 ; T ) < X-+-e [le cas (5 .7a) ] ; 

(5 .86) G(a?i, x«; T ) > X —s [le cas (5.76)]. 

MÉMORIAL DBS SC. MATH. — N» 125. 3 
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Posons que l'un des deux cas suivants a lieu sur P :, 

(5 .9 ) Dier*iiapi(Xo)*<X ( — o o < X ^-+-00); 

( 5 . 9 a ) D c r * . . * . ( X 0 ) * > X ( — o o ^ X < H - o o ) ; 

alors il existe un ensemble fermé K(P) (pouvant être vide), ^ P , non 

dense sur P, de sorte qu'à toute portion code P, avec wK(P) = o, 

correspondent des nombres y,(w), YÎ(W) positifs, tels que les relations 

(5.io) T(Aj, À2, ku k2)eelo; hA, h*, ku k*< *i(a>) 

entraînent sur « : 

G(a?i,arj; T ) < X — T ( w ) (X fini) 
ou 

<5-"> | G ( * „ * i ; T ) < - i r (X= + 00) 
Y(«V 

I [le cas ( 5 . 9 ) ] ; 

G(a?i, x,\ T ) > X + Y. (W) (X fini) 
ou 

( 5 - l i a ) J G(*„ xt; T ) > - - - i - (X=-oo) 
J ' ï(<*>) 
ï [le cas ( 5 . 9 a ) ] . 

Dans le cas où 

(5 .12 ) unique D e r A , ^ ( X 0 ) ^ (fini), 

existe en chaque point (x±, x2) de P ( ^ S0), on conclut qu'il y a un 
résiduel R de P, en tout point duquel 

( 5 . 1 2 a ) D e r ^ i . - ^ X o ^ est continue spécialement à P. 

Si la dérivée (unique) Derx,1»,r,<D=/, finie, existe en tout'point 
de D, on aura f='Derri,:ri(Xo)<&, avec X 0 > 1 quelconque. 

6. Le cas de dérivée ordinaire Derri'-V90, finie. — Soit S un seg
ment du plan \J2{<*I1^XJL^$\.; OL2^X2^^2\. Définissons la 
classe (c0) des fonctions f(x ^, x2) qui en chaque point (x±, x2) de 
l'intérieur S0 de S sont les dérivées ordinaires (uniques), finies, 
des fonctions continues, additives, 4> d'intervalle I sur S. Pour 
toute fonction / de la [classe (cQ) il existe une fonction continue, 
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additive, ¢(1) d'intervalle I sur S, de façon qu'en chaque point (xi, x2) 
de S0, 

(61) \ / ( ^ ' ^ ) = l i m 7 7 7 = l i m G ^ 1 ' *«; T ) 

f [ G ( . . . ) de (4.3 c); ï = \{xx— k{, a?2 — £>; xx-\- h\, #2-f- À2) < S] , 

quand le point T = (A4, h2, A*4, k2) [sur l'ensemble 
e = j o < hx, /i2, k\, k-i^l ho j , 

h0 assez petit, dépendant de (xY, x2)] tend vers T0 (o, o, o, o) de 
façon que 

li-i-¥- k^> hi -h k\ 

h\-hk\ A2-f-/r2 

reste borné ; ici 
G(xu #2; T) 

( 6 . ï a) ^ V ( H ; #i — A:,, # 2 — k*; Xi-\- h\, x-2-\- h») 

= H ( X\ -4- h\, Xi -h /i2.) — H ( #i -h h i, .r2 — k2 ) 

— H(Xi— ki, x»-{- h>)-+- H(xi— kA, x»— £ 2 ) î 
H(a?i, x2) = ¢ ( 1 (a, , a,; # l ? a?.)); 

notons que H(xi, x2) est continue, comme fonction de point sur S°; 
G(x±, x2; T) est continu sur S0 pour toute position de T dans e 
(avec ho assez petit). Désignons par V ( . . . ) , ci-dessous, la variation 
de H sur l'intervalle I (6 . ï). 

En conséquence de (D, p. 443) [l'exemple (d) de totalisation] 

(6.2) min / ^ i l i l = ^ ! H ;
/ ; " ) , ^ max / ; 

idansl) ~"~ | I | (hi-{-ki)(h2-hkî) — (dansl/ 

si / = o sur un intervalle I, on aura la variation ^ = 0 sur tout 
intervalle inclus dans I (et H sera la somme d'une fonction de Xi et 
d'une fonction de x2); on déduit de (D, p. 44°*) que la variation 

(6 .2a) V{\\\ . . . ) = $ 

est entièrement déterminée sur tout Vintervalle inclus dans I, si 
l'on sait sur I la fonction f, € ( c 0 ) , correspondante. Cette cir
constance très importante entraîne que 

(6.3) V ( H ; I ) = * ( I ) = L ( / ; I ) 

[ I ^ S ° ; S0 = l'intérieur de S] est une fonctionnelle (linéaire en f, 
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additive, d'intervalle) d e / € ( c 0 ) . Le calcul de cette fonctionnelle L 
[dans le champ de fonctions de la classe (c0) est un problème de 
totalisation, que nous appellerons (T 0 ) ] ; (To) devrait être une 
suite dénombrable (au plus) d'opérations telle que correspondante 
chaque fonction / de la classe (c0) , on peut construire L ( / ; I) , en 
même temps établissant l'identité entre la fonctionnelle L ( / ; I) et la 
variation V correspondante. 

Une fonction / appartient à la classe (c0) dans ce cas, et dans ce 
cas seulement, quand ies procédés de la totalisation (T 0 ) , appliqués 
à / , réussissent tous. 

7. L'équation pour le flux. — Étant d o n n é / € (co), selon la totali
sation (T 0 ) , on obtient une fonction continue 0(1) , d'intervalle, 
définie sur S, telle que / . e s t la dérivée ordinaire (finie et unique) 
de <D en tout point de S0 ; alors la question suivante se pose. 

( 7 . i ) Trouver une fonction F, continue ainsi que ses dérivées 
bilatérales D ^ F , D r a F sur S0, telle que pour tout intervalle I 
dans Sô, on aura 
(7.i a) le flux de F à travers (I) (la frontière de I) 

= J(F :[)^j*^ds(xx,x,) = ¢(1) [T = I + ( ï ) < S o ] . 

C'est une sorte d 'équation intégrale. A toute solution F de ce p ro

blème on peut ajouter une fonction arbi t ra i re , ha rmonique ( le flux 

de celle-ci é tant zéro) . 

Si I = I ( a 1 , a2; bi,'b2), en notant [ T ; ( 8 . 5 ) , ( 8 . 9 ) - ( 8 . g b ) ] , on 

obt ient 

(7 . ! ' ) J ( F : I ) = — / (u{xu b*)— u(xi, a*))dxi 

H- / (*>(#!? # 2 ) — e (6 i , X2))dX2= R J ( # , I) , 

où R . . . est la part ie réelle de . . . et 

„ /A J(<?> 0 = = / V ( * ) « k > $>(*) = M-t-iV, u = DpiF(xi,x2), 

( p = D.Tl F(xi, x*) (z = Xi-h ix2). 

C'est-à-dire, le flux J ( F : I ) est la part ie réelle de la fonction J ( g , I ) 

d ' intervalle I, avec g(z) une fonction de variable complexe z; 
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J(g, I) est une fonction additive d'intervalle, pouvant prendre des 

valeurs non réelles, continue en I, si D r iF, D.rsF le sont en (x\, x2). 

En notant la remarque à la fin de la section 5, ¢(1) dans (7. la) 

ayant par hypothèse f pour sa dérivée ordinaire, finie en tout point 

de S0, on conclut que 

(7.2) /(#1, #2) = Derxi»-ra(X^ (dans S0; X, > i , quelconque) 

est une fonction de la classe un (dans S0). Par conséquent, s i /n 'es t 

pas borné sur S, il existe un ensemble F ( ^ S ) fermé, non dense 

sur S, tel qu'à tout segment s (rectangle fermé) dans S, disjointe 

de F, correspond un nombre DTL(s) fini, tel que 

(7.2a) | / (# i> #2) | ^DVL(s)<-+-<x> (sur s). 

(Voir Denjoy, Dérivées sommables, . . . ; p. i85). Pour un segment 

particulier s, avec sF = o, considérons le potentiel 

(1.2b) G(s; xi, x2)= -î- f /(yi,y,)\o^^dyidy2, 

où r=r(x, y) est la distance entre les points x, y. D'après le 

théorème de l'auteur [T; (6.7)], en désignant par V° le lapla-

cien (2.6), ou spV, ou V" (2.4#), on obtient 

(7.2c) V° G(s; Xi, x*) = —f(xl, x*) (surs"/'), 

où sap est l'ensemble de points de continuité approximative, sur s, 

de / ; s"*' est une plénitude du segment s. 

8. Le rapport entre (T0) et les laplaciens. — Introduisons : 

DÉF[NITION 8.1. — Les fonctions F(xt, x2) continues sur S0, ainsi 

que leurs dérivées (bilatérales, uniques DiriF(a?t, #2), D ^ F ^ , x2), 

telles que les flux J ( F : I ) ( 7 . i a ) correspondants possèdent les 

dérivées ordinaires (uniques, finies) 

(8.1a) Der*'.>^J(F: \)=f(xu x,) 

en tout point de S0, appartiennent à la classe (K0). 

NOTE 8.2. — Les fonctions/dans (8.1 ce) forment une classe [co], 

qui est contenue dans la classe (c0); les flux J ( F : I ) ci-dessus 
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constituent la classe [C 0 ] , sous-classe de la classe (Co) de toutes 
les totales (T 0 ) des fonct ions/de (c0) . 

Si / € [ c 0 ] , la totalisation (T0) devra nous donner une fonction 
¢(1) , € [ C 0 ] , correspondante. L'équation correspondante ( 7 . i a } 
J (F : I) = ¢(1) devrait avoir une solution F € (K0). Tous les F de (K0) 
correspondant à une fonction particulière / de [c 0 ] , ne diffèrent 
entre eux que par des fonctions harmoniques sur S0. Les procédés, 
donnant une solution de (7 . ici) pour <Ê(I)€[C 0 ] , constituent une 
opération que nous appellerons J-"1. On aura 
(8.3.) F = J - « T O / H - / I , 

si/€[c0]; ici T0/€[C0], Fe (K0),
 n e s t harmonique sur S0. 

En utilisant la remarque de A. Denjoy (D; p. 890) à propos de 
toutes les totalisations, on arrivera à la conclusion suivante. 

(8 .4 ) <D» € [ C 0 ] , étant une fonctionnelle d e / , €[c 0 ] , -qui peut 

être calculée par la totalisation T0 de son argument / , et P étant un 

ensemble parfait (<<S°), toute portion w de P contient une autre 

portion co', o ù / e s t sommable. 
Il s'ensuit qu'il existe un ensemble Fi(^l S), fermé et non dense 

sur S0, tel que dans tout domaine c o ( ^ S 0 ) , ayant sa fermeture m 
disjointe de F4 , / e s t sommable; bien entendu 

(8.4a) J ( F : I ) = fff(xi, x,)dxi dx, 

pour tous les I dans co, l'intégrale étant lebesguienne. On voit que 

J ( F : I) est absolument continue (comme fonction d'intervalle) dans 

le domaine co, pourvu que coFi = o. D'après (7 . 2)-(7. ia), sico(<<S) 

est un domaine dont la fermeture co est disjointe de F, 

( 8 . 4 6 ) \f(xi, Xi)\ ^ N ( i o ) <OO [sur w ; N ( w ) indépendant de (xi, #*)]• 

Avec wF = o, on aura (8 -4#) pour I contenu dans co (l'intégrale au 
second membre étant lebesguienne); d'où F t est contenu dansF. 

Soit F(a?i, x2) de classe (K0) et V° le laplacien (2 .6 ) . De 
(2 .8 ) - (2 .8c ) , en notant la propriété d'absolue continuité de 
¢(1) = J ( F : I ) , mentionnée ci-dessus, ainsi que ( 8 . 4 b ) , on conclut 
que 
(8.5) V°FU, , j f j ) s - / ( a „ ^ 2 ) = - - D e r ^ ^ a J ( F : I ) 
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en tout point de continuité approximative de f(xi, x2) sur 
l'ensemble S0— F { / € [ c 0 ] , J ( F : I > € [ C 0 ] , F € ( K 0 ) | , F étant un 
certain ensemble fermé, non dense sur S0. 

De là, en vertu de (8 .3) pour f € [co], on a 

(8.6) _ V o ( J - i T o ) / = / 

(en les points de continuité approximative d e / s u r S0 — F) , où F est 
l'ensemble fermé, non dense sur S0, mentionné ci-dessus. 

(8 .7) C'est-à-dire, si fç. [c0] (note 8 .2) , une solution de l'équa
tion de Laplace V°F = — / , telle que F, D r i F , D r a F soient continus 
sur Vintervalle S0, sera donnée en tous les points d'approximative 
continuité de f sur S0 — F par J - 1 T 0 / . 

Rappelons que T 0 / sera de la classe [C0] (note 8.2) et J _ 1 ( T 0 / ) 
sera de la classe (K0) (définition 8.1). 

Quand f(x±, x2) € [c0] [ou même (c0)] , / appar t ien t à la classe un; 
dès lors selon le théorème direct de Baire, dans la forme donnée par 
Denjoy, on voit que tout ensemble parfait P, < S0, contient un rési
duel R ( P ) de P en tout point d u q u e l / e s t continue spécialement à P . 

Nous allons établir le résultat suivant. 

(8 .8) / / existe un ensemble G ^ S ° (S0 étant l'intérieur du 
segment S) de façon que; 

(i) en tout point de Gf(x±, #2)[€.(c 0 ) ] soit continu spéciale
ment à S0 ; 

(ii) G soit un résiduel dans tout segment c r < S ° (c'est^t-dire, 
Gcr soit un résiduel de a pour tout segment cr < S 0 ) ; 

(iii) G soit un résiduel de S. 

( 8 . 8 a ) REMARQUE. — Dans tous les cas un segment (à deux 
dimensions) sera un rectangle (fermé) ayant des points intérieurs. 

Pour démontrer (8.8) considérons des segments S„ (n = 1, 2, . . . ) , 
leurs intérieurs S°, leurs frontières (SAl), de manière que 

(1) S „ < S ° + 1 ; S„<S<>; lim S „ ( = lira SfA = S». 

En vertu du résultat précédent (8.8), Sn contiendra un résiduel R(S„) 
(de soi-même), en tout point duquel / sera continue spécialement 
à Sn; (Sn) étant un ensemble fermé, non dense sur S„. on pourrait 
supposer que 
(*) R(S„)^SS, 
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Alors / est cont inue en tout point de R(S 7 i ) spécialement à S 0 , pour 

n = ï, 2, . . . ; d'où / est cont inue en tout point de 

(3) G = R(SO + R ( S O - h . . . ( ^ S o ) 

spécialement à S 0 ; c'est la propriété ( 8 . 8 i ) . O n peut poser 

(4) R ( S 1 ) < R ( S 2 ) < . . . , 

car on pouvait toujours inclure le résiduel (de S„.) R ( S , Î ) dans le 

résiduel (de Sn+l) R(S / M_i) (n = i, 2, . . . ) . Nous avons 

(5) G S „ = R ( S „ ) - G S ° (/1 = 1 , 2 , . . . ) . 

Soit a, <i S 0 . un segment. 11 y a un ent ier m ( > o) tel que cr est 

contenu dans l ' intervalle S^. En vertu de ( 5 ) , 

(6) <rG = (aS m )G = <r(SmG) = a R(SOT). 

Le résiduel R ( S m ) de S m est exprimable comme S „ , — \ F w , f y , où 

les Fmj (J = 1, 2, . . . ) sont fermés, situés dans S m , non denses 

sur S m [en vue de (2 ) ( S m ) est parmi les Fmj~\. D 'où ( 6 ) 

(7) aG = Œ - 2 îF ; i 

vFmj est non dense sur <r (s inon, étant fermé, &Fmj cont iendrai t un 

segment u^^Lç, on aurai t F m y ^ ( 7 i , et l 'on arriverait à une contra

diction à la non-densi té de Fmj sur Sm)> (7 ) entra îne donc que <TG 

est un résiduel de o*. Nous avons établi la propriété ( 8 . 8 i i ) . 

Soient Œi(i--=1, 2, . . . ) des segments , tels qu 'en dénotant par crf 

l ' in tér ieur de 07, on a 

( 8 ) Œ? <rf = o ( l'ensemble vide, pour i ^ j), <st < S0, £ j | = S°. 

Évidemment 

(9) G = SG<r/. 

E n vertu de ( 8 . 8 i i ) G<7/ est un résiduel de 07; ainsi 

(10) G<T/= ai—^F'.tf (F 'V/^ (sh F'*? fermé, non dense sur ŒJ). 
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Dès lors (9) , (8) 

(11) G=2(*<-2F'V/) = s ° -2 F ' ' ? = S ~r ( S ) + 2 F , ' , ï | ' 
/' \ q J Uq L Uq J 

(S) étant la frontière de S; (S) et les F'»? constituent une collection 
d'ensembles, contenus dans S, fermés et non denses sur S; d'où la 
conclusion (8 .8i i i ) . 

(8 .9 ) Soit G l'ensemble dans ( 8 . 8 ) ; si O est un ensemble ouvert 
quelconque, ^ S ° , G sera un résiduel dans O (c'est-à-dire, 
GO = O — Q, où Q est une gerbe de Ô) . 

On peut établir cela, comme une conséquence de (8 .8 i i ) , rem
plaçant S0 dans les développements (8)-(1 1) par O; on obtiendra 

GO = O — ^ . F ' ' 7 0 e s F''7 fermés, non denses sur Q). 
Lq 

THÉORÈME 8.10. — F ( ^ S ) étant un certain ensemble fermé, 
non dense sur S0, rappelons que les résultats (8 .5 ) , (8 .6 ) , (8 .7 ) 
ont lieu sur l'ensemble A ( ^ S ° — F ) de points de continuité 
approximative de f ( € [co ] ) sur S 0 — F ; cet ensemble A a les 
propriétés suivantes : 

(i°) A est une plénitude de S 0 —F. 
(20) A contient un résiduel R de S 0 — F . 

En tenant compte de (8.8), (8.9) on peut prendre R = G ( S ° — F), 
où G est l'ensemble dans (8 .8 ) . En effet, S 0 —F est ouvert, de là 
(8 .9 ) R — G ( S ° — F ) sera un résiduel de S 0 — F . D'autre part, en 
vue de (8 .8 i ) , tout point de G (S0 — F) sera un point de continuité 
ordinaire de f; ainsi G (S0 — F) ^ A. La propriété (i° ) s'ensuit par 
un théorème général, bien connu, de A. Denjoy. C'est-à-dire, A est 
métriquement ainsi que topologiquement quasi universel sur S0 — F. 

9. Le rapport entre les classes [c 0] , [C 0 ] , (Ko) et les potentiels. 
— Soit f(xi, x2) € [co]- Revenons au résultat (7 . 2)-(7. ic); on 
a (1 .ia)\f\ ^.Dïl(s) < + oo sur tout segment s ( ^ S) disjoint de F . 
Le théorème de l'auteur (T ; 6.7) s'applique de telle façon qu'en 
écrivant 
(9.i) G(x; XX, X«)= ^ jf f(j'u yiïlos^dyidyi, 
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on a 

( 9 . i a ) V ° G ( T ; XX, X,) = — f(xv, X*) [le laplacien V» (2.6)] 

sur une pléni tude Tap ( l 'ensemble de points de cont inui té approxi

mative, sur T, de f) de T, pourvu que T, - ^ S, soit un ensemble 

ouvert quelconque sur lequel 

( 9 . I Ô ) | / ( * i , * Ï ) | ^ N ( T ) < H - O O . 

O n pourrai t , par exemple, p rendre pour T un ensemble ouvert 

quelconque, contenu dans une somme finie 

( 9 . 1 c) a v = * i - h . . . - W v 

de segments sj, ^ S , disjoints de F ; en effet, en vertu d*e . (7 .2a) , 

dans ce cas, on aura 

( 9 . i r f ) | / | ^ m a x ( / = ï , . . . , v ) DVL(sj)'< <x> ( s u r CJV; sur T ) . 

E n employant un réseau convenable, on conclut qu 'on peu t choisir 

une suite ( s implement infinie d 'ensembles ( 9 . ï c) : 

( 9 . 2 ) 0-1, <T2, - . . , 

de sorte que cr v < S — F , 
00 

( 9 . 2 a ) < T i < t f 2 < . . . ; lim<jv = \ ^ a v = x S — F . 

ï 

O n observe que la frontière (trv) de trv est mince . 

( 9 . 2 b ) la distance de <rv à F tend vers zéro avec - ; en posant 

N(av) = max (dans <rv) \f \, 

on aura 
N ( c r v ) ^ N ( c j v + l ) < - h o o 

et l 'on peu t avoir 
l i m N(<7V) = -t- oo. 

V 

P r e n a n t T = O"Î ( l ' in tér ieur de <JV), nous déduirons ( 9 . I - I b) : 

(9.3) V°G(<JV°; xi, #2) = VoG(crv; xh x«)=—f(xl, xt) 

sur l 'ensemble a*ap ( une pléni tude de c j ) de points d 'approximative 

cont inui té , sur tr", d e / . E n définissant une f o n c t i o n / v , 

(9.3') / v = / (sura«) , / v = o (sur S°-Œ V °) , 
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il s'ensuit que 

( V° [^ : ^Vv( j . , r 2 ) log i<Ki<K 2 ]=~ / (^ . , *.) (sur ••«'), 
(9.3«) | "" ^ 

f V l i ^ ^ ^ ' ^ l 0 g i ^ V , ^ ' 2 ] = 0 (SUr S°-S°ffv). 
50/7 F (.ri, #2) une fonction particulière de la classe (K 0 ) , 

correspondant à notre fonction f(xy, x2), € [co] , à présent consi
dérée. Le théorème (8 . 10) s'applique. Posons 

/ F(J?J , 3?2) = Fv(a?,, a?0-HQv(a?i, ar2), 

( " J Fv(a?,, a ? o = ^ §My\*y^*%\dy\dy* 

En vertu de l'inégalité 

(9 .4 ' ) | / v | £^ N(ffv) <oo (sur (jv et aussi sur S) , 

on voit que 
Fv(3?i, #2), DiVl F v ( # , , # 2 ) , D.r2 F v ( # i , # 0 

sont continus sur S0 ; F (# 4 , x2) ayant la dernière propriété [d'après 
la définition de (K 0 ) ] , les dérivées D r i Q v , D.rsQv existent et 

( 9 . 4 « ) Qv(#i» ^2) , D. r iQv(a: i , ar2), Djr, Q v ( # i , #2) 

sont continus sur S0. Observons que 

kv»ni> = A a v ° = < T ? ^ , A ( S ° — S»iFv) = A — A<rv. 

En notant que V°QV—V°F —V°FV, en vertu de (8 .5 ) , ( 9 . 3 a ) on 
obtiendra 

( 9 . 5 ) V o Q v = o (surAcr*), V»0V = — f(xi, xt) (sur A — A a v ) ; 

o n a ( 9 . a f l ) ( 7 v t S - F e t ^ f S 0 — S°F; ainsi (avec A_^S° — S°F) 

( 9 . 5 a ) Acr^fA, A — A a v f l'ensemble vide (pourv->oo) . 

En vue du théorème 8. ioAcr° est une plénitude et contient un 
résiduel de l'ensemble ouvert <TJ. 

A cause de la continuité des fonctions ( 9 . 4 « ) le flux, J ( Q V : I ) , 
de Qv existe pour tous les intervalles I, pour lesquels I (= I -f- (I)) < S0; 
c'est une fonction d'intervalle, continue sur S0. En vue de la défi-
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nition des classes [c 0 ] , [C 0 ] , (Ko) on observe que, / étant de la 
classe [c 0 ] , o n a u r a pour une fonction correspondante F , € ( K 0 ) , la 
relation 

(9.6) Der*i.** J(F :1)== f(xh x2) (partout sur S0); 

de plus J ( F : I) = ¢ (1) appartiendra à [C 0 ] . En rappelant le résultat 
( T ; 5.3fe) de l'auteur, nous concluons que pour la fonction F v (9 .4 ) 
on aura 

(9.6a) *(*v:i)=jfMyuy*)dyi<ty% ( i < s ° ) , 

parce qu'en vertu de (9-4') 

Ç\ jT l£±dyxdyi\ck(x,y)^c<*> (constante c; I < S0). 

Par un théorème connu, de ( 9 . 6 a ) l'on obtient 

Dei*«.* .J(F v : 1 ) = = / v ( # i , xt) 

en tout point de S0, où / v est approximativement continu. En vue 
de (9.3 ') il s'ensuit que 

( 9 . 6 6 ) D e i * . . * 3 j ( F v : I ) = = / ( * ! , « s ) ( sur****) , = o (sur S°—S°CJ V ) . 

En notant que 
Qv(#i , #2) = F ( # i , x2) — Fv(a?i, x2), 

de (9 .6 ) , (9 .66 ) nous déduisons que la Der^1'*1 J ( Q V : I ) existe 
sur <T$ap et sur S0— S°crv et 

(9-7) Der*i.*i J(QV: I ) = Der*»*i J(F : I) — Der*»*» J(FV : I) 
_ J o (sur <s»ap), 

( / (surS°-S°<7v); 

à cause du théorème 8. io, alap est une plénitude et contient un 
résiduel ( ^ * î ) decr*-

On peut maintenant se demander si les annonces suivantes, (9 .8 ) , 
(9 .9 ) , sont correctes : 

(9 .8 ) Q ( # i , x2) étant continue sur l'ensemble O, borné et ouvert, 
et les dérivées D r i Q , DA.sQ existant et continues sur O, si VQQ = o 
[le laplacien V° (2 .6)] sur O — e, où e(^O) est mince et une 
gerbe de O, alors Q ( # i , x2) sera harmonique sur O. 
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(9 .9) La même annonce que (9 .8 ) , avec le laplacien V°Q(a?t, x2) 
remplacé par la dérivée (ordinaire) du flux de Q, c'est-à-dire, par 
Der r*'*»J(Q:I). 

( 9 . 8 a ) Si la réponse à (9 .8) était affirmative, il suivrait (9 .5 ) 
que Q v (# i , #2) [dans (9 .4)] serait harmonique sur o\J. 

( 9 . 9 a ) Si (9 .9 ) était vrai, on déduirait (9 .7 ) que Q ( # i , #2) 
serait harmonique sur cr°. 

A présent nous éviterons la question si les annonces (9 .8 ) , (9 .9 ) 
sont correctes. Rappelons qu'en vue des considérations générales, se 
rattachant à la totalisation T0, on a 

(8.4«) J (F : ï) = // fdxi dx2 ( 1 ^ w; l'intégrale de Lebesgue), 

si F € (Ko), / € [c0] et si l'ensemble ouvert co (^ S0) a sa fermeture co 
disjointe de F4 (F4 fermé, non dense sur S0 ; Fd ^ F). Dès lors (9.6a) 

J ( Q v : I ) = J ( F : I ) - J ( F v : I ) = J ^ ( / ( a r 1 , * 0 - / v ( * i , xi))dxxdx*, 

si I est contenu dans l'ensemble co [de ( 8 . 4 a ) ] quelconque, tandis 

que Ï<CS° (autrement dit, pour les segments ï, <C S0, disjoints 

de Fi) ; puisque/ v = / s u r o-J (9 .3 ' ) , il s'ensuit que 

(9.10) J ( Q v : î ) j = y ^ A ( * i , * o J = o 

pour tous les segments I tels que simultanément : 

( 9 . 1 0 « ) Ï < S ° , f F i = o, ï ^ c r v . 

L'ensemble ouvert crj peut s'exprimer comme une somme finie ou 
dénombrable de segments I, satisfaisant (9 .10a ) et deux à deux sans 
points communs intérieurs; or ( 9 . 4 a ) Qv, DXiQv , DrssQv sont 
continus sur <7° (sur S0, plus généralement); de là nous déduisons que 

(9 .11) Qv(#i? #2) de ( 9 . 4 ) est harmonique sur <TJ. 

(9.11) entraîne que V ° Q v = o (sur <7°); ainsi la première rela
tion (9 .5 ) est devenue superflue. 

On peut résumer comme il suit. 
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THÉORÈME 9.12. — Soient f(xi,x2) de [ c 0 ] , ¢(1) /a fonction 
correspondante d'intervalle I, de [G0] , et F(x^, x2) une fonction 
correspondante de (K 0 ) . / / y a un ensemble fermé F ^ F 4 , non 
dense sur S 0 [F, Fi introduits avant ( 7 . 2 a ) , (f&./±a), respecti
vement], de façon qu'on ait 

( 9 . 1 2 a ) V « F ( J F I , x*)=—f(xu x*)=— Der*' i '^J(F:I) 

sur l'ensemble A de points de continuité approximative de f 
sur S 0 —F, J ( F : I ) = <&(I) étant le flux de F à travers de ( I ) ; 
A est une plénitude de S0 — F et il contient un résiduel R de S0 — F . 
Soit <7V un ensemble fermé (somme finie de segments dans S — F)T 

tel que cxv< S — F, 

!

C7V f S — F ( pour v - > x>), 

p v ( = Ici distance de av a F ) - > o avec - • 

Correspondant à chaque ensemble crv (v = 1, 2, . . . ) , la fonction 
F ( # i , x2) [de (K0)] s'exprime au moyen de f(xi, x2) (de [co]) 
comme une somme 

(9.11c) F(xi, x*) = Fv(.ri, Xi) •+- Q v (# i , #-2)5 

où (avec f^ = f, sur <7°, et f^= o, sur S0 — <7°) F V est le potentiel 

(9.i2«T) Fv(a?i, xt)= ^Jj My^ y*)logjtdyldyt 

= i^jff( y* > ->5 )log \dyx dyi' 

et Qv(xt, x2) est harmonique sur o-J. 

10. Des compléments au théorème précédent. — Soit : 

(10.1) À4;= A(#i, x2) la partie d'ensemble S 0 —F dans la région 
circulaire r = r(xi, x2 ; y±, y2) ^ 1 ; D = le diamètre de S 0 — F ; 
L = max(i , D) . 

Notons que 

^7 : = l o g - [sur \(xi, x*)], 

log£ = l o g r ^ l o g L [sur S°— F — \(xx, x^)]; 



PROBLÈMES DE TOTALISATION. 47 

si (xi, x2) est un point sur S 0 — F, on obtiendra 

i ^xi,x^)~(f \f\\\o%\\dyidyz 
\ ^S«-F I H 

(10. ï a) J = ff h / / . . . ^v 1 -+ -v 2 l ogL , 
1 ^ ( . r ^ r , ) ^So-F-"X(.r lvrs) 

( ^ = / r \f\^l-dyidy„ v2=/T \f\dyidy,, 
\ ^7So_F X d/So_F 

pourvu que v4, v2 soient finies au point (xi, x2), considérées comme 
intégrales lebesguiennes. Si s(x, 6) est la région circulaire 
r(xi, x2 ; Yi, y2) ^ ô et v4 est fini pour le point particulier 
x = (xx, x2), en prenant o < o < ï on obtiendra 

(10.ï b) oo>v,= iï\f\\og\dyidy2^ iï \f\\°%\dyidyi 

où 

X3=*(dr, 8 ) (S° -F ) . 

Dès lors l'intégrale 

Jf\f\dyidy, 

existe dans le sens lebesguien, si l'intégrale (10. i a) existe pour le 
point considéré. La conséquence suivante est immédiate. 

(10. 2) Posons qu'il existe des points x[J]=^ {x{[], x{ly) (j= 1, ..., A'), 
en nombre fini et des.nombres o < ô y < ; i correspondants, de sorte 
que l'intégrale 

(10.2 a) Nl(^))=£y(ri)rï)logH ^ , 4 , ; W î ) ^ ^ 

existe dans le sens lebesguien pour y = 1, . . ., k, tandis que 
k 

(10.2 b) .So— F ^S\s(xWf 5,-); 
1 

alors l'intégrale 

<t0.2c) (f fdyldyî 

file:///f/dyidy
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existera comme celle de Lebesgue; en effet, on aura 

f l/l^^8^2( ,Og9~ ljT0 \f\^r(x'^*{l)>yuy*-)-xdyidy«_. 

On obtient un corollaire presque évident. Si 

(10.3) N ( ^ ) = / T /lo^jdyidy^ 

existe comme l'intégrale lebesguienne pour tous les points x sur 
So — Y, a lo rs / se ra sommable sur S0 — F ; ainsi (10. ï a), si l'inté
grale N(x) (10.o) existe (et est finie) partout sur S0 — F, l'intégrale 

(10.3 a) S i" l02 dyi dy« 

existera dans le sens de Lebesgue pour tous les points x sur S0 — F . 
Revenons maintenant au théorème 9. 12, le complétant comme 

il suit. 

THÉORÈME 10-4- — Dans les conditions du théorème 9.12, si 
l'intégrale N(x) (10.3) de Lebesgue existe partout sur S0 — F, la 
fonction F (# 4 , # 2 ) € ( K 0 ) sera reliée avec la fonction correspon
dante f de [co] par un potentiel : 

(10.4«) F{xi,x,)= -î- ff flog-dj^dy^q^x^x,) 

(partout sur S0— F), 

où Q(xx, x2) est une fonction harmonique sur S°— F. 

Rapppelons que 

a v f S 0 — F ; p v ( = la distance de av à F ) , > o, - > o ; 

/ v 
/ (sur av), 

o (sur S0— Œv). 

Notons (9.12 d) que 
(1) Fv(^i, ^ , ) = - ^ - ff Myuy^Z-dyidy*. 

Parce que sur S0 — F l'on a / , - > / , | / v | ^ | / | , il s'ensuit que 

( 2 ) 

/VCKI , yt ) log i - > / ( j ] , y% ) log ^ ; 

/ v ( r i , j 2 ) l o g - \f(yuyt) log-
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D'où, par un théorème bien connu sur le passage à la limite sous le 
signe d'intégration (lebesguienne), nous obtenons 

3) G(xx,xi) = \imFv(xl,x1)= -î- ff / ( 7 , , j'2) log i rf^ rf>-; 

pour tous les x=(xi. x2) sur S0 — F ; cela sera valable à cause de 
l'existence de l'intégrale 

(4) // l/O'i, J'») logr-i(#,, x*; yx, J\)dyx dy* 
^ S o - F 

pour tous les x, sur S 0 — F ; celle-ci existera en vertu du résultat à 
propos (10.3 a). Q v (# i , x2) étant harmonique sur o\?( f S0 — F ) , 
en conséquence de (9 . 12 c), (3), l'on obtient 

(5) Q ( # i , x*) = JiinQv(â?i, x*) 
V 

= l i m ( F ( ^ i , x-i) — Fv(.a?i, x*))= F(.ri, x-2) — G(#i , x*) 

sur S 0 — F ; la limite Q ( # i , x2) existera et représentera une fonction 
harmonique sur l'ensemble ouvert S ° — F ; or (5) équivaut à (10-4«)? 
G(x\, x2) (3) étant le potentiel et Q ( # i , x2) (5) étant la fonction 
(du caractère exigé) dans la formule (10.4 a ) . 

(10.5) Soit O un ensemble ouvert contenu dans S0 — F et pouvant 
être à distance nulle de F ; dans les conditions du théorème 9.12, 
posons que N(#) (10.3) existe au sens de Lebesgue pour tous les x 
sur O et que / so i t sommable sur S 0 —F; dans ce cas la représen
tation-potentiel de F [ € ( K 0 ) ] (10.4 ci) aura lieu sur O, la fonc
tion Q (xx, x2) étant harmonique sur O. 

La démonstration de cela s'achève en répétant le raisonnement de 
(1) à (5), ci-dessus, avec des modifications convenables et en notant 
que O o-® f O ( pour v -> 00 ). 

Or€>(I) — J ( F ; I) € [C 0 ] ; en vertu de nos définitions, 

f(xu tf2)[€[c0]]=r>erri>^<î> sur S0; 

(T0) étant l'opération d'une totalisation et J _ l étant l'opération dont 
il s'agit dans (8 .3 ) , une conséquence de (8 .3 ) , ( 9 . 12 c-d) sera la 
formule pour l'opération J - 1 : 

(10 .6 ) J-i<î>= — /TDer.viO-i$ l o g - dyx dy.2-+- H v ( # ) 
2 5 rA v

 r 
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sur al, H v (#) [= Qv(# )— n(x)\ étant une fonction harmonique 
dans u% ; aussi on aura une expression pour Vopération J~~4T0 : 

(10.6 a) J - i T o / = ^ (f/log±dyidy,+ \U(x) 

(Hv comme ci-dessus)pour (xi, x2) sur <T°. 
Si f est sommable sur S0 — F , si O, ^ S0 — F, est ouvert, tandis 

que l'intégrale lebesguienne 

N(*)= ff / l o g + i dyidy, 

existe pour tous les x [= (xi, x2)] sur O, [par (10.5), (\0 ^ a)] les 
formules pour les opérations J""1, T0 seront 

(10.6 b) J - » * = — ff Der^ i^ 3 $logIa , j 1 dy2-h Q(xx, x,), 

(10.6c) J - i f c / = - l - ff / l o g i r f r , < r 2 + Q ( ^ „ x2), 

/?owr (a?i, x2) svr O, Q ( # i , #o) étant harmonique sur O. 

THÉORÈME 10.7. — Dans les conditions du théorème 9.12, soient 
f(oo)^[c0], F ( # ) ^ ( K 0 ) (correspondant à f), l'ensemble F 
(fermé, non dense sur S0) comme ci-dessus. Ne faisant aucune 
hypothèse sur N(#) (10.3) , supposons que f soit sommable sur 
Vensemble ouvert O, ^ S0—F', (pouvant être.à distance nulle de F). 
Alors F(x), f(x) seront reliés par la formule 

(10.7 a) F(xx, x2) = -^ II f(yu j2) logi«V,, dyt+Q(xu xt), 

pour tous les x sur O, Q{Xi, x2) étant harmonique sur O. 
Etablissons ceci d'abord quand O = S0—-F. Selon l'hypothèse 

on a (10. 1 a) 

(10.8) ^ / T l / l ^ i , * ' ! < - * - " • 
*^S.° - F 

Soit x un point fixe sur S0 — F. Les ensembles <jj(j = 1,2, . . . ) , 
introduits dans (9 . 1 c-i b), seront assujettis à la condition addi
tionnelle 

(10.8 a) * / < < i ( 7 = 1 , 2, . . . ) . 
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Nous avons encore c° f S 0 — F, cry f S"—F (pour / - > oo ). Soit lj 
la distance entre les frontières de <J/_i, àj\ Ày>>o. Pour un entier v 
(dépendant de x) 

(10.8 6) X€<J" 

Avec Xt désignant l'ensemble de points y de S0 — F pour lesquels 
r = r ( # , r ) [ = /*(#i, #2; >'<, J2 ) ] ^ 1 , on note (10. 1 a ) que 

(10.8 c) v , (*)= /T I/O') ! iog+ 77-^—,<>', ^ = /jf | / | loff i<ri *y* 

(si l'intégrale ici existe); <rv est à distance positive de F ; ainsi il 
existe un nombre JH(<TV) <C-f- <x> tel que 

j / ( 7 ) l ^ J ) l l ( 0 (surcrv); 

d'où 

(10.8 1/) J f | / ( r ) | log -^ - i—jr fy!^ 

^0Xi{^)f f l o g - r rf/-«W = ( c J R ( a v ) ; 

c est fini et indépendant de x, v. Si l'ensemble Xi — ^cr,, existe, on 

aura (10.8 b) 

1 ^ r(x, > ) > Xv (pour K sur À,— Ài^v), 

(o^)ff | / | l o g i r f > ' i * ' î ^ l o g - /T l /Kvirf r , ; 

or /1 — Xt̂ v est contenu dans S°—F — <7V; de là 

( (o^)/r l/llogirf/irf^î^cvlogi; 
) ^ - 1 ^ ' v 

( Cv== // 1/1^7 (c^ fini' indépendant de x), 

JJs*—F—<Tv 

e t ( 1 0 . 8 c - e ) 

(IO.9) M*) = ( IT +lf ) 1 / 1 ^ 7 ^ ^ 
^ Nv J = cOU(«7) H- c-v ÏOg ̂ -

(10 .8 e ) 

< • + • 00 
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pour tous les x sur l'ensemble ouvert S° — F ; Nv ci-dessus dépend 
de x seulement par v [voir (10.8 b)]; la fonction Nv peut être non 
bornée pour x sur S 0 — F . 

En vue de ( 1 0 . 8 , 9 ) o n conclut que v(xi, x2) (10. i a) existe 
comme une intégrale lebesguienne pour tous les x sur S0 — F ; 
de plus 

(îo.io) v ( * „ * o ^ ff l / l | iog- |<r . r f j> 
V^S°—F I r I 

^Nv-hlogL ff \J\dyidy^^\x\ 
l Z /S 0-F 

(sur S 0 — F ; v tel que cr"., contient x); N[# ] est borné sur tout 
ensemble dont la fermeture est contenue dans S 0 — F . En consé
quence de (.10.10), la démonstration du théorème 10.4 s'applique, 
ce qui établit le théorème 10.7, quand O = S0— F. 

Considérons le cas O < S0 — F. L'ensemble S 0 — 0 ( > F ) est 
fermé sur S0 (F non dense sur S0). Définissons les 07 comme aupa
ravant, mais avec l'ensemble F remplacé par F * = S ° — O . Le 
théorème 10.4 sera valable avec ce remplacement [c'èst-à-dire, 
pour x sur O et avec l'intégration dans (10.4 a ) étendue à O] . Avec 
la nouvelle définition des 07, en répétant les procédés (10.8)-(10.10), 
remplaçant partout F par F* et S 0 —O par O, nous complétons 
l'épreuve du théorème 10.7. 

Revenant à l'opération totalisante (T 0) et à J""1 (8 .3 ) , en consé
quence du théorème 10.7 on obtient le résultat suivant. 

(W.u) Soient * ( I ) = J ( F : I ) € [ C 0 ] , F ( * ) € ( K 0 ) , / e [ c o ] , 
l'ensemble ouvert O ^ S0— F ; supposons f sommable sur O ; alors 

(i«) j-icp = JL J ^ D e r ^ s $ l 0 g l ^ r i dy,+ Q(xx, xt), 

(20) J - 1 T 0 / = ^ j f / l o g I < r ^ 2 - + - Q ( ^ , ^ ) 

pour (xi, x2) sur O, Q(x{, x2) étant harmonique sur O. 

11. Une décomposition de fonctions non sommables. — Nous 
voulons étendre les résultats précédents au cas où la fonction 
f(x)[ = f(xt, x2)] de classe [c0] n'est pas sommable sur S0 — F. 
Nous ramènerons de tels développements à un problème résolu par 
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Brelot dans sa Note (B) en montrant par la suite q u e / = / 0 + <J>, où 
/o est sommable sur (S0 — F) et ty est une fonction continue sûr 
S 0 —F et ayant les mêmes propriétés que la fonction ainsi désignée 
dans (B) [si l'on pose Œ, de (B), = S0 — F ] . Brelot avait fait une 
telle décomposition dans le cas de / continu, obtenant Un / 0 som
mable et continu. 

HYPOTHÈSE 11. I . —: Soit Q, un ensemble ouvert, borné, d'ailleurs 
quelconque; supposons que f(x) (pas nécessairement de[po\ sur &, 
soit mesurable sur Q et soit uniformément borné sur tout sous-
ensemble G de Q à distance positive de la frontière de & [c'est-
à-dire, si G «< &, il existera un nombre c(G) indépendant de x, 
tel que \f(oc) \ ^lc(G) sur G]. 

Jusqu'à ce qu'on dise le contraire, / et il seront soumis à cette 
hypothèse-ci. 

Par quadrillage subdivisé, si on le veut, on obtient une suite 
d'ensembles fermés ?n(n = i, 2, . . . ) de sorte que : 

i° crn soit une somme finie de carrés fermés deux à deux sans 
points communs intérieurs; 

20 <Jn<&] <r„<<j°n+l', (Tn-+& (comme v-> oo ). 

fjn étant à distance positive de la frontière de ft, on aura 

( 1 1 . a ) \f(x)\^WLn = c(Gn)<cc (suror,,); 

notons aussi que 

(11 .2 a ) Q=y^(an—(Jn-i) ( a 0 v i d e ) . 
i 

Considérons maintenant un ensemble 

(11 .3 ) w = <J«— <TJ-I ( = 'a fermeture de an— <*n-i) 

particulier. Choisissons des s„, > o, comme les termes d'une série 

convergente, 

(11 .3 a) £ l - h £ 2 - 4 - . . . = c < o o ; 

puis posons 
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Par un théorème bien connu de Lusin, / ' étant mesurable sur 
çrn—«T^_t, on peut trouver un ensemble fermé H tel que 

( i 0 ) H ^ o > ; m(w — H ) < T , 

tandis que 

(20) J\x) est continue sur H spécialement à H. 

H étant fermé, la continuité (20) de / sur H est uniforme, d'où il 
existe une fonction \J-(u) | o (avec u \, o) de sorte que 

(11.4) \/(x)-f(z)\^_n(r(x,z)) [x = (xi,x,),z=(zi,z2)] 

pour tous les points x, z sur H. Maintenant prenons p positifs afin 
de satisfaire 

( 1 1 . 4 a ) u L ( p ) / n ( a ) ) ^ ^ . 

Avec S (z, r) désignant un cercle fermé de centre z et de rayon r, 
envisageons : 

PROBLÈME 11 .5 . — E t a n t donné co, T, H, [t. (u),p comme ci-dessus, 
il est exigé de trouver un nombre fini (soit q) de cercles 

(11.5 a) F / = S ( s / , rj) (y = i , 2, . . . ), 

tels que 

(11.5 6 ) Z/GU; o < r y ^ p ; ml w — V F/ J < 2 T ; 

( i i . 5c ) r f r y =o • ( » » ) ; r y o « . 

Construisons un ensemble fermé co , somme finie de certains 
rectangles (fermés), contenus dans co, de sorte que 

(11.6) H ^ w ^ w , m(u>*— H ) < - . 

Soit co*° l'intérieur de co*; définissons sur <o*°H une fonction p(z) de 
façon que 

(11.6 a ) o < p ( 3 ) ^ p , S(-z, p(z)) < w*° (pour tous z sur to* H). 

Avec tout point z de w*°H associons une suite de cercles (fermés) 

(11 .6 b) S ( a , o(z)i-s) (s = o, i, 2, . . . ) ; 

on dira que ces cercles (pour, tous, £ sur w*°H et * = o, .i, 2, . . . ) 
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constituent une famille (F*) (d'ensembles fermés). Tout po in t s de 
co*°H est contenu dans une suite régulière (tendant vers z) 
d'ensembles de (F*) [les cercles de (11.6 b) pour ce z]; en effet, le 

paramètre de régularité d'une telle suite est -,iz. La famille (F*) 
4 

couvre co*°H dans le sens de Vitali; d'après un théorème de Vitali on 
peut trouver un nombre fini ou dénombrable d'ensembles de (F*), 
deux à deux sans points communs, tels qu'une plénitude de co*°H 
soit contenue dans leur réunion; donc il existe un nombre fini ou 
infini de cercles 
(11.6c) r y = = s S ( a y j r y ) (/ = , , 2 , . . . ) , 

avec 

(i°) */€u)*°H (donc dans u>°), o < r y = p(zj)2-si^ p(zj) ^ p 

(quelques entiers f / ^ o ) et tels que (11.6 a) 

(*°) i \ r ; = o (*V/) , r ^w-o^coo ; 
(3«) m(H — H Sry) = m(w*oH — HZr/) = o 

(remarquons que les points de H — co*°H étant sur la frontière de co*, 
constituent un ensemble mince ou vide). Si le nombre de Tj est fini, 
soit q(=qn) ce nombre; sinon choisissons q(=qn) de sorte que 

(4°) 2 m( r<)< 2 
/=«7-+-l 

Il suffira de donner les développements dans le cas d'un nombre 
dénombrable de cercles (11.6 c); on a (4°) : 

(5o) ,J «*-2 rn=m [(0 ,*~2 r /) + 2 r'l < m(w*-ÈrA+r 
D'après (3°) et (11 .6 ) ' 

m(H) = m ( H j ] r , j ^ m / j g r / ) 5 

i( w*~2ry)=m(w* ) ~ w ( 2 r y ) 
^/n(w*) —m(H) = m(o/—H)< ^; 



56 W. J. TRJITZINSKY. 

donc (5°) 

(6<>) m/co*_]£ry ) < T . 
i 

A cause de Ty< co*^ co (11.6), finalement on obtient (6°) (t0) 

m w— 5jTy ) = m(u> —o>*)-+- m 03*—\^T; ) ^ /rc(u> — H)-h T <2 t . 

En vertu de (20), ( i°) on voit que le problème 11.5 a été résolu. 

Avec (11.3)-(11.4«) en vue et les cerclesTy(/ == 1, . . ., q = qn) 

étant supposés choisis afin que le problème 11.5 soit résolu, 

définissons dans co(= cr/è — ffj_,)une fonction $n(&) par les conditions 

(il.7) +«(*) = /(*/) (p°ur * d a n s r / ; y = I> •••> y); 

( 11.7«) •],„(#) = 0 / dans to—Vr7- J. 

A cause de u(=<7n—0-^)^0-,1, d'après (11.2) on obtiendra 

(11.8) | tyn(x) -f(x) I = \f{x) | ^ DMU ( sur o> ~ ^ j = "o )î 

en vertu de (11.4), (11.5 6) 

(11.8 a) | ùn(x)-f(x) \ = \f(zj) -f(x) |^u.(ry)^n(p) (surfil»; 

Tj étant dans co, on aura 

^n(x)-f(x) | = ! / (* / ) - / (* ) | ̂  |/(*,) | Hh \f(x) I ^ aJlt» 
( 1 1 ' 8 6 ) \ (.urlV-HIV). 

Delà 

(M-9) ln= f[\*n(*)-f{*)\dx= /f ... + S /T - - - + 2 ^ 

^ 3Xln m(b>o) +- \t.(p) ml 2 H r / ) " ŝ̂ 11"™! 

En notant que 

«7 7 n <J 

1 ' / 

2(r,-HrA 
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on déduit 
T/i^ y&n m(tû0) -h \J.(p) m(w)H- idXin m(co — H); 

o r [ ( 1 1 . 5 6 ) , ( i 0 ) ] 
m(w 0 )<2T, m(w — H ) < x , 

d'où (11.3 6-4 a ) 

(11.9«) Y/i< 4^^Tt«-+- "*(?) w(io)^ew . 

Formons une fonction A/lfy(w), continue pour o ^ w ^ / ' y , te#e 
qu'avec un certain o <C Pnj<L rj, on a 

(H . IO) ^nj(u) =f(Zj) (pour O^U^ Pn,/)"i 

"knj(rj) = o; \nj(u) monotone pour pnj^ « ^ r / ï 

(11.10') / lnj(u)(rj—u)-*du (fini). 
•A) 

Remplaçons +„(#) (11.7-7 a ) , comme il a été fait dans (B), par 
une fonction ®n(oc) : 

x ,?«(*) = <W(*) = ° ( SUro>-Y T/J (0 = ^ - ^ , ), 
( l l . i o a) l \ 1 / 

^n(oc) = \nJ(r(x,Zj)) (sur Ty; 7 = 1 , . . . , ? ) • 

Cette fonction est continue sur co; dans chaque cercle Tj= S(z.j, rj) 
elle est une fonction de la distance au centre zj; on aura 

f 9n(x) = tyn(x) = / (* / ) fsur S(*/> P«./)]» 
( 1 1 > I 0 6 ) ( | ? „ ( ^ ) | ^ | / ( ^ ) | ^ ^ (surTy); 

d'ailleurs ( H . 7 ) , ( H . 10-10a) 

\ I <M*) - ?«(*) I = \A*J) - x"./(7"(^ */)) I ^ M» 
( 1 1 ' I 0 C ) \ [ s u r a / / t / = r y - S ( 2 / , p,,/)], 

et 

(11. IOÛO | +„(*) - ?,(#) | = o ( sur co - J * " - ' V 
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En tenant compte de deux dernières formules et de ( 11.9-9 a), on 
on obtient 

ff\ïn(x)-f(0C)\dx 

^Jl \9n(x) — <\>n(x)\dx-hy,l<£n-hjj \yn(x)—ttn(x)\dx=sZn 

q / q \ 
" ^ S // \^n(oc) — ̂ n(x)\dx^zn-hD\inm[ *S.anJ ). 

/tï^-y \ ^ i / 
En prenant les pnj assez près des ry (mais çnj<C.rj, toujours), la 
mesure de la somme des anneaux anj(J = 1, . . ., q) peut être faite 
aussi petite que l'on veut; choisissons les p,lfj de sorte que 

( H . I l ) gn—ff \yn(x)—f(x)\dx<1Zn (¢0 = ^ - ^ . 4 ) . 

DÉFINITION 11.12. — Soit Œ un ensemble ouvert, borné. On dira 
qu'une fonction ty(x) sera du type-B (type de Brelot) sur £2, s'il 
existe un nombre fini ou dénombrable de cercles YJ = S(xj, r(j)) 
(J — 1, 2, . .. ) , fermés, tels que 

(11.12«)- r f r / = o (i^j), r / < Q , 

les centres Xj ne s'accumulant que vers la frontière de Q, tandis 
que : 

(11 . 126) ty(x) est continu sur Œ, 
(11.12 c) <\>(x) =0 (sur& — 2YJ), 
( l l . i 2 r f ) dans chaque cercle YJ: y(x) est une fonction (continue) 

de la distance au centre Xj. 

Définissons maintenant une fonction ty(x) • 

( 1 1 . 1 3 ) <K^) = «n ( * ) ( s u r <J„ — cr„_i; (AI = 1, 2, . . , ) , 

où cp7i(#) est la fonction (11 . 10 a). On conclut immédiatement 
que + (#) est de type-B sur Q; en vertu de (11.11), ( 1 1 . 3 a ) on 
déduira aussi que 

(ii.i'àa) If \f(x)—<b(x)\dx^y^gn<2c <-+-*>. 
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THÉORÈME 11.14. — Dans Vhypothèse 1 1 . i il y a une décom
position : 

(11.i4) /= /0 -+-^ (/0 sommable sur Q, ^ du type-h sur Q). 

12. Le cas d e / n o n sommable dans l'hypothèse 11 . 1 . — Le tbéo-
rème de l'auteur ( T ; 6 .7) , selon lequel 

(12.0 ^±jj(y)^-i-dyy-fix) 

(en tous les points de continuité approximative de / sur l'ensemble 
ouvert, borné Q), au cas o ù / e s t mesurable et uniformément borné 
sur Çl, ce théorème peut être étendu comme il suit. 

THÉORÈME 12.2. — Soit 12 ouvert, borné, et f sommable sur Q, 
uniformément borné dans tout sous-ensemble fermé de 12. 
Désignons par A* l'ensemble de points de continuité approximative 
de f sur 12. Alors 

On peut achever cette extension facilement par les méthodes déjà 
employées. On aura (11.2) | / | ^ 3Xin (fini) dans <jn, les <7„ étant des 
ensembles introduits dans le texte qui précède (11 .2 ) ; <7,i<cr°+1; 
<rn\ 12. La distance ln entre les frontières de <7n-i, crn sera positive. 
Étant donné un point particulier x sur 12, soit n un entier tel 
que x € <7/Î_I. Écrivons 

(12.3) 

Jp^)=iXn /(r)iog 7^^ 

Qn=Q'n+Q»n, 

Q'n= l'ensemble de points y de 12„avec r(x, y)^\\ &"n= l'ensemble 
de points y de 12„ avec r{x,y)>\. 

L'intégrale Vn(x) existe puisque \f(y)\^JÏln pour y dans a,,. 
Quant à Htl(x), en écrivant YLn(x) = Wn(x) -+• H"n(x), les inté-
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gralions pour les termes U'n(
x) e t ^n(x) ^ a n t s u r &'n

 e t ^I> respec
tivement, on déduira 

2x\U>n(x)\^\oS±J\f(y)\dy^\ogj- ff \f(y)\dy (fini), 

pourvu que 12'n ne soit pas vide; aussi 

\W(x)\^\oSDjf\f(y)\dy^\o<rDj . . . (fini), 

si 12'̂  n'est pas vide. Gomme pour tout point x sur 12 on peut trouver 
un n tel que #€ar„_i, les considérations que nous venons de donner 

montrent que f(y) log— — est sommable sur 12, comme fonction 
r\x'i y) 

de y, cela étant pour tous les x sur 12. D'après notre théorème 12. i 
on obtiendra (12.3) 
(12 .3 a ) V o P / t ( # ) = Vo-L ff f log-dy = —f(x) (pour x sur A*<J?J; 

d'autre part Hn(x) est harmonique en tout point intérieur de 
12 — 12 / t= <7n, donc dans <r° ; de là, V°Hn(x) = o (sur a°n) et 

Vol ^ff^f\ogl-dyl = ^\Pn(x)+Hn(x)] = - / ( * ) 

sur A*<r° (n tel que x^<jn_i); le premier membre ici étant indé
pendant de n, on voit que la formule (12.2) est valable sur A*. 

DÉFINITION 12.4. — Avec 12 ouvert, borné, désignons par 
L . r ( . . . , 12) Vopération définie, à une fonction harmonique (surQ) 
près, dans le champ de fonctions 

( 1 2 . 4 a ) <H^) € t ype-B sur Q (définition 11.12), 

de façon que 

( 1 2 . 4 6 ) VoLa.(<];, Q) = — ty(x) (partout sur Q). 

En vertu de la Note de Brelot (B), une telle opération peut être 
effectivement construite. 

Supposons maintenant q u e / s o i t mesurable sur 12, uniformément 
bornée dans tout sous-ensemble fermé de 12. Alors (théorème 11 . 14) 
on aura une décomposition (valable pour x sur 12) : 

/= /0 -+-^ (/0 sommable sur Q, b G type-B sur.Q). 
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Puisque 4s étant continu sur 12, est uniformément borné sur tout 
sous-ensemble fermé de 12, on voit que : 

( i°) /o est uniformément borné sur tout G ayant G < 12; 
(20) l'ensemble A* de points de continuité approximative d e / 0 

sur 12 est le même que p o u r / ; 

donc le théorème 12.2 s'applique à / 0 de sorte que 

(3°) ^ [ ^ ^ 0 0 ^ ^ ^ = - / 0 ( ^ ) (sur A*). 

D'où [(12.4 6), 3°] on conclut : 

THÉORÈME 12.5 . — Soit f mesurable sur 12 (l'ensemble ouvert, 
borné), uniformément borné sur tout sous-ensemble fermé de 12 
mais pas nécessairement sommable sur 12). Envisageons une 
décomposition ( 11 . i4) de f (théorème 1 1 . i4)- La fonction u(x), 
représentée par Vopération 

(12.5 a) «(*) = T ï(/,û)SI|/ô( r)log^ )rf/ + W M ) 

[L^( . . ., 12) selon la définition 12 .4] , satisfait à l'équation 

( 12.5 b) Vo u(x)[ = Vo T. r ( / , Q)] = - / ( * ) (sur A*), 

où A* est l'ensemble de points de continuité approximative de f 
sur 12. 

REMARQUE 12.6. — L'opérateur T dépend de la décomposition 
de / . Si f = f'Q -f- iJ/0 est une décomposition différente de celle donnée, 
en désignant par T' l'opérateur correspondant et en écrivant 

u'(x) = Tx(f,Q), 

on conclura que 

i*\*)-«(*)=^J^</iOO^ 

et V°(ur—u) = o sur A*. Mais cela, en général, n'entraîne pas 
q l i e u'— u Soit harmonique sur 12, puisqu'on ne sait que l'ensemble 
excepté 12 — A* est mince. -La même remarque sera valable pour la 
différence de deux solutions quelconques (sur A*) v, v' (c'est-à-dire, 
quand par n'importe quelles méthodes on a obtenu v, v1, continues 
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sur [12, telles que \7*, T[f, existent partout sur 12, tandis que 

^ = = ^ , sur A*). 

13. La représentation de F(x) de ( K 0 ) sur S 0 — F dans le cas 
général. — Revenons au cas de / € [ c 0 ] dans le rectangle ouvert S 0 

( 8 . 1 - 8 . 2 ) ; soit F ( ^ S ° ) l 'ensemble fermé, non dense sur S, 

in t rodui t à propos de ( 7 . 2 « ) ; posons 

(13.i) Q = So—F; 

il a déjà été établi que / est uniformément borné sur tout sous-

ensemble de 12 à distance positive de F . De là, sans in t roduire 

aucune autre hypothèse , il s 'ensuit que le théorème 1 2 . 5 s 'applique 

à 1 2 , / d a n s le cas considéré main tenan t ; ainsi on en conclut comme 

il suit. 

( 1 3 . 2 ) Sif^[c0] (dans S 0 ) etf = f0-+-ty est une décomposition 

dans 12 = S 0 — F (selon le théorème 11.14)? la fonction 

(13.2a) u(x) = Tx(f,Q)SS± / T / o ( j ) l o g i a y H - L , . ( ^ Q ) 
I7ZdJa ' 

( /0 sommable sur 12, ^ de type-B sur 12) satisfera à l'équation 

(13.26) V*u(x)=—f(x) (sur A), 

où A est l'ensemble de points de continuité approximative de f 

sur 12 ; d'ailleurs ( théorème 9 .12 ), 

( 1 3 . 2 c) A est une plénitude de 12 et contient un résiduelB. de 12. 

F(x), € ( K 0 ) dans S0 (définition 8 . 1 ) étant une fonction corres

pondant à / , on aura ( 9 . 12 a) V° F(x) =—f(x) s u r A ; donc 

(13.3) F(x) = u(x)+Q*(x) [u(x) de (13.2a)] , 

Q*(x) étant une fonction avec les propriétés suivantes : 

( 1 3 . 3 a ) Q* est continue sur 12 et possède les dérivées 

D . r i Q * ( # i , x2), D r s Q * ( # i , Xo) continues sur Q; 

(13.3¾) V»0*(^) = o (sur A.*). 

Les propriétés ( 1 3 . 3 a ) sont une conséquence du théo

rème ( 1 h!. 9 ) ci-après. 

On remarque que le Laplacien v*° de Q* s'évanouit sur 12, sauf sur 
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l'ensemble exceptionnel 12 — A*, qui est mince et gerbe (à moins 
que 12 — A* soit vide); nous ne savons pas si cela,.par soi-même, 
suffit, pour que Q* soit harmonique dans 12; nous procéderons 
autrement. 

Soit I un intervalle (rectangle ouvert), tel que 

(13.) I < Q ( = S ° — F), I F = o , < So. 

En vertu de ( 8 . 4 # ) , pour le flux de F (à travers de la frontière de I ) , 
on aura 

(13.4 a) J(F:I) = // f(x) dx [x = (xiy XÎ), dx — dxi dx*]. 

Rappelons un théorème de l'auteur dans (T) , ( T ; 9.16) . Si g(x) 
est sommable sur un ensemble ouvert et borné co et gp(x), avec une 
constante p->i, est sommable sur tout sous-ensemble fermé de co, 
alors (avec intégrations lebesguiennes) en écrivant 

(20) g*(x) sera sommable sur tout segment linéaire dans co. 
O r / o (de la décomposition f — foH- <J>) de (13.2 a ) est sommable 

sur 12 et uniformément borné, sur tout sous-ensemble fermé de 12; 
donc le théorème ci-dessus s'applique; d'où on conclut que l'inté
grale (lebesguienne) 

(13.5) f \ ff \f»(y)\ dy\ds(x,y) [(I) = la frontière.de I] 
•AnL^O r ^ } J ) J 

existe (est finie) pour tout I satisfaisant (13 .4) . Selon un résultat de 
l'auteur dans (T) , ( T ; 5.3 6), l'existence de l'intégrale (13 .5) 
entraînera que le flux de 

(13.5«) P.(x)=±JaMy)iog7T±-dy 

à travers ( I) égalera Jj / 0 ( y ) dy (sur I) ; c'est-à-dire 

(13.5 b) J(F0:I) = ^ 7 o ( r ) t f r [dans (13.4)]. 

La fonction Lx(ty, Q) (une solution de V ° . . . = — (j/, partout 
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sur 12) peut être construite en accord avec Brelot (B), comme il suit. 
Soient Tj = S(XJ, rj) (j = i, 2, . . . ) les cercles fermés (en nombre 
fini ou dénombrable), Ty<<12, Tt-Tj= o(i7^/), leurs centres ne 
s'accumulant que vers la frontière de 12, ces cercles étant ceux 
employés dans la construction de ij/. En vertu de (B) il existe une 
fonction v(x) telle que : 

(13.6) v(x) est harmonique sur 12 pour x ?£ x,-; 

(13.6 a ) la partie principale de v(x) en x,- est 

ci Jog —- ? où Ci1= — / / <L( y ) dy 

* r(xt, xy ITZ.I)TJKJ } J 

(c'est-à-dire, v est égale à la partie principale dans un voisinage 
de Xi, à une fonction harmonique près); L. r(^, 12) est défini par les 
relations 

(13.6 6) L.r(iJ/, Q) = v(x) (sur Q — srf°); 

(13.6c) 1 ^ , 0 ) = - ^ / r ^ ( 7 ) I o g — L - . d y ^ l i i ( x ) (suri?), . 

où 

(13.6 01) H,-(#) est harmonique sur F° et a les valeurs limites sur 
la circonférence C(T/) de I\ , de sorte que L. r(^, 12) soit continu 
sur 12. 

Une condition comme (11.10') ne se trouve pas dans la Note (B) 
de Brelot; pourtant il nous conviendra de l'utiliser; nous procé
derons toujours dans ï hypothèse (11.10') . 

Or [(13.3 a ) , voir théorème 14.9 ci après] on sait que 

(13.7) Dir,L.r(^, Q), D.raL.r(^, Q) sont continus sur Q. 

I (13.4) est à distance positive de la frontière de 12. Si I<[!2—217, 
pour le flux à travers (I) on aura (13.6 b), (13.6) : 

(io) J(L. r(^,û):l) = o. 

Au cas où I se trouve dans un T/ on obtiendra (13.60-^) 

(a«). J ( L . r ( ^ Q ) : i ) = J ^ ( / K r 

[noter que ty(y) est continu et borné sur T/]. 
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Dans le cas général il y aura un nombre fini de cercles, 

r /t, r/s, ..., r,-7, 

chacun possédant des points dans I; en désignant par Si, S2, . . . , S9 

les parties de ces cercles dans I et par R0 la partie I en dehors de 
Si, . . ., S7, on obtiendra I = R 0 + Si -+-. . .-H- S7. En vue des pro
priétés (13 . 7) de continuité, si l'on prend les flux, toujours avec la 
normale intérieure, pour les régions R0, Si, . . ., S7, on déduira 

J(M<|;, û):l) = J(L r( . . . ) :Ro) + . . . + J(L. r(. . .) :S9). 

Puisque RJ est dans 12 — 2F°, où L.,( + , 12) a la valeur v(x), tandis 
que v(x) est harmonique (13 .6) , il s'ensuitque J(Lx(ty, 12):R0) = o. 
Dans Si on aura (13.6 c), avec i= i\ ; ty(y) étant continu, borné, le 
flux pour Si sera donné par 

J(L.T(<|,f Q):Sl)=J\(y)dy; 

de même pour S2, . . ., Sq. Donc 

(30) J(M+,Q):i)=2Jf*(^)*-, 2 s / = I 2 r <-
i s ; i i 

En rappelant que ^ = o sur 12 — 2r,-, de (io)-(30) on déduit que 

- ( i 3 . 7 « ) J(M^ Q):i)=Jfwy)<*y> 

pourvu que I soit à distance positive de la frontière de 12. 
En conséquence de (13.2 a), (13.5 a) 

j (M(*): l) = J(F0(*):i) + J(M<L, û): i) ; 

de là, en vue de (13.5 6-7 a) et p u i s q u e / 0 + ^ = / , 

(13.8) Hu(x):\)=J£(My) + Hy)Jy)=ffAy)dy. 

Enfin d'après (13 .3 , 4«) 

t(Q*(x):l) = 3(F(x):l)-3(u(x):l) = o 

pour tous les I à distance w > o de la frontière de 12. D'où il suit 
que Q*(#) est harmonique sur 12. 

MÉMORIAL DES SC. MATH. — N« 1 2 5 . 5 
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Ainsi, en tenant compte de (13 .3) , ( 13 .2a ) , on peut résumer 
comme il suit. 

THÉORÈME 13.9. — Soient f(x), € [ c 0 ] , et F(x), € ( K 0 ) (sur 
le rectangle S0) deux fonctions qui se correspondent ; F l'ensemble 
fermé de la section 7. Alors, sans aucune autre hypothèse, 
F(x) sera représentable partout sur 12 = S 0 — F par la formule 

(lS.ga) F(x)~Tx(f, Q)H-Q(a?) [Q(x) harmonique sur û]; 

ici Tj.(. . . ) correspond à une décomposition (quelconque) (11.14)? 
/ = / 0 + vp (/0 sommable sur 12, <J/ rfe type-B sw/* 12), <?/ Z'o/z a 

(13.96) T*(/, û) = ^ J f / o ^ ) log J, dy + L,(^ Q), 

OM l'opérateur Lx(ty, 12) (définition 12-4) es£ construit selon 
(13.6-6J) . 

Bien entendu, la fonction harmonique Q ( # ) dépendra du choix 
de la décomposition. 

14. L'étude de l'opérateur L.r(ip, 12). —Afin de démontrer (13.3a) 
nous établissons le résultat suivant. 

(14.1) Soit GA(<D) une fonction de période 2 7T, de la forme 

(14.i°) G*(<&) = * - i**(*) , 

où gh(<&) est mesurable pour \<&\^LTZ et 

(14.2«) |^A($)_-^(_-«I>) |^W(fc) (o<h^h0), 

où W(<&) es£ indépendant de h et tel que W(<D) O"1 es£ sommable 
sur (o, it); supposons que la limite 

(14.3°) limGA(*) = G($) = 4>-*£-(<î>) (— n ̂  * ^ w) 
/1=0 

existe. Alors on aura 

(14.ia) l im/ G A W ^ = P r i n c - / G(<î>)rf$, 

où la dernière intégrale est prise dans le sens des valeurs prin
cipales. 
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La signification du second membre dans (14. ï a) est que 

f G($)d$ = Princ. / G($)<*$ = limle, 
0 J-.TZ £ = 0 

On observe que 

r Gh($)d*=f [G A (*)H-G A ( -*)]d* = / [ ** (* ) -** ( -* ) ] -5 - ; 

| ^ ( ¢ ) - ^ ( - ¢)1 ¢ - 1 ^ W ( ^ ~ * . 

Le dernier membre ici étant indépendant de h est intégrable sur (o, 7r), 
on peut passer à la limite sous le signe d'intégration (dans le second 
membre ci-dessous), obtenant 

lim / G ; i(*)cŒ = lim / [ ^ ( ¢ ) - ^ ( - ^ ^ - 1 0 ¾ 

= f [«•(*)- * ( -*) ]«-»«». 

La dernière intégrale existe au sens ordinaire et l'on note qu'il est 
possible de la représenter comme 

limT,, où T£= f [ * ( * ) - * ( - * ) ] * - * « ; 

d'autre part, d'après (14.3°) 

T£= f lG(Q)-*-G(r-Q)]M = [ r + f ] G ( $ ) ( / $ = I£. 

D'où la conclusion (14. i a). 

NOTATION 14.2. — y = pel>, ^ = R ^ * , Ç = Re£'°, # = r e ' e , 
0 —cp=z2« (; = R —A; A > o ) ; r = la région { p ^ R }; r ° = l e 
domaine j p < R j ; C = la circonférence de T; ty(y) = ty(p), une 
fonction indépendante de cp ; +(p) continue pour o ̂  p ^ R ; ^ ( R ) = o ; 

( 1 4 . 2 a ) / ] ^ ( p ) | ( R — p ) - 2 a > < o o [voir (11 . io ' ) ] . 
«A 
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LEMME 1 4 . 3 . — Soit y = p e1'? un point fixe, avec p << R. Consi
dérons la fonction 

(U.3«) K(h,y)=ir^^loS
rJ^^ 

0 
,271 

' r(z,y) 

(voir /a notation 1 4 . 2 ) . Pour h(> o ) ->- o OAÊ obtient 

(14.36) l imK(^y) = K ( r ) = ' [ g - - P c o 8 ( y - - 6 ) ] . 

Remarquons que 

(io) |a? — *i2 = A2H-4R(R — h) sm* —^-; 

( 20) ^ ^ = *«&-*> [i — p R-* c«Ç-0î] [ i - p R - i «i(ç-$)]-i ; 

d'où 

og l*-rl 
= Re j log[i — pR-i «««F-G>] [i _ pR-i tf«ç-*)j-i j , 

R e { . . . j désignant la partie réelle de {. . . } . Vu pR_ 1 < i, on déduit 

{...} == V Ip« R-«(e'""«p-$) — e"<<?-6>), 
n = l 

(30) log l ^ ~ y l = V i p " R - « [ c o s / i ( $ —©) —C08Îl(» — 8)]. 
I 2 — ^ I -i-J /t 

La fonction 

(4o) G * ^ - 6 ) = 2 R ~ ^ 
71^2+ 4R(R — A) sin* ̂ - ^ I 

x 2 ^ g^[c°s*(*—?)—cosn(?—e>i 
i 

est de période lit; en écrivant 

(5.) 6 , ^ - 6 ) = (^-6 ) -1^^-6) . (| ¢ - 6 |^a*)i 

on obtient 

(60) v = [^(fc—8)-^/,(6-¾)] (¢-6)-1 :=GA(G—6) + GA(8-*). 
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En vue de (4o) on a 

— 4(2R — h) ^ 1 p" , ftv . , ¢ - 0 v = r :— — > - £_cos/i(9 —6) sin2/i 
2^A 2 -+-4R(R —A) sm2 ! 

Vu une formule de moyen 

¢ - 0 ¢ - 6 ~ / ¢ - 6 ^ 
sin n • 

2 2 

donc en écrivant 

a y A f l Œ _ R p 
i J R" (R 

( quelque S entre o et AI ) ; 

CQ: 

-P>2' 
1 

il s 'ensuit que 

(7o) | v | 

pour | O — 0 | ^ 7 r e t o < A ^ / ? o ( < R ) ; par conséquent ( 6 0 ) , 

(80) | ^ ( ¢ - 6 ) - ^ ( 6 - ¢ ) 1 - ^ c i | ¢ - 6 1 (o<h^h0) 

lorsque | <D— 0 | ^ 7 r , c t (70) étant indépendant de h. 

En tenant compte de (4o) , (5o) ? ( 8 0 ) nous concluons que le résul

tat ( 1 4 . i - i f l ) s 'applique à G / , ( $ — 0) ( 4 0 ) , # > , ( * — Q) (5o)» lorsque 

on y remplace $ par 4> — 0 e t W ( O ) par 

W(fc —6) = ci | * — 6 | ; 

la fonction W ( 3 > — G ) ( $ — 0 ) _ l est bornée pour <& sur (0, 6 -f- 7r). 
D 'où ( 1 4 . 3 a ) 

(14.4) WmK(h,y) = K(y)=Pr\ïic. / G ( $ - 6 ) ^ = limT£; 

ici par suite de (4o) , ( 3 0 ) 

G ( ¢ — 6)û» , 

(14.46) G(fr —8) = limG/t(fr — 6 ) = = — L - c o s é c ' ^ ^ l o g r ^ , r ^ 

Soient Ç', Ç" les points sur G ( 1 4 . 2 ) 

(9 o) Ç" = R e'(0+s>, £' = R e'(6-5>. 
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En intégrant par parties, on déduit 

45cRTe = - 2 c o t g î ^ l o g C ^ ) l 9 + î , : - £ 

2 r(s ,v)Je+e 

— / — 2C0tg -rr;l0g V" 7 # 

= ift»
 r ^ - ^ » c o t ~ £ i0~ ^ r ) / 2 c o t „ £ \ 

br(c,r) b> b/-«',r)V *W 
¢ - 6 ^ 

c o t S—T" 3 h l o g ^ J ) ^ 2 G ^ 

ainsi 

4 K R T £ = T1 > £—T2 ) £ , T l j £ =2cotg 

(ioo) 

T2 

a H'(C',rMC',r)r 
6+ïTU-e ¢ . 0 ^ 

• = / cotg l0g(R2-f- p2—2Rpcos(¢ — ?))rf$. 

En conséquence de ( 3 0 ) , où nous posons <D—6 = s et, puis, 
<D — 0 = — e , on trouve (90) 

]°ë rll'/y) = S ^ P"R-"[«>8(»(«+ 2 «)) - oo«(»a«)], 
1 

l o g^fer)=2ip / l R~" [ c o s ( / l ( £~ 2 a ) )~ c o s ( / î 2 a ) ] ; 
1 

| T]>£ | = 8 co tg - ^ - p ; i R - " c o s ( / i 2 a ) sin2 — 

Comme il a été indiqué dans le texte qui précède (70)» 

ce qui donne (90) 
sm 

ne e 

Donc 

( » o ) 

| T1>£| ^2C062COtg — 

l imTi, e=o. 
s 

Pour calculer T2 ; £ ( i o 0 ) remarquons que 

<,*> ^ , o g ( R 2 + p î - 2 R p e o s ( * - ? ) ) = ^ ^ ; . - 5 £ * - ' > . ; 

dès lors 
TS ,6=TE°+Ti; 

(i3.) 

npo sin ( 6 — y ) 
¢ - 0 0 8 ( 8 - 9 ) , / 3 cotg-

¢ - 6 

Jo+g 2 L c - c o s ( ^ —?) c —cos(8 —<p)J 
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Faisons le calcul de T'£ : 

¢ - 0 / ^ - + - 6 \ . ¢ - 6 <p — u / O - f - 8 \ ¢ - 6 
9+27r—scos 2ccos ( 9 ) sin s m ^ — 6). 

-£ ,jn * ~ Q ' [ c - c u s ( 0 - ? ) ] [ c - c o s ( * — 9 ) ] ' 

/fc-hO \ 
J ( - 2 - " V 

¢-+-6 \ ¢ - 6 
2 c cos ( 9 ) — 2 cos -

— / COS r4 : d * 2 
C — COS( « — 9 ) J e + £ ™ 2 C — C O S ^ — 9 ) 

^9+271 —e 

c - c o I ( " ô - 9 ) ^ U 4 . £ 

X [ccos (0 — 9 ) - h c c o s ^ — 9) — 1 — c o s ^ — 6)]-
c — c o s ^ — 9) 

Avec 2a = 6 — cp, on obtient 

l im ^ / ^ i T £ = / f ( c c o s 2 a — I ) - f - c c o s ¢ — c o s ( ¢ — 2aYI-
c — c o s 2 a j 0

 LV ' v nt 

J0 c — cos ¢ J0 c — cos ¢ 

, ^ c cos 2 a — i 
o*= • 

c — cos 2 a 

Puisque c = ( R 2 + p2) (2Rp) _ 1 , avec l'aide des formules 

(HO 
0 c — c o s ¢ ~ ^ ^ H T ~ R 2 — p 2 ' 

( J0 c - c o . ^ ~27U[V/^ZTT ^ " R 2 - ? -

on conclut que 

h — ( R 2 - + - P 2 ) c o s 2 a — 2 R p ___ (R 2 - f -p 2 )cos2a — 2Rp 
°~~ R2-f-p2— 2Rpcos2a "" r*(Ç,y) 

et 

HmT' - ** F.-, • D J R 2 + P 2 ) C Q S 2 « - 2 R p 1 

Cela nous conduit [(14.4) , ( io 0 ) , (i io), (i3o)] à 

M^-P^LR-^ THÇJ) J ' 

le second membre ici peut être transformé en l'expression dans (14.3 b), 
ce qui démontre le lemme 14 .3 . 
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14'. L'étude de l'opérateur Lx(ty, <D) (continuation). — En procé
dant avec la notation 14.2, posons que v(x) est une fonction donnée 
harmonique pour r(x, o ) < R ' ( R ' > R ) , sauf en le point o, où 
elle a une singularité 

c'est-à-dire 

(14'. i a) v(x) = c log ' -h v*(x), 

v°(x) étant une fonction harmonique pour r(x, o) <C B!. D'autre 
part, définissons w(x) comme il suit : 

(14'. ib) w(x) = v(x) pour H ^ r(x, o ) < R'; 

(14'.ic) <v(x) = T>(x) + H(x), P U ) = - ^ ffty(y)\og—±—dy 

pour r(x, o) < R, H(x) étant harmonique sur r°{ r(x, o) < R'} et 
possédant les valeurs limites sur la circonférence C\r(x, o) = R} 
de sorte que w(x) soit continu pour r(x, o ) < R ' . 

La dernière condition entraîne que 

(1°) H(i) = v(z)- P(z) = clog I H- v«(z)- P(z) 

sur C. Selon une formule bien connue 

(2») H(* )=H( r , 9) = ± ^ ' " - 5 1 = 1 1 H(z)rf* [s = (R,*)] 

dans T0. *Sb/£ Ç = (R, 0) w/i point quelconque fixe sur Y. Gi-apres 
nous prendrons x = (r, 6) avec le même angle que Ç. 

NOTATION 14'2. — Désignons par 

(14 , 2 a ) — i — 
v ; ^ R ' <m 

les dérivées partielles par rapport à R (si elles existent), droite et 
gauche. 

LEMME 14 ' .3 . — La' fonction w(x) définie dans ( 1 4 ' . I - I C ) 
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possède la propriété qu'en tout point Ç = (R, 8) sur C la dérivée 
bilatérale 

(14'.3a) - ^ - W ( n = — = — = 

existe et est finie [c'est-à-dire, (n+) et (n~) désignant les normales 

extérieures et intérieures à T°, on a -T-^IV(Ç) = — -r=w(K)pour Ç 

sur le pourtour C ] ; cette dérivée est continue spécialement à C. 

En vue de (14'. ï b) 

^ ( î ) = l m o i ' ( , p ( R + A ' 6 ) - ^ ( R , 6 ) ) = J y ( 5 ) = ^ ( 0 (A> o) ; 

d'où ( 14'. la) 

(3"> 5 R - « ) = Ï + 3 ^ 

c'est une fonction continue de 0. ^ (14.2) étant continu, borné, 
P (14'. ic ) possède des dérivées premières uniques, s'obtenant par 
dérivation sous le signe d'intégration : ainsi 

«•> £*»-£-«>--â Jifo " - ^ r " ^ 
de plus 

Donc le lemme suivra, si l'on montre que 

(M'.4) SH«> —i p «) -J+ i^«) . 

Soit # = (R —A, 6) A > o; alors (20) 

(5«) H(*) = H ( R - A , 8 ) = G(A, H ) - i J T " " ^ | 5 ^ 2 H ( * ) « » ; 

G(A, . . . ) est un opérateur linéaire, contenant un paramètre A; 
G(h, I ) = I ; donc( i ° ) 

H ( * ) = G ( A , c l o g i ) + G(A, * • ) - G(A, P) = c log i +• G(A, v°)-G(,h, P); 
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v° est harmonique s.ur le domaine circulaire de centre o et de 
rayon R ' ( > R ) , d'où G(h, v°) = v°(x), et l'on a 

H ( ; ) - H ( * ) = ^(Ç); -P«(*) + G(A, P ) - P ( Ç ) G ( A , i), 

ce qui nous donne 

, H ( 0 = l i m l ( H ( Ç ) - - H ( * ) ) = ^ ^ ( ç ) H - 1 ^ 1 0 ( ^ , P -P(Ç) ) i 
é^RJ 

pourvu que la limite indiquée au dernier membre existe. En vue de 
la constatation à propos de (14' .4) on voit que le lemme sera établi, 
si l'on montre que 

\\m±G(h, P - P ( Î ) ) = - ^ P W " S (A>o) . 

Vu (14'. ï) et (4°) il suffit donc de prouver que 

(14'.5) lim JG(A, P - P ( C ) ) = ~ J t ( r ) K * ( r ) r f j r , 

«„.».> '•w-i^'-iff;,-" 
nous n'indiquons pas la dépendance de K*(j ) de Ç; j = (p, cp)]. En 
vertu de (5°), (14'. i c ) 

T / * 2 7 Ï R 2 r 2 T i / T i "I 

G(A, P) = — / -5 ^ - — // ^(r)log , .dy\M. 
v ' ' 2ÏCJ0 \x-z\*\_-±nJJr^

KJ' *r{z,y) J \ 

Il est facile de justifier le changement d'ordre d'intégration; d'où 

G(A > P)=— fftf(y)\-L f* , R 2 ~ r ' l og -— l—d$\dy . 

Pour obtenir G(h, P(C)) on n'a que le besoin de remplacer r(z,y) 

par r(Ç, r )> ^ès ^o r s 

(6. )-G(A)P_P (0)=±j> ( / )[2^1"^^.og^^]^ 
= ±j[fHy)K{h,y)dy [voir (U.3a)J. 
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D'après ( 1 4 . 3 a ; 6„, 70) 

| K ( A , r ) l = f G ik (* -e )d* 

/ [GA(* - 6 )+ G A ( 8 - « ) ] < » 

^ / | v | r f * ^ « c i = À-o(R—p)"2 

(A:o> O, fini, indépendant de A, 7 ) 

Donc, ^(r) —4*(p) ^«rc* indépendant de <p ( = l'angle de r)? on 

(7°) 

aura 

où 

d'où 

I ^ ( P ) K ( A , 7 ) P | ^ K O | ^ ( P ) | ( R - P ) - 2 P = ^ ( P ) ; 

= = / ^*(p)<^p < ° o [<|/*(p) indépendant de A, ç; voir ( 1 4 . 2 a ) ] 

lim / <Kp)K(A, jOp«p= / <Kp)limK(A,j)prfp, 

Ijf%(p)K(/i,r)prfp ^v* 

(v* fini, indépendant de h, (p), et 

lim (fwy)K(h, y) dy= fourni f +(P)K(A,̂ )prfp 

= f*\ f <Kp)limK(A,r)Prfp 

=J^(y)UmK(h;y)dy. 

En conséquence du lemme 14.3 , (6°) 

Hmj,G(A, P - P ( 0 = ^ f*(y)K(y)dy. 

On observe que (14'. 5, 5a ) s'ensuivra, s'il est vrai que 

(14'.6) J^(r) (K(r) - K *(r) )4r = <> [("-36), uf.-5a)]. 

a*ç 

a*ç 
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P o u r établir la dernière formule remarquons d 'abord que 

!

ir , v T y * / N COS(cp — 0 ) 2 p 2 I 

K ( y ) — K * ( r ) = — 2 p — ^ ^• -+- -£• — ? 
r 2 ( Ç , y ) = = R 2 - h p 2 - 2 R p c o s ( ? - e ) ; 

avec 
c = ( R 2 - f - p 2 ) ( 2 R ? 2 ) - 1 , 

en vertu de ( 1 4 . i4o) on obt ient 

dy 1 / " . cosçafo 
0 ~ cos 9 R J 0 C —COS? R 2 J 0 c - c o s ? R j n 

p 4^Rp 1 43tp2 

R2 K*—p* R R2—p2 = o 

pour o Z p < R. E n remplaçant dy par pdpdy, on peu t intégrer 

dans ( 1 4 ' . 6 ) dans un ordre quelconque (c 'est ce qu 'on a déjà fa i t ) ; 

ainsi 

JfHy)(My)-K*(y))dy=f_ W?)?\ £*(*&)-**&))<** 1 d9 = o, 

ce qui est le résultat voulu. Le lemme 14 ' . 3 a été prouvé. 

La fonction «v (14 ' . i b-c) é tant égale à c (une fonction harmonique 

dans un voisinage de C ) sur C, on voit que la dérivée bilatérale 

( u n i q u e ) "y ' = r ( j Q
s (Ç== R e / e ) , existe sur G et consti tue une 

fonction cont inue de 0; en vue du lemme 14 ' . 3 cela signifie que les 

dérivées **J ? ^ r (£ — Ci + '£2) existent sur C et sont continues 

spécialement à C. E n tenant compte de la construct ion de l 'opéra

teur Lv(ip, Q) [ 1 1 . 1 0 ' ) , ( 13 .6-6 d)] et de la fonction w(x)( 14 ' . I - I C ) 

et des résultats relat ivement aux dérivées premières de w, que nous 

venons d 'établir , nous sommes amené au résultat suivant. 

LEMME 14 ' . 7. — Lr(<|s Q) ( 1 3 . 6 - 6 ^ ) , continu sur Q, possède en 
tout point x = (xi, X2) de Q les dérivées bilatérales (uniques) 

(U'.7 a ) ^ M + , ° ) , ^ M * , Û ) , 

qui sont continues sur Q<—2T° e/ sont continues spécialement aux 

circonférences C ( l \ ) 0 ¾ I \ . 
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Le résultat ci-dessus n'entraîne nullement la continuité des déri
vées (14'. 7a) sur les pourtours C(Ty), quand on considère ces 
dérivées comme des fonctions de point sur &. 

Revenant à la fonction w(x) (14'. \-\ c) nous allons montrer : 

(14'8) *SY l'on pose £o—(R? Qo) fixe sur la circonférence G, 
x = (r, 6) avec o Z r < R , on aura 

(14'. 8a) - 5 - ^ ( 3 7 ) - - ^ - ^ ( ^ ) ^ 0 pour #->Ç°. 

En écrivant A = R— r et rappelant la notation (14' .5) , nous 
obtenons (14'. i c) [puisque G(A, i ) = i] 

j G(A, P ) - P ( - o ) = G(A, P - P ( S o ) ) = j f ^ - - ^ = ^ ( P ( ^ - P « o ) ) ^ 

Uik9 p)= r " ( R 2 ^ - 2 ) c y - , e ) - 2 R r R ( P w - - p ^ ) ) ^ 
àr J0 xrK(z, x) 

_«x ( R - r ) = - 2 ( R ^ + r = ) s i n " - ^ - e 

^r)=jT « ^ ^ ^ T ^ J * 
( j = p e ^ p < R ) . 

En opérant sur T(x, y) comme nous l'avons fait sur K(A, y) 
[le texte (14.3a)-( 14.46)] et en tenant compte de ( 1 4 . i - i a ) , 
on conclut que lim T (x, y) (pour x, sur T°, ~> Ç°) s'obtient comme 
l'intégrale au sens des valeurs principales, lorque dans l'expression 
pour T(x, y) on met x = Ç° : 

J
/ » 2 7 C

 l ¢ - 6 ° r(Ç°, y) 

_ c o s é c 2 ^ _ , o g _ _ ^ ; 

i{x, y) = rnnc. / TZ"^UUÏ 

donc (14-4-4&) 
UmT(x,y)=-K(y), 

où K ( r ) est précisément la fonction dans le lemme 14.3 pour Ç°. 
En procédant comme dans le texte (14'.6°) on déduit 

(9o) Km £ G < A , P)-\im±ffT*[y)T(s9y)dy = - ± / ^ ( r ) K ( r ) d y 
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(x sur T°), le passage à la limite sous le signe d'intégration étant 
justifiable. 

En conséquence de (14'.3°) et du lemme 14'.3 

à ,VnX — c à , VA V _ « , ( ? . ) = _ + _ , . ( ; . ) ; 

en tirant partie des développements qui suivent (14'. 5°) et en notant 
que G(A, v°) = v°(x), on voit que 

d'où (14'. i c ) 

I ^ O - l - P ^ + ̂ ec) 

Jr
w(x)- j g ^ ( ïo ) = v 1 -4-v 2 - ^ G ( A , P), 

ài>°(x) ^o(Ço) c i /T , , N/'— pcos(© — 6) _ 
V,= Tr 5R-' Vs= R - « J f r + ( J , ) — f e T T - ^ ' 

Puisque t>° est harmonique (14'. xa) on a l i m v i = o ; ainsi (90), 
(14' . 1), (14 ' .5a) 

u« [»•*<•>-srHI 

-n/r^>«Cr^*iJ(;«r)[i-S=S^^]^ 
= / t W [ K W - K V ) ] r f r ; 

ici K*(r) est formé pour Ç = Ç° ; enfin, d'après (14' .6) le dernier 
membre ci-dessus est nul, ce qui établit (14' .8, 8 a ) . 

De la même façon on trouve que 

(14'.86) ~ w ( a ; ) - ^ " ^ ( ï 0 ) " ^ 0 pour #(avec r < R)->£°. 

Donc les premières dérivées bilatérales par rapport à r, 0, et 
par rapport à Xi, x* (si l'on met x= re^= Xi-{- 1x2), sont 
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continues pour r=r(o, x) ^ R ; elles le sont aussi pour R Z r < R ' 
[puisque w(x) est harmonique pour R ^ r < R ' ] ; conséquemment 
ces dérivées sont continues en tout point du domaine { r ( o, x ) <[ R' j . 
La portée de ces considérations sur LV(W, Q) s'exprime ainsi. 

THÉORÈME 14'.9. — LX(*F, &) ( 13.6-6d), où x = (xx, x2), a ces 

dérivées -,— Lj.(W, £1), -r— L ^ W , il) (bilatérales, uniques) 
(JX\ UXQ 

continues sur &, au moins au cas où ( 1 1 . io') a lieu. 

14 . Quelques détails relatifs à la preuve de (14' .8-8a). — 
Retenons la notation des sections 14, 14'. .Pour simplifier (cela 
n'entraînant aucune perte de généralité) posons 6 ° = o ; d'où Ç° est 
le point (R, o ) ; x = rei{), r < R ; r - ^ R , 0 ->o; y=oel'v, p < R ; 
z = Be1*; 

R2-hr2 (R — ry-
C = g j C — 1 = r- • 

(14". i ) Soit génétiquement c* une désignation pour une cons
tante positive (ci-dessous c* sera indépendante de r, 6, p, cp, <&, n). 

Examinons la partie de l'épreuve de (14' .8-8«) qui nous a mené 

à (14'.9°). On a 

T ( * , r ) = f GiA*)<**> 

où (14.3 0) (où l'on met G = 90 = 0, Ç = Ç°) 

G 1 > a : ($)=/($ , %)^^pnR-»[cosn($ — y) — cosny\, 

Gi)X(&) est de période 27i en O; donc, en remplaçant $ par ¢ + 0, 

' Gx(Q)d<I>, 
0 

(1°) { Go:(?)=/(^)2^ P ' ' R ~ , ^ C O S W ( $ H " 8 "" 9 ) ~" C O S / Î C P ^ 
l 

/•($) = -Î—Tc —1 —2c sin2-$ c —1 + 2 sin2 ^4» ; 
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on note que 

(*u) |/(<ï>) j ^ c* \c - I -t- 2 sin21 ¢ 1 ^ , 

(3°) | /(<&)|*2^c* (pour -TU ^ ¢ ^ : : ) . 

Puisque 

cos n( $ -4- 6 — <p ) + cos n( <& — e + <p ) — 2 cos n 9 

= — 4 sin /1 ( cp 1 sin 4 cos n ( 8 — 9 ) sm2 , 

on a 

(4°) G*($) + G*( -* )=Q0(*) .4 -Q(*) ; 
00 

(5») Q o ( 4 , ) = / ( $ ) V l l i p « R - « 8 1 0 1 1 ^ - - ^ 8 1 1 1 - : 
-^d 71 \ 2 / 2 7 

1 

00 

(6«) Q W = / W 2 ^ P " R - w c o s / i ( 6 — ? ) s i n 2 ^ 

[ = % ( * ) + G l ( - * ) ] . 

Puisque | sinw \^\u\, on obtient (3°) 

(7°) | Q ( 4 , ) M I / ( * ) I * 2 2 ] " P " R - " ^ C * ( R - P ) - ! ( | « | ^ i c ) : 
1 

donc | Q ( $ ) | est borné par rapport à x, ¢ . Aussi ( i°), (4°) 

T(x,y)=f [Gx(Q)-hGx(—*)]d$ = f Qo(4>)^+ f'q(<t>)d<P, 

où [ (14.3 0 ) , avec 6 = 9 ° = o , Ç°=Ç], en écrivant z° — Ren, 

J Qo(*)rf4.=y / ( * ) 2 J - g ï [ c o B » ( e - 9 ) - c o s « 9 ] * » 

o r ( i ° ) 
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dès lors (6°) 

T (* , r )= f Q(*)d*= r*[Gi(*)-4- Gx(-*)]d* 

(8") i =f"G"^*)d*; 

G i ( $ ) = / ( $ ) 2 I p « R - « [ c o s / i ( $ 4 - e —¢)-cosn(6 —ç)l; 
\ n 

en remplaçant O par O — 6 et en notant que / ( * — 8) = / ( * , 0), 
nous observons que 

T(x,y)=r G'x(<t>)d<S>; 

00 

G'4<&) = / ( $ , 6) V I p"S~"[cos/i($ — 9) — cos/i(6 — 9)] 
1 

= / ( * , 6)log ' ^ " ^ J [ ^ = R ^ , ( U . 3 o ) ] ; 

d'où 

( R - r ) 2 - 2 ( R 2 + r 2 ) s i n 2 î ^ 
(9°) T ( ^ y ) = f R *-'[**>?><& 

[voir l'intégrale pour T(x; y) suivant (14' .8a)], où l'expression 
sous le signe d'intégration est G'v(<&). Or 70 et 6° signifient que 

| GX(Q>) -+• G£( — ¢) | ^ c*(R — p)~2 pour | $ | ̂  *. 

Grâce à cette formule on peut appliquer (14. 1-1«) à (8°), ce qui 
nous donne 

l imT(#,7) = Princ. / GJ.(fc)d$. 

Mais G^(O) = G ; ( $ + 0) et, comme 0 -> o pour . r ->£ 0 , on 
aG' ç . (*)*=G'ç.(*);de. là 

lim T(#,y) = Princ. / GU$)d&, 

où Gç0(*) représente la fonction sous le signe d'intégration dans (90), 
où x est égal à Ç° (alors z° = Ç°); ce/# es£ exactement ce que nous 
avons indiqué dans le texte avant (,14'.9); de là nous sommes 
conduit à (14' .8-8a). 

MÉMORIAL DES SC. MATH. — N» 1 2 5 . 6 
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15. Généralités pour les diverses opérations et classes. — Rappe

lons ( 8 . 3 ) que 

(15.i) F(x) = J-1T0/-+- h(x) [h(x) harmonique sur S0], 

quand les fonctions 
/ € [ c 0 ] , F ( ^ ) € ( K 0 ) 

se cor respondent ; de plus ( sur S 0) 

( 1 5 . i a ) T o / = f c ( I ) = J ( F : I ) € [Co] 
[pour les intervalles (rectangles ouverts) I dans S0], 

J ( F : I ) étant le flux de F à travers de ( I ) . Donc en vertu du 

théorème 1 3 - 9 et parce que 

( 1 5 . 2 ) f(x)=:Derx® (la dérivée ordinaire de la fonction <I> 

d ' intervalle) par tout sur S0 , on a sur Q(= S0 — F ) : 

(io) J - i T 0 / = T r ( / , Q) + H(x), 

où H(x)[= Q(x) — h(x)] est harmonique sur Q; 

l T0f=5Tx(f, Q); 
(2°) | J-i<E> = T^(Der^$, Q)^-U(x); 

( ¢ = JTr(Der*<ï>, Q); 
(3»)- (F(*) = T.r(Der*-$, Q) + Q(# ) = T ^ D e r ^ F ) , Q)-hQ(x), 

où J ( F ) = J ( F : I) et Q(x) est harmonique sur Q. 

Ces résultats peuvent être exprimés en disant que sur il on a 

(15.3) J - i T 0 = Tx (sauf pour une fonction harmonique sur Q) 

dans le champ de [ c 0 ] ; 
(15.3a) T0 = 3TX 

dans le champ de [c0]; 

(15.36) J-1 = T^Der* (sauf pour une fonction harmonique sur û ) 

dans le champ de [Co]; 

(15.3c) Id. = identité = J T^Der* 

dans le champ de [Co]; 

(15.3d) Id. = T^Der^J (sauf pour une fonction harmonique sur Q) 

dans le champ de ( K 0 ) . 
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Ci-dessus Tx est l'opérateur T.v(. . ., il) dont il s'agit dans le 

théorème 13.9. 

En conséquence de (13.2-2C) et la relation (13.9a) 

F(x) = Tx(f, Q)-+-Q(x) (surû); 

on obtient le résultat suivant. 

(15.4) Si / ( # )€ [ c 0 ] et F(x)e(K0) se correspondent, il 
s'ensuivra que 

(15.4a) V°F (x)=—f(x) (laplacien^) 

sur A, où A est l'ensemble de points de continuité approximative 

de f sur il; A est une plénitude de il et en contient un résiduel. 

Considérons le cas d'une fonction partiçulière/(#) de [c0] (sur S0). 

La première conséquence serait l'existence d'un ensemble fermé 

F ^ S' (rectangle fermé S), non dense sur S, tel que dans tout sous-

ensemble fermé de 

(15.5) û = S°— F (l'intérieur S0 de S), 

\f(x) \ soit uniformément borné. En procédant comme indiqué 

depuis l'hypothèse 11.1 jusqu'au théorème 11-4? o n trouve des 

cercles 

(15.5a) T;=S(xj, rj) 

en nombre fini ou dénombrablement infini, ayant leurs centres Xj 

sur il, tel que TiTj=o(ijéj), l y < 0 , les Ty ne s'accumulant que 

vers la frontière de il; il y a une décomposition correspondante 

(15.56) /=/0-1-+ (surû), 

où <|* est de type-B sur il (voir la définition 11. 12; à noter un certain 

changement de notation pour les cercles et leurs rayons), et / 0 

est sommable sur il (et uniformément borné sur tout sous-ensemble 

fermé de il). Cette décomposition 15.56) de /es t la deuxième con

séquence de la supposition que / € [c0]. Soit v (x) une fonction parti

culière (13.6,6a) harmonique sur Û pour x ^ Xi(i = 1, 2, . . . ) et 

ayant en Xi la partie principale 
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(une telle fonction existe comme il est indiqué dans la Note de 
Brelot); rappelons (13 .66-6^) que 

(15.5^) Lx(ty,Q) = v(x) (surQ —Sr?); 

LsW9Q) = Ht(x)+±flï(y)\og—^dy (sur T?); 

H/(x), harmonique sur T?, est choisi de sorte que Lx(<b, il) soit 
continu sur il. Enfin, on pose 

(15.5e) T»(/, Q) = ± J^fiWlog-JL-jdy + M * , Q). 

Grâce au théorème 13.9 on conclut qu'il existe une fonction Q(x), 
harmonique sur il, telle que sur il 

(15.5/) T.r(/, Q)-4-Q(*) 

est une fonction F (x) de classe (rv0); c'est une fonction correspon
dant à / ( €[c 0]) donné. Puisque v (x) est harmonique sur il, pour 
x ^é x,- (i = 1, 2, . . . ), on peut joindre Q (x) à v (x) ce qui ne chan
gerait pas pour la fonction [encore désignée par v (x)] les propriétés 
que nous avions auparavant exigées de cette fonction [ainsi, les parties 
principales (15.5c) resteront les mêmes]. Alors on auraTx(f, il) 
(15.5e) représentant sur il une fonction, soit F (x), qui est de la 
classe (K0) (sur S0). 

DÉFINITION 15.6. — Si f (oc) € [c0] (sur S0), il existe une opéra
tion T.r(/, il) (15.5 e), définie sur l'ensemble il (15.5) et corres
pondant à un choix de v(x), comme il est indiqué ci-dessus. 
Posons 

(15.6a) Tx(f, S«) = T.r(/, Q) (x sur Q); 

(15.66) TV(/, S») = lim Tx(f, Q) (x' sur F; x variant sur Q — zrj>). 
.-v > x' 

Cette définition est justifiée en vertu.de l'affirmation en italiques 
qui la précède, et parce que, F (x) étant continu sur S0 et F étant 
non dense (sur S0), la limite, ci-dessus, existe uniquement en tout 
point x' de F (à noter que tout point de F est un point limite de £5 et 
en effet, de il — ^ r? ) ; d'ailleurs partout sur S0 on aura 

(13.6c) F (x) = Tx(f, So) (sur S«), 

http://vertu.de
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f(x) de [c0] et F (x) de (K0) se correspondant. En vue des pro
priétés des fonctions de (Ko), on conclut que les dérivées premières 
de T x ( / , S°) existent (et sont finies) en tout point de S0 et que les 
fonctions 

(I0.7) T.r(/, S»), ^ - . T , ( / , S°) ( y = i , ?.) 

sont continues sur S0; en particulier, les limites (uniques et finies) 

(15.7«) l imT.( / ,So)[=T^( / , S*)], l im^-T. r( / , S«) [ = ^ TV(/, S<>)] 

( / = I, 2 ) 

existent en tout x' sur F quand x, € Œ, -> #'. Posons 

Puisque on peut laisser x tendre vers x', en variant sur il — 217, o n 

conclut (15 .7a , 5e, 5d) que les limites 

( \\m(G(x) + v(x)) [=T. r . ( / , So)], 

(15'9) 1^(5- ,^- ) -^ /^) [=éT- ( / 'S 0 )] ' (y=,'2) 

existent (étant uniques et finies) pour x, eil — 217, -> #' e n t o u t 

point a?' de F . 
La supposition que f(x) € [c0] nous a mené à la première et à la 

deuxième conséquence [voir le texte à propos de (15 .4a) - (15 .5c) ] . 
La troisième conséquence est qu'une fonction v (x) [harmonique sur 
il, pour xjéxi(i=i, 2, . . . ) , et ayant les parties principales 
(15.5 c)] existe de façon que les limites uniques (15.9) existent sur 
F , comme il est indiqué à propos de (15 .9) . Définissons les fonctions 
V(x), Vj(x) par les relations 

(15.10) V(x) = G(x)+v(x), Vj{*)=^G{x)-*-^v(*) 
(sur Q — SrP), 

et 

(15.10 a) V(x')= lim V(x), Vj(x')= \\mV/(x) (sur F), 

pour x tendant vers x\ en variant sur Q — 21?. Cela posé, on peut 
dire que la quatrième conséquence est que les fonctions V(x), 
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Vi(x), Va (a:), définies partout sur S0—217 P a r ^es relations 
( 1 5 . ï o - i o a ) sont continues sur S°—217 spécialement à S0—217 
[pour quelque fonction v (x) harmonique sur il, sauf en Xi, x* 
où elle possède les parties principales (15.5 c)]. 

On peut remplacer la quatrième conséquence par la suivante,.qui 
l'inclut et va plus loin que la quatrième : 

la cinquième conséquence est qu'il existe une fonction v(x), pour 
laquelle la troisième conséquence a lieu, et qu'il existe corrélativement 
une fonction P (x), telle que 

p ( a 7 ) ' 5 ^ P ( a 7 ) 0' = *,*), 

soient continus sur S0, de sorte qu'on ait 

(15.li) V(x) = P(x), V/(x) = -^-P(x) (/ = 1,2) (sur So-Srf), 

V(x), V\.(x), V*(x) étant les fonctions définies sur S0—ITf par 
(15 . i o - i o a ) . 

Remarquons que, sif(x)e[cQ], F (x) [ = Tx(f S0) de (K 0 ) ] , sera 
une fonction P (x) dont nous venons de parler. 

THÉORÈME 15.12. — Les cinq conséquences, indiquées ci-dessus, 
constituent un ensemble de conditions nécessaires afin que f(x) 
soit de la classe [c0] (sur S0). D'où, la classe [c0] est contenue dans 
la classe [y5] de fonctions satisfaisant ces cinq conditions. 

L'étude des circonstances explicites [et la construction effective des 
diverses fonctions harmoniques, ainsi que P(x)], dans lesquelles les 
cinq conditions ont lieu, mènerait à quelques problèmes très intéres
sants dans la théorie des fonctions harmoniques. 

Supposons que nous ne savons de f que ceci, qu'elle satisfait aux 
cinq conditions (nommées, ci-dessus, « les cinq conséquences »). 
Ainsi, il y a un ensemble il (15 .5) , F = S° — il non dense sur S0, 
les cercles Tj ( 15 .5a ) , une décomposition correspondante 
f(x) — / 0 ( # ) + $ (x) (15 .56) ; de plus il existe une fonction v(x), 
harmonique sur il pour x ^é Xj(i= 1,2, . . . ), avec les parties prin-

http://15.li
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cipales (15.5c) en les Xi, de sorte qu'on puisse former (pour x 
sur il) 

( 1 5 l 3 ) ( Tx(f,Q) = G(x) + LxW,Q) 
\ [Lx(ty, Q) défini dans (15.5 d); G(x), le potentiel dans (15.8)], 

tandis que les limites (15.9) existent et l'on peut définir sur S0 — 217 

les fonctions V(x), V/ (#) (15 . 10-10«), ces fonctions étant continues 

sur S0—217 spécialement à S0—217 ? d'ailleurs, il existe une fonc

tion P(x), continue sur S0, ainsi que les ? de façon que (15.11) 

soit valable. 
Qu'est-ce qu'on peut dire de T. r ( / , il) ? 
D'abord, en vertu du théorème 14'.9, on sait que les fonctions 

(15.14) M * , û ) , 5 ^ L - ^ > Û ) > T w ( / ,û) , - £ - T , ( / , Q ) (J = 1,2) 

sont continues sur il. En vue de (15.13-5 d-g) on voit que les limites 
uniques (15.10 a) 

i lim 1^(+ ,0 ) = lim (G(ar) H- ?(*) ) [ = ^ ( # ' ) ] 5 

j l i m ^ T . r ( ^ , û ) = lim ( i - G ( * ) + i . . » ( « ) ) [ = ^ / ( ^ ) ] 

(y = i, 2) existent en tout point x' de F, pourvu que a; varie 
sur £2 — 2r" . Donc en accord avec la définition 15.6 on peut 
définir T. r ( / , S0), en écrivant 

(2o) Tx(/ ,S») = T f ( / ,Q) [ 3 ^ . ( / , 8 ^ ) = 3 ^ , ( / , 0 ) ] . ( surû) , 

et ( 1 5 . 1 0 a ) 

(3") T»(/, S») = V , (sur F). 

Puisque T œ ( / , S0) est égal à T.T(/, il), c'est-à-dire, à G (a?) 4- v{x) 

sur Si — 21?, on a (16.11) 

(15.i4«) T»(/, S«)-=V(«) ( s u r S ' - Z l Y ) , 

Notons que (15.11-10) 

5 ^ Tx(/, S») = ^ C v - , T- ^ - -y-,- àXj-<4°) i . T . ( / , S») = ± G( . ) - g j j , ( * ) = £ P C ) (sur Q - 2Tf ) 
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et, en vue de (i°),. 

x^x'àXj 
(5o) JL™ 5^^^^) = ^(^) -3^ .^) t1*-") 

pour x' sur F, x variant sur il — 1T?. On observe que (15 . i^a) 
entraîne que T T ( / , S0) (fim en tout point de S0) est continu 
sur S°—ITÏC^F) spécialement à S«—lYf; selon (15. i4)T.,.(/, S0) 
est aussi continu sur l'ensemble ouvert il(= S0— F ) ; mais cela ne 
suffit pas pour que T. r ( / , S0) soit continu sur F spécialement à S0. 
r\ , A> • > àTv(f, S») , . N , „ 
louant aux dérivées ~- (j = \, 2), on remarque qu elles sont 
continues sur il et qu'elles ont des limites uniques, finies en tout 
point x' de F pour x, eil — IVf, ->^ ' [ (15 . i4 ) , (5°), nous ne savons 
nullement si ces dérivées existent sur F ] ; ces limites constituent des 
fonctions définies sur F, et y continues (5°) spécialement à F ; de 
plus (4°, 5°), les fonctions 

( V^X) = Jx~Tx^ S°) (§Ur Q ~ Sr<°)> 
(15.14 6) J âxJ 

I ^/(^') = I i m ^ / ( ^ ) (#' sur F; a? variant sur Q — 2IY), 
\ x^-x' 

définies sur S0— ITf, ^ F, sont continues sur S0— 2X? spécialement 
à S0 — 2 r j \ Telles sont les conséquences de la supposition que les 
cinq conditions nécessaires ont lieu. 

Revenons maintenant au cas de / € [ c o ] . Nous ajouterons une 
autre conséquence (condition nécessaire) en outre des cinq conditions, 
dont nous venons de parler. On peut maintenant supposer que v(x) 
a été choisi de façon que 

F(x) = Tx(f, S») [ t w (15.6a 66)] (sur S°). 

DÉFINITION 1 5 . I 5. — Désignons par 

( 1 5 . i 5 a ) Oh Ojit (j = 1, 2 ; 1 = 1, 2, . . . ) 

les oscillations sur le cerle fermé r , -= S(x^ /v) des fonctions 

T*(/,Q), ^-Tx(f,Q). 

Ci-dessus on peut remplacer Tx(f, il) par Tx(f, S0) ( i 5 . 6 a ) . 
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On 
O i = max(y, z" sur r , ) | T 3 . ( / , 0 ) - T 3 . ( / , 2)1, 

d - T , . ( / , Q ) - ^ r T s . ( / , 0 ) 
dz àz' 

(15.15 6) { 0 ; , ( = m a x ( s ' , z" sur r f ) 

[ ^ = ( ^ , ^ ) , ^ = ( ^ , ^ ) ] 

S i / e [ c 0 ] , on note que les limites uniques (finies) 

(13.16) 

lim T*(/ , û ) = T*.(/, S») = F(* ' ) , 
x >• .r' 

lim 4-Tx(f, Q)= l i m ^ F ( * ) = ^ F(*') 
<A£; r flte/ ^ v a->.r' ^^7 x$-x' ^^7" ^^ y 

[y = 1 , 2; x'=(x\, x'2); x = (xu x*)] 

existant en tout x' de F , quand x, eil, tend d 'une façon quelconque 

vers x'. Soit x' un point limite des cercles T/(c 'est-à-dire, des points 

d 'une suite infinie de I , ; I \ < il = S 0 — F ) ; la sixième conséquence 

(de f(x) appar tenant à [c0]) est que pour les oscillations O/, Oyf« 

( 1 5 . i5 a) on a 

(15.17) l imOf=o, limO/.i— o (y = 1 , 2 ) , 

quand T/ tend vers le point # ' . En effet, soient 5', -s" deux points 

quelconques sur r,-; notons que 

| TV(/, Q) - TV(/ , û) I ̂  I T - ( / , ^ ) - F(ar') | -h | F (x ') - T- . ( / , Q) \ ; 

i T , ( / , û ) - i T , ( / , û ) 

^ • F t ^ - ^ T , ! / , ! ! ) 
ote' cte/ 

quand T/ tend vers a?', les points *' et z" (restant dans I \ < il) tendront 

aussi vers xf; donc ( 1 5 . 16) les seconds membres ci-dessus - > o 

pour Ti->x'; la conclusion ( 1 5 . 17) découle, puisque les premiers 

membres sont des fonctions de z1, z"', cont inues , par rappor t à ces 

variables, sur le cercle fermé 1\. 
Q u a n t aux oscillations O/, OJJ, on devrait remarquer ( 1 5 . 5 e-5 d) 

que 
0 / = max(s', z" sur 1\) 

x 
(15.18) 

G(z')-G(z',) + Hi(z')-Hi(z") 

r(z",y) 

r.l™ loff-
/ F l *r{z;y) 

[le potentiel G ( . . . ) , (15.8)], 

Oy,,- é tant donné par une pareille formule. 

dy 
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/ / faut que nous notions que la sixième condition est semblable 
à une condition signalée par A. Denjoy ( D ; p. 33o-33i ) à propos 
de la totalisation simple. 
Considérons encore le cas où f(x), pas nécessairement de la 
classe [eo], satisfait aux six conditions nécessaires. Les cinq 
premières de ces conditions nous ont déjà mené à la situation décrite 
dans (15. i 4 a ) — (15. i^b). Ainsi : 

(I) Tx(f, S0) est continue sur S0— i r £ ( > F ) spécialement 
àSV-ïrj; 

(II) T . t ( / , S0) est continue sur l'ensemble ouvert il. 

Grâce à ( I ) , si x' est un point de F, on aura 

(15.19) rfXfX,= |TV(/, S » ) - T w ( / , S ° ) i<e 

pour x, € S0— lTQ
k, tel que 

r(x,x')<. o = h(x', e). 

Supposons que x' de F est un point limite des T/. Nous venons 
d'indiquer (15. 19). Dans le cas de x, avec r(x, x') <C à, n'appartenant 
pas à S 0 —2r£, il y a un cercle Tf, avant des points dans le 
cercle S(x', à), tel que x est dans Tf. Soit x° un point quelconque 
de S (x', à) sur la circonférence de r,-. On a 

dx,x>^\Tx>(f, So)~T. ro(/,.So)|+|T,o(/, S»)-Tx(f, S«)|; 

x°, x étant sur T/, il s'ensuit (15.15 6-19) que 

dx,X'^_ dxotX,-+- 0 / < e -+- O/, 

puisque x° est sur S0 — ^rjî. La sixième conséquence entraîne qu'il 
existe rj(xr, à)^>o, ->oavec<5, de sorte que 0 / < TQ(xr,6) [pour tous i 
pour lesquels 17 a des points dans S(xf, à)]; d'où dX)X'< s 4- w(x!, à); 
<5-> o avec s. Donc en tenant compte de (15.19) , on conclut 
que T a ( / , S0) est continu en x'(x' sur F , un point limite des r,-) 
spécialement à S0 ; on arrive à la même conclusion quand xr 

de F n'est pas un point limite des I\ [alors il ne nous faudrait 
qu'employer (15 . 19), à = à(xf, s), > o, suffisamment petit]. 



PROBLÈMES DE TOTALISATION. QI 

DÉFINITION (15.20). — Soit T r ,y(/, S0) (/== 1, 2), défini sur S0 

par les relations 

T;>(/, S") = ^ T * ( / , S") (sur û); 

T/>'(/> S°)= lim -—Tx(f,S") pour #' sur F, quand x, e Û — Sr?, ->#'. 

Remarquons (15. i4^) que 

(15.20 a) T/Vr(/, So) = V/(ar) pour # sur S«— Srj. 

Quand / satisfait les cinq premières conditions nécessaires, nous 

avons vu que (en employant la désignation ci-dessus) : 

(io) Ty;a;(/, S0) est continu sur S0—2X£(>F) spécialement 

àS°—Srj; 
(20 ) Ty)iC(/, S0) est continu sur l'ensemble ouvert il. 

Avec ( io), (20) au lieu de (I), (II ), en reprenant le raisonnement 

donné suivant (I), (II), enfin en utilisant la sixième condition [pour 

les oscillations Oy,/ (15.17)], on conclut que Ty5.r(/, S0) est 

continu sur F spécialement à S0. Grâce à (II), (20), & étant ouvert, 

on peut donc formuler le résultat suivant. 

THÉORÈME 15.21. — Soit [YC] S la classe de fonctions f(x) 

satisfaisant les six conséquences (conditions nécessaires afin 

que/(.r) € [<?o]) décrites ci-dessus. On a (théorème 15.12) 

(15.21 a) [ ï 5 ] 3 [ ï 6 ] o [ c 0 ] . 

Si f(x) € [ye]? il existe une fonction harmonique v{x) [15.5 c-5 d] 

de sorte que les fonctions 

(15.21 b) Tx(f, S»), TJ>x(f, So) (définitions 15.6, 15.20) 

soient continues sur S0. Sif(x)e[ya) sans appartenir à[c0], 

il peut arriver qu'il ny a pas de dérivées uniques (finies) 

gT,Y(/, b») ^j__ ^ 2 ^ en tQUt p0int dç Y. Au cas où / € [ c 0 ] ces 

dérivées existent sur F (en effet partout sur S0) et l'on aura 

( nécessairement ) 

(15.21 c) ^ - Tx(f, S») = TJiX(f> S°) partout sur So. 
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On peut appeler la condition (15 .21c) la septième (afin 
que f(x)G[c0]). Pour que une fonction f(x), définie sur le 
rectangle ouvert S0, soit de la classe [c0] il est nécessaire et 
suffisant que les sept conditions soient valables et que le flux ¢(1-) 
(rectangles I dans S0) de 

(13.21 d) F(x) = Tx(f, S») (15.21 c) 

ait une dérivée ordinaire, unique et finie, au sens de fonctions 
d'intervalle en tout point x de S0 [la dérivée étant / ( # ) ] • Lorsque 
toutes ces conditions ont lieu, F ( . r ) ( 1 5 . 2 i d) sera une fonction de 
la classe (K 0 ) , correspondant kf(x). 

Notons la relation (15 .3 b), valable sur il dans le champ de [C 0 ] . 
Dire qu'une fonction ¢(1) d'intervalle (rectangle I) , définie sur S0, 
appartient à la classe [C0] équivaut à dire que : 

— ds(x) = ^ ( I ) ( I < S ° ) a une solu-
(1) a U 

tion F(x) continue, ainsi que les \ sur S°[F(,r) sera de la 

classe ( K 0 ) ] ; 
(ii) unique et fini Der*^ existe partout sur S0(c'est-à-dire, ¢ est 

une totale (T 0 ) , sur S0 ; f(x) sera de la classe [c0]). 

En tenant compte de (15.21 a-21 d) on voit que l'opé
rateur J _ 1 ( l o . i ) est exprimable dans le champ de [C 0] par la 
formule 

(15.22) J-i<ï> = [Tv( / , So )=]T a : (Der^ , S») partout sur S*. 
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