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CORPS CONVEXES. SÉRIES LINÉAIRES. 

DOMAINES VECTORIELS; 

Par M. Paul VINCENSINL 

INTRODUCTION. 

Il esl bien connu que lorsqu'on essaye d'aborder par l'analyse les 
différents problèmes que pose la théorie des corps convexes, on se 
trouve, dès les cas les plus simples, en présence de difficultés extrê­
mement difficiles à surmonter. Ces difficultés ne doivent d'ailleurs 
pas nous étonner; elles sont, pour ainsi dire, dans l'ordre logique des 
choses. 

A partir du moment où, par l'emploi des coordonnées curvilignes 
appliquées à l'étude des propriétés des surfaces, Gauss a créé la géo­
métrie différentielle, des progrès remarquables ont été réalisés en 
matière géométrique, dont beaucoup auraient sans doute été impos­
sibles sans le secours de l'analyse. Mais, si la géométrie doit beaucoup 
à l'analyse, elle n'en a pas moins contribué à déterminer le sens du 
développement de cette dernière. Si, par exemple, la nécessité d'une 
étude des corps convexes s'était manifestée au moment où l'analyse 
cherchait sa voie, il est probable que ce développement se serait 
trouvé, de ce fait, sensiblement modifié. 

Ceci explique que certaines théories géométriques, telle précisément 
la théorie des corps convexes, résistent à un instrument analytique 
qui n'a pas été fait spécialement pour elles. 

Cette résistance a eu un double effet. Au point de vue analytique 
elle est à l'origine de notions fort importantes comme, par exemple, 
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la notion de fondions convexes. D'autre part, l'étude complète des 
inégalités entre volumes et volumes mixtes (Chap. I) semble, comme 
l'observe M. Favard [17]. devoir exiger l'élargissement de certaines 
conceptions sur le calcul des variations. 

Au point de vue géométrique, elle a suscité un ensemble brillant 
de travaux, à l'origine desquels il convient de placer les recherches de 
H. Brunn [10], prolongées par les célèbres travaux de Minkowski [33], 
et qui n'ont sans doute pas encore atteint leur plein développement. 

C'est à l'exposé de certains de ces travaux, caractérisés surtout par 
une simplicité parfois surprenante des mojens mis en œuvre, qu'est 
consacré le présent fascicule. 

Ce qui frappe aussitôt dans les différentes études géométriques 
relatives à la théorie des corps convexes, c'est le rôle primordial qu'y 
joue l'ingéniosité du chercheur. Qu'un auteur ail l'idée d'introduire 
une notion nouvelle, judicieusement adaptée à l'objet en vue, et immé­
diatement, un bond en avant est fait, qui conduit à la connaissance 
d'un grand nombre de faits nouveaux, dont certains pourraient sans 
doute être fournis par l'analyse, mais non sans grandes difficultés. 

Il ne saurait être dans notre intention de donner ici une idée com­
plète de la théorie des corps convexes. Pour un exposé d'ensemble des 
principaux résultats acquis dans ce domaine, le lecteur pourra se 
reporter, en dehors des travaux déjà signalés de H. Brunn et 
Minkowski, aux ouvrages de M. VV. Blaschke [5] , [6] , de T. Bon-
nesen [7 ], et de T. Bonnesen et \ \ . Frenchel [8] . 

Nous nous proposons seulement, conformément à l'esprit de cette 
collection, de passer en revue les notions auxquelles la théorie est 
redevable des progrès les plus importants et dont l'étude gagnerait à 
être approfondie. 

Parmi celles-ci, deux méritent spécialement de retenir l'attention; 
ce sont, la notion de série linéaire de corps convexes, déjà ancienne 
puisque son introduction remonte à H. Brunn [10], et celle, beaucoup 
plus récente (voir Rademacher [38]) de domaine vectoriel d'un 
corps convexe. 

Ces deux notions sont extrêmement riches de contenu géométrique, 
et c'est autour d'elles que gravitent la plupart des développements qui 
vont suivre. En ce qui concerne les séries linéaires, nous avons peu 
insisté sur les applications d'un caractère classique. L'étude des iné­
galités entre volumes et volumes mixtes, à laquelle il a été fait allusion 
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plus haut, est à peine mentionnée. Nous avons surtout tenu à mettre 
le lecteur en possession d'instruments nouveaux de recherche, suscep­
tibles, de par leur nouveauté même, d'orienter le chercheur vers des 
voies encore inexplorées. Nous pensons y être en partie parvenu 
par l'emploi An prolongement des séries linéaires de corps convexes 
(Chap. II), et par un emploi combiné de ce prolongement et de la 
notion de domaine vectoriel. 

En ce qui concerne les domaines vectoriels, la nouveauté du sujet 
nous a obligé à être un peu plus complet. Le meilleur moyen 
d'apprendre à utiliser un instrument et d'en discerner les avantages 
consiste à l'observer dans son fonctionnement. C'est pourquoi nous 
n'avons pas craint de reprendre certains résultats de MM. Estcrmann 
ou Ganapathi (Chap. III), lorsqu'il s'est agi de mettre en lumière 
l'élégance et la souplesse avec laquelle la nouvelle notion peut être 
maniée, ou certains autres résultats de M. B. Segre (Chap. IV) pour 
en montrer le rôle unificateur 

Mais, notre but principal est resté le même : montrer l'importance 
et l'efficacité de la notion de domaine vectoriel dans la recherche de 
résultats nouveaux. 

CHAPITRE I. 

NOTIONS FONDAMENTALES DE LA THÉORIE DES CORPS CONVEXES. 

Dans ce premier chapitre nous avons rassemblé les éléments essen­
tiels de la théorie des corps convexes. Nous y passons rapidement en 
revue les définitions et propriétés fondamentales, ainsi que les prin­
cipales notions géométriques qui se sont successivement introduites 
dans la théorie et dont nous aurons, par la suite, à faire un usage 
constant. Pour sa rédaction nous avons fait largement appel à l'ou­
vrage que T. Bonnesen a consacré au Problème des isopérimètres et 
des isépiphanes [7 ] . 

1. Ensembles convexes; corps convexes. — Envisageons, dans 
l'espace euclidien à n dimensions, un ensemble ponctuel E. L'en­
semble est dit convexe si le segment rectiligne joignant deux points 
quelconques A et B de E appartient tout entier à E. 

Si E n'est pas contenu dans un espace linéaire d'ordre inférieur 
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à 7i, la définition précédente entraîne, pour E, l'existence de points 
intérieurs. 

E peut être borné ou non, ouvert ou fermé. S'il est borné et fermé 
et si. en outre, il admet des points intérieurs, nous dirons qu'il 
constitue un corps convexe de l'espace à n dimensions. 

La frontière F d'un corps convexe est un continu [9] qui peut 
d'ailleurs contenir des variétés linéaires convexes à i, 2, . . ., /i — 1 
dimensions. 

Une droite quelconque, passant par un point intérieur quelconque 
de E, coupe F en deux points seulement, et cette condition suffit à 
assurer la convexité de E. 

L'ensemble F des points frontières d'un corps convexe est une 
figure convexe au sens que l'on attribue à ce mot en géométrie élé­
mentaire dans les expressions courbe ou surface convexe, mais ce 
n'est pas un corps convexe au sens précédemment défini en raison de 
l'inexistence de points intérieurs. 

2. Plans d'appui. — Une variété plane P à n — 1 dimensions, 
issue d'un point frontière d'un ensemble quelconque E, est dite plan 
d'appui de E, si elle laisse dans un même demi-espace fermé tous 
les points de E. Il résulte de cette définition que les points d'un 
ensemble situés dans un plan d'appui ne peuvent être que des points 
frontières. On démontre qu'en chaque point frontière d'un ensemble 
convexe il existe un plan d'appui au moins. 

L'existence d'un plan d'appui au moins en chaque point de la 
frontière F d'un ensemble E suffit à assurer la convexité de E, sous 
la condition expresse que E admette des points intérieurs. Si E est un 
corps convexe de l'espace à n dimensions, les deux ensembles E et F 
ont les mêmes plans d'appui sans que F soit un corps convexe de l'es­
pace à n dimensions au sens du numéro 1. 

L'étude des plans d'appui aux différents points de la frontière d'un 
corps convexe conduit à envisager, sur cette frontière, n classes de 
points : les points de classe un par lesquels passe un seul plan d'appui, 
et les plans de classe p(i<p^n) par lesquels passent oo/'"1 plans 
d'appui. 

La première classe de points existe toujours et constitue un 
ensemble d'aire positive. L'ensemble (éventuel) des points apparte­
nant aux classes restantes à une aire nulle. 
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Pour un tétraèdre de l'espace à trois dimensions, par exemple, les 
points de classe un sont les points intérieurs des faces, les points de 
classe deux sont les points intérieurs des arêtes, les points de classe 
trois sont les sommets. 

Le Mémoire de M. J. Favard Sur les corps convexes [17] contient 
une étude très complète sur les plans d'appui et la classification des 
points frontières. 

Si tous les points de la frontière d'un corps convexe sont de classe 
un, l'unique plan d'appui en chacun de ces points est le plan tangent 
au sens habituel. 

Tout corps convexe admet deux plans d'appui parallèles à toute 
variété plane à n — i dimensions; la distance de ces deux plans est 
une largeur du corps. 

On trouvera, dans un Mémoire de M. A.-E. Mayer [32], consacré 
à un essai de généralisation de la notion de convexité, consistant à 
substituer (si l'on se borne aux figures planes) au concept du segment 
rectiligne compris entre deux points quelconques d'un ensemble 
ponctuel celui A'arc unitaire (arc prélevé sur une courbe convexe 
fermée et centrée dite courbe unitaire), une analyse approfondie de 
la qualité d'appui des corps convexes, et de ceux qui jouissent de la 
propriété de convexité élargie, dits superconvexes. 

Pour les figures superconvexes planes on est conduit à substituer 
aux droites d'appui des courbes unitaires d'appui. 

Le Mémoire de M. Mayer contient quelques résultats sur la possi­
bilité d'extension de la notion de superconvexité à l'espace à n dimen­
sions, et appelle de nouvelles recherches sur ce sujet. A propos de la 
superconvexité plane on peut voir aussi [45] . 

En ce qui concerne la classification des points frontières, signalons 
ici un travail de M. G. Duraud [11], portant sur une généralisation 
des surfaces convexes de l'espace à trois dimensions, et dont il 
semble possible d'étendre les résultats aux espaces d'ordre supé­
rieur. 

3. Fonctions convexes. — Dans la théorie des corps convexes telle 
qu'elle a été développée par Minkowski, une classe particulière de 
fonctions convexes joue un rôle essentiel. 

Considérons un corps convexe quelconque C de l'espace euclidien 
à n dimensions, et soit M(# ' , #- \ . . ., xn) l'un quelconque de ses 
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points. Une fonction <p(#', x1,. . ., xn) est convexe dans C si l'on a 

, N / x\ -h x\ x\ -h #3 x'{ -h tf'.J \ 

^?(*1> ^îi •••> *?) + " ? ( 4 *a> •••, #a)> 

(#<) e t (^o) étant deux points arbitraires de C. 
Si l'on change le sens de l'inégalité dans (1) on définit une fonction 

concave. 
Les fonctions convexes considérées par Minkowski jouissent des 

propriétés spéciales suivantes : elles sont positivement homogènes 
et du premier degré ; en outre, cp (o, o,. . . , o ) = o, et <p (x ', x~,... ,xn) > o 
pour un ensemble de valeurs non toutes nulles des (xl). 

Le fait que la fonction ®(x{, x- xtl) est positivement homo­
gène consiste en ce que l'on a 

(2) o(kx^ A#2, . . . , Ax") = ko(x*, a?2, . . . , xn) 

pour tout nombre positif k. 
Moyennant ( 2 ) la condition générale ( 1 ) de convexité peut se mettre 

sous la forme 

( 3 ) ? (* ] -» -?a , x^-hx*, . . . , x'j-hxq) 

(2) montre d'ailleurs que, l'origine des coordonnées étant un point 
intérieur de C, si cp est définie dans C. elle l'est dans tout l'espace. 

4. Fonction de distance d'un corps convexe. — L'origine O d'un 
système d'axe de coordonnées rectangulaires étant à l'intérieur d'un 
corps convexe C. soit M(xu # 2 , . . ., xn) un point distinct de O. La 

demi-droite OM coupe la frontière F de C en un point unique 
M!(x\, #0, . . ., x'n) distinct de O. On a 

OM Xi x* xn 

ws = A = i ; =---= TH
 =/{Xi'** •••'Xn)> 

et nous poserons 
/ (o , o, . . . . 0) = 0. 

La fonction f(x^ x2,. . . ,xn), définie dès que le corps G est donné, 
est ce que Minkowski a appelé la fonction de distance du corps. Les 
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points intérieurs du corps sont définis par l'inégalité 

/ O , , xi9 . . . , xn) < i ; 

ceux de sa frontière F sont définis par l'équation 

f(x1: Xi, . . . , Xn) = I. 

La fonction / j o u i t des propriétés indiquées au numéro précédent, 

à savoir : 

f 1° f(X\, Xi, .. ., Xfl) = 0 pour Xi= X-i = . . . = Xn = O, 

) f(xi, Xi, . . . , x„)>o pour (xu Xi, ..., x„)^(o, o, ...,o)y 

I 2° / ( # 1 , #2, . . . , xn) est positivement homogène et de degré un, 

[ 3° / ( x \ , #2? . . . , #/i) est convexe. 

Les deux premières propriétés sont évidentes ; la troisième s'établit 

sans peine [ 7 ] . 
Réciproquement, toute fonction f{xx, x2,. . . , xn) possédant les 

propriétés (4 ) définit un corps convexe de l'espace euclidien à 
n dimensions. 

5. Fonctions d'appui. — C étant un corps convexe supposé 
d'abord contenir l'origine O des coordonnées, soit 2 la sphère uni­
taire de centre O. Désignons par 7r et P deux plans d'appui parallèles 
de 2 et C, et supposons que ces plans soient également situés, cette 
dernière expression signifiant que, si l'on soumet 2 à l'une des trans­
lations amenant TU en coïncidence avec P, après la translation, C et 2 
sont situés, par rapport à P, dans un même demi-espace. 

7i admet un seul point d'appui w, que l'on peut regarder comme 

l'image de P. La distance algébrique du point O au plan P, comptée 

positivement dans le sens du vecteur Oco (cette distance est constam­
ment positive dans l'hypothèse où nous nous sommes placés : O inté­
rieur à C) , est une certaine fonction univoque, H(co), du point w, 
dite fonction d'appui de C, dont la connaissance détermine C. 

Pour avoir les conditions nécessaires et suffisantes auxquelles doit 
satisfaire une fonction H(w) , du point co de la sphère unitaire 2 , pour 
être la fonction d'appui d'un corps convexe, désignons par aK, a 2 , . . . , a n 

les coordonnées cartésiennes d'un point quelconque w de la frontière 
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de 2 (a]-\-a\-\-..^-+- a^ = i) , posons 

x, 

"7 2*' 
z = l 

et envisageons, avec Minkowski, la fonction H(J?< , # 2 . . . , #,,) définie 
par l'égalité suivante : 

3e(#i, a?j, . . . , # „ ) = 4 / ^ a ^ . H ^ , «2, . . . , or*). 

Si H est la fonction d'appui d'un corps convexe contenant l'origine, 
on a évidemment 3t(o, 0 , . . . , 0 ) = 0, et il est facile de vérifier [7] 
que St(x\. # 2 , . . ., xn), que nous appellerons fonction d'appui de 
Minkowski pour éviter la confusion avec la fonction d'appui H(w) 
déjà définie, appartient à la famille des fonctions convexes définies 
par les propriétés (4) du numéro 4. 

Réciproquement d'ailleurs, toute fonction 3t (xA, x2, . . . , x„) 
jouissant des propriétés (4) peut être regardée comme la fonction 
d'appui de Minkowski d'un corps convexe. 

Si l'origine n'est pas à l'intérieur de C, une translation des axes 
montre que la fonction d'appui de Minkowski est à remplacer par 

9C(x\, #2, . . . , xn) = 2Z\(x\, # 2 , ..., xn) -\- m^xx-h m*Xi-h.. .-+- mnxn> 

où mu ra2, . . . , mn sont des constantes et où SZK jouit des pro­
priétés (4). Dans tous les cas, le corps convexe est l'enveloppe du 
plan 

X] Xi -+- r 2 X 2 H- . . .-H Xn\n = 2C(Xi, X2, . . . , xn), 

où les xt sont des variables arbitraires. 
Ajoutons que, suivant que l'on considère une fonction vérifiant (4) 

comme fonction de distance ou comme fonction d'appui de Min­
kowski, on obtient deux corps convexes dont les frontières sont 
polaires réciproques par rapport à la sphère du rayon un centrée à 
l'origine des coordonnées. 

6. Séries linéaires de corps convexes. — La connaissance de deux 
corps convexes (non congruents par translation) entraîne immédia­
tement la connaissance d'une infinité de corps convexes nouveaux. 
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Soient Ci et C2 deux corps convexes quelconques, Hj et H2 deux 
plans d'appui de C, et C2, parallèles et également situés. Consi­
dérons le plan H, parallèle à Hi et H2, et tel que le rapport algé­
brique de ses distances à H4, H2 soit un nombre négatif fixe \ 
(H est situé entre H, et H2). Lorsque Hi et H2 varient en enve­
loppant respectivement d et C2, H enveloppe un certain corps 
convexe C, en restant situé, par rapport à C, comme H< et H2 par 
rapport à G\ et C2. L'ensemble des corps convexes obtenus en 
donnant à ). toutes les valeurs possibles constitue une série linéaire 
de corps convexes; Ci et C2 sont les éléments extrêmes de la série. 
Il est clair que si l'on imprime à C< ou C2 une translation déter­
minée, l'ensemble des oo1 corps de la série linéaire se trouve simple­
ment déplacé par translation. 

Si les fonctions d'appui de Ct et C2 sont H4(w) et H2(w)r la 
fonction d'appui du corps générateur de la série est 

Si l'on pose 

on peut écrire 

H ( t o ) = H l M - X H i ( i o ) > 

X = — - ^ (xu X2^0) XA-hX2=l), 
X\ 

H = iCiHi-i-^îHs. 

D'une façon générale, considérons m corps convexe G<, C2, ..., Cm, 
de fonctions d'appui respectives H1? H2, . . ., Hm; la fonction 

H = ^ I H 1 H - ^ 2 H 2 - I - . . .-h xmUm 

(Xi, x2, . . . , xm ^ o ; Xt H- Xi -4-. . . H- xm = i) 

définit un corps convexe, et l'ensemble des oo"1"1 corps obtenus en 
donnant à xK, #2 , . . ., xm, toutes les valeurs possibles constitue la 
série linéaire définie par C4, G2, . . ., Cm. Une translation quel­
conque des corps Ci ne fait que déplacer par translation les corps de 
la série. 

7. Approximation d'un corps convexe par des polyèdres convexes. 
— Soit H (w) la fonction d'appui d'un corps convexe C contenant 
l'origine à son intérieur. Divisons l'espace en un réseau de cubes (à 
n dimensions) d'arête d par des hyperplans parallèles aux hyperplans 
de coordonnées, et considérons l'ensemble E constitué par ceux de 
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ces cubes qui ont un point commun au moins avec C. Désignons par 
Ci le plus petit corps convexe contenant E; c'est un certain polyèdre 
dont nous désignerons la fonction d'appui parH^co). G étant évi­
demment intérieur à C, on a H(&>)<H l(w); d'autre part, la distance 
de deux plans d'appui parallèles et également situés de C et Ci est au 
plus égale à la diagonale des deux cubes subdivisionnaires (d^n); 
on peut donc écrire 

(5) H(o))<H1(w)$H(a))H-rfv^. 

p étant le rayon d^une sphère centrée a l'origine et complètement inté­
rieure à C, on a H(w) > p. et (5) peut encore s'écrire 

(6) H ( « ) < H i ( B ) < H ( M ) ( i + ^ ) . 

Le polyèdre C2, homothétique de C, par rapport à l'origine dans 

le rapport i : ( i H U est intérieur à C car on a 

Htr«) = Jîi^L<H(W). 
d\In 

in — 
P 

Lorsque rf->o, Ct et G2 tendent l'un vers l'autre et leur limite 
commune est G. 

La possibilité d'approximer un corps convexe C par des suites de 
polyèdres intérieurs et extérieurs deux à deux homothétiques a été 
mise en évidence par Minkowski; elle permet de définir les étendues 
superficielle et spatiale d'un corps convexe à partir des mêmes notions 
relatives aux polyèdres. 

8. Périmètre, surface et volume d'un corps convexe. — On doit à 
Cauchy une expression remarquable du périmètre L d'un corpj> 
convexe plan C. B(0) étant la mesure de la projection orthogonale 
de C sur une droite D faisant l'angle 0 avec un axe fixe O x [largeur 
de C dans la direction 0], on a 

(7) L=iy*B(6)dB. 

Pour un segment de droite de longueur L, P(0) désignant la 
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mesure de la projection du segment sur D, on voit aussitôt que 

l'on a 
27Ï 

(8) L = Z \ J P(8)rf6-

Pour un polygone quelconque on a la même formule (8), P(0) 
représentant la somme des valeurs absolues des projections ortho­
gonales des côtés sur D. Si le polygone est convexe, P(0) = 2B(0), 
et la formule (8) donne (7). La considération des polygones d'ap­
proximation étend (7) à un corps convexe quelconque. 

Il est a noter que si C n'est pas convexe, pour toutes les directions 
d'un certain angle au moins, on a P(0) > 2B(0), et par suite 

1 rlu 

L > -I B(6)d8. 

En appliquant la formule (7) aux courbes orbiformes (limitant 
des corps convexes de largeur constante a ) , on constate que toutes 
les orbif or mes de même largeur a ont même longueur h = i:a. 

Une formule analogue (7) vaut pour la surface S de la frontière 
d'un corps convexe. Si a est la mesure de la projection du corps sur 
un plan P [travers extérieur du corps relatif à P ] , et si du est 
l'élément superficiel de la sphère unitaire entourant l'image de P, 
on a 

S = — / a dm. 
« J 

Pour tou t corps non convexe on a 

S > — / <J du. 

Rappelons enfin la formule qui donne le volume d'un corps convexe 
quelconque 

<9) \ =jfR(u)dS, 

où n est le nombre de dimensions de l'espace, dS la mesure de 
l'élément de frontière entourant le point d'image sphérique w, et 
H(co) la fonction d'appui du corps. 

9. Les principaux éléments géométriques attachés aux figures 
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convexes. — Les éléments dont il va être question seront définis 
pour des ensembles ponctuels quelconques fermés et bornés, mais, 
dans la suite, nous n'aurons à les utiliser que dans le cas des,corps 
convexes. 

Épaisseur et diamètre. — Considérons un ensemble ponctuel 
plan E, fermé et borné, et contenant des points intérieurs. La largeur 
de l'ensemble (largeur de la plus petite bande, limitée par deux 
droites d'appui parallèles à une direction donnée, contenant l'en­
semble) admet un maximum D et un minimum d. D et d sont,, 
respectivement, le diamètre et l'épaisseur de l'ensemble. 

Si E est convexe, il nous arrivera d'appeler diamètres de E les 
droites joignant les différents couples de points en lesquels les 
droites d'appui sont parallèles. Il ne saurait y avoir de confusion 
entre deux éléments, dont l'un est métrique et l'autre purement 
géométriq ue. 

Cercles inscrit et circonscrit. — Envisageons l'ensemble des cer­
cles ayant pour centres les différents points de E et dont tous les 
points appartiennent à E; cet ensemble est borné et fermé; le rayon p 
d'un cercle quelconque de l'ensemble a un maximum r effectivement 
atteint; le cercle (c) [éventuellement les cercles (c)] de l'ensemble, 
de rayon r, est appelé cercle inscrit dans E. 

On démontre sans peine [7] que si un arc de (c) contient tous les 
points communs à (c) et à la frontière de E (en nombre au moins 
égal à 2), cet arc n'est pas moindre qu'une demi-circonférence. 

La considération de l'ensemble des cercles centrés aux différents 
points du plan et contenant à leur intérieur ou sur leur circonférence 
tous les points de E, conduit à la notion de cercle circonscrit à E. 
C'est le cercle (C) de l'ensemble dont le rayon R est minimum. Ce 
cercle est toujours unique; les points communs à (C) et à E sont sur 
la frontière de E, leur nombre est au moins égal à deux, et si un arc 
de (C) les contient tous il n'est pas moindre qu'une demi-circonfé­
rence. 

Couronne circulaire minima. — Reprenons l'ensemble E, et con­
sidérons les couples de cercles concentriques (C) et (c), de rayons 
respectifs R et r, tels que tous les points de E soient à l'intérieur de 
(C) ou sur (C), tandis que tous les points situés à l'intérieur de (c) 
sont intérieurs à E. 
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La quantité R — r n'est pas bornée supérieurement et est toujours 
positive ou nulle; elle a un minimum effectivement atteint; les cercles 
fournissant ce minimum déterminent une couronne circulaire 
d'épaisseur minima attachée à l'ensemble. Chaque cercle d'une telle 
couronne a au moins deux points sur la frontière de E et, si E est 
convexe, la couronne minima est unique [7] . 

Toutes les notions qui viennent d'être introduites s'étendent d'elles-
mêmes aux ensembles fermés et bornés d'un espace euclidien à un 
nombre quelconque de dimensions. 

10. Aire mixte de deux figures convexes planes. — Soient G< etC* 
deux figures convexes fermées et bornées d'un même plan, Hj et H^ 
les distances algébriques (voir le n° 5) d'un point fixe O du plan à 
deux droites d'appui parallèles et également situées T\ et T2 de C* 
et C2, dh{ et dL2 les éléments linéaires correspondants décrits sur 
les frontières de C| et G2 par les points d'appui de T1 et T2 . 

Les aires de C, et G2 ont respectivement pour expressions 

les intégrations étant étendues aux contours de C1 et G2. 
Envisageons la droite T, parallèle à T, et T2 , définie par 

H = ^ i H i + ^ ) H2 (Xi, x2^.o; Xi-h Xt = i); 

elle enveloppe une figure convexe C de la série linéaire déterminée 
par C, et C2, série que, dans toute la suite, nous désignerons par 
[C,, C,]. 

L'aire S de C a pour expression 

S = - / (XiHi-h X2H2)(xl dhi-^r- x2dh2) 

^xzf^Ht du+-Xxx2 r y^Ht^u-t- / ^ ^ ^ 1 + ^ f * H3<*L2. 

On vérifie simplement que 

f^HidL2= r±H2dLi. 

La valeur commune de ces intégrales est ce que Minkowski a 
appelé l'aire mixte de C i et G2. Si l'on désigne cette aire mixte par 

MBMORIAL DBS 9 C . M ATP. — N" 9 4 . Q 
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S4 , on a 

(IO) S = iC? S0-+- 2# i# 2 Si -4 - X%S2. 

11. Aire mixte de deux surfaces. — Soient C< et C2 deux corps 
convexes de l'espace, Hi et H2 les distances algébriques d'un point 
fixe O à deux plans d'appui parallèles et également situés T< et T2 

•de Ci et C2, dS0 et dS2 les éléments d'aire décrits par les points 
d'appui de T4 et T2 sur les frontières de C< et C2. 

Le plan T, parallèle à T4 et T2 dont la fonction d'appui est 

H = x\ Hi + x2H2 (xi, x2^.o; Xi-\-x2 = i), 

onveloppe un corps C de la série linéaire [Ci, C2] . 
L'élément d'aire de la frontière de C correspondant à rfS0, rfS2 a 

une expression de la forme 

dS = X\ Û?S0-h IXyXt rfSi -+- x\ dS2, 

où rfS, est un certain élément différentiel que nous interpréterons 
comme une aire. 

La surface de C est donnée par la formule 

S = x\ S0 -h 2 Xi X2 Si -h X\ S2. 

Sj est Y aire mixte des surfaces de d et G2. 
Minkowski a montré [33] que l'aire mixte S4 de deux figures 

convexes planes C,, C2 et les aires S0, S2 de ces deux figures, aussi 
bien d'ailleurs que l'aire mixte de deux corps convexes quelconques 
de l'espace et les surfaces de leurs frontières, sont liées par l'inégalité 

le signe d'égalité exprimant une condition nécessaire et suffisante 
pour que Ci et G2 soient directement homothétiques. 

De là résulte le théorème importent suivant dû à Hermann Brunn : 

Lta racine carrée de l'aire S du corps générateur C de la série 
linéaire [C<, C2] est une fonction concave de xK (ou de x2). La 

fonction \J b est linéaire M C, et C2 sont directement homothé­
tiques et dans ce cas seulement. 
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Si l'on tient compte de ce que xK + x2 = i, on a en effet 

—— = — — - = ^ 2 { f f i ( S 0 — S ! ) - + - a ; a ( S i — S 2 ) l , 
dxi dx2 

r/2S d*S c C N 

dx~i = dï* - K S . - ' S . + so, 
^y/S _ ^y/S S0S2-S? 
ôx\ ~~ dx\ ^ 

et l'inégalité de Minkowski montre que y/S est une fonction concave, 
sauf si S* = S0S2 (corps d et C2 directement homothétiques), 
auquel cas la fonction est linéaire. 

12. Volumes mixtes de deux corps convexes. — Envisageons, 
dans l'espace euclidien à n dimensions, deux corps convexes que, 
pour plus de commodité, nous désignerons par Cn et C/4. Soient 
H0 et H^ les distances algébriques d'un point fixe O à deux hyper­
plans d'appui parallèles et également situés, T0 et T7I, de C0 e tC«. 
L'hyperplan T. parallèle à T0 et Tn, situé entre T0 et T„. défini par 
H = >iH0-f-pll„ (X,/JL>O, X 4 - p = O, enveloppe le corps convexe 
Cxu. de la série linéaire [C0 , C«]. 

Le volume V>a de GAll a une expression de la forme 

vAH = x«v0+ c^x^-vv,-!- cax«-v*v*+...+ c»-' x^-1 v„_,-i- ^v,,, 

où les CJ
L sont les coefficients de la formule du binôme, V0 et Vn les 

volumes respectifs des corps extrêmes C0 et Cn de la série, et où 
Vj, V2, . . . , Vn_i sont ce que Minkowski a appelé les volumes 
mixtes des deux corps C0, C*; V< est le premier volume mixte, 
V/î_, le dernier. 

Les volumes mixtes s'expriment par certaines intégrales (voir 
l'Ouvrage de T. Bonnesen [7 ] , ou le Mémoire de M. Favard [17]). 

Nous indiquons seulement ici les expressions du premier et du 
dernier volume mixte 

l Vn-l=
}
nj HodSn, 

où dS0 eldSn désignent les éléments d'aire des frontières de C0 et G» 
aux points d'appui de T0 et T„. 
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Il existe entre les volumes V0, Vn de C0 , Cn et les volumes mixtes 
V<,V2 , . . . , V r e _ i , des relations d'inégalité très importantes, sur 
lesquelles Minkowski a fondé toute sa théorie des corps convexes. 
L'étude complète des inégalités de Minkowski et de celles qui peuvent 
en dériver est loin d'être faite, et son intérêt, comme le fait observer 
M. Favard [17], dépasse de beaucoup la théorie des corps convexes. 

Il n'est pas dans l'esprit de ce fascicule d'entrer dans le détail de 
cette étude. Nous nous bornerons à indiquer les deux inégalités sui­
vantes, que nous aurons à utiliser dans la suite : 

( (Vi)" ^V„(V0)"-S 
{l2) \ (V,_ 1 )^Vo(Vw )"- ' , 

où les égalités ont lieu si les corps C0 et C^ sont homothétiques et 
dans ce cas seulement. 

Nous signalerons aussi que le théorème de H. Brunn, établi au 
numéro précédent, s'étend aux volumes des corps des séries linéaires 
de corps convexes de l'espace à n dimensions : 

Vx^ étant le volume du corps générateur de la série [C<M Cn], 

y Vxjx est une fonction concave de X (ou de /JL) [ 7 ] . 

Tout récemment, M. W . Frenchel a donné une importante géné­
ralisation de cette proposition, concernant les séries linéaires définies 
par plusieurs corps convexes de l'espace à n dimensions [19*]. 

CHAPITRE II. 

PROLONGEMENT DES SÉRIES LINÉAIRES DES CORPS CONVEXES. 

13. Séries linéaires prolongeâmes. — Soient C et C' deux corps 
convexes, de fonctions d'appui respectives H(w) et H ' (G)) , limités 
par deux hypersurfaces convexes fermées et bornées S et S'. 

P et P ' étant deux hyperplans d'appui, parallèles et également 
situés, de C et C', envisageons l'hyperplan Px, parallèle à P et P'. et 
dont le rapport algébrique des distances à P et P' est un nombre 
fixe X. P\ enveloppe une certaine hyper surface fermée et bornée S>. 
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Si X<o, Sx est convexe et l'ensemble des corps C> limités par les 
Sx successives constitue la série linéaire [C, G']. 

Si X >* o, Sx peut être convexe ou non. Si, pour toutes les valeurs 
de X comprises entre -+- oo et une valeur X1 supérieure à un, Sx limite 
un corps convexe. CA, tel que Px soit situé, par rapport à CA, comme 
P et P' par rapport à C et G, la série [C, G] sera dite prolongeable 
dans le sens C - ^ C , jusqu'au corps Cxt-

Si, dans les mêmes conditions, pour toutes les valeurs de X 
comprises entre o et X2 (X2<< i), SA limite un corps convexe, la série 
[C, C'] est prolongeable, dans le sens C'->C, jusqu'au corps Cx,. 

Si X<(ou X2) = 1, la série est indéfiniment prolongeable dans le 
sens Ci -> C. 

Lorsque les hypersurfaces frontières S et S' des corps extrêmes de 
la série [C, C'] sont douées d'un hyperplan tangent continu et de 
n — 1 rayons de courbure principaux finis et non nuls, le prolonge­
ment de la série est toujours possible dans les deux sens. 

Ce résultat est à peu près évident, et tient à ce que, des prolonge­
ments suffisamment petits de la série effectués soit au delà de C soit 
au delà de G. conservent les signes des rayons de courbure princi­
paux du corps qui réalise le prolongement ainsi que les positions du 
corps par rapport aux différents hyperplans tangents. 

Le prolongement indéfini est possible dans un sens au plus, à 
moins que C et G ne soient congruents par translation, auquel cas 
il l'est évidemment dans les deux sens. 

\ht. Condition de prolongeabilité indéfinie. Cas du plan. — Nous 
allons, en vue d'applications ultérieures, déterminer les conditions 
précises de prolongement indéfini dans un sens, d'une série linéaire 
de corps convexes. 

Soient d'abord C et C, deux corps convexes d'un même plan dont 
les frontières admettent en chaque point une courbure finie. En 
déplaçant au besoin l'un des corps par translation (ce qui ne modifie 
pas les corps de la série [C, C,]) , nous pouvons amener l'origine O 
d'un système d'axes de coordonnées rectangulaires Ox. Oy à être 
intérieure aux deux corps. Ceux-ci seront alors définis tangentielle-
ment par les deux équations 

x cosç -hy sin? —p (o), 

#cos? -t-jKsin9 = ^ ( 9 ) . 
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/*(?) e t P*(9) [fonctions d'appui de C et C*] sont des fonctions 
périodiques (de période 2 7r) vérifiant les conditions 

P ( ? )>o , p ( ? ) H - / > W ( Ç ) > O , 

- -+- <p est l'angle que font, avec Ox, deux tangentes parallèles et 

également situées, T et T1? aux frontières des deux corps. 
Le rayon de courbure de la frontière du corps C> ( X > i ) , de 

fonction d'appui 

a pour expression 

p ( ? ) = .(9)-H^(?)= ( i ,-4-y)~\ ( / ,^ />' ) = r ( ? ) ~ \ r > ( 9 ) . 
I — A I — À 

où r et rA sont les rayons de courbure des frontières de C et d. 
Cx sera convexe, et appartiendra au prolongement de la série 

[C, Cj] dans le sens C-^C, , si l'expression précédente reste con­
stamment positive. Les pressions de p -\-pv et/?f -f- p\ étant par hypo­
thèse positives, on voit que l'on pourra commencer le prolongement, 
et le poursuivre, jusqu'à ce qu'on ait atteint le corps T, défini par une 

valeur de X égale au maximum du rapport — des rayons de courbure 

des frontières de G et C, en deux points correspondants. 
Pour que l'on puisse prolonger indéfiniment la série [C, C* ] dans 

le sens G-^Cj, il faut et il suffit que l'ont ait constamment — < i , 
* r\ — 

c'est-à-dire, qu'en un couple quelconque de points correspondants, 
le rayon de courbure de la frontière de C ne dépasse pas celui de 
la frontière de G \. 

Le prolongement indéfini dans le sens Ci -** C exige — > i. 

Le prolongement indéfini dans les deux sens n'est possible que si 
l'on a simultanément 

ce qui entraîne r=i\ cn chaque couple de points homologues, et 
exige que C et d soient congruents par translation. 

La condition < i en chaque couple de points homologues est 
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évidemment remplie, et la série [G, Ci] est indéfiniment prolon­
geable dans le sens C-->Ci, si le rayon de courbure maximum de G 
est inférieur au rayon de courbure minimum de Ci. 

15. Cas de l'espace. — Les résultats du numéro précédent se 
généralisent. Le mémoire [48] étudie les conditions de prolongea-
bilité, limitée ou indéfinie, de la série linéaire définie par deux corps 
convexes C et G' de l'espace à trois dimensions, limités par des 
surfaces S et S', admettant en chaque point deux rayons de courbure 
principaux finis et non nuls. 

La méthode employée en [48], qui fait intervenir les propriétés 
de la congruence formée par les droites joignant les différents couples 
de points homologues (même représentation sphérique) sur S et S', 
s'étend aux séries linéaires de corps convexes de l'espace euclidien 
à n dimensions limitées par des corps dont les hypersurfaces fron­
tières S. S' admettent, en chaque point, n — i rayons de courbure 
principaux finis et non nuls. Le résultat général est le suivant : 

Pour que la série [C, C ] soit indéfiniment prolongeable dans le 
sens C ->• C', il faut et il suffit que, pour tout couple de sections de S 
et S' par deux variétés planes parallèles à deux dimensions, issues de 
deux points homologues quelconques M, M', le rayon de courbure 
de la section de S en M soit inférieur à celui de la section de 
S' en M'. 

Cette condition n'est d'ailleurs pas autre chose que la condition 

nécessaire et suffisante, pour qu'après les différentes translations 

MM' appliquées à C, tous les points de C appartiennent à G'. 
La condition de prolongement indéfini dans le sens C - > C est 

évidemment remplie si la valeur du maximum, sur S, du plus grand 
rayon de courbure principal en chaque point, valeur que nous appel­
lerons le rayon de courbure principal maximum sur S, est infé­
rieur au rayon de courbure principal minimum sur S'. Ce cas es 
celui où S peut rouler librement à l'intérieur de S'. 

Ce qui précède conduit à la remarque suivante : 
Si trois corps convexes C,, C2, C3 déterminent deux séries linéaires 

[Ci , C 2 ] , [C2 . C3] indéfiniment prolongeables dans les sens respec­
tifs C , ->C 2 et C a -*C 3 , la série [Ci, d] est indéfiniment prolon­
geable dans le sens Ci -> G3. 

Désignons, en effet, par M,, M2, M3 un système quelconque de 
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trois points de même image sphérique sur les frontières des trois 

corps. La translation MiM2 amène Ci à l'intérieur C2, et la transla­

tion M2M3 amène C2, et par suite Ci à l'intérieur de C t. La prolon-

geabilité indéfinie de la série linéaire [Ci, C 3 ] , dans le sens Ci ->C 3 , 

résulte alors d'une remarque antérieure. 

16. Quelques exemples de séries linéaires indéfiniment prolon­
geantes. — Si C' est homothélique direct de C dans une homothétie 
de centre O et de rapport k > 1, le prolongement indéfini de la série 
[C, C ] est possible dans le sens C - > C 

Dans le sens inverse on ne peut prolonger la série que jusqu'au 
corps Ci (voir les notations du numéro 13), qui se réduit au point O. 

A 

Les corps Cx ( T ^ ^ ^ O ) sont bien convexes, mais ne prolongent 

pas la série [C, C ] , dans le sens C ' - ^C , au delà du point O. Cela 
tient à ce que le plan P, qui enveloppe CA, n'est pas situé, par rapport 
à Gt, comme P et P' par rapport à C tA G 

Un autre exemple simple, de séries indéfiniment prolongeantes 
dans un sens, est fourni par deux corps convexes dont les frontières 
sont des hypersurfaces parallèles. Deux tels corps déterminent une 
série indéfiniment prolongeable dans le sens qui va de la frontière 
intérieure vers la frontière extérieure. 

L'exemple précédent est un cas particulier du suivant, dont l'im­
portance apparaîtra au Chapitre IV, et qui permet de construire une 
série linéaire indéfiniment prolongeable dans un sens, à partir de 
deux corps convexes arbitraires C. G dont les frontières S, Sr 

admettent, en chaque point, n — 1 rayons de courbure principaux 
finis et non nuls. 

C restant fixe, amenons, par translation, la frontière S' de G, à 
être tangente extérieurement à la frontière S de C Si nous impri­
mons alors à G' une translation (à n — 1 paramètres), au cours de 
laquelle S' ne cesse de rester tangente extérieurement à S le point de 
contact décrivant S en entier, S' enveloppera une certaine hypersur-
face a limitant le corps 2 réunion de C et des 00"""' positions de G. 

On démontre aisément [49] que 2 est convexe. Si l'on observe en 
outre que chacune des oo"-1 translations, qui amènent S' à être tan­
gente extérieurement à S, réalise le contact de S' et de cr par la coin-
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cidence de deux points de même image sphérique, on voit qu'après 

les différentes translations M/|UL(M/ et/JL étant deux points quelconques 
de même image sphérique de S' et 2) tous les points de C' appar­
tiennent à 2 . Il résulte de là (voir le numéro 15) que les deux corps 
convexes C' et 2 définissent une série linéaire [ C , 2 ] indéfiniment 
prolongeable dans le sens G' -^ 2 . 

Si C' est un corps de largeur constante, la frontière Œ de 2 est 
parallèle extérieurement à celle de C, et l'on retrouve le deuxième 
exemple. 

Dans le cas où G' est doué d'un centre de symétrie, le corps 2 qui 
vient d'être associé au couple de corps convexes C, G est susceptible 
d'une ^définition simple. Le corps somme de deux corps convexes C 
et G de fonctions d'appui respectives H(w) et H'(to) étant le corps 
convexe de fonction d'appui H(co)-f- H'(co), et Phomothétique d'un 
corps quelconque C dans une homothétie de rapport k étant désigné 
par /rC, 2 est alors la somme des deux corps C et 2 C . 

Si l'on suppose en effet (ce qui est indifférent) que G ait son 
centre au centre O de la sphère image, la largeur A(w) de G' relative 

à la direction Oco est 2H'(co). Or, la construction même de 2 prouve 
que la fonction d'appui de 2 est H(w) 4- A(w), soit H(co) + 2H'(w). 
Cette fonction d'appui est celle du corps somme de C et de 2G' con­
formément à la proposition énoncée. 

Ajoutons ici que si A(w) et A'(GJ) sont les largeurs de deux corps 
convexes quelconques C et C', relatives à une même direction, la 
largeur du corps Cx de la série [C, G] (ou de l'un des corps de la 
série prolongée) est 

A - XA' 
A A = - - — r - ' 

CHAPITRE III. 

LES DOMAINES VECTORIELS DES CORPS CONVEXES. 

17. Définition et premières propriétés du domaine vectoriel d'un 
corps convexe. — Considérons, dans l'espace à n dimensions, un 
corps convexe quelconque C. O étant un point fixe quelconque de 
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l'espace, menons par O les vecteurs équipollents à tous les vecteurs 
ayant pour origine et pour extrémité deux points quelconques de C. 
Les extrémités de ces vecteurs remplissent une certaine région A de 
l'espace dite [38] domaine vectoriel du corps C. A est convexe [44] 
et admet évidemment O pour centre de symétrie. 

Si C admet un centre de symétrie, A est homothétique de C dans 
une homothétie de rapport 2, de sorte qu'un corps convexe centré est 
complètement défini (si l'on néglige une translation) parla connais­
sance de son domaine vectoriel. 

On déduit immédiatement de la définition précédente la génération 
suivante du domaine vectoriel d'un corps convexe C. Déplaçons Cpar 
les différentes translations qui amènent un point quelconque de sa 
frontière à passer par le point fixe O ; nous obtenons ainsi un ensemble 
deoo' /_l corps convexes congruents à G. La région de l'espace remplie 
par ces oc/1-1 corps est précisément le domaine vectoriel A de C 

Supposons que la frontière de C soit douée d'un hyperplan tangent 
variant continûment avec le point de contact, de manière qu'il existe 
une correspondance biunivoque et bicontinue entre l'hypersurface 
frontière du corps et sa représentation hypersphérique. Chacun 
des oo"-1 corps précédemment définis touche alors la frontière de A 
en un certain point A. et les hyperplans tangents à un même corps, 
en O et en A, sont parallèles. 

Il résulte immédiatement de là que si H(co) est la fonction d'appui 
de C[distance algébrique du point O àl'hyperplan tangent au point A, 
de la frontière de G, d'image sphérique w], la fonction d'appui du 
domaine vectoriel A est H(w) + H(wi ), où co4 est l'image sphérique 
du point Ai opposé à A sur la frontière de C. Nous appellerons points 
opposés sur la frontière de C, deux points en lesquels les hyperplans 
tangents sont parallèles (points situés sur un même diamètre de C) . 

Il résulte aussi du mode de génération précédent que, si deux corps 
convexes C et C ont même domaine vectoriel, deux diamètres paral­
lèles quelconques des deux corps sont égaux et font le même angle 
avec les hyperplans tangents en leurs extrémités. On peut en effet, 
par des translations, amener les diamètres parallèles envisagés à coïn­
cider avec un même rayon vecteur du domaine vectoriel (de sa fron­
tière). 

On peut dire si l'on veut que, C et C' étant deux corps convexes 
admettant même domaine vectoriel, si T et T' sont deux hyperplans 
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tangents parallèles et également situés, touchant respectivement C et 

G en A et A', la translation AA' amène les frontières des deux corps 

à être bitangentes en deux points opposés. 
Notons que l'expression H (w) + H(wi ), de la fonction d'appui du 

domaine vectoriel A d'un corps convexe quelconque C, est aussi celle 
de la largeur de C dans la direction w (distance des plans tangents 
à la frontière de C aux points d'images sphériques w et Wi). A étant 
centré, il en résulte aussitôt que, dans toute direction, la largeur d'un 
corps convexe est la moitié de celle de son domaine vectoriel, et que, 
par suite, deux corps convexes ayant même domaine vectoriel ont 
même largeur dans toutes les directions. 

Les largeurs maxima et minima de C [diamètre et épaisseur défi­
nis au n° 9] sont respectivement égales aux rayons vecteurs maximum 
et minimum du domaine vectoriel A. 

18. Relations entre les frontières d'une figure convexe plane et de 
son domaine vectoriel. — En géométrie plane, il existe des relations 
très simples entre les frontières d'une figure convexe C et de son 
domaine vectoriel A. Désignons par <p l'angle que fait la tangente à la 
frontière de C avec une droite fixe, et soit/? la distance algébrique du 
centre O du domaine vectoriel à la tangente. La longueur de la fron­
tière de C a pour expression 

L(G)= / pdo. 

p et p' correspondant à deux points opposés M. M' sur la frontière 
de C, on peut écrire 

L(C)= If'^ip+P')^. 

Or, p=p + p' est la distance du point O aux tangentes à la frontière 
de A aux points opposés A et A', correspondant à M et M'; on a donc 

L ( C ) = \fTpd*= 2"L(A)' 

Ainsi, le périmètre d'une figure convexe plane est la moitié de 
celui de son domaine vectoriel. 

Les courbes orbiformes (de largeur constante) limitent des figures 
convexes admettant des cercles pour domaines vectoriels. Toutes les 
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orbiformes de même largeur a ont pour domaine vectoriel un cercle 
de rayon a; elles ont donc toutes même longueur ita, comme on l'a 
déjà constaté au n° 8. 

Admettons pour C (et par suite pour A) l'existence d'un rayon de 
courbure en chaque point frontière M. Si pM et pM, sont les rayons de 
courbure en deux points opposés de la frontière de C, ou. a 

d*p , dïp' 
pM = ^ + 5 ^ ' PM' = ^ ^ i - ' 

d'où ce résultat 
- d>p 

pM-HpM' = / > + -
d? 

La somme des rayons de courbure de la frontière d'une figure 
convexe plane C, en deux points opposés, est égale au rayon de 
courbure en l'un quelconque des deux points (opposés) correspon­
dants de la frontière du domaine vectoriel. 

Réciproquement, si deux courbes convexes planes sont telles, que 
les sommes des rayons de courbure en deux couples quelconques de 
points opposés homologues (en lesquels les tangentes sont parallèles) 
sont égales, les domaines vectoriels correspondants sont limités par 
des courbes ayant même rayon de courbure aux différents couples de 
points homologues, et sont par suite identiques. 

Les différents ensembles de corps convexes du plan, limités par des 
courbes douées d'une courbure en chaque point, admettant même 
domaine vectoriel, peuvent donc être définis par une propriété rela­
tive à la courbure. Ce résultat est susceptible de généralisation, 
comme nous le verrons plus loin. 

Pour une courbe orbiforme de largeur a, par exemple, la somme 
des rayons de courbure en deux points opposés quelconques est 
constante et égale à a, et cette propriété caractérise les orbiformes. 

Le fait que la somme des rayons de courbure en deux points opposés 
d'une orbiforme est égale à la largeur prouve que les centres de cour­
bure en deux points opposés sont confondus et que. par suite, la 
développée d'une orbiforme est une courbe double. Il faut entendre ' 
par là que le centre de courbure parcourt la développée deux fois 
lorsque le point correspondant de la courbe parcourt celle-ci une fois. 
Toute normale à une orbiforme est une normale double, et si une 
courbe fermée est telle que tontes ses normales soient doubles, la 
courbe est une orbiforme. 
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Les courbes orbiformes ont fait l'objet d'un grand nombre de travaux» 
Elles ont été considérées pour la première fois par Reulaux [39] , qui 
en a donné des exemples particuliers constitués par des courbes 
composées d'arcs de cercle. Pour une détermination complète de ces 
courbes par les développements en séries de Fourier des coor­
données (x, y) du point courant, nous renvoyons le lecteur à un 
important Mémoire de A. Hurwitz [26]. Nous verrons au Chapitre IV 
le rôle important, bien que mis tout récemment seulement en évi­
dence, que peuvent jouer les courbes orbiformes quant à l'édification 
de l'ensemble des corps convexes du plan. 

Notons cette propriété générale, résultant du théorème relatif à la 
somme des rayons de courbure en deux points opposés de la frontière 
d'une figure convexe énoncé plus haut : 

Si deux figures convexes planes ont même domaine vectoriel, et 
si leurs frontières ont même rayon de courbure en deux points où 
les tangentes sont parallèles, elles ont aussi même rayon de cour­
bure aux points opposés des précédents. 

19. Relations extrémales. -— La relation simple, liantles périmètres 
d'une figure convexe quelconque du plan et de son domaine vectoriel, 
établie au numéro précédent, conduit à étudier le rapport des aires 
d'une figure convexe plane quelconque et de son domaine vectoriel, 
et, plus généralement, le rapport des volumes d'un corps convexe de 
l'espace à n dimensions et de son domaine vectoriel. 

On a pu trouver, pour ces rapports, des limites inférieures et supé­
rieures effectivement atteintes, liées d'une façon très remarquable au 
nombre de dimensions de l'espace, et ne dépendant que de ce nombre. 

L'étude de ces limites a été faite par M. Rademacher [38] pour les 
figures planes. M. Estermann [12] a retrouvé les résultats de M. Rade­
macher dans le cas du plan, et les a étendus aux corps convexes de 
l'espace à trois dimensions. M. Ganapathi [21] a ensuite étudié le 
problème dans toute sa généralité et a obtenu les résultats suivants : 
V(G) et V(A) désignant les volumes respectifs d'un corps convexe 
quelconque de l'espace et de son domaine vectoriel, on a. quel que 
soit le nombre n de dimensions de l'espace, 

V(AK 
- > 2W 

V ( G ) = 2 ' 
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le signe d'égalité valant si G est centré (donc homothétique à son 
domaine vectoriel) et dans ce cas seulement. 

La recherche de la limite supérieure du rapport v r> conduit aux 

deux inégalités suivantes, se rapportant, respectivement, au cas où le 
nombre des dimensions de l'espace est pair ou impair : 

V(\\ l ^ 1 —*J - 2 
y ^ g ^ 2 { n - C A n - h . . . - h t V "* J + Ci/i*. 

^ ^ \ ^€,^ + ...+ ^ n ^ \ . 

Dans les deux cas la limite supérieure est atteinte si C est un 
simplex à n sommets, et seulement lorsqu'il en est ainsi. 

Pour n = 2, par exemple, on a, A(C) et A(A) désignant les aires 
des figures C et A, 

et pour /i = 3, V(C)et V(A) désignant les volumes respectifs de G et A, 

Nous ne pouvons donner ici un exposé complet des travaux de 
MM. Rademacher, Estermann, Ganapathi, pour lequel nous renvoyons 
aux Mémoires originaux ci-dessus signalés. Nous nous bornerons 
à présenter deux modèles des méthodes employées, méthodes fort 
ingénieuses, où le contraste entre la simplicité des moyens mis en 
ceuvre et les résultats obtenus, signalé dans l'introduction, est parti­
culièrement saisissant. 

En ce qui concerne la limite supérieure du rapport ? nous 

montrerons comment M. Estermann a pu obtenir cette limite dans le 
cas du plan. Nous verrons ensuite comment M. Ganapathi a obtenu 

la limite inférieure de V(C) dans le cas de n quelconque. , 

L'intérêt de ces questions tient, en grande partie, à la façon 
peut-être un peu inattendue dont elles sont liées aux notions, déjà si 
fécondes, de série linéaire et de volumes mixtes, notions dont elles 
contribuent à augmenter encore la puissance. 
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20. La méthode de M. Estermann pour la détermination de la limite 

supérieure du rapport ——- • — La méthode repose sur les deux lemmes 

suivants : 

a. Ci, G2, C3 étant trois figures convexes planes quelconques, sî 
l'on peut, par translation, amener C2 à avoir tous ses points dans C3. 
(ce que l'on exprimera en écrivant C2C]C3), on a 

A ( C „ C , ) ^ V ( C „ C , ) , 

A(C| , C2) et A(C M Gj) désignant les aires mixtes (voir le n° 10} 
de G|? C2 et de Ci, Gfl respectivement. 

b. Etant donnée une figure convexe plane C, on peut toujours 
trouver une autre figure convexe G douée d'un centre de symétrier 

telle que l'on ait 
CgC, A(C/)^2A(C). 

Le lemme a est une conséquence immédiate de la définition de l'aire 
mixte. C2 étant supposé placé de façon que tous ses points soient 
dans Ci, et l'origine O étant supposée intérieure à C2 et C3, on 
a ( n ° 1 0 ) 

A(d , C2)= C^HidLi, 

k{Ci,C,)=p~H3dLi, 

rfLi étant l'élément d'arc sur la frontière de Ci, et H2, H3 les distances 
de O à deux droites d'appui parallèles et également situées de G2 et C 3 . 

L'inégalité A(Ci, C 2 ) ^ A(C, , C3)résulte de ce que l'on a H 2 ^ H V 

Pour vérifier le lemme b, il suffit de mener à C deux droites d'appui 
parallèles quelconques, puis les deux droites d'appui parallèles à la 
droite joignant les points d'appui des deux premières. On obtient 
ainsi un parallélogramme C', et l'on voit aussitôt que 

A ( C ' ) ^ 2 A ( C ) . 

Si G est un triangle, on ne peut avoir que le signe d'égalité [12] ; C' est 
alors un parallélogramme construit sur le triangle. 

Envisageons dés lors une figure convexe quelconque C; soit A son 
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domaine vectoriel de centre O ; désignons par C la figure symétrique 
de G par rapport à O. Si A(C, C) est l'aire mixte de G, G, on vérifie 
aussitôt que l'on a 

( i ) \ ( A ) = 2 A ( C ) + 2 \ ( C , C). 

Si C' est une figure convexe centrée vérifiant les conditions du 
lemme b [ C C C , A(C , )<2A(C) ] , et si C'est la symétrique de C'par 
rapport à O, le lemme a montre que 

A ( C , C ) < ; A ( C , C7)^A(C', G7); 

{ i ) peut donc s'écrire 

A ( A ) ^ 2 A ( C ) H - 2 A ( C , G7) 

ou, en remarquant que la symétrie de C' et C' par rapport à O 

entraîne A(C', G) = 2 A ( C ) , 

<2) A(A)^2A(C) + 2A(C) . 

Finalement, en tenant compte de A(C')<2A(C) , (2) montre que 

A(A) 

l'égalité n'ayant lieu que si G est un triangle. 

21. La méthode de M. Ganapathi pour la recherche de la limite 

inférieure du rapport y-rr • — Considérons la série linéaire dont les 

corps extrêmes C0 et Cn sont, un corps convexe C de l'espace à n 
dimensions, et son domaine vectoriel A de centre O. 

On aura ici, avec les notations du n° 12, V(C) = V0, V(A) = V„. 
Le premier et le dernier volume mixte vérifient les inégalités (12), 
indiquées au numéro 12. 

<••> {%*£%'£ (^--:/-.-.^-1/..-.). 
On peut écrire 

\n-i=- fu0dSn=:— f(Ho-t-HOcS», n J in J 
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Ho et Hi étant les distances du point O à deux plans d'appui paral­

lèles de C. 
H0 + Hi n'est autre chose que la distance H„ du point O au plan 

d'appui du domaine vectoriel A; il en résulte 

Vn_1=^jHftrfSn=iv(A). 

Remplaçons Yn-\ par cette expression dans la deuxième inégalité 
(12); en nous rappelant que V0 = V(G) nous obtenons 

V(C)=2 

La limite supérieure in est atteinte si C est homothétique à son 
domaine vectoriel, ce qui a lieu si G est centré, et dans ce cas 
seulement. 

22. Aire du domaine vectoriel d'un corps convexe plan. — Nous 
avons vu que si L(C) est la longueur de la frontière d'un corps 
convexe plan quelconque C, L(A) celle de la frontière de son 
domaine vectoriel A, on a la relation 

L(A) = 2L(G). 

Il n'existe pas de relation aussi simple entre l'aire A(C) de C et 
celle A(A) de son domaine vectoriel A. Si l'on pouvait évaluer A(A) 
au moyen de A(C) et d'éléments géométriques liés à C, on pourrait, 
d'une relation liant l'aire et la longueur d'une figure convexe centrée 
(d'une inégalité isopérimétrique relative aux figures centrées, par 
exemple), déduire une relation analogue relative à une figure convexe 
quelconque. 

C'est dans ce but que, laissant pour l'instant les applications de 
côté, nous allons, avec M. Ganapathi, effectuer le calcul de A(A). 

Pour raison de commodité nous choisirons l'origine O, centre du 
domaine vectoriel, à l'intérieur de C. Nous supposerons en outre 
(mais le résultat auquel nous allons parvenir est général) que la fron­
tière de C admet en chaque point une courbure finie. 

/?(cp) désignant la fonction d'appui de C (<p étant l'angle de la tan­
gente à la frontière avec une direction fixe), nous désignerons par/? 

MÉMORIAL DBS SC. MATH. — N° 94. 3 



3o PAUL VINCENSINI. 

e t / / les distances du point O à deux tangentes parallèles à la fron­
tière de C [/>'(?) = />(?-r- TT)]. 

La fonction d'appui du domaine vectoriel A est alors 

P=P+P'-

D'après une formule de M. W . Blaschke [6 ] , on a 

^>-U"[MS)>-:r['-Œ)>-
De même 

'<«-U>-(S)V 
Si Ton forme la quantité A(A) — 4A-(G) on trouve, en tenant 

compte dep = p+pl, 

(3) A(A)-4A(G)=jf71 [(d(P^P)y-(P-Py]d^ 

Le lieu des milieux des diamètres de C est une courbe fermée, que 
nous appellerons courbe moyenne de C, dont la tangente en un point 
quelconque est parallèle aux tangentes à la frontière de C aux points 
correspondants; si h est la distance du point O à cette tangente, on a 

h = P~~P , et l'on constate que la formule (3) peut s'écrire 

L'intégrale / (^~) —A2 rf<p est sûrement positive ou nulle 

(elle est nulle si C est centré); cela résulte de ce que (voir le 
numéro 19) A(A)>4A(C) . 

Eu égard à la formule de M. Blaschke, nous conviendrons de dire 
qu'elle représente Y aire de la courbe moyenne de C. En désignant 
cette aire par A(M), nous obtenons la formule entièrement géomé­
trique 

(4) A(A)-4A(C) = 8A(M), 

qui exprime l'aire A (A) du domaine vectoriel au moyen des aires 
de G et de la courbe moyenne. 
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CHAPITRE IV. 

APPLICATIONS DE LA NOTION DE DOMAINE VECTORIEL 

A L'ÉTUDE DES CORPS CONVEXES. 

I. — Propriétés des corps convexes de l'espace. 

Nous nous proposons, dans ce Chapitre, de mettre en évidence, 
par quelques exemples en nombre obligatoirement réduit mais de 
caractères divers, l'intérêt que peut présenter la notion de domaine 
vectoriel comme instrument de recherche dans la théorie des corps 
convexes. 

Le succès de l'introduction de celte notion tient, en grande partie, 
à ce qu'un domaine vectoriel est une espèce à indicatrice : indica­
trice des largeurs dans les différentes directions, et que, la connais­
sance de la largeur d'un corps convexe dans toute direction est un 
élément fort important, autant pour l'étude des propriétés du corps 
que, comme nous le verrons plus loin, pour celle de sa configuration 
dans l'espace. 

Nous bornant pour l'instant au premier point de vue, nous 
allons montrer qu'il existe un lien très remarquable entre les rayons 
de courbure principaux aux différents points de l'hypersurface fron­
tière d'un corps convexe quelconque et la largeur du corps dans les 
différentes directions. Nous commencerons, à cet effet, par rappeler 
quelques résultats relatifs à la détermination des corps convexes. 

23. Résultats généraux sur la détermination des corps convexes. 
— Les recherches successives de Liebmann [31], Minkowski [33], 
et de M. M. Hilbert [25], Blaschke [3] et H. Weyl [51], ont abouti 
à la conclusion suivante : une surface fermée convexe, prise dans 
sa totalité, n'admet aucune déformation infiniment petite. En ce 
qui concerne la sphère, M. Hilbert a établi qu'une sphère n'admet 
(dans sa totalité) aucune déformation finie, ce qui revient à dire 
qu'une surface convexe fermée à courbure totale constante est néces­
sairement sphérique. M. H. Weyl a étendu le résultat précédent à 
une surface convexe fermée quelconque. Pour une analyse des 



32 PAUL VINCENSINI. 

recherches de M. H. Weyl, le lecteur pourra se reporter à un fasci­
cule du Mémorial des Sciences mathématiques de M. B. Gambier 
[20]. 

Les résultats qui précèdent peuvent être considérés comme étant à 
l'origine du problème général suivant : 

Un corps convexe fermé et borné de l'espace à n dimensions, limité 
par une hypersurface à plan tangent continu douée en chaque point 
de n — i rayons de courbure principaux /^, r 2 , . . . , vn-\, peut-il être 
défini, à une translation près, par la connaissance, sur l'hypersphère 
image, d'une fonction symétrique élémentaire (continue et positive) 

F m (o ) )= 2r,trh...rlm (m^n — i) 

des n— i rayons de courbure principaux (co est l'image sphérique du 
point courant de la frontière du corps). 

Dans le cas particulier où m = n — i, c'est-à-dire lorsqu'on se 
donne l'inverse de la courbe totale, M. Suss [43] a montré qu'il en 
est effectivement ainsi. 

Les belles recherches de M. Favard, basées sur une étude appro­
fondie des propriétés des séries linéaires de corps convexes [17]-
[18], ont montré qu'il en est encore ainsi dans les deux cas m = n — 2 
et m = i. 

On trouvera dans le Mémoire [18] de M. Favard des aperçus sur 
le problème général, qui constitue un sujet, difficile sans doute, mais 
bien digne de retenir l'attention. 

24. Relation entre la largeur d'un corps convexe et les rayons de 
courbure principaux de sa frontière. — Nous avons vu au numéro 18 
que, pour un corps convexe plan, la somme des rayons de courbure 
en deux points opposés quelconques de la frontière ne dépend que du 
domaine vectoriel, c'est-à-dire, en somme, que de la largeur du corps 
dans les différentes directions. 

Le résultat de M. Favard rappelé au numéro précédent, relatif au 
cas m = iy permet d'étendre cette propriété aux corps convexes de 
l'espace à n dimensions. 

Soit S une hypersurface convexe formée et bornée, douée en chaque 
point de AI — i rayons de courbure principaux, et limitant un corps 
convexe C de fonction d'appui H(w). w est l'image sphérique d'un 
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point quelconque M de S, et H la distance du centre O de la sphère 
image (que nous pouvons supposer intérieur à S) à l'hyperplan 

tangent en M, comptée positivement suivant Oco. Nous supposerons 
ici H analytique, mais la seule hypothèse nécessaire est l'existence 
d e s n — i rayons de courbure principaux. 

Soit D le domaine vectoriel de C, centré en O (nous désignerons 
également par D sa frontière). La fonction d'appui de D est évidem­
ment 

(!) 3e(W) = H(w)-H'(co), 

H' étant la distance algébrique du point O à l'hyperplan tangent à S 
au point M' opposé à M. 

Si A2H est le paramètre différentiel du deuxième ordre de H, relatif 
au ds2 de la représentation sphérique de S, la somme des n — i rayons 
de courbure principaux r{, r 2 , . . . , /V-i de S au point M est [2*] 

(2) Sr,= ASH -+(" — ̂ -
n — \ 

De même, la somme des n — i rayons de courbure principaux de S 
au point M' opposé à M est 

(3) J r l = - A , H ' - ( n - i ) H ' . 
n—l 

Si /UL est le point de D de même image sphérique que le point M 
de S, la formule (2) appliquée à D donne 

(4) 2 P1 = A2ae-+- (#1 — 1)06, 
71 — 1 

P\> pa, • - •, p/i-i étant les rayons de eourbure principaux de D en fx. 
Ajoutons (2) et (3); la propriété de dis tribu tivi té du paramètre 

différentiel A2 permet d'écrire 

2 ^ + 2 ^ = A 2 ( H - H ' ) + (AI-I)(H-H'); 
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soit, d'après (i) et (4), 

n — l n — 1 n —l 

On peut donc énoncer ce résultat [47] : 

La somme des rayons de courbure principaux, en deux points 
opposés quelconques de la frontière d'un corps convexe quelconque 
de l'espace à n dimensions, est égale à la somme des rayons de 
courbure principaux au point correspondant de la frontière de 
son domaine vectoriel. 

Supposons dès lors que l'on connaisse la somme ( ^Lr,-f- 2jr[ ) 
\ /1-1 /1-4 / 

des 2(71 — 1) rayons de courbure principaux de S en deux points 
opposés quelconques, et soit F(w) la fonction qui exprime cette 
somme sur la sphère image. F(co) est aussi, d'après ce que l'on vient 
de voir, la somme des n — 1 rayons de courbure principaux de la 
frontière D du domaine vectoriel, au point d'image sphérique co. 

D est une hypersurface convexe fermée et bornée, pour laquelle on 
connaît, sur la sphère image, la fonction 

F ( w ) = pi-+- p2-h.. .-f- p„_i. 

Le résultat de M. Favard s'applique donc : D est déterminée à une 
translation près. 

Si l'on se rappelle que, dans toute direction, la largeur d'un corps 
convexe est la moitié de celle de son domaine vectoriel dans la même 
direction, on peut dire que la connaissance de la somme des i(n — 1) 
rayons de courbure principaux d'une hypersurface convexe 
fermée et bornée S, aux différents couples de points opposés, 
détermine la largeur de Vhypersurface dans toutes les directions. 

Réciproquement, si l'on connaît la largeur A de S dans toute direction, 
on connaît le domaine vectoriel D (qui a pour fonction d'appui A), donc 
ZJ?i, et par suite aussi, d'après (5), la somme V r , 4- V r [ . 

n—1 n — 1 n — I 

25. Corps de largeur constante. — Si S est de largeur constante d, 
D est une sphère de rayon d, et l'on a 

2 pi= (*-0* 
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(5) donne alors 

^ / - / - 4 - ^ ^ = 5 (n — *)d= const., 
n — \ n—l 

d'où cette propriété, caractéristique des corps convexes de largeur 
constante : 

La somme des 2(n — i ) rayons de courbure principaux en deux 
points opposés de la frontière d'un corps de largeur constante est 
constante. 

Les frontières des corps de largeur constante de l'espace à 
n dimensions généralisent les orbiformes du plan, et jouissent de 
propriétés analogues à celles signalées au numéro 18 à propos des 
orbiformes. 

La normale en un point quelconque A d'une surface S de largeur 
constante est normale double : elle coupe à nouveau S au point A7 

opposé à A et est normale à S en A'. Il en résulte que la développée 
de S est double, en ce sens que, lorsque A décrit S une fois, chacune 
des n — i nappes de la développée est obtenue deux fois. 

Il suffit d'ailleurs que toutes les normales à une hypersurface 
fermée soient doubles, pour que celle-ci soit convexe et de largeur 
constante. 

If. — Propriétés des ovales du plan. 

26. Un théorème de M. B. Segre et quelques-unes de ses applica­
tions. — Si l'on s'en tient aux corps convexes du plan, on peut 
pousser plus loin l'étude des courbures des frontières [courbes 
convexes fermées dites ovales] des corps convexes admettant même 
domaine vectoriel. 

Nous allons, à cet effet, commencer par rappeler une proposition 
de M. B. Segre, et montrer comment nombre de résultats que 
M. Segre en a déduits peuvent être groupés autour de la notion de 
domaine vectoriel. 

Etant donné un arc de courbe convexe, doué, en chaque point, 
d'une tangente variant d'une façon continue, et d'une courbure éga­
lement continue et non nulle, nous appellerons déflexion [35] de 
l'arc l'angle dont tourne la tangente en un point lorsque le point 
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décrit l'arc. Un ovale est un arc convexe fermé dont la déflexion est 
égale à 2 7r. 

Soient deux arcs convexes distincts G et G', dont les déflexions 
sont inférieures ou égales à TT, ayant les mêmes extrémités et tangents 
en l'une des extrémités communes au moins. On peut établir entre 
ces deux arcs (ou entre l'un deux et une portion convenable de 
l'autre) une correspondance biunivoque par tangentes parallèles. La 
propriété de M. Segre consiste en ce que, dans cette correspondance, 
la différence des courbures en deux points homologues de G et G 
prend des valeurs positives et des valeurs négatives; il y a par 
suite, sur les deux arcs, un couple (au moins) de points homo­
logues distincts des extrémités en lesquels les courbures sont 
égales. 

Ce théorème peut être présenté sous la forme légèrement diffé­
rente suivante, parfois plus commode : 

Soit un triangle quelconque ABC [G peut être à l'infini] et deux 
arcs de courbes convexes BM, BN tangents en B au côté AB, situés à 
l'intérieur du triangle, et tels que les tangentes aux points M, N où ils 
aboutissent sur AG soient parallèles. Si l'on établit une correspondance 
par tangentes parallèles entre les deux arcs, la différence des cour­
bures en deux points correspondants quelconques prend des valeurs 
des deux signes, et il existe par suite un couple au moins de points 
homologues en lesquels les courbures sont égales. 

Si la différence des courbures en deux points homologues ne peut 
pas prendre de valeurs d'un signe déterminé, les deux arcs envisagés 
dans l'un ou l'autre des énoncés précédents coïncident. 

Cela étant, envisageons deux ovales quelconques C et C' admettant 
même domaine vectoriel (même largeur dans toutes les directions), 
et faisons se correspondre, sur les deux ovales, les points en lesquels 
les tangentes sont parallèles et également situées. On a vu au numéro 17 
que l'on peut amener, par translation, C et C' à être bitangents en un 
couple quelconque de points opposés A, B. Considérons alors les 
deux arcs de C et C' situés d'un côté déterminé de AB. Il y a sur ces 
deux arcs, en vertu du théorème précédent, deux points homologues 
en lesquels les courbures sont égales. Aces points correspondent, sur 
les deux demi-ovales situés de l'autre côté de AB, des points opposés 
en lesquels, d'après le numéro 18, les courbures sont aussi égales. 
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Nous pouvons supposer que la translation, dont il a été question plus 
haut, a eu pour effet de rendre G etC'bitangents au couple de points 
opposés qui vient d'être mis en évidence; C et G ont alors même 
courbure en A et même courbure en B. 

Continuons à appliquer le même théorème aux deux demi-ovales 

ACB, AC'B situés d'un même côté de AB ; il existe, sur ces deux arcs, 
deux points homologues P et P' en lesquels les courbures sont égales. 
Les point Pi et P\ respectivement opposés à P et P' sur C et G' 
donnent lieu à la même conclusion. 

Nous venons ainsi de mettre en évidence quatre couples de points 
homologues sur les deux ovales (les quatre points situés sur un même 
ovale étant deux à deux opposés), tels qu'aux points d'un même couple 
les courbures soient égales. On peut établir l'existence de deux nou­
veaux couples de points homologues jouissant de la même propriété. 

Menons PR' parallèle aux tangentes T et T' en A et B à C et G' 

\Rf étant sur AP'B) , et soit R le point de C homologue du point R' 

de C ;. On voit sans peine [46] que la droite RR' coupe l'une des 

deux droites T, T' (T par exemple) en un point S (qui peut être à 

l'infini), de façon à former un triangle (AR'S, par exemple) à l'inté­

rieur duquel sont situés les deux arcs AR, AR' tangents à AS en A et 

coupant SR' sous le même angle. Le théorème général du début, pris 

sous sa deuxième forme, montre qu'il existe sur les deux arcs AR, 

AR' deux points homologues U, U' en lesquels les courbures sont 
égales; les points Ui, U\ opposés à U, U' sur les deux ovales jouissent 
de la même propriété. On peut donc énoncer le résultat suivant : 

Si, sur deux ovales quelconques G et G admettant même 
domaine vectoriel, on fait se correspondît les points en lesquels 
les tangentes sont parallèles et également situées, il existe six 
points (au moins) sur G en lesquels les courbures sont égales aux 
courbures relatives aux points correspondants sur G'. 

M. B. Segre a rattaché ce résultat aux propriétés d'une correspon­
dance entre deux ovales, dite par lui équilongue, pour l'étude de 
laquelle nous renvoyons à [40], [41] . 

Supposons que G' dérive de G par une symétrie par rapport à un 
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point {G etC ont bien même domaine vectoriel ). Les six points de C 
en lesquels les courbures sont égales aux courbures aux six points 
homologues de G correspondent, dans la symétrie, à des points 
opposés aux six points de C, de sorte que : 

Sur tout ovale il existe trois points (au moins) en lesquels les 
courbures sont égales aux courbures aux points opposés. 

Si l'on a égard à la définition de la courbe moyenne d'un ovale 
(voir le numéro 22), le théorème précédent entraîne le suivant : 

La courbe moyenne d'un ovale quelconque admet au moins 
trois points de rebroussement [23]. 

Supposons maintenant que les ovales C et C' soient, respective­
ment, une orbiforme de largeur d et un cercle de diamètre d; C e t C 
ont même domaine vectoriel; le théorème général démontré plus 
haut s'applique donc, et l'on voit que : 

Sur toute orbiforme de largeur d, il existe au moins six points 

en lesquels le rayon de courbure est égal à — • 

Ces six points déterminent six arcs, à l'intérieur de chacun desquels 
le rayon de courbure admet un exlrémum. Si l'on appelle sommet 
d'un ovale tout point en lequel le rayon de courbure estunextrémum. 
on peut énoncer ce résultat : 

Tout orbiforme admet au moins six sommets. 

Signalons aussi la propriété suivante [40], conséquence immédiate 
du théorème initial de M. B, Segre. Soit d l'épaisseur (largeur 
minima) d'un ovale quelconque G différent d'un cercle. 

Les tangentes à C distantes de d touchent C en deux points A, B 
tels que la corde AB soit normale à G en A et B. Considérons le 
cercle T de diamètre AB = d\ il est bitangent à C en A et B ; il existe 
donc deux points au moins (de part et d'autre de AB) en lesquels le 
rayon de courbure de C est égal à - ? et le minimum m du rayon de 

courbure de C est inférieur à — • 
2 

De même, si D est le diamètre (largeur maxima) de G, il existe 

deux points au moins sur C en lesquels le rayon de courbure est — > 
le maximum M de ce rayon étant supérieur à — • 
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On a donc, pour tout ovale distinct d'un cercle 

(&') m<-<~<M. 
2 - 2 

Si m = - (ou si M = — j » la différence des rayons de courbure 

en deux points correspondants quelconques de C et T ne peut pas 
prendre de valeurs négatives (ou positives); il résulte alors d'une 
remarque antérieure que G est confondu avec T et est par suite un 
cercle. Ainsi 

Si le minimum (le maximum) du rayon de courbure d'un 
ovale est égal à la demi-épaisseur (au demi-diamètre), l'ovale 
est un cercle. 

27. Nouvelles propriétés des ovales. — Dans le raisonnement fait 
au numéro 24, on est parti d'une propriété générale connue des corps 
convexes appliquée à des corps convexes particuliers, à savoir, la déter­
mination d'un corps convexe par la fonction F (co)= Ti + ^-[-•••-r- 'V-i 
appliquée aux domaines vectoriels (corps centrés), pour aboutir à 
une propriété nouvelle relative aux corps convexes les plus géné­
raux, à savoir, le lien qui existe entre la somme des rayons de cour­
bure principaux en deux points opposés de la frontière d'un corps 
convexe quelconque et la largeur du corps dans les différentes 
directions. Il semble bien que ce procédé représente la manière la 
plus naturelle et la plus féconde d'utiliser la notion de domaine 
vectoriel comme instrument de recherche dans la théorie des corps 
convexes. Les exemples qui suivent sont destinés à justifier cette 
assertion. 

Associons à un ovale quelconque C (différent d'un orbiforme), la 
figure constituée par son domaine vectoriel A, de centre O. et les deux 
cercles minimum et maximum, y et T, respectivement inscrit et cir­
conscrit à A (fig. i . ) 

y et T ont pour centre O et touchent A aux couples de points 
opposés A et A', B et B'. OA et OB représentent, respectivement, les 
largeurs minima et maxima de l'ovale C (voir le numéro 17); nous 
poserons OA = d, OB = D. 

Appliquons le théorème de M. Segre du numéro précédent à la 
figure formée par A, y, I \ Considérons les deux arcs de A et y situés 
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d'un côté déterminé de AA'; il existe, sur ces deux arcs, deux points 
(au moins) en lesquels les tangentes sont parallèles et où les rayons 
de courbure sont égaux; il existe donc un point au moins sur A en 
lequel le rayon de courbure est égal à d; en outre, la différence des 
rayons de courbure en deux points homologues de A et y prenant des 
valeurs positives et négatives, le minimum du rayon de courbure de A 
est inférieur à d. 

Fig. i. 

tr^i 
— - 4 - 4 B 

Substituons à A l'ovale G et transposons la propriété précédente. 
Le minimum du rayon de courbure de A est (voir le n° 24) le 
minimum de la somme des rayons de courbure en deux points opposés 
de C; en désignant ce minimum par s nous avons, entre s et la lar­
geur minima d de G, l'inégalité 

(6) s<d. 

La considération de A et T donne de même, S étant le maximum de 
la somme des rayons de courbure en deux points opposés de C et D, 
le maximum de sa largeur 

(7) D < S . 

Une autre propriété, évidente, du domaine vectoriel A est traduite 
par la double inégalité 

long, de y < long, de A < long, de T, 

qui résulte de ce que Y enveloppe A qui, à son tour, enveloppe y. 
Passons de A à G et transposons cette propriété. Les longueurs de Y 
.et T sont respectivement 2?r et 27rD, et celle de A est il (l étant la 
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longueur de C). On peut donc écrire, pour G 

(8) d<^<D. 

(6) , (7) et (8) donnent, pour tout ovale distinct d'une orbiforme [41], 

(9) s<d<-<D<$. 

Le rapprochement de (9) et de (5') fournit des propriétés extré-
males du cercle. Pour tout ovale différent d'un cercle, o n a / > 27rm 
et 1<C 27iM; pour un cercle on a 1= 2v:m(l= 27rM); il en résulte 
que 

Parmi tous les ovales ayant un rayon de courbure minimum 
(maximum) donné m, c'est le cercle de rayon m qui a la longueur 
minimum (maximum). 

28. Propriétés caractéristiques des orbiformes. — Les inégalités 
(9) donnent des propriétés caractéristiques des orbiformes. Pour 
qu'un ovale soit orbiforme il faut et il suffit que deux quelconques 
des cinq quantités figurant dans (9) soient égales. 

Le caractère de nécessité de la proposition est immédiat. Si C est 
une orbiforme, dans la figure 1, C, y et T sont confondus, d'où l'éga­
lité des cinq quantités figurant dans (9) . Montrons que la condition 
est suffisante. 

La chose est évidente si l'on a s = S ou d = D, car alors, la somme 
des rayons de courbure en deux points opposés, ou la largeur, sont 
constantes. 

Si d = - j les ovales A et y ont même longueur; or, A enveloppe y; 

donc A et y sont identiques. A étant un cercle, C est une orbiforme. 

Le même raisonnement s'applique si D = — 

Si s = d, la différence des rayons de courbure de A et y en deux 
points homologues ne peut pas prendre de valeurs négatives ; il résulte 
alors d'une remarque antérieure (voir le n° 26) que A et y sont iden­
tiques; A est donc un cercle et C une orbiforme. Le même raison­
nement conduit à la même conclusion si S = D. 

Il serait intéressant de chercher à obtenir, pour les surfaces 
convexes, des propriétés analogues à celles qui viennent d'être établies 
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pour les ovales. Dans une tentative de ce genre, la première chose 
à faire semblerait être un essai de généralisation spatiale du théorème 
fondamental de M. B. Segre énoncé au début du numéro 26. 

Le lecteur désireux de poursuivre l'étude des propriétés de structure 
des ovales pourrait se reporter aux travaux de M. S. Mukhopadhyaya 
[34], [35], [36]. 

Pour de nouveaux développements sur la courbure, dont quelques-
uns immédiatement rattachables aux domaines vectoriels, voir [23] , 

[24], [42]. 
Signalons aussi certaines inégalités intéressantes de T. Kubota [27]r 

[28] et diverses notes de M. Fujiwaria [19], ainsi que des travaux, 
récents de L. Berwald et O. Varga [1], [2] relevant de la Integral-
geometrie telle qu'elle est développée par W. Blaschke et ses disciples* 

29. Inégalités isopérimétriques. — La théorie des corps convexes 
tire en partie son intérêt de son intervention dans le problème des 
isopérimètres, qui consiste à trouver parmi toutes les figures planes 
de périmètre donné celle dont l'aire est maximum, et dans celui des 
isépiphanes, qui consiste à trouver parmi tous les corps de même-
surface (corps isépiphaniques) celui dont le volume est maximum. 

La propriété isopérimétrique du cercle, dont la première démon­
stration élémentaire est due à M. H. Lebesgue [29], peut être exprimée 
par l'inégalité 

(io) J ^ - S ^ 0 > 

valable pour toute figure convexe plane de périmètre L et de surface S 
(et par suite aussi pour toute figure non convexe), le signe d'égalité 
n'ayant lieu que pour le cercle. 

Le premier membre de ( io) est ce qu'on appelle le déficit isopéri­
métrique de la figure. 

Une fois l'attention attirée sur l'inégalité ( io) , divers problèmes 
devaient se poser. Il était d'abord naturel d'essayer d'améliorer cette 
inégalité, c'est-à-dire de la remplacer par d'autres de la forme 
L2 

- S > A, exprimant que le déficit isopérimétrique est supérieur ou 
égal à quelque quantité positive ou nulle A, la définition de A faisant 
intervenir des éléments géométriques ayant, pour toute figure convexe,, 
une signification bien déterminée. 
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L'ouvrage de T. Bonnesen [7] contient de nombreux exemples 
d'inégalités améliorées; en particulier, grâce à son procédé de symé-
trisation des figures, T. Bonnesen est parvenu à l'inégalité améliorée 
suivante 

<u) j£_sè(R-r)*, 

où R et r représentent les rayons des cercles de la couronne minima 
(voir l e n ° 9 ) attachée à la figure. L'égalité n'a lieu que s i R = r , 
c'est-à-dire si la figure est un cercle. 

Nous sortirions de notre sujet si nous voulions entrer dans le détail 
des recherches de T. Bonnesen, approfondies et prolongées par 
J . Favard [14], [15], [16], [17]. Pour rester dans le cadre que nous 
nous sommes imposé, et donner un nouvel exemple d'application des 
considérations générales du début du numéro 27, nous allons, avec 
M. Ganapathi [22], montrer comment de l'inégalité améliorée ( n ) 
appliquée aux seuls ovales centrés, on peut déduire une nouvelle 
inégalité isopérimétrique améliorée relative aux ovales quelconques. 

Dans la figure ( i ) du numéro 27, où G es t un ovale quelconque, T et Y 
constituent la couronne circulaire minima attachée au domaine vec­
toriel A. On peut écrire, pour A, en remplaçant, dans l'inégalité (i i ) , 
R et r par D et d (largeurs maxima et minima de G), et en appelant 
L(A) et A(A) la longueur et l'aire de A : 

-<i2) L i ^ ) _ A ( A ) ^ ( D - r f ) * , 

l'égalité n'ayant lieu que si A est un cercle, c'est-à-dire si C est une 
orbiforme. 

Au moyen des relations existant entre L(A), A(A) et les éléments 
correspondants de G (voir le n° 22), nous pouvons transformer (12) 
en une nouvelle inégalité relative à C, c'est-à-dire à tout ovale. Rem­
plaçons L(A) par a L ( C ) et A(A) par 4A(C) + ' 8 A ( M ) [formule (4) 
du n° 22] ; nous obtenons 

<,3) J4Œ)-A(C )>(D-^+ 2À(M). 
4ÎU 4 

L'égalité n 'a l ieu, dans (12) , que si D = d ; A est alors un cercle 

«et G une orbiforme. Dans ce dernier cas, ( i 3 ) donne une représenta-
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tion du déficit isopérimétrique 

Lt(C) 
4^ 

•A(C) = aA(M); 

le déficit isopérimétrique d'une orbiforme est égal au double de 
Vaire de la courbe moyenne. 

30. Problèmes d'extrémums relatifs aux courbes convexes. — 
L'inégalité isopérimétrique (10) fournit la solution d'un problème de 
minimum (minimum du déficit isopérimétrique), réalisé par le cercle. 
Ce problème rentre dans le type général suivant : L étant la longueur 
d'une courbe convexe G, S sa surface, considérons une fonction homo­
gène par rapport à l'ensemble constitué par les variables L, y S et les 
différents éléments géométriques linéaires attachés à la courbe (épais­
seur, diamètre, rayons des cercles inscrit et circonscrit ou des cercles 
de la couronne minima). La fonction étant supposée non décroissante 
par rapport à L et non croissante par rapport à y/S, trouver ses 
extrémums et les courbes qui les réalisent. 

On s'est surtout attaché à l'élude de problèmes relatifs au minimum 
de fonctions du genre indiqué. Le problème classique des isopéri­
mètres en est un, de même que celui de la recherche (effectuée par 
T. Bonnesen), parmi les courbes inscrites dans une couronne circu­
laire donnée, de celles réalisant le déficit isopérimétrique minimum. 

Les problèmes de maximum n'ont commencé à être envisagés qu'à 
une époque relativement récente. Le premier problème de ce type 
a été traité en 1914 par M. H. Lebesgue [29] qui a recherché, parmi 
toutes les orbiformes de largeur donnée, celle dont la surface est 
minimum. MM. W . Blaschke [4] et H. Lebesgue [30] sont ensuite 
revenus sur le même sujet. M. J. Pal [37] a montré que parmi toutes 
les courbes convexes de même épaisseur, celle qui a la plus petite 
aire est le triangle équilatéral. 

Dans une série de travaux [13]. [15], [16] parus en 1929, 1980, 
M. J. Favard a résolu de nombreux problèmes d'extrémums, en par­
ticulier des problèmes relatifs au maximum de fonctions du genre 
indiqué ci-dessus, les courbes C parmi lesquelles Textrémum est 
recherché étant assujetties à des conditions géométriques variées : 
courbes inscrites dans un cercle, dans une bande ou dans une cou­
ronne circulaire. 
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Les conditions géométriques imposées aux courbes G ont pour effet 
d'assurer que C est bornée, de façon à rendre effective l'existence 
de l'extrémum, existence qui résulte alors d'une propriété de 
M. W . Blaschke suivant laquelle : de toute suite infinie de courbes 
convexes fermées et également bornées, on peut extraire une suite de 
courbes tendant vers une courbe limite elle-même convexe. 

Gomme condition géométrique imposée à C, on peut choisir celle 
qui consiste à attribuer à G un domaine vectoriel donné A. 

On peut alors se poser des questions telle que la suivante : 
Parmi toutes les courbes convexes admettant un domaine vectoriel 

donné A, quelles sont celles qui réalisent les extrémums de la surface S? 
Le problème du maximum de S se trouve résolu au numéro 21 ; 

S est maximum lorsque G est homothétique de A dans le rapport - • 

Le problème du minimum est beaucoup plus complexe. Dans le 
cas où A est un cercle, c'est celui du minimum de l'aire d'une orbi­
forme de largeur donnée, résolu par M. H. Lebesgue. Il serait sans 
doute intéressant d'étudier le cas où A est une courbe centrée quel­
conque. 

III. — Séries linéaires de domaines vectoriels. 

31. Considérations générales. — Dans ce qui précède, les domaines 
vectoriels ont surtout été appliqués à l'étude de propriétés métriques 
des corps convexes. Les applications que nous allons en faire actuel­
lement sont d'un ordre tout à fait différent. Si l'on veut tenter une 
exploration tant soit peu méthodique du champ des corps convexes 
de l'espace, on est amené à grouper ensemble tous les corps jouissant 
d'une propriété de nature déterminée, le champ de variation de cette 
propriété étant tel que sa considération fournisse précisément l'en­
semble des corps convexes de l'espace. Un procédé d'exploration de 
ce genre consiste à grouper ensemble tous les corps admettant même 
domaine vectoriel, de façon à rattacher l'ensemble des corps convexes 
à l'ensemble constitué par les seuls domaines vectoriels, c'est-à-dire 
par les seuls corps convexes centrés. 

Nous verrons plus loin les avantages que présente cette façon de 
procéder, non seulement en ce qui concerne la coordination dont il 
vient d'être question, mais aussi si l'on a égard au problème, fort 
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délicat même dans le simple cas du plan, de la construction effective 
de corps convexes. 

Ce dernier problème, fondamental pourtant, puisque, en somme, 
tous les développements auxquels a donné lieu la théorie des corps 
convexes s'appliquent à des êtres qu'il serait intéressant de connaître, 
ne semble pas avoir donné lieu à beaucoup de travaux. La seule ten­
tative intéressante en ce sens, que l'on trouve dans les ouvrages 
consacrés à la théorie des corps convexes, semble bien consister en 
l'introduction des séries linéaires, qui permettent de construire effec­
tivement une infinité de corps convexes à partir d'un nombre fini 
de corps convexes connus. Dans les mémoires [44], [49], nous avons 
pu, dans une certaine mesure, combler la lacune signalée, et les 
développements qui vont suivre sont consacrés à l'exposition des 
principaux résultats obtenus. Nous montrerons à la section suivante 
comment, si l'on se borne à la considération des corps convexes 
dont les frontières admettent en chaque point des rayons de cour­
bure principaux finis et non nuls, on peut construire tous les corps 
convexes de l'espace à partir de certains d'entre eux. Dans la 
section actuelle, et pour prendre en quelque sorte contact avec le 
problème général qui vient d'être énoncé, nous nous bornerons à 
montrer comment, dès que l'on connaît un corps convexe, on peut 
en déduire une infinité d'autres admettant pour domaines vectoriels 
des corps convexes centrés arbitrairement donnés. 

32. Séries linéaires et domaines vectoriels. — Nous allons établir 
une propriété des domaines vectoriels des corps d'une série linéaire, 
fondamentale pour la suite. Soient C et G' deux corps convexes 
fermés et bornés de l'espace euclidien à n dimensions, A et A' leurs 
domaines vectoriels que nous supposerons centrés à l'origine O des 
coordonnées. Si w est un point quelconque de la sphère unité centrée 
en O, et si H(w), H'(M) sont les fonctions d'appui respectives de C. C', 
les fonctions d'appui des domaines vectoriels A et A' sont 

04) 
A ( w ) = H ( w ) - f - H (o / ) , 

/ l ' (o ) )=H' (o ) ) - | -H' (w' )> 

où &/ est le point opposé à co sur la sphère unité. 
Le corps générateur CA (voir le n° 13) de la série linéaire [G, C'] 
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est défini par la fonction d'appui 

H(o)) —XH'(o)) , , ^ N 
(15) HA(o)) = ^ ;

I _ _ X ^ ^ ( * < i ) -

Les domaines vectoriels A, A' déterminent une série linéaire [A, A'] 
dont le corps générateur AA a pour fonction d'appui 

* . . / . . x _ A ( t o ) - X A / ( o ) ) 
/ i A (0 ) ) = ^ — ^ ? 

ce qui, eu égard à ( i 4 ) , (i 5) peut s'écrire 

AA(o)) = HA(o))-i-HA(o)'). 

On voit que AA n'est autre chose que le domaine vectoriel de CA. On 
peut donc énoncer ce résultat : 

Les domaines vectoriels des corps d'une série linéaire sont les 
éléments d'une nouvelle série linéaire; deux corps correspondants 
dans les deux séries correspondent à la même valeur du rapport 
1 qui fixe chaque corps dans la série à laquelle il appartient. 

En particulier, si deux corps convexes ont même domaine vecto­
riel, il en est de même de tous les corps de la série linéaire qu'ils 
déterminent et de tous ceux qui prolongent cette série dans un 
sens ou dans l'autre. 

33. Corps convexes admettant un domaine vectoriel donné. — Le 
résultat qui vient d'être établi permet de déduire, d'un corps convexe G 
admettant un domaine vectoriel donné A, une infinité de nouveaux corps 
convexes admettant A pour domaine vectoriel. Adjoignons à C le corps & 

homothétique de A dans une homothétie de rapport • ô admet A pour 

domaine vectoriel; il en résulte que tous les corps de la série [G, ô] 
admettent A pour domaine vectoriel. 

A l'origine de la détermination des corps précédents figure un corps 
convexe particulier connu admettant pour domaine vectoriel A. Si A 
est un corps convexe centré quelconque de l'espace à n dimensions, 
dont la frontière est douée en chaque point de n — i rayons de cour­
bure principaux [finis et non nuls, il est possible, sans connaître 
d'avance aucun corps admettant pour domaine vectoriel A (autre 
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que l'homothétique de A dans une homothélie de rapport ij» d'obtenir 

l'ensemble de ces corps à partir de corps simplement assujettis à la 
condition d'être convexes et d'admettre en chaque point frontière 
n — i rayons de courbure principaux finis et non nuls. 

Soit, en effet, G un corps convexe quelconque dont la frontière 
jouit de la propriété indiquée ; construisons son domaine vectoriel T. 

En effectuant au besoin une même homothétie sur C et Y, nous 
pouvons supposer que les rayons de courbure principaux de T et A 
en deux points homologues quelconques (points en lesquels les hyper­
plans tangents sont parallèles et également situés) vérifient la condi­
tion exigée (voir le n° 15) pour la prolongeabilité indéfinie de la série 
[T, A] dans le sens T-> A. Soit alors <Dl'un des corps de la série pro­
longée ; construisons l'homothétique F de $ dans une homothétie de 

rapport -; F admet O pour domaine vectoriel. Le rapport X qui fixe A 

dans la série [Y, A] fixe aussi un certain corps D de la série [C. F ] ; 
d'après le numéro précédent D admet A pour domaine vectoriel. 

En faisant varier <£ dans la série [Y, A] prolongée, on obtient une 
infinité de corps convexes admettant A pour domaine vectoriel. Nous 
avons utilisé une série [Y. A] indéfiniment prolongeable dans le sens 
T->A, uniquement pour donner plus de latitude à la construction; 
une série admettant un prolongement limité aurait évidemment 
suffi. 

Il est facile de voir qu'en faisant varier le corps convexe arbitraire 
C, qui est à la base de la construction précédente, on obtient, par le 
procédé indiqué, tous les corps convexes admettant A pour domaine 
vectoriel. Pour une démonstration précise de cette assertion nous 
renvoyons à [48], nous bornant ici à énoncer la propriété suivante 
sur laquelle la démonstration est basée : 

Si une série linéaire de corps convexes est prolongeable, dans un 
certain sens, jusqu'à une certaine limite (définie par une certaine 
valeur du rapport X) la série des domaines vectoriels est prolon­
geable, dans le même sens, jusqu'à la même limite au moins. 

Corps de largeur constante. — Si l'on prend pour domaine vecto­
riel A une sphère de rayon a, la construction précédente fournit les 
corps de largeur constante a de l'espace à n dimensions. 
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IV. — Construction de l'ensemble des corps convexes de Vespace 
à partir de certains sous-ensembles bases. 

34. Remarques relatives au problème de la recherche des corps 
convexes admettant un domaine vectoriel donné. — Nous arrivons 
maintenant à l'étude du problème, énoncé au numéro 31, relatif à un 
essai de détermination effective de l'ensemble des corps convexes de 
l'espace. Nous limiterons notre recherche à l'ensemble, que nous 
désignerons par (&), des corps convexes de l'espace à n dimensions 
de volume positif, dont les frontières (à n — i dimensions) sont 
douées en chaque point d'un plan tangent continu et de n — i rayons 
de courbure principaux finis et non nuls. 

Dans la construction, indiquée au numéro 33, des corps convexes 
admettant un domaine vectoriel donné, figure un corps convexe 
arbitraire C. De C, on déduit une infinité de corps convexes admet­
tant un domaine vectoriel donné (une largeur donnée dans toute 
direction). En faisant varier arbitrairement C dans le champ des 
corps convexes, on obtient tous les corps admettant le domaine 
vectoriel voulu. 

Or, l'ensemble des corps convexes admettant un domaine vectoriel 
donné est un sous-ensemble de l'ensemble des corps convexes de 
l'espace; il doit donc être possible d'obtenir tous les corps admettant 
un domaine vectoriel donné, en choisissant le corps arbitraire C, qui 
est à la base de la construction, dans un sous-ensemble convenable 
de l'ensemble total (&) présentant le même degré de généralité que 
l'ensemble des corps à construire. 

C'est ce que nous allons montrer, en modifiant légèrement le 
procédé de construction indiqué au numéro 33, de façon à obtenir 
une limitation précise des éléments arbitraires mis enjeu. Le résultat 
auquel nous parviendrons est le suivant : on peut obtenir géométri­
quement tous les corps convexes admettant un domaine vectoriel 
donné quelconque, dès que l'on connaît les corps convexes admet­
tant un domaine vectoriel particulier (par exemple les corps de 
largeur constante). 

Ce résultat peut être envisagé comme fournissant une méthode 
géométrique de transformation, les uns dans les autres, des ensembles 
de corps convexes admettant même domaine vectoriel. Mais son intérêt 
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réside surtout dans le fait qu'il permet (voirie n° 36), de donner 
une solution du problème, énoncé au numéro 31, de la reconstitution 
de l'ensemble des corps convexes à partir de certains d'entre eux. 

35. Transformation des ensembles de corps convexes admettant 
même domaine vectoriel les uns dans les autres. — Envisageons 
l'ensemble des corps convexes (&) de l'espace, dans lequel ne seront 
pas considérés comme distincts les corps homothétiques à un même 
élément. Désignons par (Y) l'ensemble [sous-ensemble de ( ë ) ] des 
corps convexes (D) possédant un centre de symétrie. D étant un corps 
quelconque de (Y) (défini à une homothétie près), associons à D tous 
les corps de (&) admettant D pour domaine vectoriel; nous obtenons 
ainsi un sous-ensemble de (&), soit (e)D. A chaque élément D de (Y) 
correspond un (e)D. Tout corps de (&) appartenant à un (e)D déter­
miné, on peut dire que (&) est la somme des différents (e)D. 

Cela étant, soient D et D' deux corps centrés non homothétiques, 
définissant les deux ensembles (e)h et (e)D>. Les deux corps n'ont 
besoin d'être définis qu'à une homothétie près, mais, pour simplifier 
notre exposition, nous supposerons fixés les rapports d'homolhétie, 
de sorte que D et D' seront des corps bien déterminés, en position 
relative d'ailleurs quelconque. Il s'agit de trouver un procédé de 
transformation de l'ensemble (e)D en l'ensemble (e)D'. 

k 
k et k' étant deux nombres positifs, envisageons les corps - D et 

k'Y>'. Si nous effectuons, au moyen de ces corps, la construction exposée 
au numéro 16 (troisième exemple de construction de séries linéaires 

k 
indéfiniment prolongeables), - D jouant le rôle du corps désigné parC 

à l'endroit rappelé et krD' jouant le rôle du corps désigné par C', 
k 

nous associons aux deux corps D et k'D' un corps convexe 2 défi­
nissant, avec A'D', une série linéaire [A'D', 2] indéfiniment prolon­
geable dans le sens / r ' D ' - ^ l . 

Le corps kfDr étant centré, la remarque faite à la fin du numéro 16 
k 

s'applique, et le corps 2 est la somme des deux corps - D et 2k1 Dr 

S = 2Jt 'D'+ - D . 

Le corps 2 qui vient d'être construit dépend des deux paramètres k 
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et k' (dont un seul est paramètre de forme). Nous désignerons par 
(2 ) l'ensemble des corps obtenus en faisant varier les deux para­
mètres. 

Une espèce de perspective centrale par séries linéaires, faite à 
partir d'un corps quelconque G de (e)D comme élément central, va 
nous permettre de projeter, en quelque sorte, un sous-ensemble conve­
nable de (2 ) sur (e)w, et de réaliser ainsi, par l'intermédiaire de ce 
sous-ensemble, la transformation de (e)h en (e)D>. 

Si l'on associe à C l'un quelconque des oo2 corps 2 on obtient un 
faisceau de oo- séries linéaires [C, 2 ] . Nous allons voir que l'on peut 
limiter les variations des paramètres k, k' de façon à obtenir oo2 séries 
[C, 2] indéfinimentprolongeables au delà de 2 , l'un des corps de 
chaque série prolongée appartenant à l'ensemble (e)&. La perspec­
tive dont il est question plus haut se trouvera alors réalisée par le 
faisceau de séries (de sommet C) ainsi obtenu. 

Pour atteindre notre but, et nous basant sur un résultat du numéro 
15, commençons par déterminer le nombre kf de façon que la série auxi­
liaire [C, kfDf] soit indéfiniment prolongeable dans le sens C -> Ar'D'. 
Si r'm et rM sont, respectivement, les rayons de courbure principaux 
minimum et maximum sur les frontières de D' et de C, il suffira de 
choisir, parmi les oo2 corps 2 , ceux pour lesquels 

(16) *'> £ 

pour qu'il en soit ainsi. Le rayon de courbure principal minimum de 
la frontière de A"'D' est alors k!rm et, comme il est supérieur au rayon 
de courbure principal maximum de la frontière de C, la série [C, k'Y)'] 
est bien indéfiniment prolongeable dans le sens C --> k!Y)f. 

Si l'on associe à C l'un quelconque des corps 2 correspondant à 
une valeur de k' vérifiant (16), la série [C. 2 ] est indéfiniment pro­
longeable dans le sens C--^2. Pour le voir il n'y a qu'à invoquer une 
propriété indiquée à la fin du numéro 15 : la série [k'D', 2] est indé­
finiment prolongeable dans le sens A"'D'->2; la série [C, kfDl] est indé­
finiment prolongeable dans le sens C->Zr'D'; il en résulte que[C, 2] 
est indéfiniment prolongeable dans le sens C - > 2 . 

kr étant limité par la condition (16), il suffira maintenant, comme 
nous allons le voir, de limiter k par la condition 

( i7) * < i , 
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pour obtenir le faisceau de séries linéaires (C, 2 ) propre à réaliser la 
transformation de (e)D en (e)w. 

Soit [C, 2 ] une quelconque des séries définies par les conditions 
(16), (17). Désignons par A et aies largeurs respectives de D et A 
dans une même direction quelconque. La largeur de G dans la même 

direction est - j et celle du corps CA(X > 1) [notations du n° 13, où 

l'on remplace C' par 2] de la série [C, 2 ] est (voir la fin du n° 16) 

Parmi les corps GA, considérons plus particulièrement le corps Ci 

qui, en vertu de (17), fait bien partie de la série prolongée. La largeur 
de Ci est 

8 - * A 
A 2 

k 
Le corps 2 = 2 k'Dr-\— D a une largeur somme des largeurs des deux 

k 
corps 2 krDf et - D ; si A' désigne la largeur de D', on a donc 

8 = 2 * ' A ' - f - - A . 
2 

Avec cette expression de 5, on obtient, pour l'expression de Ai , 

2 * ' A ' 

d'où 
A, 

•k 2k' 
A' 1 — k = consl. 

Les largeurs de Ci et de D' relatives à une même direction quel-

conque sont donc proportionnelles. Il en résulte, qu'à une homo­
thétie près (que nous négligeons) le corps C / = C i admet D' pour 

domaine vectoriel et appartient par suite à l'ensemble (e)ht. 
Chaque série [C, 2 ] fournit donc, comme on l'avait annoncé, un 

corps C' de l'ensemble (e)&. 
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Il est clair que G' est un corps de (e)D> distinct du corps centré - D' 

connu a priori. Si, en effet, C' était centré, 2 serait la somme de deux 
corps centrés et serait par suite centré; la série [C, G'] contenant 
deux corps centrés, tous ses corps seraient centrés, ce qui ne peut 
avoir lieu puisque C est un corps quelconque de (e)D. 

Le faisceau des oo2 séries [G, 2] correspondant à k'> ^ » / r < i , 

donne, pour chaque corps C de (e)D, oo- corps de (e)D>. 
Pour pouvoir affirmer que la considération des faisceaux issus des 

différents corps G de (e)D donne tous les corps de (e)b,% et réalise par 
suite la transformation complète de (e)D en(e)D,, il resterait à montrer 
que tout corps de C (e)D, peut être associé à un certain corps C de 
(e)D dans l'une des séries [C, 2 ] définies plus haut. Il en est effecti­
vement ainsi. La vérification se fait en suivant une marche inverse de 
celle qui a abouti à la construction [que nous désignerons par cons­
truction (A)], exposée en ce qui précède, permettant de déduire les 
corps de (e)w de ceux de (e)D par l'intermédiaire des corps 2 . Pour 
cette assertion nous renvoyons le lecteur à [49]. 

36. La reconstitution de l'ensemble (&) à partir de certains sous-
ensembles bases. — Nous arrivons maintenant au problème général, 
posé au numéro 31, relatif à la possibilité de construire géométri­
quement l'ensemble des corps convexes (&) de l'espace euclidien à n 
dimensions à partir de certains d'entre eux. 

Considérons, dans l'ensemble (&), le sous-ensemble (&{ ) somme 
des deux ensembles (e)Do et (Y) suivants : 

(e)Do est un ensemble (e)D particulier arbitrairement choisi, par 
exemple l'ensemble des corps de largeur constante, pour lesquels D0 

est une sphère. 
(Y) est l'ensemble des corps centrés. 
Soit C un corps quelconque de (&). Ce corps a un certain domaine 

vectoriel D, et appartient par suite à l'ensemble (e)D défini par D. Le 
corps D est centré et appartient par suite à l'ensemble (Y) . 

La construction géométrique (A) exposée au numéro précédent, 
faite avec D0 et D, transforme l'ensemble des corps de (e)D en 
l'ensemble des corps de (e)D ; cette construction fournira donc, en 
particulier, le corps G envisagé. 

11 résulte de là que chaque ensemble particulier (&i)= (e)D-j-(y), 
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obtenu en prenant pour (e)D l'ensemble des corps admettant pour 
domaine vectoriel un corps quelconque D de (Y) est la base d'une 
reconstitution complète de ( ê ) . 

L'étude actuelle montre tout l'intérêt qui s'attache au problème, 
dont il a été question au numéro 33, de la recherche des corps 
convexes admettant un domaine vectoriel donné, problème dont 
on obtient évidemment la forme la plus maniable en recherchant les 
corps convexes de largeur constante. 

Nous ajouterons qu'il semble bien que les ensembles de la 
forme (&.\) = (e)D-h (y) où, comme il a été expliqué, D est un 
corps arbitraire de (Y) , soient les plus simples à partir desquels, par 
des opérations linéaires (nous entendons par là, ne mettant en jeu 
que les propriétés des séries linéaires ou des combinaisons de telles 
séries), on puisse construire géométriquement l'ensemble com­
plet (&) des corps convexes de l'espace. 

37. Remarque analytique. — A l'ensemble (&) des corps convexes 
de l'espace à n dimensions correspond l'ensemble (9t) des fonctions 
d'appui. (3Z) est constitué par des fonctions convexes, positivement 
homogènes et de degré un (voir les nos 4 et 5). 

Les développements géométriques qui précèdent, mettent en évi­
dence la possibilité de déduire l'ensemble (3€) des seules fonctions 3Z 
satisfaisant aux équations fonctionnelles suivantes : 

#e(#i, X2, . . . , Xn) — 2C(—Xi, —X?, . . . , — Xn) = 0, 

2t(xY, X2, ..., xn) + X(— Xi, — Xt, . . . , — Xn)= s/x'i -4- XÏ2 - r 2 

qui correspondent, respectivement, aux corps convexes centrés et aux 
corps convexes de largeur constante. 

Si l'on se borne a la considération de l'ensemble des fonctions 3Z 
pourvues de dérivées partielles jusqu'à l'ordre trois, l'obtention effec­
tive de l'ensemble (3t) au moyen des solutions des équations précé­
dentes, traduction analytique de la construction géométrique exposée 
aux numéros 35 et 36, n'exige que la résolution d'équations algé­
briques et des calculs de dérivation [50] . 
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