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STABILITE ET DYNAMIQUE 

DE LA 

PRODUCTION DANS L'ÉCONOMIE POLITIQUE 

Par M. G. EVANS, 
Professeur de Mathématiques puns du Rice ïnslitute, Houston (Texas). 

I. — INTRODUCTION. 

1. Préliminaires. — Il n'est pas question de présenter ici une 
analyse de toute la théorie mathématique de l'économie politique et 
de ses développements modernes. Pour cela le lecteur se reportera 
aux traités, comme celui de Pareto [20, c], qui donnent beaucoup 
de détails sur l'équilibre économique, surtout du point de vue d'une 
théorie de la valeur. Ici nous voulons exposer des problèmes qui 
auront peut-être un nouvel intérêt pour les économistes, étant, soit 
nouveaux, soit considérés ous un aspect nouveau et peut-être 
suggestif. 

11 n'est pas possible non plus de donner en quelques pages une 
bibliographie complète d'ouvrages sur les applications des mathéma­
tiques à l'économie politique. Nous citons seulement les ouvrages 
nécessaires pour notre exposition, et renvoyons le lecteur au livre de 
Jevons [13] et à la traduction anglaise du livre de Cournot [4] pour 
la bibliographie avant 1896, et aux traités modernes pour des rensei­
gnements plus récents. M. Zawadski donne un exposé historique et 
une évaluation critique de l'économie mathématique [29], 

Les économistes d'aujourd'hui n'ont pas besoin d'être convaincus 
de l'utilité, et même de la nécessité, d'employer des raisonnements 
mathématiques pour l'analyse systématique d'une science où une 
arithmétique existe de son propre compte, avec la monnaie, — au 
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moins s'ils n'envisagent pas l'économie politique comme le résidu 
qu'on obtient en écartant tous les problèmes résolus ou résolubles. 
Malgré la fascination de la recherche d'un tel résidu, on peut dire 
que si l'on agissait ainsi on restreindrait trop la nature de cette 
discipline. Mais une difficulté pour l'application des mathématiques 
surgit plutôt d'un autre côté. Tous les mathématiciens ne sont 
pas persuadés au même degré qu'il y ait un véritable intérêt 
pour eux, à chercher des applications mathématiques parmi les pro­
blèmes de nature économique, et qu'on y rencontre des problènfes 
résolubles seulement par des mathématiciens. En effet, afin que les 
mathématiques dominent une science il faut non seulement que le 
raisonnement mathématique soit nécessaire, mais aussi qu'il soit 
intéressant pour les mathématiciens. 

De tels problèmes intéressants, on peut en rencontrer dans l'ana­
lyse de la stabilité économique et de ses liens avec la théorie de la 
monnaie. Nous en commençons ici l'exposition, en généralisant les 
situations économiques au point dynamique; mais nous nous bornons 
presque partout à la généralisation d'un seul problème, afin de le 
développer plus complètement. C'est le problème du monopole de 
Cournot [4]. 

Soient en effet u le nombre d'unités d'une marchandise produites 
en unité de temps, par un industriel, et q le coût de cette production 
en unité de temps, en y comprenant les dépenses nécessaires pour 
placer le produit sur le marché, et soit^> le prix de vente; on peut 

nommer —— le prix de revient. Nous désignons par y et nous appe­

lons la demande, le nombre d'unités qui sont achetées, ou qui 

seraient achetées sous des conditions données, sur le marché. Pour 

le profit nous aurons la formule 

(i.i) iz=py—q. 

Le prix de vente sera déterminé théoriquement en se basant sur 
certain.es hypothèses qu'on admettra concernant ces quantités. En 
suivant Tanalyse d^ Cournot, nous supposerons d'abord les relations 
suivantes : 

0-2) ? = ?(") , y=f(p), 
(i.3) y = u, 
( 1 . 4 ) rf7U = 0. 

http://certain.es
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Ainsi nous pourrons considérer le problème comme celui du maxi­
mum d'une fonction à une seule variable indépendante; la condi­
tion ( i . 4 ) prendra ou l'une ou l'autre des formes équivalentes 
suivantes : 

(1 .5 ) p + u î ~ q'{u) = °' \P- ï(u) j/'O) -+-/(/>) = °> 

qui sont en effet, avec l'aide de (1.2), ( i . 3 ) , des équations à une 
seule variable. 

La quantité g'(u) = ~ s'appelle le coût marginal. On dit que le 

régime est à coûts croissants si g'(u) est une fonction croissante, 
c'est-à-dire si g"(u) > o ; si Ç " ( M ) < O , on dit que le phénomène 
est à coâts décroissants. 

C'est là l'analyse de l'an i838. C'est un cas particulier. Mais les ques­
tions qui nous intéressent dépendent des problèmes qui se rencontrent 
dans l'administration des entreprises, et ainsi doivent refléter la 
croissance continuelle de l'organisation technique, établie dans les 
affaires. Cette organisation nécessite la prévoyance des situations 
futures, les connaissances statistiques sur les prix et les demandes, 
et une analyse des coûts exacts de la production, même pour un inter­
valle de temps assez étendu. L'ordre de considérations nécessaires est 
par conséquent beaucoup agrandi. 

Il faut donc considérer une généralisation de l'analyse que nous 
venons de donner. Si le prix ne reste pas constant pendant l'inter­
valle de temps à envisager on doit considérer la production et la 
vente comme aussi variables, et prendre les quantités u, r , TZ comme 
des coefficients différentiels; au lieu du profit instantané 7r on doit 
considérer le profit total sur l'intervalle de temps (J0, tK) 

(1 .6) n = / Tzdt, 

et il n'est guère possible de se limiter à des lois de demande aussi 
simples que les (1.2), parce qu'on sait que la vente d'une marchan­
dise dépend de la manière dont change le prix, peut-être plus que du 
prix même. On doit donc envisager des fonctions 

( 1 . 7 ) 
- / ( » * ) • 
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et aussi d'autres formes contenant des intégrales ou des différences 
finies ; en effet la demande au temps t peut dépendre des prix à des 
instants différents. C'est ainsi que le calcul des variations peut entrer 
dans le problème économique, car il faut déterminer p comme fonc­
tion de t pour rendre maximum le profit II sur l'intervalle de temps. 

On sait que s'il existe des fonctions qui puissent donner à II une 
valeur maximum, par comparaison avec les fonctions qu'on obtient 
en les variant de tous les deux côtés, les dites fonctions optima seront 
composées d'arcs qui satisfont à l'équation différentielle d'Euler 

où l'on a posé p — -£> Dans notre cas, donné par les équations (1.7), 

(1.3), où TT(/>, p) ne contient pas t explicitement, il y a une intégrale 

première de (1.8), donnée par TZ — p'-y^ = c o n s t . , c'est-à-dire 

'w-*'•">-$(*-S) $> = COMt-' 

et le caractère du problème par rapport aux propriétés de maxima 
dépend d'une manière spéciale de la nature de la fonction 

dp"- V du) dp"- du* Xdp'J 

Mais il faut préciser beaucoup les fonctions qui entrent dans ces for­
mules pour avoir un problème économique plutôt qu'un problème 
général du calcul des variations. Ainsi nous chercherons à éviter en 
grande partie les difficultés mathématiques en nous bornant aux cas 
et aux méthodes élémentaires. La remarque suivante sur les fonctions 
quadratiques nous sera utile. 

La fonction <p(#) = Lx2-\- Mx 4- N possède en effet, si L ^ o, un 
seul maximum ou un seul minimum; cela aura lieu pour la valeur 

(1.9) ' * = - 2 T \ 

où la dérivée j - égale zéro. Il y aura un maximum de <p(#) pour 
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cette valeur si L << o, un minimum si L >> o, 

( l M \ 
V cp ( =- ) max. si L < o, 

( I . I O ) \ V 2 L / 

) / M \ • . • i ^ r ? ( p j min. si L > o. 

En effet la dérivée seconde L-~\ est constante et égale à 2L. 

La valeur de ce maximum ou minimum est 

( I - M > n-iL)=N-4-r 

Afin gue <p(o) soit plus grand que y(x) pour tout autre x, il 
faut et il suffit gue 

<«•»> /=(â)< = ,=M ' ë = ^ < ° -
Cette remarque s'applique à la fonction y(x) définie pour toute 

valeur de x. Mais si l'on considère y(x) seulement pour un intervalle 
de valeurs de x, afin que les formules et les critères donnés soient 
valables il faut que les extrémités de cet intervalle ne donnent pas de 
valeurs de y(x) importantes pour le problème. C'est une critique qui 
devrait altérer la simplicité de la théorie généralement reçue de-
l'équilibre économique, parce qu'on n'y peut pas admettre des 
valeurs négatives de maintes quantités; les valeurs nulles se trouvent 
aux limites des domaines. 

II. — ILLUSTRATIONS ÉLÉMENTAIRES. 

2. Détermination des prix. — Il n'y a pas unanimité sur les buts 
de l'Economie Politique, même comme science mathématique. Beau­
coup d'économistes croient que les théories mathématiques n'ont pas 
d'applications numériques possibles [21, p. 20,3; 29, p. 32o]. Pour 
d'autres, les buts pratiques existent mais ne dominent pas la théo­
rie [22]. Par exemple, dans un cas particulier de la théorie de l'équi­
libre, comment pourrait-on résoudre 5209 équations portant sur' 
5209 inconnues? N'a-t-on pas fait déjà beaucoup lorsque l'on a réussi 
à trouver précisément 6209 telles équations, pas plus, pas moins, 
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afin de savoir que les 0209 inconnues sont déterminées.? On n'applique; 
pas, et cela vaut mieux, ce raisonnement à la théorie cinétique des 
gaz. 

En effet, s'il n'y a pas de contrôle numérique possible, comment 
peut-on être assuré que ce sont précisément ces équations, et pas 
d'autres, qui expliquent les phénomènes réels? D'abord c'est 
demander beaucoup à l'esprit humain de construire a priori de 
telles théories, et d'être certain que les phénomènes objectifs doivent 
s'encadrer dans les tableaux formés. Nous voyons déjà qu'il y a 
d'autres hypothèses admissibles. Ensuite, si l'on veut entrer dans les 
détails, comment savoir que les équations obtenues sont compatibles, 
afin que des solutions existent, et qu'elles sont indépendantes, afin 
que le système de solutions soit déterminé? 

L'existence d'un nombre total d'équations égal au nombre d'incon­
nues dans le cas d'une valeur extrémale d'une fonction de plusieurs 
variables n'est qu'un résultat formel, soit si ces variables sont indépen­
dantes, soit liées déjà entre elles par plusieurs équations données. 
Mais on ne démontre pas ainsi qu'il y a vraiment un maximum ou 
même une valeur extrémale. M. Amoroso s'est occupe dernièrement 
de cette question d'indépendance, en faisant des hypothèses sur la 
valeur ou l'ophélimité totale [ 1 , b\. 

Toutefois, on peut donner quelques illustrations de théories 
simples bien applicables. 

Le problème élémentaire du monopole, exprimé au moyen des 
équations (1 . 1) à (1 .4) , se réduit à la connaissance numérique des 
deux fonctions g(u), / ( / ? ) . En effet, on peut supposer de connaître 
assez bien la fonction q^u), qui n'est que le résultat final de l'analyse 
des coûts, dont Ja connaissance n'est qu'une question de comptabilité. 
Mais la fonction qui représente la loi de la demande semble être 
calculable seulement après une lente et difficile étude statistique, 
entreprise individuellement pour chaque marchandise. Pour simpli­
fier le problème, on devra substituer pour cette fonction une approxi­
mation comprenant seulement plusieurs constantes arbitraires. 

Les approximations linéaires sont valables si les intervalles consi­
dérés ne sont pas trop étendus. Supposons donc que notre industriel 
représente la demande pour sa marchandise par une fonction 
linéaire, dont nous supposons le gradient négatif 
(2.1) y = ap-i-b, a<o, 
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et dont il peut déterminer les coefficients a, b en faisant deux expé­
riences sur le marché avec des prix de vente différents. Pour repré­
senter la fonction de coût, laquelle il connaît mieux, supposons qu'il 
pose une fonction quadratique 

(9.2) q = A«2H- Bu-h G. 

Avec ces simplifications, et en p o s a n t / = w, nous aurons pour le 
profit la formule 

( 2 . 3 ) K = a(i — ka)p--h (b — 2 A «6 — Ba)p— A.62— Bb — G. 

Pour cette fonction quadratique nous écrirons immédiatement la 
valeur optimum de p et la valeur correspondante de u = ap -)- è, 

b — i^ab — Ba b-hBa 
( 2 . 4 ) ?•= _ 2 a ( i _ A a ) ' " =

2 ( i - A « ) ' 

et nous aurons 

( 2 . 0 ) = 2 a ( i — Aa). 

Le profit pour les valeurs ( 2 . 4 ) se calcule par moyen de (1 . n ) . 
On trouve 

1 (6 + Bfl)« r ( 2 . 6 ) 
a 4 ( 1 — A a ) 

C'est une quantité qui peut être négative, et représenter la perte 
minimum. 

Les valeurs données par ( 2 . 4 ) , si elles sont positives, produisent 
donc un maximum du profit dans le cas (1 — A a ) J> o, étant « < o . 
Cette condition est donc satisfaite si le régime est à coûts crois­
sants, A > o. 

Le prix déterminé par ( 2 . 4 ) peut-être ne sera pas suffisamment 
exact, mais il donnera à l'industriel un nouveau renseignement 
sur la demande, si dans le cas actuel celle-ci ne se trouve pas égale 
a u\ l'industriel pourra par conséquent corriger encore les coeffi­
cients dans l'expression ( 2 . 1 ) , et déterminer une seconde approxi­
mation p pour le prix optimum; et ainsi de suite, jusqu'à ce qu'il le 
trouve avec une approximation suffisante. Ainsi il aura une solution 
pratique de son problème, pour son plus grand profit, dans tous les 
cas où les hypothèses restent valables, c'est-à-dire si la demande est 
fonction de /?, et le coût de w, et si u est tenu égal à la demande. 
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Le problème est différent, si par exemple on suppose que le prix 
de vente soit (i\é par l'État. Dans ce cas l'industriel cherche seule­
ment à rendre maximum son profit, avec p donné; c'est-à-dire en 
choisissant une valeur convenable de u dans la formule 

- —pu — ku1— Bu — G = — A u2 H- (p — But — G, 

p étant une constante. On aura donc 

p-B 

qui donne u comme fonction de p et représente une fonction d'offre 
pour l'industriel. Il n'y a\ait pas de fonction d'offre dans le premier 
problème du monopole. 

Il y a un maximum de n dans le cas \ ;> o, car - ^ = — 2 A. 
J 7 du1 

Si p est trop élevé, l'industriel ne pourra pas vendre tout son 
produit; pour le vendre il faut que y> u. Posons donc y = u. Nous 
aurons 

d'où 
, ft, b-^Ba 2A6 + B 
(2.8) U — 7 — 5 p = T— ' 

' 1 — > Art Â 1 — 2Aa 

Avec l'hypothèse que V soit ;> o et que les autres constantes soient 
choisies de manière que u e t / ; de (2 .8) soient positifs, il est évident 
que 

b -\- Ba b -\- Ba 
1 — 2À« 1 — > ko 

et que les valeurs correspondantes de p satisfont à l'inégalité inverse; 
ainsi, on comprend qu'il est possible de fixer le prix contre un mono­
poleur inférieur, sous ces hypothèses, à celui qu'on aurait choisi si 
l'on était libre, mais en augmentant en même temps la production. 

Ce résultat n'est pas un théorème général de comparaison, parce 
que nous l'avons établi seulement avec des fonctions très particulières 
comme fonctions de demande, et l'on doit en général considérer la 
dérivée seconde de / ( />) , qui n'est pas nécessairement nulle, pour 
avoir un théorème comprehensif [voir § 7] . Les foi mules obtenues 
sont valables comme des déterminations de valeurs approximatives 
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des quantités cherchées, mais elles ne le sont pas toujours pour 
déterminer l'ordre de grandeur de ces valeurs. Malgré cela, le cas de 
la loi de demande linéaire est assez fréquent [ 11], [23], pour mériter 
une analyse à part. 

3. Théorie de dimension. — Gomme seconde illustration d'appli­
cation pratique, nous considérerons les dimensions des quantités 
économiques, dans le sens où on les emploie dans la physique. Prenons 
par exemple une seule marchandise, et désignons par J l'unité de 
quantité de ce bien, par M l'unité de valeur monétaire, et par T 
l'unité de temps; ce sont les quantités fondamentales. Prenons aussi 
diverses quantités secondaires x, j , . . . dont les unités soient dési­
gnées par X, Y, . . . . L'équation dimensionnelle 

signifie que si l'on change les unités fondamentales en leur substi­
tuant de nom elles unités 

J ' = Â J , v r = / | i \ l , T ' = / - T , 

la mesure de la nouvelle unité de x sera donnée par l'expression 

et par suite la mesure de x par rapport à cette unité, par la formule 

C'est ainsi qu'on dit dans la Physique que la vitesse a la dimension 
un par rapport à la longueur et moins un par rapport au temps. 

Le théorème principal sur les dimensions est le suivant ( * ) : 

Si 
f c\ = J'iM^T'i et [y\ = J'^M^M"*, 

alors 

(3 .1 ) 
/ [jry\ = J ' I + ' J M ^ + ^ T 1 ' ^ 

i | Z 1 = J'i-'iMm-HiT'i T» 

et si y est fonction de x, i 

<'•*> ' [ £ ] - [ * ] • 
(1) La démonstration est presque immédiate [7, e, Ch. II]. 
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Il faut observer que x +JK? # — y n'ont pas de signification comme 
quantités et [x -+-y], [x—y] n'ont pas de signification, excepté dans 
le cas où l'on ait /, = /2, p.| — /JL2, TI = 2̂? car c'est seulement en ce 
cas qu'on peut déterminer le changement des unités et des mesures 
respectivement à la suite d'un changement des unités fondamentales. 
Une conséquence immédiate de ces idées est le principe suivant : 

Afin qu'une relation entre quantités économiques reste valable 
quelles que soient les valeurs des unités employées, il faut que tous 
les deux membres de l'équation subissent les mêmes modifications à 
la suite d'un changement quelconque des valeurs unitaires. Donc, si 

Vun des membre de Vèguatwn a une dimension donnée par 

rapport à une certaine unité, Vautre doit posséder la même 

dimension pour cette unité. C'est là un principe ou un critérium 
qu'on peut employer pour reconnaître une loi théorique de l'éco­
nomie politique : elle doit être susceptible d'une telle expression. 

Pour les quantités qui comparaissent dans les formules du problème 
du monopole, nous avons les relations 

[yt] = [ut] = J, [ql] = [xl] = M, 

car u, y^ it sont définies par unité de temps. On a aussi 

[put] = M. 

11 s'ensuit, en rappelant les ( 3 . i ) ( 3 . 2 ) , 

l If] = [u] =- JT-i, [q] = [*] = MT-i, p = MJ-S <3S) 1 m=H=•"-• 
D'ailleurs, si 

q = kul-\- Bu -+- C, y = ap-\-b, 
on aura 

[ku*] = [Bu] = [C] = [q], [ap] = [b[ = [y], 
donc 

( [A] = MTJ-, [B] = MJ-i, [C.] = MT-i. 
^ > 4 ; ) [a] = J*M-iT-i f [6] = JT-i. 

Ici nous avons considéré un seul bien. Si nous en considérons 
d'autres il faudra introduire de nouvelles unités fondamentales; 
ainsi, s'il y a A" biens différents il faudra prendre k unités corres­
pondantes J1? J2, . . . , J*; car on ne saurait comparer, par exemple, 
l'unité de cheval avec l'unité de charbon. 
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C'est Jevons qui a introduit la considération des dimensions dans 
une théorie de l'économie politique, mais d'une façon assez impré­
cise [15]. En effet une application possible de celte analyse est de 
critiquer la théorie de Jevons même. Afin de déterminer les positions 
d'équilibre Jevons doit faire comparer les intensités de sensation dues 
aux quantités infinitésimales de deux ou de plusieurs produits 
« L'intensité de sensation est seulement un autre nom du degré d'uti­
lité qui représente l'effet favorable produit sur le corps humain par 
la consommation d'un produit » [15, p. 129]. Il désigne par U la 
dimension de cette intensité. La dimension de l'utilité totale, qu'il 
suppose aussi d'être une quantité, et d'avoir ainsi une dimension 
précise, disons E, sera donc U multiplié par la dimension du bien. Il 

s'ensuit que tous les biens auront la même dimension M = T7m En 

effet il leur donne à tous la même dimension; mais en considérant la 
théorie de la dimension selon la façon un peu mystique de son temps, 
il n'y voit rien d'étrange. On serait tenté de dire que Jevons et son 
école, en cherchant l'analyse mathématique de la valeur, avaient 
perdu, en général, la valeur de l'analyse mathématique. 

Passons maintenant de cette application théorique à une petite 
application pratique, aux fonctions de coût. Nous prenons une illus­
tration hypothétique, mais numérique. 

Supposons qu'il y ait une fabrique de chaussures, dans laquelle la 
main-d'œuvre vient à coûter 24000 francs par semaine si la produc­
tion monte à 5o chaussures par jour. Nous supposons que ce coût 
soit proportionnel à la production et vienne à constituer tout le 
terme B u de la fonction de coûts. 11 s'agit, d'abord, de calculer le 
coefficient B, en prenant comme unité de quantité la chaussure, 
comme unité de valeur monétaire le franc, et comme unité de temps 
la semaine (par exemple, de six jours). 

On a donc u = 3oo, et Bu = 24000. Il s'ensuit que 

B = 80, 

avec le choix donné des unités fondamentales. 
Changeons maintenant l'unité de temps, en passant de la semaine 

à l'année, et déterminons la nouvelle valeur de B. Dans le cas que 
nous traitons il est facile de refaire le calcul et de trouver la nouvelle 
valeur de B. Mais dans le cas général, si l'on devait considérer tous les 
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coûts de la forme B M , le calcul analogue serait plus long, et il serait 
ennuyeux de refaire toute la comptabilité. Et, en eflet, ce n'est pas 
nécessaire.. Si nous rappelons la formule [B] = MJ " nous com­
prenons que B n'a pas de dimension par rapport au temps (ou 
mieux, que B a la dimension zéro par rapport a cette unité); donc la 
mesure de B ne dépend pas de l'unité de temps. La valeur reste 
toujours B = 80. 

Si, par contre, on change l'unité de quantité, en prenant les mille 
chaussures comme telle unité, la formule de dimensions nous enseigne 
que l'unité de la quantité composée B sera divisée par 1000. La 
mesure de cette quantité par rapport à l'unité sera donc multipliée 
par 1000, et la nouvelle valeur de B sera B = 80000. 

III. — ILLUSTRATIONS DE LA THÉORIE DE LA MONNAIE. 

k. La loi circulatoire de la monnaie. — Les questions qui ont 
rapport à l'assurance et à la finance sont pour la plupart séparées 
maintenant de l'économie politique. Une grande partie de l'économie 
financière n'est que ce qu'on appelle aujourd'hui mathématique finan­
cière, où l'on traite le problème du déplacement dans le temps, du 
crédit ou du revenu. Le contrôle mathématique exercé par la 
monnaie-numéraire fait naître beaucoup de problèmes mathéma­
tiques bien définis. Ainsi on a pu découvrir de nombreuses relations 
qui lient le déplacement du crédit ou du revenu dans l'espace 
comme dans le temps; on a de cette façon des équations qui gou­
vernent le taux des changes étrangers, semblables à celles qu'on 
trouve pour le taux d'intérêt. Il existe une théorie de ces changes 
traitée par Cournot [ i ; 1, « ; 7, e\ 3 ] . 

On ne peut pas considérer ici ces deux déplacements. Mais nous 
parlerons brièvement d'une équation qui a rapport à la totalité des 
échanges en numéraire, afin d'en tirer des conséquences intéressantes 
relatives a la théorie générale économique (voir § 11). L'équation 
s'appelle loi circulatoire de la monnaie, ou équation des échanges; 
elle a été formulée par Simon Nevvcomb [19] ('). Ici nous nous bornons 
à la forme inslantanee de l'équation, employée par M. Divisia [ 5 ] . 

(1) J'emprunte la citation de M Fisher [8, b. p 25]. 
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Soient e,(t)kt la quantité de monnaie dépensée par l'individu (i) 
ou par le groupe (i) d'individus dans le temps Af, m,(t) la quantité 
de monnaie possédée pai (i) au temps t, et at(t)àt, j3,(/) Af, . . . les 
quantités des biens ou ser\ ices a, (3, . . . achetées par (i) pendant le 
temps A/. Evidemment, 

(4 i; <,it.t) = *i(t)PoLi(t')+Mt)p$i(i)-*- i 

où pai(t)i P$,(t)i ••• sont les prix au temps t pour (i). 
En définissant les sommes et moyennes 

on déduit de (4-1) l'équation suivante : 

(4 i) E ( 0 - A(0/>«(*)B(*)/>p(0-»-...-

L'emploi de telles moyennes est naturel; en effet, ce n'est que par les 
moyennes que les fonctions élémentaires e((t), oct(t), . . . peuvent 
avoir comme représentations approximatives des fonctions continues, 
et aussi des fonctions continues dérivables. L'individu même, tel que 
nous le considérons en économie politique, est une moyenne. 

Nous introduirons les vitesses circulatoires vt(t), 

(4.4) "<«)=;Sv 
et, en utilisant la quantité totale M(/) et les vitesses moyennes V(*), 

(4 5) M(J)=ïlml(l), V( / )= j ^ r ï i #11,(/)^(0, 

nous aurons l'équation E(*)==M(£)V(£) , et ainsi la loi circulatoire 
instantanée de la monnaie 

(4.6) M(OV(0 = A ( O M O + B(0/»p(0+ =E(«). 

Si nous prenons les moyennes sur un intervalle de temps, T, 

i r'9+1 

w t = ™ / ml{t)di, 

M = 2,/11,= ^ f M{t)dl, 

MÉMORIAL DES SC. MATH — N» 5 6 2 
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nous pourrons obtenir la loi circulatoire sous la forme 

(4-7) MVT = A/>fl-t-By>p-h...= E = f° E(t)dt, 

Nous pourrons aussi séparer les différentes classes de monnaie. Si 
par exemple, nous désignons par M la monnaie à cours forcé (or, 
notes de l'Etat, etc.), par M le montant des dépôts en banques sur 
lesquels on peut dépenser par chèques, et par V. V les vitesses 
moyennes correspondantes, nous aurons l'équation des échanges 
sous la forme 
(4-8) (MV + M V ) T = A ^ + B ^ + . . . - K. 

Pour les Etats-Unis cette équation a été soumise à une étude statis­
tique, et les valeurs de M, V, M, V ont été calculées par M. Irving 

Fisher [8, 6] . Il trouve que M dépasse de beaucoup M, et que -=r 

dépasse également ^ -

5. Les nombres indices. — On peut poser la question maintenant 
de prendre des sommes ou des moyennes pondérées des quantités A, 
B,/>a,/?3, . . . , du second membre des équations (4-6), (4-7)? pour 
avoir un indice général des prix. La réponse à cette question n'est 
pas immédiate car il n'existe pas de définition a priori de prix mojen. 
En effet, chaque bien ou service a sa propre dimension J,, et les prix 
correspondants ont les dimensions MJ71, MJ71, . . . , MJ^1. 

Il faut donc introduire une définition et chercher un nombre qui 
partagera certaines propriétés des prix si tous les prix ont cette même 
propriété; qui croîtra s'ils croissent tous, etc. C'est ainsi que 
M. Irving Fisher a examiné les diverses expressions pour les indices 
monétaires moyens afin de trouver ceux qui possédaient le mieux ces 
propriétés. En même temps il lui fallait examiner des expressions 
correspondantes pour des indices de l'activité de commerce qui 
entraient avec ceux-là dans l'équation des échanges. Mais si, au lieu 
de chercher des indices moyens convenables, on traite les indices 
instantanés, on trouve qu'une seule de ces propriétés suffit pour 
déterminer la définition des indices; c'est la première de celles 
données par M. Fisher ('). 

(1) « A price index should agrée with the price ratios if thèse ail agrée with eacli 
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En effet, M. Divisia arrive à la définition cherchée avec un cri­
térium qui exige en apparence beaucoup moins que la propriété men­
tionnée [5 , p. 268] . Pour y arriver, posons 

( 5 . 0 E(O = E(< 0 )P (0U(O, 

où P ( 0 > U ( 0 s e r o n l deux nombres, chacun de dimensions nulles 
pour toutes les unités, avec P(t0) = U(t0)= i] le premier, que 
nous appelons indice monétaire ou indice de* j>rix, aura la propriété 
que sa différentielle s'exprime seulement par les différentielles dp*, 
dpfa . . . , c'est-à-dire qu'il reste constant si tous les /?a , pr^ . . . 
restent constants; le second nombre, que nous appelons indice d'acti­
vité de commerce, ne changera que si les A(£ ) , B(f) , . . . changent, 
et sa différentielle sera donc une fonction linéaire des rfA, rfB, . . . . 
C'est la propriété employée par M. Divisia. Néanmoins, il faut consi­
dérer les différentielles doy, c/A, do$, dB, . . . , comme des variations 
arbitraires, au lieu de celles seulement qui proviennent d'un change­
ment dt concernant t. 

De l'équation donnée 

( 5 . 2 ) E = E0PU =- Ajt?a-hB/?pH-.. , 

nous tirons 

E0 ( U d? -+- P dV ) = V dpa -h B dp$ -h. .. -h />a dk -h p$ dB •+-..., 

et le critérium cité nous donne les relations 

E0 U d? = A dp<z -+- B dp$ H-. . . , 
E0 P d\) = p<x dk -+- /?p dB - h . . . . 

Il s'ensuit, en rappelant (5.2), 

. . » . d? _ A dpu-+- B dp$-+-... dU __ />a dk -+-p p dB -+- .. . 
P A/?a-f- Bpp-h . . . U A/?a-+- Bpp-h... 

Mais 

rflogP = Ç , d]otV=^] 

other A trade index should agrée with the trade ratios if thèse ail agrée wilh çach 
other » [8, b, p. 418]. 
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ainsi, en introduisant encore la variable t, nous aurons, avec 
M. Divisia, 

( 5 . 4 ) { ' 

/
' /;«(QflhA*)+/?plOtf B(f 

En effet, ces deux nombres P( / ) ,LI ( / ) satisfont bien a l'équation (5. i ). 
Les indices moyens sur un intervalle de lemps ne sont que des 

approximations des indices instantanés, qu'on obtient, par exemple, 
en évaluant les intégrales de (5.4) par la loi de la moyenne. Mais 
toutes les quantités qui entrent dans l'équation (5.4) elle-même, 
comme nous avons déjà reconnu, ne sont données déjà que par des 
approximations en moyenne. 

Pour un intervalle de temps (£0, t) assez long il devient évident, 
d'après (5.4), que la valeur de l'indice monétaire, par exemple, 
dépend de toute l'allure des fonctions A(/ ), py(t ), . . . , entre t = t0 

et t = t. M. Fisher le reconnaît en disant que, afin de calculer un tel 
indice, il faut séparer l'intervalle en d'autres, assez petits, et consi­
dérer l'indice comme le produit qu'on obtient en multipliant les 
indices moyens pour les petits intervalles successifs. M. Di\isia pré­
cise la même idée en constatant que l'indice monétaire est une fonc­
tion de ligne. Ainsi il critique tout indice historique que l'on peut 
inventer pour comparer les niveaux des prix aux temps modernes et 
aux temps anciens, si ces indices ne sont pas calculés en employant 
de petits intervalles de temps successifs. 

11 y a d'autres indices qui ne sont pas des fonctions de lignes. Par 
exemple, le nombre 

(5.5) S ( / ) = P ( O U ( 0 

qu'on peut nommer indice de valeur de commerce, dépend, quant 
à sa valeur, seulement des quantités prises aux temps t0 et t, sans 
égard aux valeurs de ces quantités prises aux temps intermédiaires. 
En effet, 

( ' ^ ' A(«0)/>a(/„)H-B(<„)/^(f„)-»-..." 

Les indices peuvent être définis pour un groupe quelconque de per-
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sonnes, si l'on peut donner numériquement pour ce groupe l'équa­
tion des échanges correspondante 

Désignons par (i) un individu d'une certaine classe, par exemple 
un avocat ou ouvrier, et par t*x (t) ses dépenses par unité de temps, 
ou son salaire, et soit N( t) le nombre total de peisonnes appartenant 
a toutes les classes que nous voulons considérer On peut nommer 
salaire leduit la quantité 

, ( / ) = V Q e i ( * ï 
Ut) 

N ( 0 « i ( 0 
eflt)-he ( O - • M O 

Si nous avons deux sociétés diflerentes, et si nous voulons faire une 
compaiaison entre les rangs financiers, dans les deux sociétés, de 
deux individus correspondants, nous pointons le faire d\ec les salaires 

réduits, s,1 (/), e , 2 (0 
» i J (Q 

L„(/) = . ' ( ' ) ' 
c'est un indice latet al 

En désignant par S0(O l'indice de valeur S(t), ou l'on a pris fy 
comme temps initial, nous aurons 

* o ( 0 = 
L ( Q P ( < ) L ( Q 

E ( £ 0 ) ' U(«o)P(M 

Nous auions donc l'identité évidente 

L i , ( o _ s0» ( o NW(i{)W>){i) g,1 r / o W ( / ) , 
^ 7.) » 1 (/0) "" S0

2 ( O NW(t0)N<i>(*j ^ r C o W ( O 

IV LES REGIMES DE LA PRODUCTION 

6» Le cas approximatif - Soient n entiepreneuis qui produisent 
respectivement les quantités «,, M2, , u„ d'un bien donne, par 
unité de temps ( nous conviendrons de considérer les services comme 
des biens), et subissent les coûts correspondants gK, g>, . , qn* 
Soient encoie p le prix de \enle et ) la demande sur le marche Les 
profils pendant l'unité de temps ont les valeurs 

ou par ûL on désigne la quantité vendue par l'individu (i), etj = ^ tf6. 
4 

file:///enle
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Nous nous bornons aux fonctions continues avec des dérivées conti­
nues, jusqu'à l'ordre nécessaire, en remplaçant les quantités actuelles 
par des moyennes, et ces moyennes par des approximations continues 
et dérivables, comme on le fait dans les théories de la probabilité. 

Nous admettons les hypothèses 

et afin d'exposer bien les effets de l'organisation de la production 
plutôt que les effets secondaires, nous prenons identiques toutes les 
fonctions qt(ut), nous posons 

( 6 2 ) g f « ( « , ) = A M J
2 + B « I + C , y = ap-hb, 

pour la simplicité. Nous déterminerons certains régimes de la pro­
duction delà manière suivante. On pourrait définir aussi des régimes 
mixtes. 

La coopération. — Les quantités u{, u2, . . .,un sont telles que le 
profit total 

7C = 7T! -J - 7U2 - h -+• 1Zn 

soit maximum; c'est-à-dire que les entrepreneurs, tout en connaissant 
la loi de la demande, choisiront leurs productions de manière à rendre 
maximum la seule quantité TU. 

La concurrence bornée. — C'est la concurrence qui était définie 
par Cournot, ce qu'on appelle aussi quelquefois « régime à plusieurs 
monopoleurs » [1 , a, p. 2i/\]. On suppose que chaque nt soit 
maximum comme fonction de la variable u, correspondante, en envi­
sageant p aussi comme fonction de U\,u<>, ...,un. Ainsi chaque 
entrepreneur cherche a rendre maximum son propre profit en consi­
dérant seulement les effets des changements de sa production indivi­
duelle sur la demande et sur le prix, comme si les autres productions 
restaient constantes. 

La concurrence stucte. — Il peut arriver que l'entrepreneur fixe 
le prix en concurrence avec les autres entrepreneurs en le choisissant 
un peu inférieur au prix du marche, ou qu'il pense que sa production 
individuelle sera trop petite pour changer effectivement le prix, et il 
cherche a déterminer sa production pour avoir le maximum de son 
profit a ce prix, actuel ou imaginé. Il ne lui convient pas de consi-



STABILITÉ ET DYNAMIQUE DE LA PRODUCTION DANS L'ÉCONOMIE POLITIQUE. 19 

dérer un prix trop petit, si la demande n'est pas satisfaite à ce prix. 
En tous les cas, selon cette définition, il fixe sa contribution à la pro­
duction, en cherchant à rendre maximum son profit, le prix et les 
contributions des autres entrepreneurs élant considérés comme 
constants. 

Si n = 1 les définitions données pour la coopération et pour la con­
currence bornée deviennent identiques à celle du monopole libre, 
considéré au paragraphe 2 ; la concurrence stricte pour n = i nous 
donne le second problème considéré au paragraphe 2. 

On calcule facilement les prix d'équilibre pour ces régimes. Des 
expressions quadratiques 

nt = puL— À uf— But— G, 

TZ = 7Ti -4— 7C2 —î— . . . —h- TZn, 

on a immédiatement pour les dérivées par rapport aux ut les valeurs 
suivantes : 

-T— = D H 2 A a , - B, 
dut

 r a ' 
Ô7Z ?/i-h «*-+-. , .H- U„ . ... 

= p-i = '«Al/!— Jî, 
dul

 £ a ' 
. , , ^ w, H- u*-h ... -+- uH ->- b 

en considérant p = —• = — ; 

-T— — p — iku,— B, 
àui Â 

en considérant y? comme fixe pendant la différenlialion. 
Ainsi pour la coopération nous avons les équations linéaires 

2w, 2ut—b 
p H — 2 A at — B = o, p = " Î 
^ a L a 

et il s'ensuit que p et u( auront les valeurs 

nb — ?kab — nBa b-hBa 
Dc = ; j - — — ) ll\ = U» = . . . = Un. = "r— ï r — a ( m — ika) ?n — ika 

(6.3) { v b + Ba 

! • • • • -ka 
n 

Pour la concurrence bornée nous avons les équations 

u, . ~ Stt t—6 
£6,4>* />-»-— —2 AM.— B ^ O , /? = — , 
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et p et ut auront les valeurs 

b — iKab — nBa 6 + B « 
Pi — -, T—N 9 ut = r— J 

- ^ - « ( / ? - h i — 2 A a ) n -+-1 — 2Aâfc 
( ^ • 5 ) { ^ 6 + B A 

// , = I.u,= i ^ » 
i -h Art 

n n 

Dans le cas de la concurrence strictp les équations 

nous donnent 

p — 2kut— B = O, p = — 5 

( , 2kb •+- / i B 6 -+- B a 
i /> = — , u = — , 
I n — 2 A a n — 2 A a 

( 6 . 6 ) b + Ba 

2 A i ka 
n 

Dans ce cas, étant donné le prix p arbitraire, la quantité qui serait 
produite par chaque entrepreneur pour rendre maximum son profit 
satisfait à l'équation p — 2 Au, — B = o, d'où 

p-B 

C'est une offre individuelle au prix/?. L'offre totale est donnée par 
une expression linéaire également 

/c v n nB 

(6.7) u = /p-hs, / = - J Â ' S=^X9 

et la position d'équilibre est donnée par la relation « offre = demande ». 
Si A<o , il n'y a pas de fonction d'offre, car TT£ ne sera pas maximum. 

On trouve des conditions nécessaires pour que ces positions cor­
respondent aux maxima des profits, en calculant certaines dérivées 
secondes. 

En désignant par les indices m, c, r, s les quantités qui ont rap­
port respectivement aux régimes de monopole, de coopération, de 
concurrence bornée et de concurrence stricte, nous avons les valeurs 
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constantes 
d1 Tzm f)27zL àlizr. > — > \ a 

\ du* du* du* 

K \ auï Jp eonsl 

qui doivent être ^ o dans les problèmes correspondants. Afin que les 
résultats soient significatifs il faut aussi que b -f- Ba > o. 

On vérifie immédiatement les propositions suivantes, ou l'on sup­
pose toujours a < o. 

a. Si A > o, on a 
fhn< Uc< Ur< Us, 

Pm> Pc^ P*>P< 

6. Si - < A < o , on a 

Um> llc, Uc<Ur, 

Pm<Pc, Pc>Pr, 

et dans ce dernier cas la condition pour que um < ur. ou /?,»>pM 

est A;> 
i a 

Si dans les formules que nous venons de donner pour les /><., 
uc, etc , le nombre n tend vers l'infini, les valeurs limites de ces 
quantités sont bien définies 

b— Ba b-+-Ba pc=-——.. Uc= — , 

p, =p<; = B, u, = us=b-hBa 

Mais si l'on calculait les profits correspondant à ces prix on verrait 
que les valeurs ainsi déterminées sont illusoires; car, en effet, les 
profits ne tendront pas vers zéro avec n infini, mais deviendront 
nettement négatifs à partir d'une valeur finie de /?, et cela, dans le cas 
de la concurrence, même si la quantité C (qui représente les coûts 

d'oisiveté) tend vers zéro avec - • En général donc, pour l'économie 

politique moderne, le cas d'un nombre arbitrairement grand d'entre­
preneurs n'a pas d'intérêt. 

Nous avons traite toutes ces questions de détermination de l'équi­
libre comme des problèmes de maxima, mais il faut obser\er qu'il y 
a des problèmes importants ou l'équilibre ne se trouve pas en annu-
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lant des dérivées. Par exemple, si l'Etat est monopoleur, il a quelque­
fois le dessein de donner la plus grande extension possible a l'entre­
prise, jusqu'au point d'annuler tous les profits [1 , a, p. ?"3]. Ainsi 
pour déterminer le prix et la production il y aura les deux équations 

up = q, u=f(p), 

c'est-à-dire, dans le cas approximatif, pour déterminer w, l'équation 

(i — Art)?/"1 — (b -4- Ba)u — Crt = o, 

dont il faut choisir pour u la racine plus grande. Elle est évidemment 

plus grande que "̂  = um, si n:m est positif. 

7. Analyse avec des fonctions plus générales. — Revenons aux fonc­
t i o n s / ^ ) , SL\ecf'(p) <c o, et auxfonctions g,(u,), avec qt ( u,) ĵ> o ; 
mais, pour simplifiez, prenons pour les fonctions q,(ut) une seule 
fonction g(u(). Alors, les positions d'équilibre sont déterminées dans 
les cas (m), (c), (/ ), (s) respectivement pai les équations 

q (u) = o , u =f(p), 

q1 {Ul) = o, Xu,=f(p), 
(7 O 

/'(/>) 

/(P) 

au, - r - f(p) = ^-+- TTTT; — ?'("') = °> S M / = / ( / 0 , 

•q'(Ui) = o Zul=f{p) 

Il s'ensuit que uc=uCwi = . . . y ur = uti= . ., u9±= u^ = . . ., et 
les équations deviennent par conséquent les suivantes : 

(>n) pm-+-umpm — q'(uni) =o, um = f(pm), 

(c) pc -+-ucp'c —q'^J = o , uc = / 0 0 , 

( 3 - 2 ) \ , , Uj , / u , \ rï 

1 (O Pr+ -^p, -9\-)=°> U> =fiPr), 

O) ps —q \n) ^ °' Us =f(ps^> 
avec 

' —/dp\ — l. ' — l ÈR\ — l 

Pm-\du)u=Um-f(Pmy p^\àuJ _ M c - / W 
les p' sont des quantités négatives. 
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On aura immédiatement des théorèmes de comparaison pour ces 
positions d'équilibre. Par exemple, dans le cas (s) de (7 .1) on voit 
qu'une condition nécessaire pour que les Tts soient maxima, est que 

du~^=~(l,f{u') soit négatif ou nul, c'est-à-dire que l'on ait g"(ut)>o> 

au point d'équilibre. Si, de plus, on a q"(u,)>o pour tout un on 

aura pr + -Lp} >ps, si urs us > o, mais cela est impossible car/) .̂ < o ; 

par conséquent l'équation ( / ) de (7.2) n'est satisfaite pour aucun 
u, ^us. Un raisonnement analogue s'applique aussi aux autres équa­
tions et l'on a le résultat : si q"( u ) > o, les inégalités p, > ps, pc > pSl 

pm> ps sont valables. 
De la même façon on vérifiera les faits suivants. Une condition 

nécessaire pour que les solutions de (7.1 ), équation (r) , corres­
pondent a un maximum de 7r, est que 

(*' + ~nP") + 1 / - ^ (Si)] =° P°Ur U = U"P=Pr' 
Au moyen des (7, 2) on constate les faits suivants : 

9ip' -+- \p < o et/?'— g \ - \ < o pour tout p et tout u=f(p), 
alors 

pc>pn uc<u>, 

Si g"{u) >> o. p"{u)_o,*alors 

pm>Pc> P*>Ps et Um<Uc<iUr<àgi 

8, Stabilité des prix et des régimes. — Dans le cas où il y a des 
fonctions d'offre et de demande, comme dans le cas de la concurrence 
stricte, on dit que si le prix du marché n'est pas celui de l'équilibre^, 
il aura ce prix comme limite pratique; car si la demande au prix du 
marché est supérieure à l'offre il y aura une hausse du prix, et dans 
le cas contraire une baisse, et l'on pense sans autre considération 
qu'ainsi le prix doit nécessairement s'approcher du prix d'équilibre. 
Mais cela dépend évidemment de la manière de faire la correction. 

Prenons le cas approximatif, et supposons par exemple qu'après 
chaque tentative de déterminer les productions optima, le prix de 
vente prenne cette valeur précise qui soit adéquate, selon la formule 
de la demande, pour faire vendre tout le produit. Ainsi si le prix 
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initial est/?,, les productions seront déterminées par les équations 

p\ — 2ku,— B = o (l=l,2, , fl). -

Le nouveau prix/?2 sera donné parla loi de la demande lul'=apî-\-by 

donc 
npi—<> k{ap*-\-b) — AÎH = O, / 

n 2 A b -+- n B 
p2 = —r— / h r « 1 9kaJ > Art 

Après plusieurs tentatives nous aurons 

n > A b -+- n B 

Pk+X -—Ph= ^ - - (pi — Pk-4 ) 

Le procède sera donc conveigent seulement si l'on a « < , | 2 Aa |. 
Ce n'est pas certainement la seule façon d'envisager les tentatives 

pour approcher des prix optima. Par exemple dans le cas de la con­
currence bornée, on peut supposer que d'abord l'entrepreneur (1) 
change sa production de manière à rendre maximum le piofit 7r«, 
pendant que les autres maintiennent leurs productions invariables, 
les prix changeant par rapport à la loi de la demande ; c'est le cas 
imaginable si pour un changement de la production il faut acheter 
de nouvelles machines (M. En écrivant la condition -r-̂  = 0 , on a 
l'équation 

>(i — ±a)ii\= (b -\- Ba) — (M2-+- M<-*- •+• "/<) 

pour déterminer la nouvelle production 5,; peut-être on y arrivera 
par une suite d'approximations. 

Si maintenant on suppose que les autres entrepreneurs changent 
successivement leurs productions dans la même façon, on aura/i — 1 
autres équations analogues, et si l'on ajoute toutes ces équations 
en nombre ra, on aura une équation qui déterminera un nouveau 
prix pk au moyen de l'ancien prix pk-\, qu'on suppose au commen­
cement. On aura donc, après un calcul facile, 

_ b — 2 \ab — nBa 1 // — 1 
P*= >rt(i-\rt) .; T=kaPk-y 

(l) £eci est une réponse aux critiques élevées contie Cournot par plusieurs auteurs. 
Voir [20, a, p 67] et [29, p. 68] 
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Ainsi on arrive lentement a une suite de prix pA, p2, . . ., et le pro­
cède sera convergent, et le prix s'approchera du prix (6 .5) seulement 
si l'on a»n — i < 2 | i — ka\. 

La question de stabilité de prix ne s'impose pas aux cas du mono­
pole et de la coopération si l'on suppose que l'on connaisse la loi de 
la demande approximative. Cependant on doit admettre seulement 
des lois de demande de la forme y=J{p)\ les situations qui sont 
stables sous ces conditions restrictives ne le sont peut-être plus, si on 
les remplace par d'autres moins restrictives, si par exemple on rem­
place y =J(p) par y =J (/>, J ) > etc. 

Sous ces conditions restrictives, on peut considérer aussi la stabi­
lité des divers régimes de la production, si l'on n'admet pas les cas 
ou les situations optima se trouvent aux limites du domaine d'exis­
tence des variables, c'est-a-dire si les équations ( 6. 3 ) a (7 . 1 ) donnent 
la vraie solution du problème. 

Etant donnes n entrepreneurs fabriquant une seule marchandise, 
on peut dire immédiatement que la coopération est plus stable que la 
concurrence, si n n'est pas trop grand. En effet, d'après sa définition, 
c'est la coopération qui donne le maximum du profit total, et ainsi, 
par une répartition appropriée, le maximum du profit individuel. 
Ainsi si les entrepreneurs ne sont pas trop nombreux et se connaissent, 
ils choisiront ce régime. On remarque à cet égard un simple paradoxe 
dont la résolution échappe à tout raisonnement qui n'est pas mathé­
matique; maigre le fait que dans la concurrence bornée on cheiche à 
lendre maxima les profits individuels [ce qui rend maximum leur 
somme, qui est le profit total (?)], c'est dans la coopéraliori qu'on 
rend maximum le profit total, donc les profits individuels. C'est un 
paradoxe qui n'est pas toujours résolu chez les auteurs qui traitent 
la valeur ou l'utilité au lieu du profit. 

Quant au monopole, le même raisonnement n'est plus strictement 
valable. Certainement, entre n entrepreneurs — en écartant le cas 
exceptionnel où le maximum ne se trouve pas en annulant les déri­
vées, — la coopération donne un profit total plus grand que dans le 
régime où l'un des entrepreneurs, par exemple le premier, produit le 
tout et les autres ne produisent rien. Mais cette alternative n'est pas 
le monopole; en effet, c'est le cas où l'on aurait 7T| =/?M« —j(w t ) , 
mais TT, = — g1(0), i = 2, 3, . . ., n. La quantité g,(o) représente le 
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coût de maintenir oisif l'établissement (i), et cette quantité ne 
serait pas généralement zéro. Mais dans le monopole il n'y a qu'un 
seul entrepreneur, et les g,(o), i> \, doivent être remplacés par 
zéro. 

Néanmoins, si g,(o) n'est pis trop grand, on pourra le remplacer 
par zéro sans changer le sens des inégalités, caries valeurs relatives 
aux situations d'équilibre dépendent d'une manière continue des 
fonctions données. Ainsi si les coûts d'oisiveté ne sont pas trop lourds, 
il n'est pas nécessairement utile aux entrepreneurs de remplacer un 
régime de coopération par un autre monopole. Au contraire, si de 
nouveaux entrepreneurs pouvaient jouir des mêmes fonctions de coûts 
que les anciens, ils auraient avantage a commencer de nouvelles entre­
prises en concurrence et a imposer plus tard la coopération, plutôt 
que de mettre leurs fonds a la disposition du monopoleur. Mais 
pour une valeur donnée de n, on peut généralement définir une nou­
velle fonction de coûts pour la production uc = U\ + u2 -f- . . . -\- un 

et remplacer la coopération par un monopole, plus ou moins réel; en 
effet, étant données des fonctions de coût g\(u\ ) . . ., gn{un), pour 
un minimum de coût total d'un produit total ucon doit satisfaire aux 
équations 

du i -+- du2 H- . . . •+• dun = o, 

- r^ du*-*- -^ du*-+- -h -f-^- dun= ô, 
auy r)u2 " dun 

afin de définir la répartition la plus profitable (M, . U2, . . . , M») de la 
production entre les entrepreneurs. 

Cependant, la différence entre monopole et coopération est préci­
sément un cas où la possibilité d'un maximum aux limites de ce 
domaine entre en jeu ; car la situation où w2 = w3 + . . . = un = o se 
trouve sur ces limites. Il faudrait donc pour une discussion complète 
considérer des valeurs où les dérivées ne sont pas nulles. On arrive 
dans le cas approximatif plus facilement au même but en examinant 
directement le profit total pour la coopération 

„=»1 _<*+-»«>• —r.i 
( — 4a(n — Art) 

qui d'ailleurs renferme le monopole comme cas particulier^ pour 
n = i . 
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Nous avons 

dn 4\ft — Art/ 

Il s'ensuit que même dans un régime à coûts croissants (A > o), on 
peut choisir les constantes A, etc., afin d'avoir le monopole rendant 
un profit plus grand que la concurrence; en effet, on peut rendre 
TCC>O, [-7-) <[ o, et 7T6 maximum ( c'est-à-dire -—;<o), à la 
fois. 

9. La loi de la demande. — Jusqu'ici nous avons pris la fonction 
de demande comme une donnée empirique. On peut aussi la regarder 
comme une représentation de l'emploi qu'on doit faire du bien con­
sidère dans la production d'autres biens. Un tel emploi s'appelle 
consommation indirecte; la satisfaction des besoins personnels 
s'appelle consommation directe. Mais il n'existe pas de différence 
nette dans cette distinction, parce qu'une grande part de la consom­
mation personnelle sert a la production des services; par exemple, la 
nourriture, les vêtements, la maison et les consultations médicales 
sont nécessaires pour produire les services d'un ouvrier. Ce qu'on, 
peut appeler bien direct, au sens strict, semble ainsi se réduire aux 
seuls objets de luxe. C'est là un terme également indéfini. Mais en 
général on peut dire que la consommation est indirecte. 

Considérons la fabrication d'un seul bien x en utilisant d'autres 
biens u, f, w en montants qui dépendent de la quantité x : 

(9 0 u=ft(x), v=f,(x), w=fz(x), 

et supposons qu'il existe une demande x =f(p) pour x au prix /?, et 
que le profit soit donné par une expression 

! 
( 9 . 2 ) TU = pX — q(x)— lipu— Vpv-r Wpw, 

où g {x) comprenne les coûts, en dehors de ceux dus aux achats de 
w, o, w aux prix/?M, />„, p w . 

Si maintenant l'individu (x) cherche a rendre maximum son pro­
fit, étant donnés pUl /?,,, pw% sous un régime quelconque, il détermi­
nera x comme une certaine fonction dejpM, pv,pw<> en éliminant/?,w, 
e, w. Il s'ensuit que u=f\ (x), v =f2 {oc), w = / 3 ( # ) seront déter­
minés comme fonctions des données, /?M, pv, pw. Si nous ajoutons 
toutes les demandes pour w, provenant de toutes les industries qui 
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utilisent le bien «/, nous aurons pour la demande totale une fonction 
de la forme 

( 9 - 3 ) K = F(/*„, />, , /?„, . . . ) , 

où le nombre de variables indépendantes pUl pv, pw, . . . dépend *du 
nombre des espèces de biens r, w, . . . qui sont utilisés avec u. 

Le cas particulier u = F (pu) que nous avons tant employé est 
celui où il n'y a pas de tels biens supplémentaires, ou celui ou pn 

seulement est variable, ou celui ou les autres se compensent par le 
moyen de leurs variations incoordonnées. Mais si tous les prix chan­
gent dans le même sens, comme on le voit assez souvent, on ne peut 
guère retenir cette relation, même comme approximation. On y pour­
rait substituer comme hypothèse approximative dans ce cas une 
relation de la forme 

(9 4) u = ¥(plt, P), 

ou P représente l'indice monétaire. 
• Quelquefois la fonction de demande peut manquer tout à fait, 

lorsque l'entrepreneur qui utilise u en fabriquant x prévoit l'effet de 
son emploi de u. C'est un cas analogue a celui où manque une fonc­
tion offre pour un bien dont les fabricants ne se trouvent pas en 
concurrence stricte; on le trouve certainement moins fréquemment. 

Considérons pourtant deux monopoleurs (x) et (u), et supposons 
qu'il existe la fonction de demande x=f(p) pour x mais que l'on 
puisse utiliser u seulement dans la production de x. Nous aurons 
donc les relations 

u=f(x), x=f(p) 
et les profits 

r.l = px — q(x)— up„, izu= up,f—qi(u), 

où g(x), gx (u) ont des significations évidentes. 
Si maintenant (x) ne suppose pas que pu soit indépendant de son 

activité, il doit faire une hypothèse alternative. Nous pourrions 
admettre, au titre d'exemple, que (x) et (u) fussent d'accord à faire 
maximum une combinaison convenable de leurs profits 

Les équations j - = v o, ~ = o donneraient, en, ce cas, deux rela­

tions pour déterminer les inconnues />, pu, donc x, u, mais ne donne-
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raient pas une fonction de demande pour uy de l'espèce que nous 
avons employée. L'équation u =f\ (x) constituerait une des équations 
pour déterminer la position de l'équilibre. 

Considérons maintenant des dépendances linéaires pour les 
demandes de deux biens, aux prixp t elp2 respectivement, de la forme 
suivante : 

/ 1 = «îijDiH- #12/½-+- bi, 
(9 .6 ) 

y1 = a^ipi H- rt22/?2 •+• b 

où l'on peut supposer au < o, a 2 2 < o . Les a[2, a2X n'ont aucune 
détermination générale de signe. Si ces deux coefficients sont négatifs 
on dit que les biens sont complémentaires ; on emploie l'un préféra-
blement avec l'autre. Si tous les deux sont positifs les biens sonlsup-
plémentaires; on peut substituer l'un à l'autre jusqu'à un certain 
point. Mais il peut arriver qu'on ait une dépendance d'un genre pour 
un bien et de l'autre genre pour l'autre. Il peut arriver aussi que le 
déterminant A = aM a 2 2 —a ï 2 a 2 ] soit nul; c'est le cas où le rapport 
de combinaison ou de substitution de (1) et (2) est ûxe. 

Si A n'est pas nul on peut exprimer les relations (9 .6) sous la 
forme 
, . j ^1=/-11/1-+- /-12/2-+-^1, 

I Pi = /'21/1 -+- r 2 2 / 2 -+- s2, 

avec r , ,A = #2
2, r < 2 A = : — a i 2 , rît A = — a2 l , r22 A = a H . Ainsi, 

en prenant A > o , on a pour les biens complémentaires r H < o , 
2̂2 < o , r 1 2 > o , r 3 < >> o, mais pour les biens supplémentaires tous 

les rtJ sont négatifs. 
Pour déterminer les positions optima il faut ajouter des hypothèses 

convenables. Par exemple, on peut considérer les maxima des profits 

ni = /> i / i — A1 u\ — Bi ut — Ci, 

7u2 = JP9/2— A 2 w | — B2w2— C2, 

a v e c ^ == «i ? / a = w2? o u l e s maxima d'autres fonctions, par exemple4, 
4e 7T| 4- A-27i2. 

10. Considérations générales. — Il est fort naturel de procéder à 
une généralisation abstraite et de considérer des systèmes d'équa­
tions renfermant tous les biens et services et des fonctions générales 
prenant des valeurs maxima. Mais si l'on identifie ces fonctions avec 

MÉMORIAL DES Sfi. MATH. — N« 56. 3 
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les utilités ou ophélimités [Pareto] individuelles ou totales, on arrive 
à cette difficulté, que ces choses ne sont pas mesurables. Ainsi on 
devra partir des éléments différentiels d'indifférence déterminant les 
systèmes de déplacements qui laisseront des montants de biens u, v, 
w, . . . également désirables 

X(u, v, w, . .)du-\-Y(u, v, w, . . .)dv -h Z(w, p, w, . . . ) dw - t - . . . = o. 

M. Irving Fisher semble être le premier, parmi les économistes, à 
reconnaître que ces équations différentielles ne sont pas nécessaire­
ment complètement intégrables, qu'il n'existe pas en effet nécessaire­
ment des « surfaces » d'indifférence ou, par conséquent, des fonctions 
indices de la valeur, mais qu'on peut partir de ces éléments différen­
tiels pour établir des positions d'équilibre possible [(8, a, Ch. IV] . 
Voir aussi [20, è ] , [20, c, p. 546], [6] , [28, a, b], [7, a]. [7, d]) ( ' ) . 
Cependant on ne saurait dire que les équilibres étaient stables, ou 
dans quels cas ils correspondraient à de vraies solutions des pro­
blèmes de l'économie politique. On a en effet généralisé les fonctions 
sans généraliser les idées. 

On pourrait par contre généraliser les idées et retenir au même 
temps une analyse simple. 

H . Les crises économiques. — Nous considérerons en effet le sys­
tème général économique par l'introduction de l'indice monétaire, 
mais nous le simplifierons beaucoup. Revenons donc à notre approxi^ 
mation linéaire pour la loi de la demande, en supposant que le coeffi­
cient de p dépende de l'indice monétaire P, avec un retard de me­
sure T. En effet nous supposerons qu'on ait 

( I I . i ) , / ( 0 ^ p f f 1 } - + - f r ( « < o , 6 > o ) , 

de façon que l'effet d'un prix élevé p (t) sera moins considérable si le 
niveau général des prix est déjà élevé. Pour simplifier encore les 
choses supposons qu'il y ait une fonction d'offre linéaire de la forme 

u(t) = rp(t) H- 9 ( r > o, s < o) , 

(1) MM. R. Fiischet I Fisher ont inventé une méthode de contrôle statistique de 
ces éléments différentiels [6; 4, c], La situation particulière pour la monnaie est 
examinée par MM. Divisia [5] et Fréchet [9, c]. 
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et que l'offre soit égale à la demande, 

u(l)=y(t). 

De ces équations, en posant 

on obtient immédiatement les valeurs 

/ s /,x (b-s)P(t-T) . , , rbP(t — T) — as 
( I I . 2 ) p ( t ) = \ J , . ' - _ > , « ( ! )= ^ '-

d'où 

(n.3) 

/P(< — T) — a ' v ' rP(t — T) — a 

^W=0-P("-T)-VP ( '-T ) ' 
du(t) = rdpit)=[-{

t;^-J)
aitdF(t-T). 

Il est à remarquer que les numérateurs et les dénominateurs des 
expressions dans (11.2) et (11.3), étant données nos hypothèses, 
sont des fonctions de P (t— T) qui ne s'annulent pas et sont d'ail­
leurs essentiellement positives. Ainsi dp (t) et du(t) ont tous les 
deux le même signe algébrique que dï*(t •—T). 

Si maintenant nous formons les expressions analogues aux (11.2), 
(11.3) pour tous les biens qui entrent dans les formules pour P(£), 

U(0. 
dP(t) _ Zu(t)dp(t) 
P ( 0 " Zu(l)p(t) ' 

dl)(t) _ 2p(t)du(t) 
1)(/) ~~ 2u(t)p(l) ' 

nous pourrons les substituer dans ces formules et obtenir des équa­
tions différentielles pour P(f)> U( / ) . Nous aurons ainsi deux équa­
tions de la forme suivante : 

) * logP(0=FLP(£-T) ]r fP(* -T) > 
( 1 1 ' 4 j ( dlogl)(t) = G[P(t — T)]dP(t — T), 

où les fonctions F, G seront connues, essentiellement positives, et ne 
tendront pas vers zéro si P (t — T) ne tend pas vers zéro. 

Il s'agit maintenant d'examiner les solutions de ces équations. Il 
suffit évidemment de connaître P (t) sur un intervalle de temps (£9, 
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t0 + T ) de longueur T afin de connaître dlogP (t) dans Pintervalle 
(t0 + T, t0 -f- 2 T) par la formule (i i .4) , et par une intégration de 
trouver P (t) dans ce nouvel intervalle. Ainsi on peut déterminer 
P (t) successivement d'un intervalle à l'autre pour tous les instants 
ultérieurs à t0 + T. Pour déterminer U( / ) , il suffit de connaîtreP(t) 
sur l'intervalle (t0, *o + T) et la valeur de U ( f ) à l'instant t0 + T. 
Les indices P (f), U(£) seront donc connus pour t>> £0 + T. 

Mais les fonctions F, G sont positives. Supposons donc que P (t) 
soit une fonction croissante de t dans l'intervalle initial (t0) ô + T ) . 
Il s'ensuit que tfP(£), tfU(/) restent positives pour tous les instants 
ultérieurs, et donc que P(t), U (/) continuent a croître tous les 
deux. Le niveau des prix deviendra de plus en plus haut, et en même 
temps les quantités de biens qui entrent dans les échanges augmen­
teront continuellement, jusqu'à ce qu'il survienne une modification 
radicale pour les conditions, et que les hypothèses ne soient plus 
valables. Le mouvement rétrograde, une fois commencé, aura le 
même caractère de permanence. 

Ainsi nous avons réussi à construire avec de simples hypothèses 
les mouvements caractéristiques des cycles de « prospérité » et de 
« dépression » des crises économiques. 

Pour cette analyse il n'est pas nécessaire de supposer que l'inter­
valle T soit le même pour tous les biens; en changeant T d'un bien à 
l'autre on compliquerait les formules, sans en modifier la nature. Il 
n'est pas nécessaire également de nous restreindre aux fonctions 
continues; on pourrait considérer aussi les fonctions à variation bor­
née, avec des sauts brusques, dus par exemple à la création d'un 
impôt. 

Cette utilisation de l'indice des prix nous donne une illustration 
du mouvement économique. C'est ce qu'on pourrait nommer le mou­
vement lent, parce que les dérivées par rapport à t y sont considérées 
comme négligeables. 

V,— PLUSIEURS PROBLÈMES DYNAMIQLES DE L'ÉCONOMIE POLITIQUE. 

12. Une loi linéaire différentielle de demande. — Nous revenons 
maintenant au problème du monopole, mais avec la loi de demande 
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qui est un cas particulier de la formule y=zf(p,pr) du para-* 
graphe 1; nous retenons toujours l'hypothèse a < o, ft>o [ 7 , a ] (*). 
Nous retenons aussi la fonction des coûts 

(12.2) q = A [ H ( 0 ] 2 + B « ( 0 + G , 

où nous nous bornons à supposer A^> o. Nous faisons aussi l'hypo­
thèse 

(12.3) ^ ( 0 = 1 ^ ( 0 , 

et nous chercherons à rendre maximum le profit total 

(12.4) 11= f izdl= f (py — ku*-—Bu — G)dt 

sur l'intervalle de temps (t0l ^ ) , en nous bornant à considérer des 
fonctions p(t) continues, à dérivée première bornée et continue, 
excepté un nombre fini de discontinuités [nous dirons que p(t) est 
ainsi de la classe D ' ] . 

S'il y a une fonction p (t) qui donne à II une valeur maximum, 
sous les conditions (12. 1) a ( 1 2 . 4 ) et si la fonction p (t)-+-i\>(t) 
représente une autre fonction arbitraire de la classe considérée D', la 
forme 

représentera une famille de fonctions de la classe D'. Il est évident 
que la quantité 

(12.5) ïl(x)= I | J (a$- h 6-h/^' )_-A(«?-+-6-h/^5 , ) 2 

— B(at -h b -h h?) — G] dl 

nous donne une fonction quadratique de x. A cause de la remarque 

(l) M. Amoroso [1, c] fait la critique suivante de cette loi (12.1) de la demande: 
« Ora e facile vedere che la forma. . [C'est la foi mu le (12.1)].. . non e teon ca­

me rite possibile, in quanto se moltiphchiamo ambo 1 membri per dt, e poniamo 
dt = o, ricaviamo dp = o, il che vorrebbe dire che la curva statica délia domanda 
(cioe la curva délia domanda, quale è ordinariamente considerata nella economia 
classica) è une parallela all'asse délia quantila ». 

Est-ce qu'il y a ici peut-être une petite ambiguïté entre les variations viituelles 
de p(t) et les variations réelles dans le temps? D'ailleurs, il n'est pas nécessaire que 
la loi citée soit toujours valable; elle n'est évidemment qu'une approximation linéaire 
convenable, et qu'on peut employer dans une certaine classe de problèmes et contrôler 
par les statistiques. 
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déjà faite sur les fonctions quadratiques (§ 1), pour que la valeur de II 

pour une certaine fonction/? (t) soit plus grande que sa valeur pour 

toute autre fonction (p(t) - f -^/KO? il suffit que Ton ait 

. .. f dïl(x)-] d-*Ii(x) 

quelle que soit <\i (t) de la classe D ' ; en effet, dans ce cas on aura 

i i ( o ) > n ( i ) . 

On calcule immédiatement les deux expressions 

(12.7) ^ ^ = y l { [ 2 « ( i - A a ) Ç ( 0 + A ( i - a A a ) Ç ' ( 0 

-f- (b — 2kab — Ba)] b{t) 

[A(i — 2 A a ) E ( 0 
— h(2 kb -+- B) — 2 A A* £'(/)] <J/ (/) } dt, 

/

h 

-0 

(12.8) ^ ^ = / { 2 a ( i - A « ) < K 0 * 

2/^(1 — 2ka)b(t)¥(t) — 2kh*V(iy*\dt, 

dont la seconde, en effet, ne dépend pas de x. On peut effectuer l'in­
tégration du second terme de ( 1 2 . 8 ) et obtenir la formule 

(12.9) Ç^=h(i->ka)<l(ty-]l^o dx-

{>a(.i — ka)b(l)\—2kh*b\iy\dl. -r 
Considérons d'abord le problème où l'on donne d'a\ance les valeurs 

p(t0)—p0jp(ti)=pl et où il s'agit seulement de déterminer p (t) 

entre t0 et £,, appartenant à la classe D'. 
Dans ce cas, ^(t0) = ^(tt) = o^ et il n'y a que l'intégrale qui reste 

dans ( 1 2 . 9 ) . Mais cette intégrale est forcément négative, si ty(t) 

n'est pas identiquement nul, puisque nous avons a < o , A ^ > o . Par 
conséquent, la seconde des conditions ( 1 2 . 6 ) est satisfaite. Il s'ensuit 
qu'il ne peut exister qu'une s e u l e p ( t ) qui satisfasse à la première; 
autrement les deux valeurs correspondantes de II seraient chacune 
moindre que l'autre. 11 existe une telle fonction p (t) continue avec 
ses dérivées première et seconde (de la classe C"). 

Afin de la trouver on met x = o dans ( 12. 7 ) et en supposant que 
/ / , p' soient continues, on effectue une intégration par parties sur les 
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termes qui contiennent ty'(t). Ainsi les termes qui viennent en dehors' 
de l'intégrale disparaissent tous, parce qu'ils contiennent ou ^ ( O 
ou <];(£, ) comme facteur. Il vient donc l'expression 

( di[\ rtl 

~ \ = I [o, A h* p"(t) -h 2 « ( i — ka) p{t) -h (b — 2 kab — Ba)]ty(t) dt, 

qui s'annule si l'expression entre parenthèses est nulle. Mais ainsi 
nous avons une équation différentielle de second ordre dont les solu­
tions sont bien de la classe C". 

En effet si nous posons 

b — >kab — Ba 9 — a { \ — k a ) 
J — 2 a ( i — ka) kh-

l'équation différentielle s'écrit sous la forme suivante • 

( 1 2 . 1 0 ) />"—m îp = — m*fQ 

avec la solution générale 

(12. u ) p(t) = / 0 + Ci «*»(*-V-h G> e-'^-'o) 

ou 

(12.12) p(t) = / 0 + (p0—f0) ch m(l — t0) -h GSh m(l — t0), 

ce qu'on vérifie facilement en faisant la différentiation. Il y a une et 
une seule solution telle que p(t0) = /?0? P{t\)~Pt> c'est-à-dire 
telle que 

p0—f0= d -4 - C2, Pi—fo= C4 C'Ct-'oj-h Cs e - ^ - ' o ) . 

Il n'est pas nécessaire d'insister sur les propriétés de ces solutions en 
forme de fonctions exponentielles ('). Mais il y a plusieurs générali­
sations de ce problème qui sont plus étroitement liées que celui-ci 
même aux questions économiques. 

13. Le problème de l'extrémité libre. — Quant au problème que 
nous venons de résoudre on dirait immédiatement qu'il était légitime 
de commencer avec un prix donné p0, mais que le prix final JD, était 

(l) Sur les relations de ces propriétés élémentaires avec le pioblème économique, 
voir [7, a], 
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un élément du problême qu'il fallait déterminer afin d'avoir un maxi­
mum de II. Passons donc à cette détermination dept et au maximum 

maximorum de II. 
Quel que soit le prix final/?,, la fonction p(t) qui prend cette valeur 

et donne à II une valeur maximum est une solution de (12 .10) . 11 
suffit donc de considérer les solutions de (12 .10) pour lesquelles 
p(t0)=p0; ce sont précisément les fonctions (12 .12) . Si l'on rem­
place %(t) par l'expression ( 1 2 . 1 2 ) ou C prend la place de X, la 
quantité II devient une fonction quadratique de C , et les dérivées 
par rappoi t à C' seront données par (12 .7 ) a (12 .9 ) avec 

ty(l) = sh m(t—t0). 

Mais en faisant l'intégration par parties de (12 .7) c'est l'intégrale 
cette fois qui s'annule en vertu de (12 .10) et la partie en dehors de 
l'intégrale qui reste, et cela seulement pour la valeur t = ls. On cal-' 
cule donc facilement 

( I 3 . I ) -j^-f = hsh m(li—t0) 

X j [ / o + ( ^ o - / o ) t î h m ( / 1 - / 0 ) ] ( i - 2 À a ) - ( 2 A è + B) 

— 2 k h ( p 0 — f o ) m sli m(fL — t0) 

-h C'[( i— 2 k a ) sh m(tv— tQ) — zkhm ch m(ti— J0)] }; 

( i 3 . 2 ) - ^ 7 , = s l m i ( / i — * 0 ) 

X I /1(1— 2A<z)sh m(ti — t0)— 2kh-m ch m(ti— £0) }. 

On déduit immédiatement de ces formules qu'il y a une valeur de 

C et une seule telle que -^- = 0 , sauf dans le cas exceptionnel où 

-—=0. En effet, s i A < o , le second membre de ( i 3 . 2 ) est nécessai­

rement négatif étant donne que a < o, A > o ) , et la valeur déter­

minée de C nous conduit a un maximum de II. 

Cependant, c'est le cas h > o qui est le cas pratique, à cause du 
fait que généralement la perspective d'un prix plus élevé conduit aux 
achats immédiats plutôt que la perspective d'un prix moins élevé; 
c'est surtout le cas dans la spéculation. 

Si h ;> o, nous posons 

/ — 1A /-fl(i-Aa) 

^ H I 2 = Â V — x — » 
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et mettons (13.2) sous la forme 

>72 n 

(i3.3) -j^ = 2 h V7— A a ( i - Aa)sh m(tx —10) ch m(li— t0) 
{ l — 2ka # , , , j N ) 

: ; — th m(ti — t0) — i\, 
[ 2 v'— Aa(i — ka) ) 

dont le signe algébrique dépend de l'expression entre accolades { j . 

La constante ~ "̂  est > 1 (on le vérifie en prenant le 
2 h \/— ka(i — ka) 

carré de cet te fraction), et th m(t\ — t0) est une fonction croissante 
de (£| — t0) qui va de o à 1. Il y aura donc une valeur T de ^ — tô 

d- n 
telle que si ty — t0 < T on aura ^=^ < o, et II maximum, tandis que 

si ts — £ 0 > T on aura cette dérivée > o et il n'y aura pas de maximum 
de II, et par suite pas de solution de notre problème. 

Il est intéressant de noter ici, dans le cas pratique ( A > o ) , qu'il 
n'y a pas de stabilité à partir d'un intervalle de temps plus grand 
qu'une certaine valeur T = T(/ i) . La fonction p (t) sortira de tout 
domaine où les hypothèses données sont applicables. 

On peut chercher à imposer la stabilité par une modification du 
problème. Par exemple, on peut remplacer la condition u(t)=y(t) 
par une autre 

(,3.4) JXu(t)dt=j y(t) dt. 

Ainsi on obtient un problème de calcul des variations où il y a 
deux fonctions inconnues p (t) et u (£), soumises à la condition iso-
périmétrique (i3.4)- Mais cette condition, que la production totale 
soit égale à la demande totale remplace une condition plus restrictive, 
et augmente l'instabilité. En effet, on peut résoudre le problème faci­
lement et vérifier le fait qu'en général il n'existe plus de fonction 
optimum. 

Nous avons une condition plus restrictive si nous gardons la rela­
tion u{t) =y(t) =ap(t) + b-\- hp'(t) mais ajoutons la condition 
isopérimétrique : 

/ u(t)dt = K ( * i — * o ) , 

c'est-à-dire admettons que la production totale soit donnée. En effet, 
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c'est ainsi que la production de quelques biens est stabilisée naturel­
lement. Mais quant aux prix, on sait seulement que l'intervalle de 
stabilité T est généralement augmenté. 

14. Maximum instantané du profit. — H y a «ne forme limite du 
problème du paragraphe 13 lorsque l'intervalle de temps t\ — t0 tend 
vers zéro. On peut déterminer une valeur limite de ~ à l'instant t = t0 

lorsque /, tend vers £0, si p(t) prend la valeur p0 à /0 et donne à II 
sa valeur maximum sur (t0, £,). 

De ( 12. 12) nous avons (p')t=t0 = mG, et de ( i 3 . i) si t{ — t0 tend 
vers zéro, 

p0(i — 2ka) — (2kb -+- B) — ikhmG'= o; \ 
donc 

. i - 2 A a 2A6 + B 

Ainsi, si l'on pose le problème à chaque instant, on a l'équation 
différentielle 

dp I — 2\<2 , . 2 Â Ô + B 

La solution qui au temps t0 prend la valeur p0 est donnée par 

<l4-2> ^ f > = 7=2-ka + [?* 

2A6-+-B / 2A6 + B \ ^ f l u - g 
-2 ka 

2A/i 

C'est le même résultat que nous obtenons en cherchant le maximum 
de n(t)=py— g(u) comme fonction du seul pf sous les hypothèses 
(12.1) à ( i2 .3 ) , afin de déterminer la « meilleure » direction, à 
chaque t, pour partir de la valeur de p correspondante ('). En effet, 
la relation -r—, = o nous donne l'équation 

p — 2kap — 2kb — 2A hp'— B = o 

qui n'est que ( i 4 - 0 - C'est un type de problème que nous pouvons 
appeler « du monopoleur imprévoyant ». Nous voyons que la solution 
(14.2) ne peut pas être identique à celle du paragraphe 13; en effet, 

* 
(1) Il n'est pas évident que les quantités du second ordre sont le> mêmes dans les 

deux illustrations données. Mais on peut vérifier immédiatement la relation 

- T — - = h m -7—r, )• 
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il n'existe pas d'intervalle critique T. Dailleurs, la seule constante 
qui soit solution de ( i4-1) a la valeur 

_ ( ? A 6 + B ) > 
P~ (i - 2 A a ) ; 

cette valeur ne dépend pas de h mais n'est pas égale au prix pm du 
problème de Cournot. Finalement, avec ^ > o, si/?(£0) n'est pas 
égale à cette constante, nous aurons un phénomène d'instabilité, 
indiqué par les valeurs limites p (oo) = oo ou — oo. 

Le vrai type de régime d'imprévoyance est la concurrence stricte. 
En effet, si nous faisons l'hypothèse que les entrepreneurs, en 
nombre /i, acceptent la condition du marché comme donnée, et 
que chacun cherche à rendre maximum son profit, l'équation 

p — 2kll,— B = o 

subsistera encore, a\ ec nu, = y = o.p -\- b -f- hp'. On aura donc 

np — 2 A ( ap -+- b -+- hp' ) — n B = o, 

ce qu'on pourra écrire sous la forme d'une équation différentielle 

, dp _ n — 2ka 2 À 6 + /?B 

avec la solution 
/ „ aAé-t-raB / 2A* + nB\ ^ ^ i'-« 

( , 4-4 ) P^= n-tka -*-(P°- n-^a)*^1 

La seule solution constante de ( i 4 - 3 ) est la valeur ps de ( 6 . 6 ) ; la 
formule (14-4) renferme comme cas particulier ( « — i) la for­
mule (14.2); mais le prix est encore plus instable pour n >> 1, 
puisque n — 2 \ a > 1 — iA.a sous les hypothèses données concer­
nant A, a, h. Pour la production, on trouve 

6 + B f l n l 2kb-t-nB\ JLrlf / / *N / , \ b^-Ba n i 
( l 4 . 5 ) ^ 0 = ^ - - - + - ^ 0 2ka 

de manière que le prix et la production augmentent ensemble ou 
s'abaissent ensemble, comme pendant les crises économiques. 

Il y a évidemment d'autres méthodes aussi à employer afin de cons­
truire un phénomène dynamique instantané. On peut admettre des 
relations différentielles hypothétiques pour définir l'offre et la demande 
à chaque instant [1, c ] , et l'on peut introduire de telles expressions 
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qui lient l'offre et la demande si l'on pose -7- = u — y , au lieu d'im­
poser l'équilibre dynamique u—y = o, en faisant une hypothèse 
convenable sur les stocks r [7, e, Ghap. IV]. 

Le régime de la concurrence bornée peut se considérer soit de 
ce point de vue, soit en cherchant à rendre maxima les profits totaux. 
Chaque profit II/ sur l'intervalle de temps (J0, £, ) doit être maximum 
comme fonction de la ut correspondante, tandis qu'il y a la liaison 

entre les fonctions variables. Ce problème a été résolu par M. Roos, 
quant aux conditions nécessaires et suffisantes, pour le problème 
approximatif et aussi pour le problème plus général [23, a, b]. 

Le monopoleur qui est assez prévoyant pour chercher le maximum 
d'un profit total II sur un intervalle (t0, t{) de temps comme aux 
paragraphes 12, 13, le sera aussi au point de peser l'effet d'un second 
intervalle avant de venir au bout du premier. 11 commencera son pro­
blème de nouveau à partir d'un certain instant t0 (t0 < £, ), pour un 
nouvel intervalle (t'0,t\)t\^>ti. Il ne pourra pas prendre t'0—t0 

trop petit sans détruire le bénéfice de sa prévoyance (quoique ainsi 
ce ne soit pas exactement le problème que nous venons de résoudre); 
par contre il ne voudra pas se limiter à un seul problème avec t\ — t0 

très grand, de crainte de rencontrer des situations imprévues au com­
mencement. 

Peut-être au lieu du maximum de II = / * ndt il considérera le 
•A. 

maximum d'un profit réduit / \y(t— t0)dt, où le facteur 

<p(x) = ?(* — *0) 

sera une fonction positive et décroissante de x qui correspond à sa 
connaissance des situations futures et qui devient effectivement nulle 
à partir d'un certain intervalle de temps T = T . Il posera tK — tQ = T. 

La fonction cp(£—10) peut comprendre comme cas particulier le 
facteur dû au taux d'intérêt, par exemple 

?(* — *0) = e-'('-'o) 

afin de rapporter la valeur du profit toute au temps t0 ( ') , 
L. 

(1) Cette « force d'intérêt » a été introduite en ce genre de problème par MM. Hotel-
Iing [14] et Roos [23, e] spécialement par rapport aux questions d'amortissement. 
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Cependant, il y a des situations douées d'une période naturelle ou 
déterminée du temps, par exemple celles qui dépendent directement 
des produits agricoles. Pour ces industries on n'a pas toujours, même 
en première approximation, u(t) =y(t), mais il existe desstocks r ( j ) , 

dr 
dï=u-~Y> 

et les deux fonctions p(t), r(t) sont à déterminer. Ainsi, si nous 
posons 

1 rh 

n = J \py-g(")\v(t-io)dt 

avec y =f(p,pf) et 

dt 
u=y-+-7n =/(/>>/>')-+-^, 

nous aurons un problème simple de calcul des variations. Pour le 
discriminant de la forme quadratique correspondante nous aurons la 
valeur 

15. Le remplacement. — 11 convient de signaler un type de pro­
blème, d'application pratique, où l'on cherche directement à rendre 
maximum une quantité II. C'est le problème où l'on remplace, à un 
instant co à déterminer, £0<C w < £i> une machine usée ou insuffisante 
par une autre, peut-être d'une espèce différente; ou, moins généra­
lement, le problème du dépérissement, où l'on cherche à déterminer 
le temps w tel que le profit avec une machine donnée soit maximum 
[14; 15, e], La question peut se poser indirectement, d'une façon 
assez générale, avec l'introduction de nouvelles fonctions inconnues, 
comme un problème de iVlayer, à extrémités libres; mais il convient 
de l'étudier aussi directement, avec des méthodes appropriées. C'est 
ainsi que M. Roos l'a traité quant aux conditions nécessaires du pre­
mier ordre [ 2 3 , / ] . Nous considérerons ici un cas simple, en comp­
tant le dépérissement selon les concepts de M. Hotelling et en analy­
sant le problème comme M. Roos; mais il faut pour le moment aban­
donner les méthodes tout à fait élémentaires. 

Nous supposons un monopoleur qui possède une machine (ou 
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fabrique) dont la production soit u(t) par unité de temps, à un prix 
de ventep(t); soient 

(15.1) y(t) = u(t)=f(p,p') 

la demande, et i(t) une autre fonction connue qui représentera le 
taux d'intérêt à l'instant t. Posons N 

- / % i[t)dt 

et désignons par D, = D, (u) une fonction positive qui représentera 
le dépérissement de valeur par unité de temps. La valeur de la 
machine après l'intervalle de temps (T0 , CO), si cette valeur est rap­
portée à l'instant t0, sera donnée par l'expression 

(15.2) \ l = lM— f I M z O ^ U O — h), 

K.! étant sa valeur au temps t0. L'accroissement de valeur sera donc 
la quantité négative V<— K,. Au même temps, l'entrepreneur aura 

un profit total / [pu — gK (")]<?(£ — *o) tit. Ainsi pour la valeur du 

service de la machine pendant l'intervalle (t0, co) de temps, si cette 
valeur est toujours rapportée à t0, on aura l'expression 

}dt-f { [pu — q, (u)] <p {t — tQ) — D t ( u) G (o> — *0) | 

Si cette machine est remplacée par une autre, dont la valeur neuve 
est K2, on aura une expression analogue pour la seconde machine : 

ï 2 = K . 2 [ G ( £ 2 — t0) — J ( O ) — * 0 ) ] 

H- f \[pu — q,{u)]^^t — h) — ^^u)^{t2—h)\dt, 

où les valeurs sont encore rapportées à l'instant t0. Nous supposerons 
quep{ t ) soit continue, de la classe D', et de la classe C" à l'intérieur 
des deux intervalles partiels (t0, co) et(w, £,). 

L'entrepreneur aura un bénéfice maximum sur l'intervalle (£,M t\) 
s'il peut trouver p(t) et co afin que l'expression I -=I , + 12 soit fnaxi-r 
mum. 
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En posant 

9(o> — *0) — i = — / i(t)e J l* dt, 

J
f'i -Ç i[t)dt 

1 i(t)e Jto dt, 
O) 

l'expression I s'écrit sous une forme intégrale 

' ¥x{p,p', t, i»)dl-h / F,(p,pf, l, u)dl 

avec 

F i = {PAP, P') — qitfip, P')) j ?( ' — 'o) 

F 2 = \ef(p> P') - ?*(/(/>, />')) ) *(« - 'o) 
- 0 , ( / ( ^ , / / ) ) 9 ( / , - ^ - ^ ( 0 9 ^ - ^ ) -

Si le problème est résolu, la quantité I seia maximum avec w 
et JD(CO) fixes, aux valeurs optima, quant aux variations des arcs sur 
les intervalles intermédiaires (t0, w) et (w, t{). Ainsi ces deux arcs 
doivent satisfaire aux équations d'Euler correspondantes : 

JF\ _dL àF, _ ' 
0p dt dp' 

Il faut trouver encore deux relations pour déterminer co, /?(&)). 
On peut maintenant considérer une variation de />(co) avec co fixe, 

comme dans le problème classique où il y a la possibilité dexistence 
d'un sommet. On trouve donc immédiatement la condition 

•5.4) \£,Fi(P,P', h W>] ( = M_ 0= [jp->F*(P>P'> l> «*>]fc 

Finalement il faut exécuter une variation avec un changement de co. 
Une telle variation est dessiné dans la figure. En suivant un procédé 
analogue à celui de Weierstrass (' ) et supposant les conditions ana­
logues de continuité, mais basées sur les deux fonctions F] , F2 , on 

( l) BOLZA, Lectures on the Calculas of Variations (Chicago, 190^), p. 33, 36. 
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aura le résultat suivant.: 

Ï03 ( Ï0W+- Ifc)3) 

âiFi(P>P'> l> M)dt +" / faF *&>*'> *> w)dfe -+-7},, 

où limyj = o. 
/ 8 = 0 ) 

La quantité entre accolades { } sera donc nulle. Par le moj-en 

de ( 15.4), on peut écrire cette relation sous la forme 

( i 5 . 5 ) pf(o> — o)\—Fl(lp,p,,t,oi)\ 

^ F i ^ , ^ , *, <A)dl 

= / / ( 1 0 . 4 - 0 ) — F j ( / > , / / , *, w ) 

L qP J /=O)+0 

— F
2[/>, / /(w -h o), o>, co) -4-J ^ F2(/>, />', *, w) A. 

Dans le cas que nous considérons, -r-= = o [voir ( i 5 . 2 ) ] . 

M. Roos, bien qu'il considère des fonctions D,, gt beaucoup plus 
générales en y introduisant plusieurs variables, limite le problème un 
peu en considérant u(t), comme p(t), continue à t = co. Si dans 
notre cas nous faisons la même hypothèse, les relations (15.4 ), ( 15.5) 

deviennent plus simples. En effet, si ( -~ J ^ o , on peut déduire 

de la continuité de u{t) = / ( / ? , p) la continuité de p! à t = co. Ainsi 
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les (i 5.4), (i 5 . 5 ) prennent la forme suivante 

( 1 5 . 0 q\ (»w) •+- D'i ( ½ ) = q'«(u<ù) + D'2(Mt0)©(/t — w) 

(i5,5') ? I ( " M ) H - D , ( M ( O ) + « (CO)JKI— f D , ( w ) ^ 

= 9 * ( " w ) H- Da(wci)) 9 ( ^ 1 — O J ) H- i ( c o ) K 2 , 

où par z/w on désigne la valeur de u(t) pour £ = co. 
Mais au lieu de considérer u(t) comme continue pour t = co, il 

conviendrait plutôt d'admettre des discontinuités, en ce point, do 
toutes les fonctions, y compris la p(t)] l'entrepreneur changerait 
probablement le prix brusquement à cet instant s'il agissait en mono­
poleur. Ainsi il faudrait remplacer ( i5 .4 ) P a r deux équations en 
/?(co — o) et />(co + o). 

On dirait aussi, quant à l'emploi pratique de la fonction D(zt), 
qu'on devait la remplacer par une constante, ce qui simplifie­
rait (i 5.5'), où l'on devait la généraliser beaucoup, non pas surtout 
par l'adjonction d'autres variables, /?, / / , u , . . . autres que u, mais 
plutôt en la changeant de type, parce que le dépérissement par unité 
de temps peut dépendre de toute l'histoire antérieure de la fonc­
tion u(£), comme il arrive pour les fonctions de la Physique consi­
dérées par M. Volterra. 

VI. — PROBLÈMES D'ORDRE ZÉRO. 

I 

16. Introduction. — Nous avons noté le manque de stabilité dans 

les situations économiques où l'on doit considérer la dérivée C-j • Ces 

difficultés ne se présentaient pas dans les problèmes primitifs de 
Cournot, si l'on excepte les considérations de dynamique dans le 
paragraphe 8. Convenons donc, afin de classer un peu les questions, 
de dire que les problèmes où les dérivées n'entrent pas nécessaire­
ment sont des problèmes d'ordre zéro. Les autres sont d'un ordre 
supérieur. 

L'économie classique, même mathématique, s'est restreinte pour 
la plupart des cas aux problèmes et aux théories d'ordre zéro ( ' ) . 

(1) Pareto a considéré des mouvements Moratoires des prix et des autres quan-

MKMORIAL D r S SC MATH — IS° 5 6 4 
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Malgré le fait qu'on y emploie systématiquement la différentiation, 
ce n'est que comme procédé de calcul; on ne se soucie guère des 

dérivées -.-> 7-» etc., des variables. C'est ainsi une théorie de sta-dt dt 7 

tique, plutôt que de dynamique, qui intervient dans cette analyse. 
Est-ce donc qu'on doit retomber sur la théorie classique et sur l'équi­
libre, si Ton se borne aux problèmes d'ordre zéro ? Il est intéressant 
de constater qu'on peut donner à cette question une réponse néga­
tive. En eflet, nous avons déjà trouvé un exemple du contraire, en 
traitant le mouvement lent de l'indice des prix au mojen de la loi de 
demande 

Dans ce problème les considérations dynamiques précisément nous 
intéressaient. 

Les problèmes de ce genre méritent une étude plus étendue. Peut-
être offrent-ils des exemples de crises économiques qu'on pourrait 
éliminer, si cela était désirable, avec la méthode de stabilisation pro­
posée par M. Irving Fisher [8, b]. Il fixerait convenablement de 
temps en temps la valeur d'or qui correspondait à l'unité officielle de 
la monnaie; ainsi il pourrait peut-être borner la variation de l'indice 
monétaire P(t). En effel, depuis la guerre, plusieurs pa> s ont dû 
employer une méthode semblable pour régler leurs finances. Mais il 
paraît moins possible qu'on puisse borner avec cette méthode les 
variations des dérivées des prix et des indices, dans les problèmes 
d'ordre supérieur. 

Nous examinerons brièvement quelques problèmes d'ordre zéro, en 
commençant par le plus simple. 

17. La réclam'e. —- Prenons le cas approximatif et supposons qu'on 
ajoute a la fonction quadratique A U--+-B11 + C un coût de réclame z. 
On peut supposer, comme l'hypothèse la plus simple, qu'on en 

tités par l'introduction d'une force d'inertie, plus ou moins artificielle, en analogie 

avec la Mécanique, sous la forme d'une fonction de — (voir [20, a, vol. 2, p. 282]). 

Il considère les crises comme une « résonance» de petites vibrations (ibid., p. 286) 
(voir aussi [18, a, b, c], [24]). 



STABILITÉ ET DYNAMIQUE DE LA PRODUCTION DANS L'ÉCONOMIE POLITIQUE. f\"] 

reçoive l'avantage d'une croissance de la demande, proportion­
nelle à z 

y = ap -h b -+- kz ( a < o, k > o) . 

Pour résoudre les équations dans le problème du monopole il faut 
seulement remplacer b par 6 + kz et C par C -f- z dans les formules 
déjà obtenues au paragraphe 2 . Ainsi, nous aurons, 

z x (b -h kz)(\ — 2 A a) — Ba [ b-+- kz)-hBa 
( , 7 - X ) P = - - , g ( -A . ) ' "=-^=AÏT 

avec i — A a > o . 

Mais pour savoir si la réclame est utile, il faut savoir aussi si le 
profit augmente ou diminue. Nous aurons pour cette quantité la 
valeur [voir ( 2 . 6 ) ] 

1 (b -+- kz -+- Ba)1 

*= x—— ——: c — z, 
a 4 ( i — \a) 

d'où nous tirons 
, N àx b -+- k z -h B a , 
(17.2) — = x—. £ — 1 . 

àz — 2 a ( i — A a ) 

Il s'ensuit que le profit augmente si l'on a 

1 b -+- kz-hBa 

f 

Nous obtenons aussi de (17 .1) les relations 

dp (\ — 2ka) du 1 
(17.4) -T- — 1—v k\ — =-—; — , k . 
y J H / àz — 2 a { i — ka) àz > ( i — k a ) 

Ces formules ont une signification évidente. De ( 1 7 . 3 ) on déduit 
que s'il y a un avantage à faire de la réclame à une valeur donnée r, 
cet avantage deviendra encore plus grand avec une augmentation de z. 

Et si l'on a le cas des coûts croissants, A >> o, ou même A > — ? le 
2a 

prix et la production croîtront continuellement en même temps que 
le profit et la demande, comme pendant les périodes de crises écono­
miques. Avec les coûts décroissants où — >> A > - » il est possible 

»• 2a a L 

de faire augmenter la production et le profit tout en diminuant le 
prix. 

Les résultats que nous venons d'obtenir ne sont qu'une consé­
quence de notre hypothèse que k soit constante. Mais cette hypo-
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thèse nous offre un moyen de comprendre le phénomène pratique de 
l'existence des industries qui dépensent fantastiquement pour la 
reclame. 

18. Une loi héréditaire de la demande. — L'analyse du problème 
du monopole, de rendre maximum un profit II sur un intervalle (t0, ti) 
de temps, dépend des relations que l'on suppose exister entre les 
quantités y et p, u et g, et y et M; en changeant ces relations on 
obtient de nou\eaux problèmes. Ainsi on aura un problème de traînée 
de la production si l'on suppose les relations 

y(t) = ap(t) -+-6, q = k u(ty+ B u(l) -+- G, 

a(l)= y(l-T), \\=J\py-q)dt. 

On aura un problème de production discontinue si l'on suppose les 
relations 

y(t) = ap(t) + b, fly(t)dt = \}, 

q = AU2.+.BU-+-C, u = f (py—q)dt'> 

ici on peut supposer que toute la production est achevée en un seul 
instant /0, par une moisson. 

Ces deux problèmes d'ordre zéro se résolvent immédiatement au 
moyen des fonctions quadratiques par l'introduction du paramètre x, 
comme dans le problème du paragraphe 12 [7, e, Chap. XV] . Le 
second problème conduit à une équation intégrale d'une forme très 
simple 

2f(t)—b — Ba — 2ka I y(-z)a\=o, 
•A. 

qu'on résout en posant 

rh 

m = I y(t) d'z. 

Plus intéressant est le problème où l'on suppose une loi de la; 

demande de la forme 

(18.1) y(l) = ap(t)-+-b^-f h(i, t)p{z)d-z, 
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ce qu'on appelle une loi de demande héréditaire. Cette loi est 
linéaire, mais la demande au temps t dépend, en outre du prix au 
temps /, des prix aux temps antérieurs T, J 0 < T < t, en effet, la con­
tribution à la demande due aux prix pratiqués pendant l'intervalle x 
à T + AT s'exprime par l'expression approximative h(t, T ) ^ ( T ) A T . 

Un cas particulier important est celui où le « poids » de la contri­
bution dépend seulement de l'intervalle du temps entre T et /, 
A(«,T) = A ( « - T ) [ 2 3 , a ] ( « ) . 

En général, par exemple, si h(t, r ) est continue e t a ^ o , on peut 
résoudre l'équation (18. i) et obtenir p o u r p ( / ) une expression de la 
même forme 

(18.2) p(t) = ry(t) + s+f k(t,z)y^)d-z ( ' " = 5 ) ' 

qui réduit aussi à la forme 

(18.2') p(t) = ry(t) + s-+- f k(t — z)y(-z)dT:, 

dans le cas particulier h(t,z) = h(t — r ) . Nous pourrons donc partir 
également bien de ces dernières formes de la relation. 
v Pour simplifier, posons encore 

(18.3) w = 7 , q = q(u) = ku*-hBu-+-C, 

et supposons qu'on ait 
/• < o, A > o. 

La quantité U= f (py — g)dt, que nous cherchons à rendre 
•A, 

( l) Si l'on a^ait h(t, T) = h(t — T) il seiait naturel de considérer aussi une loi 
de la forme 

y(t)=ap(t) + b-+- f h(t-x)p(x)dz. 
J l — T 

Cette équation intégrale a été traitée dcrnieiement par M. Volterra [27]. Il y aurait 
lieu peut-être de considérer aussi une loi de la foi me d'une équation de Fiedholm, 

\ ph 
y(t) = ap(t)-hb-h / h(t, x)p(*)dx (h%tïtx), 

J h 

qui dépend des prix passés et aussi de l'expectative des prix futurs. 
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maximum, prend la forme suivante : 

(18.4) ll=fi\ry(ty-+sy(l) 

+ A*)f k(t,-z)y(z)dz-ky(ty—By(t)-c\dt. 

En remplaçanty(t) pa ry ( t ) -\-xty(t), cette quantité deviendra une 
fonction quadratique de x. 

On aura 

( £ ) t = 0
= / V ( ' ' - ^ ( 0 + *- B^^k(t,T)y(z)d^Hl)dt 

•+• fldty(t) f k(t,x)b(*)ch, 

et par un changement de Tordre des intégrations dans la seconde 

dt'\>(t) I À"(T, t)y{y)dz (en interchan-

géant aussi les paramètres d'intégration), on aura finalement : 

( £ ) ^ 0 - / T 2 ( r - ^)yin^s-B^f\(t,z)y(z)d'Xl{t)dt , 

avec 
K ( * , T ) = * ( £ , T ) (x^O, 

= *(x, t) (T^O 

La fonction K(£, T ) est donc symétrique, K (£, T) = K ( T , £). 
D'une manière analogue nous aurons aussi la formule 

(18.5) g ! = 2(/ -k)f \(iyd>+f j ' lK(l, -.)<\t(t)^)dtd-z 

La dérivée (*— j sera nulle pour toute ^( 0 si x ( 0 ^ s t solution 

de l'équation intégrale a no>au symétiique : 

<"•«> y(t)+:^^j\{l,,)y{,)d, = - ^ 
s—B 

• A ) 

Nous faisons l'hypothèse que le noyau K(£, T) soit négatif défini, 
c'est-à-dire que l'intégrale double en ( i 8 .5 ) soit négative ou nulle 
pour toute fonction 4*(0 °iu* n 'cst pas idenliquement nulle. Alors, 
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il y aura une fonction y {t) et une seule gui donnera à II une 
valeur maximum; Véguation (18.6) aura y {t) comme solution 
univogue. 

En effet, la quantité -j—} est négative, puisque nous avons r < o , 

A > o. Dans ce cas, siy(t) est une solution de (18.6), II sera plus 
grande poury( t ) que pour toute autre fonction y(t) -+- ty(t). Il ne 
peut pas exister une seconde solutiony±{t) de (18.6), car, en ce cas, 
si l'on écrivait II2 pour la valeur correspondante de II, on aurait en 
même temps, I I > I I 2 , en posant ty = y.2—j, et I I 2 > I 1 , en échan­
geant les rôles dey2 ely et posant ty=y—JV 

11 reste donc à démontrer qu'il existe toujours une solution 

de (18.6), c'est-à-dire que ——!—r-r n'est pas une valeur caractéris-
n « 1 {/ — A ) f 

tigue du noyau. En effet, on sait que s'il n'existait pas de telle solu­
tion, il y aurait une fonction Y( ^), non identiquement nulle, solution 
de l'équation homogène 

1 rh 

V(t)-+-- "T- / K(/,T)jK(T)rfT = 0. 
> {I — A)Jf0 

Mais cette équation est le cas particulier de (18.6) où s — B = o, et 
elle possède la solution y(t) = o. La quantité II, avec s - B = o , 
serait donc maximum poury(l) = 0 et poury(l ' ) == Y(t), parle rai­
sonnement précédent, et nous aurions encore la même contradiction. 
11 existe donc toujours une et une seule solution de (18.6). 

Le problème que nous venons de considérer garde son intérêt si 
nous ajoutons une condition isopérimétrique, par exemple, que la 
production totale pendant l'intervalle de temps (/0, tt) est donnée 
égale a K. On introduit une constante isopérimétrique par un pro­
cédé qui est habituel dans la théorie du calcul des variations. Nous 
pouvons l'examiner également bien, quant au problème d'ordre zéro, 
sous une forme un peu plus générale.. 

19. Fonctionnelles d'ordre zéro. — Nous disons que le nombre II 
est fonctionnelle de la fonction p(t) sur l'intervalle (/„? '1) : 

(19.1) n = F[/i(T^ = F[j9(T)], 

ou tout simplement II = F[/>],"si à chaque fonction p(t) 



52 G. EVANS. 

classe donnée \p(t) ) définie sur l'intervalle (£&, /4), correspond une 
valeur de II. Les profits totaux des paragraphes 12, 13, 15, 18 sont 
donc des fonctionnelles. Une fonctionnelle II sera d'ordre zéro si 
elle est définie pour toute p(t) d'une certaine classe sans égard à la 
propriété de ces fonctions de posséder une dérivée ou non; nous 
nous bornons ici à la classe de fonctions continues, bornées et réelles. 
Le profit total II du paragraphe 18est une fonctionnelle d'ordre zéro. 
Etant donnée une classe de fonctions 1^(0} [pour nous la 
classe \p(t)\], nous disons, suivant Volterra, que II possède une 
variation première pour une fonction/?0(/) de [p(t)\ si la limite 

(19.2) SH = S F\p„ 4,] = lim F [ ^ ( T ) + S ^)\-P\P^)] 
£ = 0 £ 

existe pour toute <\>(() de {^(OK 1 ) - Une fonctionnelle II sera con­
tinue (d'ordre zéro), selon Volterra, pour p0(t) de \p(t)\, si 
avec £ > o donné, on peut trouver r\ > o tel que 

| F f / > 0 + ^ ] - F [ / , 0 ] | < E , 

pour toute ty(t), | <\>(t) | < Y Î , de la classe {/>(/) j ; elle sera dite con­
tinue dans un champ R si la même inégalité a lieu pour toute />0(0 
dans R. 

Si la limite (19.2) est uniforme pour toute / ? 0 ( 0 dans R et 
si | F[p\] — E[/>_>] | < Mmax| / j | —/>a|, />n />a de R, celte variation 
s'exprime comme intégrale de Stieltjes ; si l'on substitue à la seconde 
condition cette autre plus restrictive, que 

P [ / » I ] - F [ ^ ] I < M [ l\pi-p*\di, 

la variation prend la forme d'une intégrale de Lebesgue [26]. Si la 
fonctionnelle possède une différentielle, comme M. Fréchet Ta 
définie [9, a ] , c'est-a-dire que l'accroissement de F diffère d'une 
fonctionnelle linéaire T de l'accroissement Ap(j) de p(t) par un 
infinitésimal d'ordre supérieur à maxi \p |, la variation est égale à la 
différentielle, et celle-ci s'exprime comme intégrale de Stieltjes. 

(1) V. VOLTHIRA, Les fonctions de lignes (Pans, 1911). Poui ces questions géné­
rales, voir aussi, I* Li v\, Analyse fonctionnelle (Mémorial des Sciences mathé­
matiques^ fasc. V). Paris, 1920. 
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La variation seconde sera définie comme la limite 

/ ON *, i7r i i i 3F[/>0-+-ea), + ] H - 5 F [ / ? 0 , + ] 
(19.3) 82F[/>0j +> ©] = lim — ^ I - » 

e = o fc 

lorsque ôF[/>, <+] existe pour toute p(t) dans un voisinage (d'ordre o), 
et que la limite (19.3) existe. Sous des conditions peu restrictives ( 0 
on peut écrire à2F[p0, +, cp] = &2F[pt}, 9, +], et 

F [ / ? - h e ^ ] = F [ / ? ] H - c 8 F [ p , <L]-t- ^ { ^ F [ / > , 6, + ] - 4 - E | > , + ] j , 

où limE[/?, ty] = o, avec/?, ty donnés. 

Comme dans le calcul des variations on peut établir des con­
ditions nécessaires pour que F[p] soit maximum pour une fonction 
donnée J>(t) qui se trouve à l'intérieur du champ R où F[p] est 
donnée, en même temps qu'une seconde fonctionnelle G[p] conserve 
une valeur donnée K, dans ce cas, assez général, où les variations 
premières sont linéaires en cp, et les variations secondes bilinéaires 
en +, cp[13]. Si G[p] = Iv et F | p\ est maximum, et s'il existe une 
fonction + , ( / ) telle que oG[/>, + , ] ne soit pas nulle, alors il y aura 
une constante isopérimétrique l telle que la fonctionnelle H = F -+- 1G 
ait pour p(t) = p(t) une variation première nulle pour toute + . 

On peut démontrer facilement qu'il faut aussi que l'on ait 

" « | A * - J » " * - M * I S -
pour toute ty(t), c'est-à-dire que o2Hfj», +,, + i ] ^ o pour toute ù, 

telle que i G[/>, ^ , ] = o. En effet, toute fonction + , telle que 

SG[/?, + ,] = 0 

peut s'exprimer sous la forme 

La solution générale de cette équation intégrale est donnée par l'ex-

, m , L m *<*[/>>+1+»(0T + i ( 0 = + ( 0 ôG[/>,+2] ' 

(') On aura ce résultat, par exemple, si F(p) possède une différentielle seconde 
[9 b]. Cette différentielle est une fonction bilineane des accroissements. 
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pression 

ty(t) = +i(0 -+• m +o(0 (m constante arbitraire). 

On peut trouver d'autres conditions nécessaires en suivant les , 
méthodes développés par M,le Le Stourgeon [16] pour les problèmes 
d'ordre 1 sans condition isopérimétrique. 

On voit par la petite analyse que nous venons de donner que le pro­
blème abstrait de l'économie politique correspond a une théorie du 
calcul des variations assez généiale. L'auteur a fait un essai pour 
résumer une théorie possible du système économique dans cette 
forme, au moyen des stocks, des quantités produites et échangées et 
de leurs dérivées [7, 6, c] ; et après lui, M. Roos en a fait un autre du 
même genre [23, c, d]. Les extremales d'un tel système s'expriment 
par des équations intégro-differentielles ou a dérivées fonctionnelles. 
Si au lieu de partir de fonctionnelles déterminées et bien définies, 
comme le sont les profits, qui doivent prendre des valeurs maxima, 
on commence avec les équations aux dérivées fonctionnelles, comme 
on part des équations aux différentielles totales dans les théories de 
la valeur, on retombe logiquement sur des questions d'integrabilite 
de ces systèmes d'équations. Cette question d'integrabilite a été 
approfondie par M. Paul Levy [17]. 

Mais on doit confesser que ces théories générales économiques ne 
sont encore utiles que pour l'indication de cas particuliers instructifs, 
et leurs développements purement formels n'ont pas encore l'intérêt 
qu'ils sont appelés à recueillir pour l'économie politique. On peut 
dire la même chose, quant aux théories, dites générales, qu'on troave 
déjà exposées dans les traités systématiques de l'économie rationnelle. 
Toutefois, un tel exposé mathématique possède l'avantage considé­
rable de rendre nettement évident le manque de généralité et l'insuf­
fisance des théories classiques qu'il remplace. 
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