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LES 

TRAJECTOIRES DE LA DYNAMIQUE 

Par M. Edouard HUSSON, 
Professeur à la Faculté des Sciences de Nancy. 

CHAPITRE I. 

NOTIONS FONDAMENTALES. 

1. Équations de Lagrange. — Nous considérons un système maté^ 
riel libre ou soumis à des liaisons holonomes sans frottement, et 
dont la position dépend d'un nombre fini de paramètres q,, q2, . . . , qn. 

Les forces extérieures agissant sur le système dépendront d'un 
champ de forces de position. 

Les mouvements du système seront généralement définis à l'aide 
des équations de Lagrange, 

dt\àq'i) àqi Kl (1 = 1, '2, . . . , n). 

Lorsque les liaisons sont indépendantes du temps, la force vive 2T 
est une forme quadratique homogène par rapport aux vitesses, 

n 

1 

Dans la plupart des questions envisagées nous supposons que le 
champ des forces extérieures dépend d'une fonction des forces 
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U(q\', . . -><7/i) invariable avec le temps. Les équations du mouvement 
s'écrivent alors en introduisant la fonction lagrangienne L, 

L = T H - U , 

d I àh \ âh 
diWirWi=0 t ^ 1 ' 2 " - " ^ 

Pour les systèmes dont les liaisons sont indépendantes du temps, ces 
équations admettent l'intégrale première des forces vives, 

T — U = const. = E , 

la constante d'énergie E est l'énergie totale du système, et le sys
tème est conservatif. 

2. Transformation des équations de la dynamique. Équations 
canoniques. — Le système des n équations de Lagrange, ou tout 
système équivalent, apparaît comme un système de n équations 
linéaires par rapport aux accélérations q\ et le déterminant de ce 
système linéaire est le discriminant de la forme quadratique 2T. 

Ce discriminant est différent de zéro pour une position arbitraire, 
mais il est nul pour les positions d'indétermination de la représen
tation paramétique, 

En résolvant les équations par rapport aux accélérations q'\ et en 
prenant comme inconnues auxiliaires les vitesses q\ on obtient un 
système de in équations du premier ordre résolues par rapport aux 
dérivations. 

Cette résolution, acceptable dans les cas simples, ne met pas en 
évidence le fait que le système de la dynamique est spécial, et, pour 
transformer le système du deuxième ordre de la dynamique en sys
tème du premier ordre, on adopte les variables auxiliaires cinétiques 
introduites par Poisson et Hamilton, 

_ rJT _ àL 
Pl~ àq'i~ ôq'i 

Les variables p, sont des moments cinétiques dans les exemples 
simples, elles sont dites conjuguées des variables de position qi et 
les variables qn p, sont qualifiées de variables canoniques. 
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La fonction H, 
n 

H = ^piq'i— L 

î 

est appelée fonction hamiltonienne et, en exprimant cette fonction à 
l'aide des nouvelles variables qn pn les résultats se présentent sous la 
forme 

dqt àH dpt OW 
-7- = T - Î - y - = — -r- ( i = i , 2, . . . , / i ) . 

Ces équations sont désignées sous le nom d'équations canoniques ; 
elles indiquent, comme les équations de Lagrange, des discontinuités 
aux positions d'indétermination delà représentation paramétrique qt. 
Ces discontinuités se réduisent à une apparence si l'on peut choisir 
d'autres paramètres faisant disparaître l'indétermination. 

Lorsque les liaisons sont indépendantes du temps, on a 

H = iT — L = T — U = E. 

3. Représentations géométriques cartésiennes. — Pour exprimer 
les résultats d'études de mouvements, il est commode de les présenter 
à l'aide d'une image géométrique ou physique en regardant dans les 
cas généraux q^ c/2, . . ., qn comme coordonnées cartésiennes d'un 
point P dans un espace euclidien à n dimensions, En . 

Dans le cas d'exemples physiques précisés, les paramètres qt, 
qii . . ., qn auront des significations physiques ou géométriques et il 
pourra y avoir intérêt, pour la simplicité de l'image, à substituer au 
système cartésien un système de coordonnées curvilignes. Suivant 
le choix adopté on obtiendra des images plus suggestives, des faits 
mécaniques plus frappants. 

Il suffit de citer, à ce point de vue, le cas d'un ou plusieurs para
mètres de rotation pour lequel la représentation est nécessairement 
de caractère cylindro-polaire ou polaire. 

Un mouvement du système matériel est représenté dans l'espace 
image par la trajectoire d'un point P de cet espace et l'allure avec 
laquelle cette trajectoire est décrite dans le temps. 

Les études qualitatives de mouvements apparaissent comme des 
études de forme, d'enroulement, de distribution de trajectoires et 
de lois de parcours. 
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Tous les résultats sont rassemblés dans le cadre de la mécanique 
du point dans un espace à n dimensions. 

4. Représentation dans un espace de Riemann. Mécanique d'un 
espace courbe. — Pour obtenir une représentation du mouvement 
d'un système à n paramètres, on peut aussi généraliser le mouvement 
du point matériel mobile sur une surface courbe de l'espace euclidien 
à 3 dimensions. 

Si les coordonnées cartésiennes du point sont exprimées à l'aide 
de deux paramètres w, e, x(u, ^) , y(u, *>), z(u, c), le calcul de l'élé
ment linéaire de la surface 

ds* = à - ' + djrm -f- d& = E du*-h 2F du du -f- G dv* 

donne la force vive d'un élément matériel de masse unité, 

et les équations du mouvement sous la forme de Lagrange, 

dt \0u ) au ~ ~ au' 

A toute force vive d'un mouvement à deux paramètres w, v on peut 
faire correspondre une infinité de surfaces définies par leur élément 
linéaire 

ds* = 2 T dr-

et interpréter les mouvements à deux paramètres comme mouvements 
sur une surface. 

Un assemblage à n paramètres q\q2 . • • q,i caractérisé par sa force 
vive, 

apparaît comme une représentation mécanique d'un espace courbe 
à n dimensions caractérisé par son ds-, 

ds* = S axi dqt dqt, 

et que l'on désigne habituellement sous le nom d'Espace de Rie
mann. Cet espace de Riemann peut être conçu géométriquement, 
abstraction faite de tout support cartésien, ou être envisagé comme 
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une multiplicité ou variété à n dimensions d'un espace euclidien dont 

le nombre de dimensions est généralement —^ -• 

Un problème de dynamique à n paramètres peut ainsi être inter
prété comme un problème de la mécanique du point de masse unité 
dans un espace de Riemann à n dimensions, la loi mécanique dans 
cet espace étant fournie par les équations de Lagrange. 

5. Représentation des trajectoires et des vitesses. Espace des états 
de mouvements. — Pour représenter géométriquement les positions 
et les vitesses il suffit de regarder les m variables q-n q'b ou qh ph 

comme les coordonnées d'un point P dans un espace cartésien ou 
dans un espace ponctuel quelconque à in dimensions E2«. 

Les états de mouvement caractérisés par l'ensemble des variables 
de position et de vitesses sont ainsi représentés par des trajectoires 
dans cet espace ou multiplicité à in dimensions des états de mouve
ment E27*. Dans cet espace les études qualitatives se présentent sous 
l'aspect de l'étude des lignes de courant d'un fluide dont on connaît 
les vitesses en fonction de la position et peut-être du temps. 

La représentation est notamment indiquée pour l'étude des mou
vements suivant les conditions initiales, elle est à l'origine des travaux 
les plus importants de Poincaré sur les équations de la dynamique. 

Pour les mouvements à un paramètre, l'aspect de la trajectoire 
dans le plan E2 des états de mouvement, l'élude de sa forme et de sa 
déformation, donnent une image complète et suggestive des mouve
ments suivant les conditions initiales. 

Cette représentation a été utilisée avec le même succès pour 
l'étude des mouvements à variables séparées dans les recherches 
récentes relatives à la constitution de l'atome, dans tous les travaux 
importants de M. Birkhoff, dans les résultats intéressants obtenues 
par M. Levi-Civita [33J sur les invariants adiabatiques. 

6. Formes variationneUes des équations de la dynamique. — Une 
fqnction dérivable f(u, *>,...) d'un ou plusieurs paramètres est dite 
stationnaire pour la position P(w, p, . . .) si la partie principale if 
de sa variation est nulle, pour tout déplacement infinitésimal 
3P(itt, ôV, . . .) à partir de la position P. 

Une fonction stationnaire est soit maximum, soit minimum, soit 
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inflexionnelle, en donnant au qualificatif inflexionnel les caractères 
physiques marqués dans le cas d'une fonction à une variable. 

Si l'on considère une intégrale, ou fonctionnelie, 

I = / f(qi, q2, •••, q,i\ q\, q\, • . . , q'n\ t )dt, 

où y est une fonction dérivable, le long d'une trajectoire de l'espace 
ponctuel "En (q{, q2, ..., qa), joignant deux points fixés M0, Mi atteints 
aux temps fixés t0 et tu le calcul classique de la variation àl pour 
une déformation infinitésimale de la trajectoire joignant M0 et M< 
montre que les mouvements et les trajectoires rendant la fonction
nelle I stationnaire, vérifient les équations d'Euler 

dt\ôq'iJ àqh 
(i = i, 2, . . . , n). 

Ces équations apparaissent, pour des fonctions/appropriées, comme 
les équations de Lagrange d'un problème de géodésiques. 

D'une façon analogue, pour un système soumis à un champ de 
forces conservatif, les équations de Lagrange expriment que les tra
jectoires de la dynamique sont les trajectoires pour lesquelles la fonc
tionnelle désignée sous le nom d'action hamiltonienne 

V = f \dt= f '(T + U)A 
' 6 ' o 

est stationnaire entre deux quelconques de leurs points M0 et M,, 
atteints aux temps t0 et tx. 

Le résultat est souvent désigné sous le nom de Principe d'Ha-
milton, il rend compte de l'invariance importante des équations de 
Lagrange dans un changement de variables quelconque, puisque le 
caractère stationnaire est indépendant des variables qui servent à 
l'exprimer. 

Pour les systèmes dont les liaisons sont indépendantes du temps, 
les trajectoires vérifient l'intégrale première des forces vives, 

Considérons l'ensemble des trajectoires de l'espace de Riemann 
ds2 = iTdt2 correspondant à une valeur choisie de la constante d'é
nergie E, ou dans l'espace des états de mouvement E2„ les trajectoires 
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situées sur une surface intégrale des forces vives choisie et apparte
nant ainsi à une multiplicité E**-! de cet espace. Pour ces trajectoires 
l'action hamiltonienne 

V = f , ( a T - E ) A = f\'ldt—E(tx — ti 
ta In 

)• 

En transformant le premier terme du dernier membre on obtient 
Vaction maupertuisienne 

S = f * \/'2T(\J-hE)dt= f V u -H E ds. 

Les trajectoires de la dynamique rendent l'action S stationnaire 
dans les déformations sur la multiplicité précédente E2/ l_1} mais on 
constate de suite en écrivant les équations d'Euler que l'action S est 
également stationnaire pour les déformations sur la multiplicité 
entière E2/l. 

On obtient ainsi le Principe de Maupertuis ou de la moindre 
action. Des moyens variés ont été utilisés et discutés par divers 
auteurs pour passer du principe d'Hamilton au principe de la moindre 
action [1] . 

Dans la première forme maupertuisienne des équations de la dyna
mique, le temps t disparaît puisque y/2T est homogène et de dimen
sion égale à l'unité par rapport aux vitesses. Cette forme permet donc 
d'obtenir directement les équations définissant les trajectoires indé
pendamment de la loi de parcours, la liaison au temps est ensuite 
fournie par l'équation des forces vives. 

La seconde forme de l'action maupertuisienne S montre que, 
comme dans la mécanique d'un élément matériel dans l'espace eucli
dien ordinaire, les trajectoires d'un système matériel soustraite toute 
influence extérieure ou sous les seules influences des forces d'inertie 
et des forces de liaisons sont les géodésiques de l'espace de Riemann. 

Si l'on fait la représentation des mouvements d'un système matériel 
correspondant à une valeur fixée de la constante d'énergie E sur un 
espace de Riemann dont l'élément linéaire est défini par 

dsv = v/U -4-E ds .= s/TTTË \/2.TdP, 

la seconde forme de l'action maupertuisienne S indique que les tra
jectoires sont des géodésiques. 
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En adoptant pour représenter les mouvements d'un système maté
riel à n paramètres l'espace de Rïemann ds^ le progrès réalisé au 
point de vue formel est amené au maximum, toutes les complications 
sont concentrées sur l'étude de la distribution et des formes d'enrou
lement des géodésiques. 

7. Intégrales premières et intégration par quadratures. — Pour 
un système dont les liaisons sont indépendantes du temps, les équa
tions canoniques constituant dans l'espace E2/i (</, p) un système de 
2 n équations du premier ordre ne contenant pas explicitement le 
temps t. Ce système de la dynamique est spécial, le champ des vecteurs 
vitesses a une divergence nulle. 

En écrivant ce système sous la forme 

dq\ __ __ àqn _ dp\ __ dpn _ , 

dp\ ôpn ôq\ àH 

et en supprimant le dernier terme dt, on obtient le système différen
tiel d'ordre {in — i) définissant les trajectoires dans l'espace E2/, des 
états de mouvements. La propriété de divergence nulle du champ des 
vecteurs vitesses exprime que ces équations admettent un multipli
cateur de Jacobi M = i. 

Si l'on connaît {in — i) intégrales premières indépendantes du 
temps, en prenant comme nouvelles variables ces intégrales premières, 
on est ramené à un système réduit à une seule équation admettant un 
facteur intégrant correspondant au multiplicateur initial M = i. Les 
trajectoires sont donc obtenues à l'aide d'une quadrature et la liaison 
au temps est donnée par une nouvelle quadrature. 

Lorsque la fonction lagrangienne L ou la fonction hamiltonienne H 
ne contiennent pas explicitement un des paramètres qt, les équa
tions de Lagrange admettent l'intégrale première 

—T = T-r = const. 
àqx àqi 

Dans les exemples simples le paramètre qt est une variable de 
rotation, l'intégrale a la forme des aires et l'on a qualifié le para
mètre qt de variable cyclique (ignorable coordinate). Comme les 
équations canoniques ne contiennent pas qK il suffit de {m — 3) 
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intégrales premières pour intégrer par quadrature quand une de ces 
intégrales est cyclique* 

8. Méthode d'intégration de Jacobi. — Les équations canoniques 
écrites sous forme de rapports sont les équations différentielles des 
courbes caractéristiques de l'équation aux dérivées partielles du pre
mier ordre, dite de Jacobi, 

Si l'on peut trouver une intégrale complète 

Y{qi, . . . , ?„ ; ai, . . . , an\ t) -+• const. 

de cette équation, avec n constantes arbitraires a<. . .an dont aucune 
n'est additive, l'intégrale des équations canoniques est donnée par 

à\r __. à\ _ àV _ 
d^-bu ^ - "' •'•' ^ "' 

àV à\, àV 
dqx

 r àq.2
 r àqn 

bi, fe2, . . ., bn étant de nouvelles constantes arbitraires. 
Lorsque H ne contient pas le temps, il suffit de chercher une inté

grale complète de l'équation de Jacobi sous la forme 

Y = S (0 i , . . . , qn\ «1, . . . , an; E) — E*, 

E étant la constante d'énergie. 
S vérifie l'équation 

H^---'^;^/"-'^-J~E=0' 
et les mouvements sont définis par [2] 

dax ~ u *••' àan- "' àE 

Les {n — i) premières équations définissent les trajectoires et font 
ainsi ressortir la possibilité d'obtenir les trajectoires indépendamment 
de la loi de parcours. 

L'équation de Jacobi groupe les trajectoires en familles correspon-
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dant aux diverses intégrales complètes et présente les résultats sous la 
forme la plus simple. Les relations de cette équation avec l'action 
hamiltonienne ou maupertuisienne, avec les équations canoniques 
et leurs propriétés, ont été très étudiées; les recherches profondes de 
M. E. Cartan [3] sur les invariants intégraux ont éclairé ces ques
tions d'une lumière complète. 

9. Intégration locale des équations de la dynamique. — Le système 
des équations delà dynamique, après transformation en système dif
férentiel du premier ordre, se présente sous la forme 

—^ = Xf(ar,, #2, . . . , xm) (i = i, 2, . . . , m) (m = in). 

Nous nous bornons aux résultats d'étude des solutions dans lçs cir
constances ordinaires des applications physiques. 

Dans l'espace E2w des états de mouvement nous délimitons la mul
tiplicité ou domaine D2/ l connexe, à l'intérieur duquel les fonctions Xj 
sont réelles, déterminées, continues, et admettent des dérivées 
partielles premières continues. 

Le domaine D2„ est généralement ouvert avec une borne k in — i 
dimensions, et, s'il s'étendait jusqu'à l'infini, on le supposerait borné 
à distance très grande mais finie. 

THÉORÈME D'UNICITÉ. — Le système différentiel du premier ordre 
admet dans le domaine de continuité!)2n une solution unique Xi{t) 
satisfaisant à des conditions initiales imposées 

xl{tQ) = x<f (i = i ,2, . . . , m) 

appartenant à ce domaine. 
La solution unique peut être arrêtée pour une valeur finie du 

temps à une borne du domaine de continuité D2„. 

Le résultat est en accord avec l'expérience physique : sous l'in
fluence d'un champ de forces, le mouvement d'un système matériel 
est déterminé d'une façon unique par les conditions initiales. 

Pour des conditions initiales situées sur la borne du domaine de 
continuité D2Al, et qualifiées de conditions initiales singulières par 
opposition aux conditions initiales générales dites régulières, le théo
rème d'unicité disparaît; les équations de la Mécanique générale pré-"* 
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sentent une insuffisance pour décider du choix de la trajectoire phy
sique du système matériel. Dans le cas particulier delà statique cette 
insuffisance est complétée par le postulat de la statique; ce postulat 
apparaît simplement comme légitime au point de vue physique en 
raison des résistances négligées. 

10. Solutions considérées comme fonctions des conditions initiales. 
— Lorsque le temps ne figure pas explicitement dans le système dif
férentiel, une translation faite sur t ne change pas les équations; toute 
solution apparaît comme une fonction de (/— t0) et des conditions 
initiales x*. 

Si l'on excepte les cas dans lesquels les solutions s'expriment à 
l'aide de fonctions connues ou déjà étudiées dans tout leur domaine 
d'existence, les seules indications que l'on possède sur une solution 
quelconque sont réduites aux indications locales exprimées par le 
théorème d'unicité. 

Les travaux dePoincaré Sur les courbes définies par les équations 
différentielles ont fait ressortir l'insuffisance d'un* essai d'étude 
d'une solution isolée et ont montré que, comme dans le domaine de la 
résolution des équations algébriques, l'étude d'une solution était insé
parable de l'étude qualitative de l'ensemble des solutions. La méthode 
féconde et encore unique introduite dans la Science par Poincaré est 
une méthode de variations consistant à étudier les solutions comme 
fonctions de» conditions initiales ou des paramètres dont dépend le 
système différentiel; elle a conduit l'illustre géomètre aux solutions 
périodiques, à l'étude qualitative des solutions voisines d'une solution 
particulière connue, aux propriétés les plus importantes des équations 
de la dynamique. 

L'analyse faite par M. Hadamard de l'œuvre mathématique de 
Poincaré contient l'exposé le plus lumineux de la pensée de Poin-
caré [4 ] . 

THÉORÈME DE CONTINUITÉ. — Dans le domaine de continuité Da„, 
la solution unique Xi(t) correspondant à des conditions initiales 
imposées xi {t0) = x\ est une fonction continue de {t — £0) et des 
paramètres x\ de conditions initiales. 

Si les fonctions Xj possèdent des dérivées partielles continues 
jusqu'à V ordre ( p -f- i), les fonctions x-t{t) considérées comme fonc-
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tions de [t — *0), #?, posséderont des dérivées partielles continues 
jusqu'à Vordre p. 

Si les fonctions Xf- sont dèveloppables en séries entières conver
gentes en xK, x2, . . ., x2n {ou sont analytiques), la solution xi(t) 
est dèveloppable en série entière convergente enx\, .. . ,x\n{t — t0) 
{ou est analytique par rapport à ces variables). 

Les résultats sont établis en Analyse par la méthode des approxi
mations successives de M. Picard [5] ou des variantes de cette 
méthode en utilisant les conditions dites de Lipschitz, et, dans le cas 
le plus important des fonctions analytiques, en utilisant la notion de 
fonction dominante. La solution unique obtenue par pas successifs 
est prolongée ou étendue dans le domaine de continuité D2W et dans 
le temps ou arrêtée à une borne de ce domaine. 

Les résultats s'étendent aux cas dans lesquels les fonctions Xt 

dépendent du temps ou de paramètres, X,(#i , x2, . .., xmt~k) soit par 
démonstration directe, soit en introduisant les variables supplémen
taires 

définies par les équations supplémentaires 

dxm_L-\ dxm+<> 

dt > dt ' 

et en se plaçant dans un domaine à (m-f-1) dimensions # f , . . ., xm+i 

ou en adjoignant des limitations pour t et 1. 
Ceci montre la possibilité de développer les solutions d'un système 

différentiel suivant les puissances d'un paramètre dont il dépend, ou 
d'un paramètre dont dépendent les conditions initiales pour une 
variation du temps dont le module peut être assez petit. 

C'est dans une extension de ce résultat, avec variation la plus éten
due dans le temps dans le cas des solutions voisines d'une solution 
particulière, que consiste un théorème dont l'importance est considé
rable dans l'œuvre de Poincaré. 

Nous considérons un système du premier ordre 

dx • 
— = Xt(xu . . . , xm, t, X) (* = i, 2, . . . , m) , 

admettant pour X = o un système particulier d'intégrales conti-
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nues x,-{t) dans l'intervalle ( o , tt). Par la translation Xi sur les Xi 

nous sommes ramenés au cas où la solution particulière est réduite 

à Xi = o, c'est-à-dire au cas où les fonctions X/ s'annulent identique

ment quand on fait x{ = 1 = o. 

THÉORÈME DE POINCARÉ. — Lorsque les seconds membres 

X, (# ! . . .xmtV) sont des fonctions continues de t nulles pourl= o, 

x-, = o, dêveloppables en séries convergentes suivant les puissances 

de X\...xin\ {ou sont des fonctions analytiques) dans l'inter

valle (o , £,), le système différentiel admet dans l'intervalle précé

dent une solution se réduisant à zéro pour {t = o) dèveloppable en 

série convergente suivant les puissances de! {ou analytique) pour 

les valeurs de 1 de module assez petit. 

Le maximum d'écart 1 donné par les démonstrations d'existence [ 6 ] 
est de l'ordre de grandeur de e~tl, et ce maximum se rapproche rapi
dement de zéro si l'on applique le théorème dans un intervalle de 
plus en plus étendu. 

Le théorème de Poincaré s'étend à un nombre quelconque de para
mètres, il permet le développement suivant les puissances d'un para
mètre 1 et des conditions initiales x0 à l'aide de la translation préa^ 
lable 

x = x0-*-y, 

et ceci non seulement dans un intervalle restreint du temps, mais 
dans l'intervalle le plus étendu sous la condition d'écart 1 assez petit. 

11. Premiers résultats généraux sur les trajectoires de la dyna
mique. — Les mouvements d'un système matériel à n paramètres 
dépendent des m paramètres de conditions initiales; les trajectoires 
dépendent de {in — i) paramètres, en général. 

D'après le théorème d'unicité il existe une trajectoire unique issue 
de tout point du domaine D2„ de continuité dans l'espace des états de 
mouvement; cette trajectoire progresse constamment dans le domaine 
ou vient s'arrêter à une borne, et les trajectoires arrêtées aux bornes 
sont spéciales. 

Il est indiqué d'essayer d'examiner en premier lieu l'étendue 
dimensionnelle d'une trajectoire. 

MÉMORIAL DES SC. MATM. — N« 5 5 . 2 
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En se bornant au cas analytique, nous prenons une trajectoire issue 
d'un point intérieur au domaine de continuité ou point régulier ; cette 
trajectoire 

xi — Jl\X | J - ' • i JC-im ^ t0) 

apparaît comme définie par des fonctions analytiques des conditions 
initiales. Ces équations admettent dans un domaine suffisamment res
treint autour des valeurs de départ x\, t0, une solution unique donnée 
par le mouvement inverse 

X j = J i ( X i, . . . , X-i n, t0 t). 

Si l'on excepte la solution particulière réduite à l'équilibre, une au 

moins des dérivées partielles (-y1) est différente de zéro; on peut 

donc déterminer {t — tQ) d'une façon unique et par substitution de 
la valeur valeur de {t — t0 ) le mouvement est défini par des intégrales 
premières analytiques, 

Ft{Xy, . . . , Xo„) — COnSt. ( ï = l , - * , . . . , 2 A i l ) , 

# ï = / 1 ( ^ 1 , • ••> •?*/!, ' 0 — 0 

dont les (2 AI — 1 ) premières sont indépendantes du temps et définissent 
la trajectoire. 

En suivant une trajectoire on définira des suites successives de 
fonctions F£-, chaque suite étant utilisée dans un domaine suffisam
ment restreint. Il sera exceptionnel qu'en parcourant une trajectoire 
jusqu'à t = 00, ces suites de fonctions F/ puissent être remplacées par 
une suite unique de fonctions uniformes ou à un nombre fini de 
déterminations. 

Un résultat marquant de Poincaré indique en effet que les équations 
de la dynamique n'admettent en général aucune intégrale première 
uniforme, quelles que soient les conditions initiales, en dehors des 
intégrales premières classiques, et, l'on n'envisage pas la recherche 
d'un résultat pour des conditions initiales particularisées. 

Il est intuitif qu'une intégrale première non uniforme ne peut indi
quer physiquement aucune limitation dimensionnelle à la région cou
verte par une trajectoire. 

S'il existe p intégrales premières uniformes et indépendantes du 
temps, une trajectoire pourra couvrir d'une façon dense une région 
à {in —p) dimensions au plus du domaine de continuité. 
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Mais elle pourra couvrir une région à moins de {m —p) dimen
sions; la trajectoire la plus simple apparaît comme la trajectoire 
fermée, correspondant nécessairement à un mouvement périodique. 
Ce fait assure une importance tout à fait spéciale à la recherche des 
mouvements périodiques. 

Nous examinerons d'abord les caractères que l'on peut déceler par 
l'étude qualitative des mouvements intégrables à l'aide de quadratures 
portant sur des fonctions uniformes. Les résultats seront d'une simpli
cité exceptionnelle puisqu'en général les quadratures porteraient 
sur des fonctions non uniformes à une infinité de déterminations. 

D'ailleurs les problèmes de cette catégorie avec un nombre suffisant 
d'intégrales premières uniformes s'intègrent à l'aide de variables con
venables d'après la notion de multiplicateur, par séparation de 
variables. Un système différentiel de ce type séparable est évidem
ment exceptionnel, car une variable agit par inertie sur les autres. 

Nous examinerons ensuite les résultats les plus simples sur l'étude 
qualitative des trajectoires générales de la dynamique. 

CHAPITRE IL 

PROBLÈMES INTÉGRABLES PAR QUADRATURES DE FONCTIONS UNIFORMES. 

1. Mouvements cycliques à deux ou plusieurs paramètres. — Les 
exemples les plus simples de la mécanique classique à n paramètres 
sont ceux pour lesquels il existe, en dehors de l'intégrale des forces 
vives, {n — i) intégrales cycliques. 

Le cas de n paramètres cycliques se ramène au problème géodé-
sique d'un espace euclidien. 

On peut citer : 

Les problèmes de forces centrales dépendant uniquement de la 
distance r; 

Le mouvement d'un élément matériel sur une sphère ou une sur
face de révolution à axe vertical s, sous l'influence de la pesanteur ou 
d'une fonction des forces U{z) ou U(r); 

Des mouvements de solides suspendus par un point ou des assem-
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blages de solides, et, en particulier, la toupie pesante et de révolu
tion de Lagrange et ses généralisations U(z). 

Dans les mouvements à deux paramètres des premières catégories, 
pour des conditions initiales arbitraires, la variable z ou r est vibra
toire, la variable 9 de rotation autour du pôle ou de l'axe delà surface 
est précessionnelle et l'avance de précession pour une période de z 
n'est pas commensurable avec 2 7T. 

La trajectoire oscille entre deux parallèles limites, elle couvre 
d'une façon dense la bande de surface comprise entre ces deux paral
lèles. Les deux parallèles limites peuvent être choisis à volonté sous 
la condition que le plus petit de ces parallèles corresponde à la plus 
grande valeur de la fonction des forces \J{z ). 

Si l'avance de précession est commensurable avec 27: la trajectoire 
est fermée, et il existe ainsi une infinité de mouvements périodiques 
dépendant d'une seule relation entre les conditions initiales. 

Lorsque la surface s'étend à l'infini la trajectoire peut comporter 
une seule vibration s'étendant jusqu'à l'infini et correspondant ainsi au 
cas monotone que l'on peut regarder comme limite du cas vibratoire. 

Dans le cas où les parallèles limites viennent se confondre, la 
variable uniforme z ou 7* est stationnaire, le mouvement est station
naire en prenant le qualificatif stationnaire dans un sens restreint, 
opposé à progressif. 

Dans le cas où l'un des parallèles limites devient double, le mou
vement est asymptotique à un mouvement stationnaire. 

Dans les mouvements du type toupie de Lagrange généralisée avec 
au moins trois paramètres, par exemple les trois angles d'orientation 
d'Euler 9, cp, ^, on a l'intégrale des forces vives et les deux intégrales 
cycliques relatives à 9 et ty. 

La variable 9 (ou z = cos#) a les caractères de mouvement du cas 
précédent : vibratoire, monotone ou révolutif, stationnaire, asympto
tique à une valeur stationnaire. 

Les variables ty et cp sont précessionnelles et pour des conditions 
initiales arbitraires les deux avances de précision pour une période 
de 9 sont différentes de zéro, incommensurables entre elles et 
avec 271. 

On peut représenter les trajectoires dans un espace de Riemann 
correspondant à la force vive 2 T ou dans un espace ponctuel. 
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Si l'on regarde 9 et ^ comme coordonnées géographiques du 
pied P de l'axe de la toupie, sur une sphère dont le centre O est la 
pointe fixe de cette toupie, il suffit de faire tourner un vecteus, 
d'intensité constante PM inférieure à OP porté par l'axe de la toupie, 
dans le plan méridien vertical 3 O P , d'un angle égal ou proportionnel 
à la rotation propre 9. Le point M donne une représentation uni-
voque, dans un domaine fini, et adaptée aux types précessionnels des 
variables de rotation ^ et cp. 

Pour des conditions initiales arbitraires, la trajectoire de P couvre 
une bande de sphère limitée par deux parallèles, dont l'un peut être 
nul ou couvre la sphère entière. La trajectoire de M remplit d'une 
façon dense un domaine à trois dimensions du type tore, le point M 
repasse une infinité de fois dans le voisinage de toute position 
antérieure, sauf arrêt par une discontinuité de la fonction des 
forces. 

Si l'on choisit des conditions initiales telles que l'avance préces-
sionnelle de ty soit nulle ou commensurable avec 27:, la trajectoire 
de P est fermée et la trajectoire de M remplit d'une façon dense un 
domaine ayant seulement deux dimensions de la forme tore; si en 
même temps l'avance précessionnelle de cp est nulle ou commensu
rable avec 2 7T, la trajectoire de M est fermée et le mouvement est 
périodique. 

Si la variable 9 a un mouvement asymptotique, la trajectoire de M 
est asymptotique à un domaine à une ou deux dimensions. 

Enfin, dans les mouvements cycliques, si la vitesse initiale est 
nulle ou si les conditions initiales rendent nulles les constantes 
d'intégrales cycliques, les trajectoires sont géodésiques de l'espace 
de Riemann, et chacune d'elles est parcourue par une infinité de 
mouvements dépendant du paramètre intensité de la vitesse initiale. 

Sur une trajectoire non géodésique la vitesse ne peut s'annuler, la 
trajectoire progresse constamment. 

2. Mouvements multipériodiques. — Nous considérons les mouve
ments pour lesquels la fonction lagrangienne se présente sous la 

forme additive à variables séparées. On peut toujours ramener à la 

forme réduite 
^ = ^ - + - . . . + ^ , 

V = U,(q1)-h...+ Vn(qn). 
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On rencontre en particulier ces circonstances dans l'étude des petits 
mouvements dans le voisinage d'une position d'équilibre. 

Les diverses variables qi se calculent d'une façon séparée par des 
intégrales de force vive 

^ • a = 2 U / - + - 2 E , . 

Chacune des variables est vibratoire, monotone, stationnaire ou 
asymptotique et la forme de la trajectoire de chacun des couples {qn q'f) 
marque les circonstances de leur mouvement. 

Dans le cas où toutes les variables qt sont périodiques, les 
périodes T/ sont données par des intégrales définies dont les limites 
dépendent des conditions initiales, et il n'existe entre les fréquences 
aucune relation linéaire et homogène à coefficients entiers. 

Une trajectoire quelconque tracée dans l'espace cartésien qK . . . qn 

remplit d'une façon dense un parallélépipède dont les arêtes sont 
parallèles aux axes; elle s'enroule d'une façon compliquée dans ce 
parallélépipède en allant d'une face à une autre, et elle repasse une 
infinité de fois à un écart infinitésimal imposé de toute position 
antérieure. 

S'il existe entre les fréquences p relations linéaires et homogènes à 
coefficients entiers, il y a dégénérescence et le domaine rempli par 
une trajectoire est seulement à {n — p) dimensions. 

On peut comparer les vibrations générales aux vibrations simples 
en utilisant une méthode de calcul indiquée par Weierstrass [7] , 
pour montrer la périodicité de qi{t). La méthode consiste à exprimer 
qi{t) à l'aide de la vibration simple de mêmes bornes, soient a, et &,-. 
Si l'on a 

aU/H- 2Ei=(qt— aMbt—qiïW^qù ( « , < 6/), 

la fonction W t reste positive et différente de zéro, et en posant 

Cqi dqL 
J<*i sj(qi—ctl){bl—qi) 

on a 

?/=• - («/"•- bi)-+- - (ai—bi)coswi, 

J, -+-v/w/ 

En faisant l'inversion, la vibration générale g,(/) apparaît comme 
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une vibration simple d'une fonction monotone wi{t), précession-

nelle ou cyclique, finie et infinie avec t et augmentant de 27T quand 

t augmente de la période T,. 

Enfin, en développant la fonction périodique q,-{t) en série de Fou-

rier, toute vibration apparaît comme la somme d'une vibration 

simple principale et de ses harmoniques. 

3 . Problèmes de Liouville. — L'étude des équations de la dyna

mique à l'aide de l'équation de Jacobi a donné les cas les plus étendus 

intégrables par quadratures. 
Liouville a montré que pour des assemblages définis par 

aT = (A, + . . . + /in){Biq'? + • • • + B„ ?',?), 
U , + . . . + UH 

U A, + . . . + A„ 

A/, B/, U| étant des fonctions de la seule variable qn l'équation de 
Jacobi admet une intégrale complète se présentant sous la forme 

additive à variables séparées 

V = — Et-hSl(qi)-h...-hS/l(qn) 

dont les divers termes et par suite les mouvements se calculent par 

quadratures [ 8 ] . 
Les mouvements peuvent être définis par les équations 

dt _ \JF>i dqt 

Ai + . . . + A« ^ E A , + 2 U i + ic 
du, 

déduites immédiatement des formes habituellement utilisées. 
Si l'on introduit le temps auxiliaire u, les variables qt exprimées à 

l'aide de u sont données par des quadratures du type rencontré dans 
le paragraphe précédent. En se bornant aux cas dans lesquels les 
paramètres q{, . . ., qn restent finis, les trajectoires seront donc les 
trajectoires multipériodiques. 

Dans le domaine du mouvement, la somme (A, -f-. . .-f- An) reste 
finie positive et différente de zéro; le temps auxiliaire u est donc une 
fonction monotone croissante de t, finie et infinie avec t, et les 
bornes de réalité du système différentiel sont effectivement et multi-
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plement atteintes par les trajectoires. Toutefois le temps auxi
liaire u{t) n a pas de caractère précessionnel simple. 

ht. Problèmes intégrables à l'aide de l'équation de Jacobi. — 
P. Stàckel a posé le problème de la recherche des fonctions hamil-
toniennes pour lesquelles l'équation aux dérivées partielles de 
Jacobi admet une intégrale complète sous la forme additive à 
variables séparées, et donné une solution particulière dans le cas 
d'un nombre quelconque n de paramètres [9]. 

M. Lévi Civita [10] a présenté les conditions sous une forme mieux 
adaptée aux recherches et indiqué des solutions; M. Burgatti [11 ] et 
M. Dall'Acqua [12] ont résolu ensuite complètement la question. 

Le cas de Stàckel apparaît comme l'un des types les plus généraux 
et des plus caractéristiques, intégrables par quadratures; il se pré
sente comme une généralisation du cas de Liouville avec la seule 
complication de la forme additive à variables séparées. 

En nous bornant au cas de trois paramètres et prenant les nota
tions d'Appell [8], le mouvement est défini par les équations 

dt __ Vidqy _̂ _ <po dq* _̂ _ v.jdqi 

V'FT \/F~ V 'F; ' 

V/F7 \/Fl \/Fl ' 

Q= yjggi + xigg» , y.3^3 
V/Fi )/Ft y/Fa 

=r-1 

les fonctions <pj, ^,, ^,, F, dépendant de la seule variable qt de même 
indice. 

Si l'on introduit trois temps auxiliaires uK, u2, u^ définis par 

dqx , dq2 , dq:i 
dul=—=z, du2 = - = > du3 =-2=., 

\/Fi V^i \/F, 

les paramètres qu q2, q* sont, pour des conditions initiales arbi
traires, et lorsque ces grandeurs restent finies, des fonctions pério
diques des temps auxiliaires respectifs ux, u2} M3. 

Les équations du mouvement sont des équations linéaires en duiy 

du2, du$ et si l'on désigne par A leur déterminant, par ¢ , , ¢3, ¢3 les 
coefficients du développement de ce déterminant par rapport aux 
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éléments fl9 cp2, <p3, on obtient par résolution 

du\ _ du2 __ du% _ dt 

D'après l'expression de la force vive du système, les quotients ^ - , 

•jr-> ^- sont finis positifs et différents de zéro ; les temps auxiliaires ut, 

u2, w3 sont donc des fonctions monotones et croissantes du temps t, 

finies et infinies avec t. 
Les trajectoires dans un cas de Stàckel sont donc du type multi-

pèriodique et remplissent d'une façon plus ou moins complexe le 
domaine de réalité du système différentiel. 

Les cas de Liouville et Stàckel ont fait l'objet d'études très com
plètes [13]. Il est indiqué pour préciser les solutions dans le temps 
d'utiliser avec Staude les variables auxiliaires W\, w2, w$ signalées 
par Weierstrass et qui présentent les paramètres qx, q2, q2 comme 
vibrations simples de période 2TZ. Les temps auxiliaires w{, w2, w9 

sont, comme u^, u2, w3, des fonctions croissantes du temps t, finies et 
infinies avec t ; ils sont donnés par la résolution du système pré
cédent intégré 

t -f- b\ = / h\\{w\) dw\ -h / h\2(w2) dw2-\- j h\z(w$)dwz 

= H M ( W I ) H - Hl2(tv2)H- H 1 3 0 3 ) , 

b2= j hu(wi)dwi-\- f h22(w2) dw2-\- I h2^{wz) dwz 

— H21((v,)-4- H22iiv2)H-H83((V3), 

b?,= j hZ\{w\)dwi~\- / A32(tv2) dw.2-h f hn(ws)dw$ 

= H 3 i ( w i ) -h H3-,(u>2) -+- H33(iv.,). 

La résolution ou inversion de ce système dont le jacobien est pro
portionnel au déterminant A est présupposée dans les indications 
données antérieurement, elle est possible, univoque et continue dans 
toute l'étendue du temps ou des variables wK, w2, w3 en admettant la 
continuité des h, ainsi que l'a montré très simplement M. Hada-
mard [14] . 

L'étude des w-t{t) se déduit de l'étude de ces grandeurs comme-
fonctions des constantes &,, b2, 63 ; elle constitue l'étude des trajec
toires correspondant à une intégrale complète fixée. 
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Les fonctions h étant périodiques et de période nz, les fonctions H 
sont précessionnelles et quand wK par exemple, augmente de nz, les 
fonctions H u , H2 i , H3 i augmentent de constantes coM, co2l ^ co3, don
nées par des intégrales définies en ^ , et réciproquement quand b}, 
b2, 63 augmentent de con, w2i, w3l, wK seul augmente de nz en 
raison de la correspondance univoque et continue entre les deux 
groupes {wK w2w2), {bx 6263) . 

On peut toujours faire sur 616063 une transformation linéaire 
telle que la variable s,- remplaçant 6/ augmente seule d'une constante 
choisie à volonté quand wk augmente de nz. Si l'on impose l'augmen
tation uniforme de nz, cette transformation est 

27r(£ -f- 61) = WnSi -h 0>i2S2H- 0)13*3, 

27zb.2= W21*1 -+• W 2 2 J 2 - h tûriS&, 

2 7 U 6 3 = (-0 : J l5i H- (*),..> S 0 - h W33S3, 

ce choix uniforme de nz n'étant possible que si le déterminant des ô),* 
est différent de zéro. 

Les vi>i apparaissent comme des fonctions univoques continues et 
précessionnelles des arguments sK, s2, s3; elles augmentent de nz 
quand un de ces arguments augmente de nz et par suite si Ton fixe 
une trajectoire, c'est-à-dire 6,, 62, 63, les fonctions qt{t) sont des 
fonctions des trois arguments 

Si = v i * H - a i , 5 , = v ,« + a.2, s 3 = V 3 * - f - a j , 

périodiques séparément par rapport à chacun de ces arguments, et 

de périodes respectives —, —? — en t, ou de fréquences propor

tionnelles à v,, v,, v3 dépendant des conditions initiales. 
Nous désignerons de telles fonctions de plusieurs arguments, pério

diques séparément pour chacun d'eux, sous le nom de fonctions mul-
tipériodiques. Weierstrass a étendu à ces fonctions le développement 
en série trigonométrique de Fourier à l'aide d'une série multiple. 

Si dans un problème de Stàckel ou Liouville, on prend comme 
nouvelles variables s,, s2, s3 elles variables canoniques conjuguées, 
on sera ramené à un problème dans lequel les paramètres s,, s2, s$ 
regardés comme paramètres de position sont tous cycliques. On 
pourra donc intégrer un problème de Stàckel ou Liouville en cher
chant les changements de variables canoniques qui ramènent à un 
problème dans lequel toutes les variables sont cycliques. L'intégra-
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tion, à ce point de vue, des problèmes à variables séparables ou 
conduisant à des fonctions multipériodiques, a donné lieu d'une 
façon récente aux études complètes qui ont servi de base à la Méca
nique quantique ou à la Mécanique de l'atome [ 15]. 

5. Résultats qualitatifs généraux. — Les études des problèmes 
principaux intégrables à l'aide de quadratures portant sur des fonc
tions uniformes et représentables dans un domaine ponctuel fini, 
font ressortir les résultats qualitatifs suivants : 

Les paramètres qx, . .., qn définissant la position du système 
sont des fonctions périodiques, précessionnelles ou multipério
diques du temps t. 

Les fonctions périodiques et multipériodiques peuvent s'ex
primer comme vibrations simples d'arguments prècessionnels ou 
multiprècessionnels. 

Les trajectoires remplissent d'une façon dense, soit un domaine à 
n dimensions, soit un domaine à {n—p) dimensions dans les cas de 
dégénérescences où il existe p relations entre les fréquences; elles 
repassent une infinité de fois à un écart inférieur à une limite 
imposée de toute position antérieure ou de tout point du domaine. 
Nous dirons, en adoptant la définition de M. Esclangon [16] , que les 
fonctions qt ou les trajectoires sont quasi-périodiques. 

La démonstration élémentaire de quasi-périodicité donnée par 
Kronecker dans le cas du rectangle et de deux vibrations simples 
s'applique aux cas les plus généraux. 

Les trajectoires sont périodiques, cycliques, multipériodiques 
ou du type multipèriodique; elles sont quasi-périodiques sauf le 
cas exceptionnel de mouvement asymptotique à un mouvement 
stationnaire qui apparaît comme cas limite d'une ou plusieurs 
fréquences nulles. 

Lorsque le domaine du mouvement a une étendue infinie, la quasi-
périodicité disparaît; il n'y a intérêt à faire la représentation de ce 
domaine sur un domaine fini que dans les cas où le système méca
nique jouit de la propriété de quasi-périodicité, et il suffit qu'à 
deux positions voisines du système correspondent deux points voi
sins du nouveau domaine fini comme dans les exemples cités de 
variables cycliques. 
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CHAPITRE 111. 

ÉTUDE QUALITATIVE D'UNE TRAJECTOIRE RÉELLE. 

1. Équations différentielles des trajectoires et loi de description. 
— Les recherches sont presque entièrement dues à M. Painlevé [17] 
et M. Hadamard [18]. 

Nous exposerons les résultats principaux en nous plaçant dans 
l'Espace de Riemann, nous adopterons les qualificatifs introduits par 
M. Painlevé et nous admettrons dans toute leur généralité les théo
rèmes d'unicité et de continuité pour l'intégration des systèmes diffé
rentiels. 

L'idée essentielle de départ de M. Painlevé est la séparation de 
l'étude des trajectoires et de l'étude du mouvement sur ces trajec
toires. 

Nous formons, d'après les équations de Lagrange, en éliminant le 
temps, les équations différentielles des trajectoires à l'aide d'un para
mètre u qui pourra être, soit l'un des paramètres de position qK 

(M. Painlevé), soit l'arc s de la trajectoire dans sa représentation sur 
un espace de Riemann, soit une grandeur de caractère imposé ou 
choisi en fonction finie ou différentielle de la position. 

En posant 

*(0 = *(«), a£=?, J =7'S» /(*,7')=.7> 
les équations de Lagrange s'écrivent, d'après l'homogénéité de T 

en q\, 

(*' = i , 2, . . . , n), dT d*u Y d_ / d T \ ^ l l / ^ Y _ 0 0 àq'i dt% + L du \àq'J *H J U ' y/ ~ ^ 

elles constituent n équations déterminant les qi{u) et u{t) quand on 
les complète par l'équation de définition de u. 

En multipliant par dqx, . . . , dqn et ajoutant, on forme la combi
naison des forces vives 

dT = d[T^y] = Q>dgi + ..,+ Qndqn, 
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qui permet de calculer -JJ- en fonction de ( -j- ) et en portant dans 

les équations précédentes, on obtient les n équations 

2 T Q , - ^ ( 0 1 ^ + . . . + Q , ^ ) 
.2T( — V= -31 _ = !L', 

V dt j r-= a_ / _i_ (W\__dT S< 

^[j^àq'J àqt 

qui se réduisent formellement à {n — i) . 
On peut ainsi présenter le système des équations du 

sous laforme 

mouvement 

( a ) (£)•-*(£)•-£-.. .-£-./«.**.. .-•<».*-«•. 

en désignant par s l'arc de trajectoire dans l'espace de Rjemann. 
R • 

Les ( n — i) égalités formées entre les rapports ^ se réduisent for

mellement à {n — 2) d'après leur origine. 
L'intégration notée dans le dernier terme est purement formelle 

ou doit être faite sur la trajectoire; l'équation apportée par ce dernier 
terme doit être différentiée, c'est l'équation ordinaire des forces vives 
sous forme différentielle, sauf dans le cas où il existe une fonction U 
des forces. 

Les (71 —1) équations formées par les (ra + i) derniers termes 
de (2) 

(3) ^ 1 = . . . = p = 2 fQidq^...+ Qndqn+*F ( = ' i U + î E ) , 

auxquelles on adjoint une équation de choix pour u, constituent les 
n équations des trajectoires. La loi de description est ensuite fournie 
à l'aide de u{t) donné par le second terme de l'équation (2), c'est-à-
dire par l'équation des forces vives sur la trajectoire ou une autre 
équation nécessairement identique. 

Des équations du type (2) ont été formées par divers auteurs [19] 
parfois à l'aide de moyens variationnels complexes. 

Lorsque le champ de forces dépend d'une fonction des forces U, 
les équations des trajectoires peuvent être obtenues à l'aide de 
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l'action maupertuisienne, 

S = f v/-2ÏXU-f-'E) du. 

Les conditions exprimant que cette action est stationnaire, s'écrivent 
en les résolvant en (U -f- E) 

f — — ̂ ï — 
2 _ ^ _ M ^ = 2 U - H 2 E . 

M l / a ï «V,/ ^ 

Ce calcul indique l'aspect le plus simple à adopter dans le calcul 
antérieur et il suffit d'y ajouter l'équation des forces vives pour 
retrouver les équations (2). 

Parmi les choix de paramètre u on note : l'un des paramètres qi en 
écartant les mouvements réduits à l'équilibre, et l'arc s de l'espace 
de Riemann. 

Cet arc s correspond à la condition du premier ordre, 2T = 1, et 
conduit aux équations les plus simples 

tj\* Q i — 7 = ; ( Q i ? i + • • • - » - Q « ^ « ) r 

d*\àq'i) â<H 

On obtient ainsi comme équations différentielles des trajectoires 
{n — 2) équations du deuxième ordre (rapports ^ j 5 une équation 
du troisième ordre (terme du travail), et une équation du premier 
ordre. 

On retrouve le fait que les trajectoires dépendent de {in — ^para
mètres. 

Il y a exception cependant dans le cas d'un problème de géodé
siques. Un tel problème est solutionné par les équations 

b l = O, . . . , 3 / i = O, 2 * = I , 

dont les n premières, du second ordre, se réduisent à {n — 1). Ces 
géodésiques ne dépendent que de (2 AI — 2) paramètres, et sont par-
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courues par une infinité de mouvements dont la vitesse constante est 
arbitraire. 

2. Domaine de continuité. — Nous supposons que les positions 
réelles du système soient définies à l'aide de paramètres réels. 

Nous résolvons les équations de Lagrange par rapport aux accélé
rations q" et nous obtenons un système de 2 n équations du premier 
ordre en q, q . 

Dans l'espace des états de mouvements nous prenons comme 
bornes du domaine de continuité D2n ou comme points singuliers les 
points q de discontinuité du champ de forces, des coefficients de la 
force vive 2T, et de leurs dérivées premières et secondes, et, acci
dentellement, les zéros du discriminant A de la forme quadratique 2 T. 
La singularité d'un zéro de A peut se réduire à une apparence, tou
tefois nous ne traverserons pas ce zéro. Il n'y a pas de borne en q'. 

Le domaine D2n peut s'étendre à l'infini et ceci notamment par 
rapport aux vitesses q'\ nous bornons ce domaine à distance très 
grande en q' et s'il y a lieu en q. 

Pour passer au domaine de continuité Dfl dans l'espace de Riemann, 
il suffit de prendre comme bornes les points singuliers précédents et 
de compléter par l'étude des vitesses infiniment grandes atteintes au 
bout d'un temps fini. 

Si le système tend au bout d'un temps fini vers une position 
régulière à distance finie, les vitesses tendent vers des limites 
finies et l'arc de trajectoire riemannienne parcouru est fini. 

Cette propriété importante a été démontrée directement par 
M. Painlevé en utilisant l'élément d'intégrale aboutissant au temps 
limite. 

Le résultat est intuitif quand il existe une fonction des forces 
d'après l'intégrale des forces vives. 

Le mouvement se poursuit donc d'une façon régulière et l'arc de 
trajectoire parcouru au temps / est donné par 

( 5 ) (C^Y = <* J Qtdq^ . . .+ Qndqn+ 2E = 4>(0, 

l'intégrale étant calculée sur la trajectoire, et ®{t) nécessairement 
positif ou nul étant continu ainsi que ses dérivées première et 
seconde. 

En prenant comme sens positif sur la trajectoire le sens du mou-
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vement initial 

s{t)= f +V/^(7)^ J 

jusqu au premier zéro de la vitesse. 
La fonction s{t) est monotone, continue ainsi que ses dérivées 

première et seconde, et sa dérivée première est différente de zéro; 
donc la fonction inverse t{s) est monotone, continue ainsi que ses 
dérivées première et seconde, dans l'intervalle limité par le premier-
zéro de la vitesse. En substituant t{s) dans les fonctions qi{l) on 
obtient le résultat suivant : 

Les domaines de continuité pour le système différentiel en t 
du mouvement et pour le système différentiel en s des trajec
toires riemanniennes sont identiques, les bornes du domaine com
mun sont réduites aux bornes positionnelles, les vitesses ne 
peuvent être discontinues ou infinies qu'en ces bornes. 

Toutefois il sera nécessaire d'examiner pour les trajectoires rieman
niennes le passage aux points de vitesse nulle ou tendant vers zéro;' 
la question se résoudra d'elle-même et on peut l'examiner d'avance 
d'après 2T = 1 qui indique que les qr restent finis. 

3. Les diverses catégories de trajectoires. Trajectoires de type 
général. — Dans le domaine de continuité riemannien on aperçoit 
diverses catégories de trajectoires : 

i° Les trajectoires restant dans un domaine fini sans atteindre une 
borne ; 

20 Les trajectoires allant à l'infini, dans le cas d'un domaine infini; 
3° Les trajectoires particulières sur lesquelles la vitesse s'annule 

ou tend vers zéro; 
4° Les trajectoires particulières allant aux bornes du domaine. 

Soit une trajectoire, partant d'un point M0 régulier, calculée par 
intégration du système (4 ) ; les fonctions q{s) sont continues ainsi 
que q', q", obtenues par pas successifs et formées par une infinité de 
suites de prolongements. 

En substituant cette solution dans (4) on obtient la loi de descrip
tion par l'équation 

( 6 ) (~y=^i=2jQ1dq^...^Qndqn^2E = ^(s), 
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la fonction ®{s), calculée d'après le terme intégral, étant continue 
ainsi que ses dérivées première et seconde et ayant le même caractère 
complexe que les fonctions q{s). 

Les deux valeurs de la vitesse montrent que toute trajectoire est 
parcourue par un mouvement et le mouvement inverse ou à 
vitesses opposées en chaque point. 

Ce fait élémentaire provient de ce que les équations de Lagrange 
sont paires en t. 

r> 

Si l'un au moins des rapports ~ est déterminé, il en est de même 
de la constante E, la trajectoire et les deux mouvements inverses 
correspondent à une valeur unique de E, et le temps pour l'un de 
ces mouvements est donné par l'intégrale 

(7) * - f 0 = f 
ds 

•\'*{') 

Pour qu'une courbe solution du système différentiel des trajectoires 
soit trajectoire de mouvement réel ou trajectoire vraie, il faut qu'en 
quelque région de cette courbe, dans laquelle on prend s0, la fonc
tion ¢(5) soit positive. Les courbes ou portions de courbes sur les
quelles ¢ (5 ) est négative sont trajectoires vraies dans le champ de* 
forces opposé, ou dans le changement de t en it, elles sont dites tra
jectoires conjuguées. 

Nous nous bornons aux trajectoires vraies. 
Sur la trajectoire de type général, la vitesse riemannienne est 

finie et ne peut s'annuler; le mouvement est monotone, la trajec
toire progresse constamment et sa longueur est généralement 
infinie; à la limite pour le temps infini, la vitesse peut tendre 
vers une intensité nulle, finie, infinie, ou ne tendre vers aucune 
limite numérique ou vectorielle, la trajectoire peut tendre ou non 
vers une limite. 

La trajectoire unique serait en effet dans le cas contraire engendrée 
à l'aide du mouvement inverse, soit à partir d'un arrêt régulier par 
des vitesses q' toutes nulles, soit à partir d'un point singulier; elle ne 
dépendrait que de n paramètres au plus, tandis qu'elle dépend 
de {m — 1) paramètres. 

Si à la limite infinie du temps la vitesse riemannienne ne tend pas 
vers zéro, cette vitesse admet un minimum et la trajectoire a une 
longueur infinie. 

MEMORIAL DES SG. MATH. 
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La continuité de la fonction <£(.?) permet de discerner les types de 
mouvements possibles. L'existence de ces types n'est pas consé
quence de la continuité, et notamment le fait important que la" 
trajectoire de type général est monotone est imposé par la dépen
dance paramétrique. 

Les trajectoires à vitesse très grande, ou à constante d'énergie très 
grande, satisfont sensiblement aux équations 

Si = o, . . . , S„ = o; 

elles tendent vers des géodésiques de l'espace de Riemann. 

i. Trajectoires mixtes. — Les trajectoires particulières sur les
quelles il existe un point régulier M de vitesse nulle dépendent de 
n paramètres et en ce point la tangente à la trajectoire est la ligne de 
forces du champ de forces. 

Le point M de vitesse nulle est un zéro de ®(s) ; ce zéro sera mul
tiple si 

r/<ï> = (>idqi-\- Q2dq2-\-. . .-f- QndqH= o, 

c'est-à-dire dans le seul cas d'une position d'équilibre. 
Un point régulier M distinct d'une position d'équilibre est atteint 

dans un temps fini d'après l'intégrale (7) et le mouvement d'arrivée 
est continué par le mouvement inverse. Le point M est de rétrogra
dation, la trajectoire est dite mixte. 

Mais la nature fonctionnelle complexe de $>{s) ne permet pas de 
séparer les trajectoires mixtes ni de situer leurs rétrogradations. 

Si la borne de rétrogradation M d'une trajectoire mixte tend vers 
une position régulière d'équilibre, le mouvement d'après l'intégrale (7) 
est asymptotique à celte position d'équilibre nécessairement instable 
d'après le mouvement inverse. La tangente à la trajectoire peut tendre 
vers une position limite ou être indéterminée. Les trajectoires dans 
le voisinage d'une position d'équilibre instable donnent des exemples. 

Une trajectoire mixte admet en général un point unique de rétro
gradation et le mouvement après la rétrogradation est du type général 
ou arrêté à une borne du domaine de continuité. 

Il existe des trajectoires mixtes ayant plusieurs points de rétrogra
dation, le mouvement entre deux points consécutifs est périodique. 

M. Painlevé a étudié le cas d'un nombre fini ou infini de rétrogra
dations et indiqué un exemple simple du cas exceptionnel d'une infi-



LES TRAJECTOIRES DE LA DYNAMIQUE. 3 l 

nité de points de rétrogradations ayant comme limite une position 
d'équilibre. 

5. Trajectoires remarquables. — Si pour une trajectoire les rap

ports - dans les équations (4) se présentent sous la forme - , la cons

tante d'énergie E ne peut être calculée qu'en intégrant l'équation des 

forces vives sur la trajectoire, cette constante E est arbitraire. La tra

jectoire est capable d'une infinité de mouvements correspondants, on 

la qualifie de trajectoire remarquable. 
Les trajectoires remarquables sont les solutions communes aux 

deux systèmes différentiels 

R / = o , S j = o , 

et la condition est suffisante; le mouvement est ensuite donné par 
l'équation des forces vives. 

Les trajectoires remarquables, si elles existent, sont donc les géo
désiques solutions du système R/, 

àq\ _ = àq'n = _ aT 

Q* " " Q« QI<7I+-. . .H-Q«?'/I 

Le dernier rapport est conséquence des premiers et la condition 
exprime que les trajectoires remarquables sont les géodésiques de 
l'espace de Riemann qui sont en même temps lignes de forces. 

Les trajectoires remarquables sont donc des trajectoires isolées ou 
dépendant au plus de (AI — i) paramètres. 

La plupart des problèmes intégrables par quadratures admettent 
cette dernière particularité. 

Les trajectoires remarquables sont mixtes pour chacun de leurs 
points, et par suite, si leur famille est à {n — i) paramètres, elle Cons
titue l'ensemble des trajectoires mixtes. 

Lorsque le mouvement sur une trajectoire remarquable est une 
oscillation, les bornes d'oscillation étant- deux zéros de &{s) com
prennent un maximum de vitesse. En ce maximum de vitesse le tra
vail élémentaire est nul d'après l'équation ( 6 ), et comme la trajectoire 
remarquable est ligne de force, la force est nulle, l'oscillation tra
verse une position d'équilibre. 
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En un résumé succinct, on peut noter que par un point M arbitraire 
et régulier passent une infinité de trajectoires des types général, 
mixte ou remarquable. Une trajectoire progresse sans limite dans le 
domaine de continuité, ou est périodique, ou vient passer asympto-
tiquement par une position d'équilibre, ou vient s'enrouler as^mpto-
tiquement autour d'une position d'équilibre, ou s'arrête à une borné 
finie ou infinie du domaine. 

Pour un point M régulier d'équilibre, il peut exister en outre des 
trajectoires exceptionnelles de singularités plus accentuées étudiées 
par M. Painlevé. 

On peut se demander quelles sont les propriétés spéciales aux tra
jectoires de la dynamique. 

Le fait le plus marquant est la limitation de la vitesse qui assure des 
bornes uniquement positionnelles au domaine de continuité et con
tribue à imposer la simplicité de la trajectoire de type général. 

Les trajectoires mixtes proviennent de la parité en t du système 
différentiel et l'existence des trajectoires asymptoliques aux seules 
positions d'équilibre est imposée par l'existence de la combinaison 
des forces vives ou d'une combinaison de même nature. 

6. Propriétés de forme ou de situation des trajectoires réelles 
dans le domaine des états de mouvements. — M. Hadamard [18] a 
cherché l'extension des propriétés rencontrées dans les problèmes 
intégrables par quadratures en étudiant une fonction positionnelle 
ou cinétique V(</, q') le long d'une trajectoire générale de la dyna
mique. 

Les résultats obtenus permettent d'assigner une région que la 
trajectoire doit traverser (sauf un cas exceptionnel) une infinité de 
fois et apportent des précisions intéressantes sur des points variés de 
l'élude complexe des trajectoires de la dynamique. 

Soit 

-~ = Xz(a?,, . . . , x*„) (i = i, 2, . . . , 2 n ) 

le système du premier ordre des équations du mouvement et dans 
l'espace des états de mouvement D2n le domaine de continuité dans 
lequel les fonctions X; et leurs dérivées partielles des premier et 
second ordre sont continues. Désignons par V{x { . . .x2n) une fonc-
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tion univoque finie et admettant des dérivées partielles finies des 
premier, deuxième et troisième ordres dans le domaine D2/ i. 

En suivant une trajectoire régulière, c'est-à-dire se prolongeant 
jusqu'au temps infini, la fonction V(£) sera continue ainsi que ses 
dérivées première et seconde. 

Ou bien la fonction V {t) présente une infinité de maximum et 
minimum successifs, ou bien à partir d'une valeur finie de t cette 
fonction est monotone. 

Dans le premier cas les maximum et minimum vérifient l'équation 

(8) ^ = X ( V ) = X l — + . . . + X 2 „ _ = o 

qui représente un continu à {in — i) dimensions du domaine D2/ï et 
les maximum ou minimum vérifient l'une ou l'autre des inégalités 

dzV 

(9) •3îr = X[X(V)]go, 

do) ^r=x[X(V)]£o . 
La trajectoire traverse donc une infinité de fois la surface (8) et 

cela successivement dans chacune des deux régions de cette surface 
déterminées respectivement par les inégalités (9) et (10). La limite 
des deux régions est le continu à {in —2) dimensions défini par les 
égalités (9), (10) et se compose des points où la trajectoire est tan
gente à la surface (8). 

Dans le second cas V{t), après avoir traversé un nombre fini de 
maximum ou minimum, est monotone. Si l'on suppose V croissante, 
par exemple, cette fonction augmente indéfiniment avec t ou tend 
vers une limite finie. 

THÉORÈME DE M. HADAMAKD. — Si, lorsque la variable t aug
mente indéfiniment, la fonction V(£) tend vers une limite et que 
ses {n-\-\) premières dérivées existent et restent finies, les n pre
mières d'entre elles tendent vers zéro. 

Il suffit de se borner à la dérivée première. Le théorème est 
intuitif si cette dérivée a une limite et M. Hadamard en donne une 
démonstration générale très simple. 
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D'après le choix de la fonction V, les fonctions V, - ^ , - ^ - , - ^ - , 

restent finies et par suite dans le cas monotone —7- et -3— tendent 

vers zéro. 
Lorsque la fonction Y{xx. . .x2n) et ses dérivées partielles jus

qu'au troisième ordre restent finies, la trajectoire régulière tra
verse une infinité de fois chacune des régions de la surface (8) 
définies respectivement par les inégalités (9) et (10); ou sinon elle 
est asymptotique à la section du continu à {in — 2) dimensions 
qui sert de limite commune à ces deux régions .par la sur
face V = Vi, en désignant par Vt la limite de V pour t infini. 

Le théorème de M. Hadamard fait ainsi pressentir l'existence de 
solutions asymptotiques très générales; ces solutions sont d'ailleurs 
exceptionnelles comme le montrent d'autres recherches. 

7. Propriétés de forme des trajectoires dans un domaine ponctuel. 
— Nous représentons les trajectoires dans le domaine ponctuel qK.. .qn 

ou dans l'espace de Riemann correspondant, et nous nous bornons 
aux trajectoires régulières restant dans une région finie du domaine 
de continuité D„. 

Nous prenons une fonction V {qK. . . qa ) finie ainsi que ses dérivées 
partielles des trois premiers ordres dans la région contenant la trajec-

D , c . *^dV d*V d*\ . , 4. • • # • P • 
toire. Pour t fini, V, -^-» ~J7^9 ~Jâ restent finis, mais pour t infini 
les vitesses et par suite les dérivées peuvent augmenter indéfiniment. 
Cependant, s'il existe une fonction des forces, la vitesse riemannienne 
et par suite toutes les vitesses restent finies. Nous écarterons dans un 
cas plus général les trajectoires exceptionnelles sur lesquelles la 
vitesse augmente indéfiniment pour t infini. 

Si la fonction V est monotone, lorsque t tend vers l'infini, V tend 
vers une limite Vx et, d'après le théorème de M. Hadamard, (-j- et - ^ -
tendent vers zéro. La trajectoire est donc asymptotique à la sur

face limite V = V, le long d'un continu de dimensions non précisé; 
cette trajectoire est donc exceptionnelle. 

Le long d'une trajectoire régulière de type général, la fonc
tion \{qx.. .qn) présente une infinité de maximum et minimum 
successifs, la trajectoire serpente indéfiniment entre les surfaces 
successives correspondantes, 

V = V1? V = V2 , . . . , V = V*, . . . ; 
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elle présente une forme généralisée des trajectoires cycliques ou 
multipériodiques, elle se rapproche des formes imprévues que Ton 
peut réaliser en guidant à volonté cette trajectoire dans un domaine 
fini. 

Sur une trajectoire choisie, il existe des fonctions positionnelles 
monotones augmentant indéfiniment avec t. L'arc riemannien s est 
de ce type, toutefois cet arc n'est pas une fonction uniforme de la 
position pour les diverses trajectoires d'un domaine. 

Si l'on applique à cette fonction s{t) le théorème de M, Hadamard, 
ds 

on voit que si l'arc s{t) ainsi que la vitesse -j restent finis quand 
ds d* s 

t augmente indéfiniment, -r et -r-y tendent vers zéro, la trajec
toire supposée régulière est asymptotique à une position d'équi
libre. 

8. Propriétés de situation des trajectoires dans un domaine ponc
tuel. — M. Hadamard a cherché à préciser les régions dans lesquelles 
se trouvent les maximums d'une fonction V{qx. . .q„) en étudiant 
le système 

dV d*\ , 

en supposant qu'il existe une fonction U des forces. 
En résolvant les équations de Lagrange par rapport aux accélé

rations q", le système précédent s'écrit 

, N d\ 0\ , à\ , 
W dF = rJ^ ^ + - - ^ 5 ^ ^ = ^ 

/ N rfsV i^à\ àF _ , , . . 

1 âWi) 

1 élanl le discriminant de la forme quadratique 2 T, F la forme 
adjointe, et <£ une forme quadratique en q' dont les coefficients 
dépendent des q. 

Les résultats sont les plus précis pour les systèmes à deux para
mètres. 

Dans ce cas l'égalité (11) et l'intégrale des forces vives permettent 
en effet l'élimination des variables q' de la forme O. 
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Pour les maximum ou minimum de V ou de U, on a ainsi 

d^U U - h E r 

A(U, V) AU, Iv étant des grandeurs posit ionnées rencontrées par 
Darboux [20] dans la Théorie des surfaces, et AU étant positif. 

Pour tout maximum de U on a I L ^o , l'égalité ne pouvant avoir 
Lieu que pour AU = o, c'est-à-dire en une position d'équilibre. 

Par un point quelconque de la région précédente il passe une tra
jectoire admettant en ce point un maximum de U. Il suffit en effet de 

choisir une vitesse de passage annulant ^ - pour rendre <I> négatif, et 

ensuite de prendre une intensité de vitesse assez grande pour que — <I> 
surpasse AU. 

Divisons la surface sur laquelle nous représentons le mouvement 
en deux régions, l'une où ÏL est négatif, l'autre où ItI est positif. 
Toute trajectoire générale passera une infinité de fois dans la pre
mière région qui sera qualifiée d'attractive, tandis qu'elle ne pourra 
rester constamment dans la seconde qui sera qualifiée de répulsive. 

On arrive ainsi au résultat simple suivant : 

Lorsque, sur une surface régulière et où U est partout régulier, 
il n'y a qu'un nombre fini de positions d'équilibre, toute trajec
toire qui ne passe pas une infinité de fois dans la région attrac
tive est asymptotique à l'une de ces positions. 

Dans le cas d'une surface de révolution et d'une fonction des 
forces U ( r ) , la région mise en évidence par l'intégration à l'aide de 

quadratures et pour laquelle !— est négatif se confond avec la région 

attractive précédente. 
Si l'on prend une fonction V quelconque et si l'on se limite aux 

trajectoires correspondant à une valeur choisie de la constante 
d'énergie E, les inégalités 

A(U, V) + 2 F - ^ j v ^ 0 , 
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séparent la surface en deux régions, la première contenant les maxi
mums de V, la seconde les minimums, et l'on a la conclusion sui
vante : 

Toute trajectoire sur laquelle V et ses dérivées partielles des 
trois premiers ordres restent finies, traverse successivement et une 
infinité de fois chacune des deux régions précédentes, à moins 
qu'elle ne soit asymptotique à une position d'équilibre instable 
ou à une trajectoire fermée définie par l'équation limite V = V<. 

Les résultats obtenus par M. Hadamard l'ont conduit naturelle
ment à une démonstration simple de la réciproque du théorème de 
Dirichlet : 

Une position d'équilibre où la fonction des forces n'est pas 
maxima est instable. 

CHAPITRE IV. 

SOLUTIONS PARTICULIÈRES ET SOLUTIONS VOISINES. 

1. Introduction de paramètre. — Certains systèmes différentiels 
contiennent des grandeurs constantes que l'on peut regarder comme 
paramètre 1 arbitrairement petit. 

On peut citer pour le problème des trois corps le rapport d'une ou 
deux des masses à la troisième quand ce rapport est petit; pour le 
mouvement d'un solide pesant autour d'un point fixe, le produit sup
posé petit du poids par la distance du centre de gravité au point de 
suspension. 

Lorsque l'on connaît une solution particulière Xi du système diffé
rentiel en faisant le changement de variables 

xi=xl-^\yt (ou À'"*) {i = i, 2, ..., m), 

le système transformé est divisible par 1 et est généralement dévelop
pante suivant les puissances de 1 dans Je domaine de 1 -= o. 

On peut obtenir des solutions particulières en cherchant les solu
tions pour lesquelles quelques-unes des variables ou toutes les variables 
sont équilibrées, en cherchant des solutions à groupes de variables 
séparées ou périodiques ou trigonométriques. 
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Lorsque l'on prend comme départ une solution périodique, lo 
système transformé dépend explicitement du te'mps et est périodique 

en t. 
Lorsque l'on prend comme départ une position d'équilibre, le sys

tème transformé, si l'on utilise les équations de Lagrange résolues, se 
présente généralement sous la forme 

-Il = an q v -h . . . . -+- ain qn -f- X Xrt H- X2 Xrt - t - . . . , 

dt qi 

Si l'on utilise les équations canoniques, la fonction hamiltonienne 
dépendra du paramètre X et pourra être présentée comme développée 
suivant les puissances de X dans le domaine de X = o. 

2. Solutions voisines. Méthode des perturbations. — Nous suppo
sons vérifiées, pour un système différentiel dépendant d'un para
mètre 1, les conditions d'application du théorème de Poincaré 
(Chap. 1,10), et nous développons le système différentiel ou la fonc
tion hamiltonienne suivant les puissances de X. 

Nous admettons que pour X — o nous ayons trouvé soit une solu
tion particulière, soit une solution correspondant à des conditions 
initiales choisies ou imposées, soit la solution générale d'une façon 
finie, à l'aide de quadratures, par exemple. 

Nous cherchons, pour X petit, la solution correspondante, soit aux 
mêmes conditions initiales, soit à des conditions initiales voisines. 
Cette solution, d'après le théorème de Poincaré, existe dans le même 
intervalle du temps pour X assez petit et est une fonction continue des 
conditions initiales et du paramètre X. 

Lorsqu'on impose les mêmes conditions initiales en cherchant la 
solution sous la forme 

Xi—Xf-+- lx} -+-Xa3?jf-t-..., 

les termes successifs se calculent par quadratures en fonction des 
termes précédents; on peut considérer qu'ils proviennent des termes 
de même ordre en X du système différentiel ou de la fonction hamil
tonienne qui apparaît comme fonction perturbatrice de la solution 
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particulière. On obtient la méthode de calcul dite des perturbations 
pour la recherche des solutions ou des solutions approchées. 

La méthode des intégrales voisines, le développement des solutions 
suivant les puissances d'un paramètre X, la substitution à une trajec
toire du domaine de cette trajectoire ou de l'ensemble des trajec
toires voisines, ont une importance exceptionnelle dans l'œuvre de 
Poincaré. 

Ce sont ces méthodes qui ont permis à Poincaré, en utilisant les 
propriétés de continuité, de montrer l'existence des solutions pério
diques ; en utilisant les solutions périodiques, de progresser dans 
l'étude des solutions des équations de la dynamique et du problème 
des trois corps, de « pénétrer dans une place réputée inabordable ». 

3. Solutions périodiques de systèmes différentiels contenant le 
temps t [21 J. — Soit un système différentiel 

—£ = Xt{xi, . . . , xn, t, X) 

dans lequel les X/ sont périodiques en tel de période 271, et, admet
tant pour X = o une solution périodique de période ni, 

Pour X assez petit le système admet une solution prenant pour t = o 
la valeur 9/(0) -f- (3,- et pour £ = n: une valeur 9,-(0) 4-(3/4-^/-

Les conditions de périodicité sont 

( 2 ) <!>] = «, •••> +n = o, 

et d'après le théorème de Poincaré les fonctions ,̂- sont pour X assez 
petit des fonctions continues de X et (3/, s'annulant pourX = (3/ = o. 

Si pour X = o les conditions (2) admettent (3/ — o comme solution 
simple, leur jacobien est différent de zéro, et elles admettent pour X 
assez petit une solution unique développablé en X et s'annulant 
pour X = o. 

On obtiendra donc une solution périodique de période ni corres
pondant à des conditions initiales voisines (3/ = 0/(¾). 

i. Solutions périodiques de systèmes différentiels indépendants du 
temps [21]. — Nous supposons qu'il existe pour X = o une solution 
périodique de période T, soit xi = <fi(t). 
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Le cas d'une seule solution périodique ne se présente pas, car toutes 
les solutions yi{t-\-h) sont de période T. 

Nous cherchons une solution périodique de période voisine (T-f-r) 
correspondant aux conditions initiales »/(o) 4- (3/ et prenant pour 
/ = T " 4 - T la valeur 9,(0) 4- (3/-f-^/. 

Les conditions de périodicité sont les conditions (2) dans lesquelles 
les fonctions ^/ sont continues en X, [3/, T, et s'annulent avec ces 
variables. 

On peut choisir la valeur de (3 ,̂ poser fin = o, et résoudre en 
(3,, . . . ,(3„_,r. 

Dans le cas général il existe une solution périodique de période 
voisine T + : ; mais s'il existe une intégrale première uniforme on 
pourra trouver pour X assez petit une solution périodique de période T. 

En répétant le calcul pour la période /rT 4 - T , k entier, on trouvera 
des solutions périodiques de période peu différente de kT, distinctes 
des précédentes, mais se confondant avec elles pour 1 = o. 

5. Solutions périodiques voisines d'une position d'équilibre. — 
En transportant l'origine à la position d'équilibre, les équations 
du mouvement se présentent généralement sous la forme (1) 
signalée. 

Ces équations admettent quel que soit X la solution .r, —_ o que l'on 
peut regarder comme périodique et de période quelconque T. 

Si les conditions (2) de périodicité admettent la solution (3,- = o 
comme solution simple, ou si le jacobien est différent de zéro, ces 
conditions (2) admettent, pour X petit, une solution unique et se 
réduisant à l'équilibre pour X = o. Cette solution est la solution 
connue réduite à l'équilibre. 

Lorsque le jacobien est nul, l'étude de catégories nouvelles de solu
tions périodiques, pour X petit, a été faite par Poincaré. 

D'autre part, pour X = o le système (1) admet des solutions pério
diques de période T, distinctes de l'équilibre, et correspondant aux 
variables principales stables, en supposant qu'il existe au moins une 
variable principale stable. 

Les résultats du paragraphe 4 sont alors applicables et il existera, 
pour X assez petit, des solutions périodiques de période peu différente 
de T ou kT, et, si le système possède une intégrale première uni
forme, des solutions périodiques de période T. 
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6. Équations aux variations. Exposants caractéristiques [21<] — 
Soit pour le système différentiel 

(3) ~di= Xt(xii •••' x*> o 

une solution xt == y-,{t) dite solution génératrice. 
On obtiendra sensiblement les solutions infiniment voisines, 

en négligeant les carrés des £, ou leurs produits, par les équations 

( 4 ) ~dt = ^ Ç , + " - + ^ ^ ' 

que Poincaré a qualifiées d'équations aux variations du système (3), 
en envisageant que dans (4) on ait remplacé les xt par les <?i{t). 

Nous supposons que la solution génératrice soit périodique de 
période T, et que le système (3) admette en t la même période T 
lorsqu'il contient explicitement le temps t. 

Les équations (4) sont alors des équations linéaires à coefficients 
périodiques et s'intégrant à l'aide de n intégrales particulières 

c | = c a , / S / 1 , ^ . = e a 2 / S / , , . . . , 5 / = ^ - ^ , 

les fonctions S/,* étant périodiques et de période T, les exposants 
généralement distincts a,- étant les exposants caractéristiques. 

Si l'on forme la solution périodique voisine de cp,, l'équation en S 
correspondant au jacobien des conditions de périodicité vp,- = o admet 
comme racines les nombres ( e a J — i). 

Cette liaison permet.de présenter sous d'autres formes équivalentes 
les résultats relatifs aux solutions périodiques. 

Si le temps ne figure pas explicitement dans les équations (3) l'un 
des exposants caractéristiques est nul, et, dans le cas des équations 
de la dynamique les exposants caractéristiques sont opposés deux à 
deux. 

7. Solution générale. Solutions asymptotiques [21]. — En partant 
d'une solution périodique génératrice et des solutions des équations 
aux variations, nous effectuons, pour progresser dans l'approximation, 
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le changement de variables, 

?i =yiStiH-72S.2i-+-...-4-JK / tS / l l, 
• 1 

?/i = jriS ]wH-72S2/i-4-...-hjHS„w. 

Le système (3) s'écrit alors, en développant en séries entières, 

dyt 
dt = «/r*+ Hr t -+-•••+ H/„-t-. 

en supposant que dans le système initial les X/ soient développables 
en séries entières dans le voisinage de la solution génératrice; les H,„ 
représentant l'ensemble des termes de degré n en y et étant pério
diques de période T en t. 

Pour former progressivement la solution générale, on peut faire le 
changementy-t = Iz,-, d'où 

— = atzt -+- XH/9+..., 

et chercher la solution sous forme de série entière en X.~ 
Chaque terme du développement se calcule à l'aide des précédents 

par une équation différentielle linéaire ou par quadrature portant sur 
un produit d'exponentielle et de fonction périodique ou en définitive 
d'exponentielle. 

Si l'on écarte le cas dans lequel il s'introduirait des termes séculaires 
en t, et qui ne se présente pas en général, la solution générale du 
système (3) se présente comme une série développée suivant les 
puissances de A,e a i ' , . . . , A ; ie

an/, et dont les coefficients sont des 
fonctions périodiques de t, Ai, . . . , \ n étant les valeurs initiales.de la 
première approximation des y,-. 

Les conditions de convergence sont étudiées facilement par Poin
caré et elles sont vérifiées lorsque les a/ ont leurs parties réelles de 
même signe. 

Si en particulier on annule les constantes A/ correspondant aux &? 
dont la partie réelle est positive ou nulle, on obtient lorsque le temps t 
augmente indéfiniment une solution asymptotique à la solution 
périodique génératrice. 

Si le système différentiel provient d'équations de la dynamique, les 
exposants caractéristiques étant deux à deux opposés, on aura A" expo-
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sants à partie réelle positive, k exposants à partie réelle négative, 
{n — ik) exposants à partie réelle nulle. 

Par suite, pour une classe de solutions périodiques de caractère 
instable, il existe deux familles de solutions à k paramètres asymp-
totiques à la solution périodique génératrice, l'une pour t = 4 - 0 0 , 
l'autre pour t = — 00. 

8. Intégrales premières uniformes ou algébriques. — Envisageons 
un système d'équations de la dynamique, indépendantes de t, et 
dépendant d'un paramètre X introduit de telle sorte que pour X = o 
on sache former les solutions d'une façon finie, par quadratures ou à 
l'aide de fonctions périodiques. 

En exprimant qu'une intégrale première uniforme, développée sui
vant les puissances de X, vérifie le système quel que soit X supposé 
assez petit, on obtient les conditions nécessaires à vérifier par les 
termes successifs du développement. 

L'étude des deux premières conditions a suffi à Poincaré pour 
montrer que les équations canoniques n'admettent généralement 
d'autre intégrale première uniforme que Vintégrale des forces 
vives, et qu'en particulier le Problème des trois corps n'admet pas 
d'autre intégrale première uniforme que celles des forces vives et 
des aires pour les valeurs suffisamment petites des masses. 

Poincaré a appliqué la méthode, sous la forme canonique, au pro
blème du mouvement d'un solide pesant autour d'un point fixe, en 
prenant comme paramètre X supposé très petit le produit du poids par 
la distance du centre de gravité au point de suspension. La première 
approximation pour X = o est alors un mouvement à la Poinsot, et 
Poincaré a montré que pour qu'il existe une intégrale algébrique 
nouvelle, distincte des intégrales classiques des forces vives et des 
aires, il est nécessaire que l'ellipsoïde d'inertie relatif au point de 
suspension soit de révolution. 

La même méthode des intégrales voisines, ou de développement à 
l'aide d'un paramètre X et qui consiste à exprimer l'existence pour 
X = o et, ensuite pour les valeurs infiniment petites de X, a été 
appliquée à la recherche d'intégrales algébriques sans s'astreindre à 
l'utilisation de la forme canonique ou à des conditions de masses et' 
de dimensions assez petites, et en partant d'une première approxi
mation convenable. 
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C'est sous cet aspect qu'apparaissent les recherches de Bruns [22] 
et leur généralisation de M. Painlevé [23] pour montrer dans le Pro
blème des trois corps la non-existence d'intégrales algébriques 
distinctes des intégrales classiques, en prenant comme première 
approximation les mouvements à grandes vitesses ou rectilignes. 

La même méthode a permis, pour le mouvement du solide pesant 
suspendu par un de ses points, d'étendre le résultat de Poincaré et de 
montrer que, pour des conditions initiales arbitraires, toute intégrale 
première algébrique est une combinaison des intégrales clas
siques sauf dans les casd'Euler, de Lagrange etdeKovalevsky[%&]. 

CHAPITRE V. 

DISTRIBUTION ET QUASI-PÉRIODICITÉ DES TRAJECTOIRES DYNAMIQUES. 

1. Notion d'invariant intégral en hydrodynamique. — Les équa
tions du mouvement d'un fluide incompressible à l'état de mouve
ment permanent sont 
. x dx dy dz 
(i) — = ~ = — = dt, 

en désignant par u, v, w, les composantes, dépendant de x, y, z seu
lement de la vitesse de l'élément du fluide qui, à l'instant t, a pour 
coordonnées x, y, z. 

La condition de continuité ou de non-cavitation s'écrit 

du dv <)w 
dr dy dz 

et exprime que le champ des vecteurs vitesses a une divergence nulle. 
L'intégration des équations (i) donne la position de l'élément 

fluide, à partir d'une position initiale ^0y0z0, au bout d'un intervalle t 
du temps, 

(T,) x =f(x0, yQ, z0, t), y =f(x()J y0, *0, /), z =f3(x0, y0, z0, t). 

Les équations précédentes définissent une famille de transforma
tions ponctuelles T^, à un paramètre t, formant un groupe, et en 
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appliquant cette transformation on passe de la position d'un ensemble 
d'éléments au temps t0 à la position des mêmes éléments au temps 
t0-±-t. 

Si ces éléments remplissent au temps t0 un volume V0, au bout du 
temps t ils rempliront un volume V. Les masses enfermées par les 
volumes V0 et V sont égales et par suite aussi les volumes d'après 
l'incompressibilité et l'équation de continuité, 

(2) / / / dx dy dz — I I I dx0dy0dz0. 

L'intégrale volume, premier membre de (2), a été qualifiée par Poin
caré [26] d'invariant intégral à 3 dimensions du système diffé
rentiel (1), et la transformation Tr qui réalise l'égalité est telle que 
son jacobien 

P(*-/*) = I 
D(^o7o*o) 

2. Notion d'invariant intégral pour un système différentiel perma
nent. — Soit le système différentiel 

-^ = Xi(xu . . . , xn) (* = i, 'i, . . . , n). 

Les solutions du système définies par les conditions initiales x*- défi
nissent, comme dans l'exemple de l'hydrodynamique, un groupe de 
transformations ponctuelles Tt à un paramètre t. La grandeur 

I = / / • • • / M(#i, . . . , xn)dx± dx> . . . dxn 

n 

est un invariant intégral d'ordre n, si elle conserve la même valeur 
pour tout domaine D arbitrairement choisi et pour le domaine déduit 
de D par le mouvement ou par la transformation ponctuelle corres
pondante Tt et pour toute valeur du temps t. La dérivée de I donne 
la condition définissant le multiplicateur M 

(M) J L ( M X I ) H - . . . - + - ^ T (MX„) = O. 
v ' dxi v dxn 

Lorsque la divergence du champ des vecteurs vitesses X,- est nulle, 
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M = i est un multiplicateur du système différentiel. Cette condition 
est en particulier vérifiée pour les équations de la dynamique pré
sentées sous la forme canonique d'Hamilton dans le domaine des 
états de mouvements. 

Dans ce cas de divergence nulle, les équations canoniques peuvent 
être interprétées comme les équations du mouvement permanent d'un 
fluide incompressible dans l'espace à 2 AI dimensions et ce mouvement 
permanent conserve le volume ou admet l'invariant intégral volume à 
in dimensions. 

Dans les cas généraux, et lorsque le multiplicateur M est positif, 
on peut interpréter les équations comme celles du mouvement per
manent d'un fluide compressible de densité M et l'existence de l'inva
riant intégral d'ordre maximum correspond à la conservation de la 
masse. 

D'après l'équation (M) les multiplicateurs d'invariants intégraux 
sont aussi les multiplicateurs de Jacobi, et l'introduction des multipli
cateurs par les invariants intégraux [25] donne leurs propriétés de la 
façon la plus intuitive. 

Dans un changement de variables le multiplicateur est multiplié 
par le jacobien de la transformation. 

Le quotient de deux invariants intégraux est une intégrale première 
et inversement. 

Poincaré [26] a étudié complètement les invariants intégraux des 
divers ordres et les moyens de passage d'une catégorie aux autres 
catégories. 

3. Application aux trajectoires dynamiques. Stabilité à la Poisson. 
— Poincaré, sous le nom de stabilité à la Poisson [26], a obtenu à 
l'aide de l'invariant intégral volume les résultats les plus marquants 
dans l'étude de la forme ou de la distribution des trajectoires de la 
dynamique dans l'espace des états de mouvements. 

Nous nous bornons aux trajectoires régulières restant, quelque soit 
le temps, dans un domaine fini que l'on peut qualifier de domaine de 
Poincaré. 

S'il existe une intégrale première uniforme F = const., on peut 
constituer un tel domaine en prenant les conditions initiales qui véri
fient les inégalités 

h < F < h, 
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où h et h' sçnt deux constantes fixées, aussi rapprochées qu'on le 
voudra. 

Dans le cas des variables canoniques, nous prenons l'interprétation 
hydrodynamique, et nous pouvons nous borner pour l'exposition à 
trois dimensions et aux équations ( i ) . 

Dans le cas d'autres variables nous nous bornons aux multiplica
teurs M positifs, et, en remplaçant la notion de volume par la notion 
de masse dans l'interprétation hydrodynamique, toutes les déductions 
seront applicables. 

Nous appelons, avec Poincaré, conséquents d'un point M0 les posi
tions M,, M2, . . . , M„, . . ., que vient occuper ce point au bout des 
temps T, IT, ..., nz, . . . , T étant un nombre positif choisi à 
volonté. 

Soient V le volume fini du domaine du mouvement ou du fluide, U0 

un volume du domaine et Ut, (Ja, . . . , U„ ses n premiers conséquents 
successifs dont les volumes sont égaux. 

Si V < {n-\- i)U0 , deux au moins de ces conséquents, soient Ua 

et Up, ont une partie commune. Il en sera nécessairement de même 
de U0 et Ua_a. 

Si U0 désigne cette dernière partie commune, la même opération 
appliquée à partir de U'0 donnera {J"n, ensuite U"(, . . . . 

La suite décroissante L)0, U0, LT, . . . tend vers un volume ou 
ensemble limite, qui peut se réduire à des points, et l'on voit 
qu'il y a une infinité d'éléments fluides ou de trajectoires qui 
traversent une infinité de fois le volume U0, si petit que soit ce 
volume U0. 

Poincaré a montré ensuite à l'aide de la notion.de probabilité que 
les trajectoires qui ne traversent U0 qu'un nombre (ini de fois sont 
exceptionnelles. M. Hadamard [18] a complété le résultat en démon
trant très simplement que les origines de ces trajectoires excep
tionnelles peuvent être enfermées dans un volume aussi petit quon 
le veut. 

M. Caratheodory [27] a présenté le résultat en utilisant la notion 
due à M. Lebesgue d'étendue d'un ensemble et montré que les ori
gines des trajectoires exceptionnelles sont contenues dans un 
ensemble de mesure^ nulle. 
- Ainsi, toute trajectoire non exceptionnelle repasse une infinité 
de fois aussi près que l'on veut de l'un quelconque de ses points; 
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cette propriété est qualifiée par Poincaré de stabilité à la Poisson i 
et il semble naturel de la qualifier de quasi-périodicité. 

Les trajectoires exceptionnelles existent et comprennent les trajec
toires asymptotiques. 

A. Domaine d'une trajectoire et quasi-périodicité. — Une trajec
toire non exceptionnelle coupe le volume U0 en une infinité de points 
distincts, sauf dans le cas d'une trajectoire fermée correspondant à 
un mouvement périodique. 

Cet ensemble de points admet au moins un point d'accumulation 
dans le voisinage duquel la trajectoire passe une infinité de fois. 

Lorsqu'on déplace le volume U0 de toutes les façons possibles, les 
points d'accumulation engendrent le domaine de la trajectoire, et 
la trajectoire passe par une infinité de fois dans le voisinage de tout 
point du domaine, elle possède la propriété dt quasi-périodicité. 

Le domaine d'une trajectoire non exceptionnelle donne des indi
cations de forme ou de déformation de cette trajectoire avec le temps, 
mais les précisions manquent sur ce domaine et sur son analysis 
situs. Pour un système à n paramètres, l'étendue dimensionnelle 
est in —p au plus lorsqu'il existe p intégrales premières uniformes. 

Les trajectoires exceptionnelles peuvent être isolées ou remplir des 
domaines. 

Nous avons vu que les trajectoires asymptotiques à une solution 
périodique de caractère instable dépendent de k constantes paramé
triques A et de /. Si l'on fait varier ces constantes A, ces trajectoires 
engendrent des surfaces ou domaines asymptotiques à k -f- i dimen
sions, et ces surfaces viennent passer par la trajectoire périodique 
quand on prend les constantes A toutes nulles. 

En adjoignant à une trajectoire les trajectoires voisines, on définit 
un domaine étendu de cette trajectoire; ce domaine étendu est 
engendré par les déformations du petit volume constant U0 supposé 
entraîné dans le temps. 

La conservation du petit volume U0 ne donne aucune indication 
sur l'écart dans le temps de trajectoires voisines au départ en raison 
des déformations inconnues de U0. 

Le domaine étendu est nécessairement le domaine physique en 
raison des perturbations accidentelles ou momentanées ou en raison 
de l'approximation expérimentale. Les notions de continuité ne 
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peuvent être envisagées que pour le domaine étendu, et, à ce point de 
vue de continuité comme au point de vue voisinage jusqu'au temps 
infini, une trajectoire est inséparable de son domaine étendu. 

M. Emile Borel [35] a donné les premières études de la déforma
tion du petit volume constant U(). Il a montré sur quelques exemples 
simples que ce volume se déforme considérablement, en s'élendant 
et s'amincissant de façon à devenir une sorte de feuillet de très faible 
épaisseur qui encombre des portions de plus en plus étendues de 
l'espace. Ce feuilletage de l'espace, « dont la finesse dépasse ce que 
l'imagination peut concevoir», est un résultat qualitatif expressif 
dont l'intérêt est important pour la définition de la probabilité en 
Mécanique statistique, et dont les conséquences sont essentielles 
dans l'étude des questions de continuité, de stabilité ou d'approxi
mation. 

5. Les diverses recherches de solutions périodiques. Dernier théo
rème de Poincaré. — La connaissance d'une solution périodique 
permet de rattacher à cette solution celles qui en sont suffisamment 
voisines. Il pourrait donc être possible d'arriver dans cette voie à une 
intégration complète de tout problème dynamique, soit pour un 
temps fini, soit pour un temps infini dans les cas de stabilité d'écart. 

Une telle perspective devait amener Poincaré à la recherche la 
plus étendue des solutions périodiques. 

Les équations de la dynamique dans le voisinage d'une position 
d'équilibre, ou sous la forme canonique adaptée au problème des 
trois corps et dépendant d'un paramètre X, admettent pour X = o une 
solution périodique multiple ou une infinité de solutions. 

Poincaré a réussi a déterminer, pour X voisin de zéro, toutes les 
familles de solutions périodiques, de périodes T et kT ou voisines 
de T et kT, dépendant analytiquement du paramètre X, de caractère 
stable ou instable, avec les solutions asymptotiques correspondantes. 
Ces familles forment en raison de l'entier k un réseau extrêmement 
compliqué et dont la période s'allonge de plus en plus. 

Poincaré a repris, d'autre part, la recherche directe des solutions 
périodiques, sans se borner aux valeurs de X au voisinage d'un cas 
d'intégration, par les méthodes du Calcul des variations et en uti
lisant les formes variationnelles des équations de la dynamique. 

Il suffit de se borner aux problèmes de géodésiques en faisant la 



SO EDOUARD HUSSON. 

représentation sur un espace de Riemann convenable. Quand on peut 
faire cette représentation dans un espace à connexion linéaire mul
tiple, et dont le type est le tore ou une surface à trous de l'espace 
à trois dimensions, il existe des cycles tracés sur la surface et non 
réductibles à zéro. 

Si l'on déforme un de ces cycles, sa longueur totale a un mini
mum absolu, dont la position est une géodésique fermée [28]. 

L'idée simple précédente a été complétée par M. Birkhoff [29] sous 
le nom de méthode minimax. Sur une surface du type tore, par 
exemple, avec au moins une variable angulaire de position Q, on part 
d'une géodésique fermée de longueur minimum /. Déformons cette 
courbe fermée à partir de la position Z et de façon que d augmente 
de ikiz quand elle vient de nouveau coïncider avec la position de 
départ. Dans cette déformation, la courbe fermée passe par une 
position de longueur maximum qui donne une nouvelle géodé
sique fermée. 

Les notions simples des méthodes minimum et minimax ont été 
perfectionnées et étendues par divers auteurs, et Poincaré a traité la 
question pour les géodésiques des surfaces convexes [30] par les 
méthodes d'extrémum lié du Calcul des variations. 

Enfin, Poincaré, dans son dernier Mémoire [31], reprend la ques
tion sous la forme hydrodynamique des transformations à l'aide d'un 
théorème de géométrie pour un domaine constitué par un anneau 
circulaire : 

Si une transformation continue biunivoque, conservant les 
aires, transforme un anneau en lui-même en réalisant deux 
rvtations de sens inverses pour les deux circonférences bornes de 
l'anneau, il existe toujours à l'intérieur de l'anneau deux points 
qui ne sont pas altérés par la transformation. 

Poincaré a indiqué l'intérêt du théorème pour la recherche des 
solutions périodiques des problèmes de dynamique à deux para
mètres et donné des indications de démonstration. M. Birkhoff [29] 
a démontré le théorème et donné des applications complètes avec 
comparaisons à la méthode minimax au problème de la boule sur un 
billard convexe et aux problèmes de géodésiques des surfaces 
convexes. 

6. Distribution et classification des trajectoires dynamiques. — 
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Les solutions périodiques ou trajectoires fermées ont un rôle prépon
dérant, et, dans les études faites, elles ont servi de repères pour la 
détermination et le classement des trajectoires. 

En mettant à part la recherche des géodésiques des surfaces 
convexes, l'étude la plus complète de trajectoires dynamiques est 
l'étude remarquable faite par M. Hadamard [32] des géodésiques des 
surfaces à courbure négative. 

Les surfaces sont à nappes infinies et connexion multiple, et les 
géodésiques se classent en plusieurs catégories : 

i° Les géodésiques fermées dont la détermination sert de base à 
l'étude et leurs asymptotiques. Ces géodésiques forment une suite 
infinie dénombrable quand l'ordre de connexion dépasse 2; 

20 Les géodésiques allant à l'infini; 
3° Les géodésiques restant dans un domaine fini. 

Toute géodésique voisine d'une géodésique allant à l'infini est de 
la même catégorie, et la continuité présente ainsi dans cette catégorie 
le caractère le plus simple. 

Si la surface est simplement connexe, toutes les géodésiques sont 
de la deuxième catégorie, leur distribution est celle d'un plan non 
euclidien. 

Si la surface est d'ordre de connexion 2, il existe un seul cycle, 
une seule géodésique fermée qui est le cycle de longueur minimum; 
toutes les autres géodésiques, en dehors des asymptotiques à la 
géodésique fermée, sont de la deuxième catégorie. La distribution est 
celle des géodésiques de la surface gauche de révolution. 

Si l'ordre de connexion dépasse 2, il existe des géodésiques de la 
troisième catégorie, et ces géodésiques forment un ensemble nulle 
part continu. Toute trajectoire de cette catégorie s'approche succes
sivement des géodésiques fermées d'une suite infinie, et tout chan
gement, si minime qu'il soit, apporté à sa direction, suffit pour 
amener une variation absolument quelconque dans l'allure finale; la 
géodésique troublée peut affecter n'importe laquelle des formes 
énumérées. 

Ces résultats montrent de la façon la plus intructive la complexité 
possible des trajectoires de la dynamique et de leur distribution; ils 
font ressortir le rôle fondamental de Vanalysis situs et, en apportant 
des exemples dont les solutions périodiques sont t 
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instable, des ensembles de trajectoires complètement instables, ils 
appellent l'attention sur les notions physiques de continuité et de 
stabilité pour une variation indéfinie du temps. 

M. Birkhoff [29] a consacré de nombreux travaux à l'étude géné
rale des trajectoires dynamiques, soit d'une façon directe, soit à 
l'aide de l'idée de transformation, et il a donné une étude qualitative 
complète de leur distribution dans le cas de deux paramètres et d'un 
domaine fini *ans singularités. Ses recherches ont montré la nécessité 
d'élargir le champ des trajectoires fermées et d'adjoindre aux mou
vements périodiques une classe de mouvements qualifiés de récur
rents, formant dans leur ensemble un flux fermé ou doués d'une 
propriété de récurrence régionnelle. 

A l'aide de cette adjonction, l'ensemble des trajectoires d'un 
système dynamique peut être caractérisé de la façon la plus nette : 

L'ensemble des trajectoires d'un système dynamique contient 
une suite fermée de mouvements récurrents comprenant les mou
vements périodiques, et toutes les autres trajectoires du système 
tendent asymptotiquement vers cette suite récurrente. 

L'application faite par M. Birkhoff aux géodésiques d'une surface 
à courbure négative et à connexion multiple marque nettement l'in
térêt des mouvements récurrents dans un exemple d'une grande 
complication. 

Les travaux de M. Birkhoff ont éclairé les résultats de Poincaré et 
de M. Hadamard, et ils ont mis en lumière la possibilité d'une 
approximation indéfinie dans la recherche des trajectoires dynamiques. 

La quasi-périodicité apparaît comme une propriété fondamentale 
des trajectoires dynamiques dans un domaine fini; dans le cas des 
trajectoires multipériodiques, en substituant au rapport de deux 
périodes une valeur approchée rationnelle, elle permet d'obtenir une 
approximation indéfinie à l'aide d'une trajectoire fermée dont la 
période s'allonge avec l'approximation, et, dans les exemples simples, 
à l'aide de la somme d'une vibration principale et de ses harmo
niques [34] . 

On peut estimer que l'étude approfondie de la quasi-périodicité ou 
du domaine étendu d'une trajectoire doit permettre d'arriver, au 
moins pour des classes assez générales, suivant les vues de Poincaré, 
à une approximatiom indéfinie à l'aide de trajectoires fermées à 
période plus ou moins longue. 
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Un tel résultat justifierait et expliquerait le succès étonnant de la 
Mécanique de l'Atome, dont la base a été l'étude de problèmes à 
variables séparables, intégrables à l'aide des trajectoires du type 
multipériodique. 

A ce point de vue de l'approximation, les problèmes que l'on peut 
regarder actuellement comme intégrables sont ceux conduisant à des 
représentations du t\ pe Poincaré, à l'aide de développements trigo-
nométriqués convergents ou divergents sommables. 
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