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LES RESEAUX

(OU GRAPHES)
Par M. A. SAINTE-LAGUE.

—— Q ———

I. — INTRODUCTION ET DEFINITION.

1. Généralités('). — Les probléemes de Géométrie de situation
peuvent élre envisagés sous deux aspects différents. Ou bien, et c’est
ce que l'on fait plus particuliérement en Analysis situs [13, 20, 117,
118, 119, 120], on s'attache a I'étude des déformations continues
ui permettent de passer d’une courbe ou d’une surface a une courbe
ou a une surface différente, ou bien on bannit toutle idée de mesure
et 'on ne se préoccupe que des dispositions relatives que peuvent
présenter les uns par rapport aux autres des éléments donnés. Dans
ce second cas, qui sera le seul traité ici, on est amené a se poser des
questions de deux types distincts : a. Est-il possible de juxtaposer
des éléments donnés de fagon a obtenir une disposition fixée a
I'avance ? . Si une telle juxtaposition est possible, de combien de
fagons l'est-elle ?

Le premier genre de questions constitue par excellence la Géo-
métrie de situation, débarrassée, comme nous l'avons dit, de toute
considération métrique. Le deuxiéme contient en plus des recherches
de Géométrie énumérative et utilise les propriétés des entiers, des
suites numériques, de I’Analyse combinatoire.... Les réponses
apportées ne sont bien souvent qu’empiriques : malgré les recherches
déja trés importantes faites en Géométrie de situation, cette science ne
forme pas encore un corps de doctrine trés cohérent et les matériaux
qui la composent sont un peu disparates. Ce n’est que depuis peu

(') Les renvois entre parenthéses () correspondent aux paragraphes du Lexte,
ccux quisont entre crochets [ ] aux numéros de la bibliographie. Ces derniers ren-
vois ne concernent d'ailleurs que les travaux les plus importants parmi ceux dont
on trouvera la liste & la fin du présent ouvrage.
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2 A. SAINTE-LAGUE.

que des travaux systénultiques groupés surtout autour du « prol)lémc
des quatre couleurs » () ont été entrepris. [l semble que si des efforts
un peu plus grands ¢taient faits, les résultats seraient trés vite infini-
ment supérieurs a ce qu’ils sont.

2. Cette abstention rclative des savants est des plus regrettables.
C’est qu’en cffet les applications sont déja des plus intéressantes et le
deviendront sans doute de plus en plus. Il ne faudrait pas croire que
la Géométrie de situation ne s’applique qu'a des curiosités mathéma-
tiques comme le « probléme des ponts de Koenigsherg » [25] oule
théoréme des quatre couleurs ('), théoreme qui, soit dit en passant,
parait aussi mystérieux que certaines propriétés des nombres pre-
miers. La Géométrie de situation nc sert pas sculement dans I'étude
d’un grand nombre de jenx, mais elle est aussi la base de nombreux
travaux scientifiques. Qu'il s'agisse d'invariants [34], de détermi-
nants [35], du résultant de deux équations [28], des [formes
analytiques [17], qu'il s'agisse d'arithmétique |14, 15], de
groupes de substitutions [38], de permutations [37], ou méme
qu'il s'agisse de statique graphique [19] des considérations de
Géométrie de situation interviennent.

Mais il semble bien que les principales applications de cette
branche de la science mathématique se trouveront en Chimie
physique et en Chimie. 1l suflit pour s’en rendre compte de feuil-
leter des études modernes sur la composition de la matiére ou la
structure des cristaux [33]. Toule une partic de la Chimie orga-
nique [17, 18, 21, 25, 27, 38] semble tributaire de la théorie des
réseaux et déja 'étude des paraffines [17] a suscité des travaux
intéressants.

3. La Géométrie de situation, telle que nous 'envisageons, touche
de prés a la logique formelle et n'utilise guére que des notions pre-
miéres trés simples. Son point de départ réside tout entier dans la
notion fondamentale d’éléments associés ou non associés. Clest
ainsi que, dans le déplacement d'une piéce sur un échiquier (67),
deux cases telles que I'on puisse passer de 1'une a autre par un seul
déplacement seront deux cases associées.

(') Nous reviendrons sur cetle question dans le fascicule en préparation Genmeétrie
de Situation et Jeux du Mémoriul des Sciences Mathematiques.
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Cette idée d'association ou de non-association d'éléments distincts
se relrouve dans un grand nombre de travaux, mais en général sous
forme latente. Cependant de Polignac [22] a considéré n éléments
qui présentent deux a deux une variation ou une permanence.

La fagon la plus simple et souvent la plus commode d’étudier les
propriétés d'une liste d’éléments A, B, ... deux a4 deux associés ou
non associés est de les représenter par des points A, B, ... : deux
points associés seront par convention joints par un trait, des points
non associés ne 'étant pas. On trouve déja de telles représentations
dans Cayley [16].

On est ainsi conduit a la schématisation des réseaux a laquelle
nous rameénerons systémﬂtiquemcnt toutes les questions connexés.

4. Définitions. — Un 1éseau ou graphe est, d’aprés Sainte-
Lagué [36], qui a repris unc notion donnée déja par Lucas [32], un
ensemble de points, carrefours ou sommets joints par des traits ou
cotés quisontles arétes ou chemins du réseau. La forme des chemins
n’a aucun intérét et il importe seulement de savoir si deux som-
mets A, B, sont ou non joints par un ou plusieurs chemins.

Deux réseaux sont homéomorphes si I'on peut établir entre les
sommets des deux réseaux d'une part ct leurs chemins d’autre part
une correspondance réciproque et univoque. Ils sont pratiquement
considérés comme identiques.

Un chemin AB est toujours limité aux deux sommets A, B qui
sont ses extrémités et ne peut contenir aucun autre sommet sur son
parcours. Dans certains cas o l'on sépare en deux un réseau, on
peut avoir & considérer un demi-chemin qui n’a plus alors qu’une
extrémité. Un chemin AB est dit double,triple, .. s'ilya 2,3, ...
chemins joignant les mémes extrémités A, B.

Une impasse est un chemin qui relie A a B, A n’étant relié a aucun
autre sommet que B. S’ily a 2, 3,... chemins AB, I'impasse est
double, triple, .... A est un sommet d'impasse. Une boucle est
un chemin dont les deux extrémités sont confondues en A. S’il y a
2, 3, ... chemins analogues, la boucle est double, triple, ...: A est
un sommet @ boucle. A est un sommet isolé s’il n’en part aucun
chemin, sauf peut-étre des boucles ; c’est un sommet de passage s'il
n’y aboutit que deux chemins. Un sommet est de degré p s'il en
part p chemins, un chemin multiple étant compté pour son ordre de
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multiplicité et chaque boucle pour deux chemins. Un sommet est
pair ou impair suivant la parité de p.

Un réseau est symétrique s'il est homéomorphe a un réseau dans
lequel deux a deux les sommets et les chemins sont symétriques
par rapport a un centre, un axe ou un plan de symétrie. On appelle
sommets symétriques du premier réseau deux sommets homéo-
morphes a deux sommets symétriques du second. A et B sont
indiscernables sile réseau qui les contient est homéomorphe a lui-
méme, A correspondant a B et B a A. Deux sommets symétriques
sont indiscernables. '

5. Une chatne est un ensemble de n chemins AB, BC, ..., KL dans
lequel un méme chemin n’entre jamais deux fois. Un sommet de la
chaine est sommet de croisement s'il apparait a diverses reprises
dans cette chaine. Il y est alors un nombre pair de fois, sauf les
extrémités A et L. Si A et L sont confondus, la chaine est un
circuit. Une chaine est paire ou impaire suivant la parité de n.

On peut fixer sur une chaine un sens de parcours. On a alors une
chaine et des chemins orientés. Un circuit orienté est un c)cle.
Un chemin ne pouvant étre parcouru que dans un seul sens est dit
unicursal; s'il peut étre parcouru dans les deux sens, il est dit
bicursal |34, 99], (44).

Une chaine ou un circuit sans sommets de croisement sont dits
circulaires; ils sont complets s’ils utilisent tous les sommets du
réseau (24). Un réseau est aligné s'il admet une chaine compléte et
cerclé s’il admet un circuit complet (57). Un entrelacement est un
réseau tel qu’il existe une chaine ou un circuit comprenant tous
les chemins (16). Il est ouvert dans le premier cas, fermé dans le
second.

Un réseau est simple ou connexe s'il y a toujours une chaine
allant de A a B, sommets arbitrairement choisis. 11 est double,
triple, ... s'il est formé de 2,3, ... réseaux simples, n’ayant deux
a deux ni sommets ni chemins communs. Un réseau est contenu
dans un autre si tous ses sommets et tous ses chemins font partie de
cel autre qui est le réseau contenant.

6. Une articulation est un sommet A d’un réseau tel quon
puisse répartir les autres sommets en deux catégories I et Q, toute
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chaine allant d'un sommet de P & un de Q passant forcément par
A (20). Un membre d’un réseau est un réseau contenu qui n’a aucune
articulation et ne posséde en commun qu'un sommet avec le reste du
réseau contenant. Le nombre des membres ne peut étre égal a 1.

Un isthme est un chemin, autre qu'une impasse, tel qu’on puisse
répartir les autres sommets en deux catégories P et Q, toute chaine
allant d’un sommet de P a un de Q contenant forcément I'isthme;
si I'un des deux réseaux obtenus ne contient aucun isthme, c’est
une feuille du réseau primitif [34]. Le nombre des feuilles ne peut
étre égal a 1.

Un arbre est un réseau simple tel qu’il n’y ait jamais qu’une
chaine possible pour aller d’'un sommet a un autre (9, 49). Il n’a ni
boucle, ni chemin multiple, ni sommet de passage. C'est une étoile
s'il ne comprend aucun isthme ; tous ses chemins sont alors des
impasses.

7. Un réseau est fini si le nombre de ses sommets et celui de ses
chemins sont finis. Sinon il est infini. Lordre d’un réseau fini est le
nombre de ses sommets. Un réseau est normal s'il est fini, simple et
ne présente aucune singularité : chemin multiple, impasse, boucle,
sommet de passage, articulation, isthme. Il est comp/et s’il contient
tous les chemins joignant deux & deux ses sommets (7).

Un réseau normal est polygonal si, étant d’ordre n, il est homéo-
morphe & un réseau plan qui pent coincider avec lui-méme par une

. 2T N . .
rotation de - (28). Deux sommets quelconques sont indiscernables.

Un réseau normal est semi-polygonal si deux sommets quelconques
sont indiscernables. C'est le cas pour le réseau non polygonal formé
par les arétes etles sommets d’un cube.

Un réseau régulier et de degré p estunréseau dont tous les som-
mels sont de degré p. Il est cubique si p =3, quadrillé si p = 4.

Le rang d’un réseau est le nombre minimum de catégories en
lesquelles on peut répartir tous les sommets, deux sommets d’une
méme catégorie n’étant jamais joints par un chemin. Un réseau de
rang 2, 3, 4, ... est bipartie (52, 55), tripartie, tétrapartie, ....
La classe d’'un réseau est le nombre minimum de catégories en
lesquelles on peut répartir tous les chemins, deux chemins d’une
méme catégorie n’ayant jamais de sommet commun.
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Un réseau est de genreo, 1,2, ... s'il est homéomorphe a un
réseau dont tous les chemins sont tracés sur une surface de genre
0, 1, 2, ..., deux chemins ne se recoupant pas et par suite ne pou-
vant avoir d’autres points communs que leurs extrémités. Un réseau
de genre zéro est dit sphérigue : il peut étre tracé sur une sphére
ou un plan. On appelle souvent, ici, les chemins des arétes, par
analogie avec la terminologie des polyédres. De méme on appelle
Jace toute portion de la sphére qui, limitée par des arétes, n’en
contient aucune & son intérieur. La juxtaposition de toutes ces faces
donne la surface totale de la sphére. Sil'on fait une représentation
plane du réseau par une projection stéréographique, en s’arrangeant
pour qu'il n’y ait aucun chemin infini, une des faces contient les
zones a 'infini du plan : c’est la face extérieure ou encore la mer,
par opposition aux faces intérieures qui forment le continent. Un
réseau sphérique est losangé si toutes ses faces sont des quadrila-
téres, (riangulé si‘ce sont des triangles. 11 serait facile de donner
des définitions pour un réseau torigue, etc.

Si C est le nombre des chemins d’un réseau, S celui des sommets,
Vindice d’un réseau est 'entier C— S + 1 (15, 49).

8. Deux réseaux normaux, ou composés de réseaux normaux en
nombre fini, sont associés (52) si I'on peut établir entre leurs
sommets une correspondance réciproque et univoque telle que deux
sommets quelconques joints par un chemin dans I'un des réseaux
ne le soient pas dans l'autre. Si deux réseaux normaux sont associés,
chacun est associable. Un réseau semi-complet est un réseau
homéomorphe a son associé.

Sil'on sépare en deux catégories, de diverses fagons, les sommets
d’un réseau, chaque catégorie comprenant au moins deux sommets,
le nombre minimum des chemins qui joignent les sommets d’une
catégorie a ceux de l'autre est la puissance du réseau. S'il y a un
isthme, le réseau est de puissance 1 et inversement.

La distance de deux sommets d’un réseau normal est le nombre
minimum de chemins d'une chaine dont ces sommets soient les
extrémités. Elle est 1 pour deux sommets joints par un chemin. Si
Pon considére un sommet A comme de cote o, tous les sommets a la
distance 1 de A sont de cote 1, a la distance 2 de cote 2, .... La cote
maximum est la hauteur duréseau relative a A ; les valeurs maximum
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et minimum de cette hauteur sont la longueur et la largeur qui sont
les deux dimensions. Le réseau est rond si elles sont égales.

Dans un réseau normal, un no)'aw est un réseau complet, d’ordre m
aussi élevé que possible, contenu dans le réseau donné ; m cst la
grosseur du réseau donné.

II. — ARBRES.

Y. Traits d’un arbre. — Appelons, dans un arbre (6,49) ( fig. 1),
rameau toute impz\ssc et neeud tout sommet autre qu’un sommet

Fig. 1.

d'impasse. Appelons encore, avec de Polignac | 23], ¢raits des chaines
comprenant au total tous les chemins, chaque chemin ne se trouvant
d'aillenrs que dans une seule chaine. La premiére comprend obliga-
toirement deux rameaux, mais les autres peuvent se terminer a un
neeud. Soient niy, my, ..., mp les nombres respectifs des neuds de
degrés (4) pairs : 4, 6, ..., 2p et ny, ny, <. ., n; ceux desnceuds de
degrés impairs : 2, 5, ..., 2¢+ 1. Posons :

Z my=M, 2 n;j=N, y pm, =P, 2 ion;=1.

p=2 i=1 p=2 i=1

v

S

Le nombre total des neeuds est alors M + N. On établira que, si R est
le nombre des rameaux et C celui des chemins, on a, d’aprés
Sylvester [ 46] pour la magnitude de Varbre :

2C = n—i—z‘zp.m,,—f—z(‘).1'+|)/z,-= R+2a2P+21+N,

p=2 i=1

Pour une étoile (6), de degré 2 p, le nombre des traits est p ; si le
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degré est 27+ 1, il est £ + 1. Le nombre T des traits pour un arbre
a 2,3, ... neuds est donné par

T = 1+2 p.m,,—u-E (L'+1)n,~—2 m,,——z ni=1+ P+ T—NM.
r=2 p=2

i=1 i=1

Donc : le nombre T des traits est indépendant de la méthode
suivie pour en dresser la liste. Ce nombre fixe T est la base de
I’arbre.

Le nombre R des rameaux pour un arbre ne comprenant que n;
nceuds de degré 20 + 1 est T+ 1+ (£ — 1) n;et, s'il 0’y a que m,
neeuds de degré 2, ilest T+ 1 + (p—1) m,. On en déduira que

R=T+1+Z(p—1)mp+2(i—-|)n,-=T+1+P—|—I—M —N,
p=2 i=1
d’ou les deux relations :

R=92+2P+2l—2M—N, C=1+2P+2l—DM.

Le nombre total des sommets du réseau S est donné par

S=R4+M+N=o2+2P4+2[ —M=C+1.

10. Tableaux. — De Polignac [23] associe a chaque arbre, dont
les sommets sont numérotés dans un ordre arbitraire, un tableau
dont chaque ligne représente un trait, a '’exception des rameaux.
C’est ainsi que l'arbre ci-dessus (fig. 1) peut étre représenté par
un des deux tableaux :

1 2 5 7 8 - 8

4 3 2 T2 5 7

6 5 g 10 4 3 2
6 5 910

Le premier tableau est dit irréductible : le second est réductible,
un méme chifflre 7 se trouvant a l'extrémité de deux traits qui
peuvent ainsi se souder en un seul.

La considération de tels tableaux permet de retrouver la constance
du nombre T. Un tableau est irréductible si chaque ligne contient un
chiffre déja écrit et un seul, condition qui n’est plus forcément res-

pectée sil'on intervertit les lignes.
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11. Centres. — Jordan [44], puisSylvester [46], Cayley [39] ont
introduit pour un arbre la notion de centre, utilisée ensuite par de
Polignac [23] et Delannoy [42]|. Partons d’'un ncud A et suivons
une chaine qui se termine forcément par un rameau. Soit m la hau-
teur de celte chaine (8), c’est-d-dire le nombre des chemins qu’elle
contient, en y comprenant le rameau final.

Sifoet h' (A2 1) sont les hauteurs des deux chaines les plus
hautes issues de A, elles forment un trait de hauteur & + A’ qui est
le plus long passant par A. Si cette hauteur maximum est un nombre
pair 2 m, le nceud O situé au milieu de ce trait est le centre de
Parbre. Si cette hauteur est 2m — 1, les neeuds O et O, extrémités
du chemin placé au milieu du trait, sont les deux centres de
larbre. On établit qu'un arbre A, owbien a un centre et un seul, ou
bien a deux centres, extrémités d'un méme chemin.

12. Arbres ayant un nombre de noeuds fixé & lavance. — La
recherche du nombre o (n) des arbres non homéomorphes et ayant
n neuds est facilitée par la notion de centre, considéré comme point
de coupure du réseau en deux. Chacune des moitiés constitue une
tige de hauteur m. Les mots arbre-racine ou wurzelbaum ont été
employés dans le méme sens [39].

La recherche de o (n) pour des tiges de n nweuds n’a été envisagée
que dans le cas ou le degré de chaque nccud est 2, 3 ou 4, car les
assemblages chimiques d’atomes de carbone et d'hydrogéne rentrent
dans ce type [43], comme dans le cas des paraflines C*Hz2nt2 étu-
dices par Cayley [17, 39]. Il établit que les nombres o () satisfont
a 'identité :

li

[1+9() .2 +o(2).224+...] (1 —x) (1 — 22)¥H (1 —23)7 2, ,,

Des inexaclitudes ayant été relevées dans les recherches de Cayley
par Delannoy [42], nous suivrons ce dernier auteur.

13. Une tige peut donc avoir seulement 1, 2 ou 3 chemins issus
du ncud auquel elle est limitée. Si elle est de hauteur m, elle a une
chaine de hauteur m, les autres ayant des hauteurs qui peuvent aller
de 1a m. Si ,¢;' estle nombre des tiges a o chemins, 2 neuds et de
hauteur m et si T = ¢} + o) + 3¢ est le nombre total des tiges

n n
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a1, 2, 3 chemins initiaux, ona
. I
=TS, puis = TETRT
pallantde 1 an—(m—+1)etfdeoam— 1. Enfinona

3ty = E TjT° u \p+r1+|n

p allant de 1 é—;(n—m—l),qdepén—(m+p—|—1);fetsv0nt

deoam—r,.

m m

En désignant par ,a', 32, ;a’ le nombre des arbres a un centre,

de hauteur m, ayant 2, 3, {, ... chemins initiaux, ona de méme
sl =3 TR,
p allant de m au plus grand entier contenu dans% (n—1)et
3(('"—2 TTo VTR,

p allant de 1 2 n —2m — 1, ¢ de m au plus grand entier contenu

1 5
dans_(n — p—1), fde o am — 1, et enfin
“‘Zl _z T/‘T Tm lTZl ger—1

N . 1 \
ou p va de 1 au plus grand entier contenu dans 5 (n—2m—n),
gvadepan—am—p—i,rvadem au plus grand entier contenu

dansé(n—p——q— 1), fet sallant de o a m — 1.

Fig. 2.

ey

Le nombre 6 des arbres a deux centres est donné par la for-
mule b' = a1, car un arbre a un centre (fig. 2) peut étre rem-

n+
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placé par un arbre a deux centres en supprimant le neud A et
réunissant B et C par un chemin.

Delannoy donne comme conclusion les résultats numériques que
voici :

no..... 1 23 45 6 7 8 9 10 11 12 13
Icentre..... 1 o 1 1 2 2 6 g9 20 37 86 181 422
2centres.... o 1 o 1 1 3 3 9 15 38 93 174 380

Total..... L 1 2 3 5 9 18 35 75 159 355 Boa

14. Le méme auteur a indiqué une méthode différente, dans
laquelle, en désignant par n’, n’, " les nombres de nceuds d’ou

partent 2, 3, 4 chemins et par » celui des sommets d’impasse, il
établit les relations

r=a+4n"+2n" et n'+n"+n"+r=n,
d’ou I'on déduit
n4-2n"4+3n"=n — 2.

Jusqu'an = 11, on ales formules empiriques suivantes pour o(n),
déja défini (12), suivant que n est pair ou impair :

—3

$(2p) =1+ (p—1)+(p—2)(p—1)+ L2 (api+ 3p —20)
— 4

pG "(2p3+62p3- 537p +1053)— (2p —9)?,

-+

$2p+1)=1+2(p—1)+(p—2)(3p—5)+ L3 (14 pr—66p -+ 82)

3
P—4, 8§p3— fop2— / / ( a
+ g (18pP—japr— 171p +1491) —2[(2p —q)?+1],

formules ot il faut se garder de réduire les termes, les facteurs
négatifs devant étre remplacés par o.

15. Indice d’un réseau. — L’identité (9) S= C + 1 montre que
Vindice (7,49) d'un arbre est nul: © =C — S 4 1 =o.

On établit que dans un réseau simple quelconque Uindice o est
un nombre positif ou nul [24, 41]. L’indice n’est nul que pour un
arbre.

Soient a,, @, ..., ag les divers chemins d'un rvéseau, supposés
orientés (5). Une chaine orientée sera représentée par

i=G

E g,

i=1



12 . A. SAINTE-LAGUE!

ou ¢ est égal a 1, — 1 ou o suivant que le chemin considéré est pris
dans le sens positif ou négatif ou n’intervient pas. A tout ¢ycle cor-
respond une congruence :

Des cyclessont linéairement indépendantssi 'on ne peut trouver
des entiers m tels que
2 my=o.

On établit encore que dans un réseau d’indice w, il y a v cycles
et w seulement linéuirement indépendants, a Uaide desquels on
peut exprimer tous les autres. Le cas des boucles est compris dans
cet énoncé. '

1. — CHAINES ET CIRCUITS.

16. Entrelacements. — La question de savoir si un réseau est un
entrelacement (5) a été posée pour la premiére fois par Euler [25],
mais devait étre connue auparavant, comme l'indiquent par exemple
la légende de la signature de Mahomet [68] qu'il tragait de la pointe
de son cimelerre, ou les dessins reproduits par Listing [67] ou
Clausen [52].

A la base d’une telle étude se trouve le théoréme évident suivant :
le nombre des sommets impairs d’un réseau est pair [68].

17. Euler a établi que : tout réseau simple & sommels pairs est
un entrelacement. Il en est de méme s'il a seulement deux sommets
impairs [25]. 11 faut y ajouter avec Clausen [52] et Listing [(7] : s¢
le réseaw a 2n points impairs, on peut y tracer n chaines, et non
un nombre moindre, qui utilisent tous les chemins, chacun étant
pris une seule fois. La démonstration en est aisée |63, 68].

Fleury [57] a donné en outre un procédé pratique assez simple
pour trouver un entrelacement dans un réseau donné.

18. Labyrinthes. — Un lab)rinthe est évidemment assimilable a
un réseau. Trémeaux [82] a montré qu'on pouvait théoriquement
sortic d'un labyrinthe, c’est-a-dire suivre lous les chemins d’un
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réseau dont le tracé est inconnu d’avance, cn appliquant des régles
qu'il indique.

Maurice [70] a indiqué une régle unique différente qui conduit au
méme résultat.

Lucas [69] fait remarquer que l'application de ces régles permet
de ramener de tels réseaux a des arbres (6). Si chaque fois qu’arri-
vant a4 un sommet A on rebrousse chemin et I'on fait une coupure
pour séparer ce chemin du sommet A, on transforme le réseau pri-
mitif en un arbre dont tous les chemins sont parcourus deux fois.
Suivant le choix des chemins adoptés, on aura des arbres différents.

19. Nombre des entrelacements d’un réseau. — Delannoy [54],
Tarry [80] et Lucas [68, 69] se sont préoccupés de donner le nombre
des enlrelacements distincts que 'on peut trouver pour un réseau
donné.

Il n’y a d’entrelacements (16) que si le nombre des sommects
impairs est o ou 2. On se raméne a ce cas, s'il y a 2n sommets
impairs, par l'introduction fictive d’un chemin nouveau chaque fois
qu’ayant parcouru une chaine on fait un « saut » pour passer & une
autre. Suivant 'ordre dans lequel on parcourt ainsi les 27 chaines,
z'(z,—tn): =1.3.5...(2n —1) dispositions diflérentes.
On peut donc se borner, comme nous allons le faire aux réseaux a
sommets pairs.

on lrouve N=

20. Un réseau & sommets tous pairs, peut comporter des boucles
simples ou multiples, dont on se débarrasse d’abord [80]. Soil A un
sommel ol se rejoignent les 2¢ extrémités de ¢ boucles ct les
2p extrémités des chemins du reste du réseau. On trouvera que si
N est le nombre des entrelacements de ce réseau réduit, celui des
entrelacements du réseau primitif est p(p+1) ... (p+qg—1) ...
2¢ fois plus grand.

Si A est unc articulation ou aboutit un membre (6) comportant
M entrelacements, M étant forcément pair, et si 2p auatres chemins
aboutissent en A, on trouve que le facteur de multiplication de N
est pM. Si en A aboutissent ¢ membres indépendants auxquels
correspondent les nombres My, M., ..., My, le facteur de multipli-
cation sera p(p—+1) ... (p+¢q— 1) M{M,...M,. Cest ainsi qu'une
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rosace a n feuilles comporte 27(n —1)! entrelacements; la figure
formée par n circonférences égales tangentes deux a deux et dont les
centres sont en ligne droite en comporte 27, ctc.

Dans un réseau de puissance 2(8), une partie du réseau est reliée
a un réseau réduit par deux chemins seulement qui y aboutissent
I'un en A, I'autre en B. Le facteur de multiplication permettant de
passer du réseau réduit au réseau primitif est la moitié du nombre
des entrelacements distincts formés en supprimant le réseau réduit
et soudant en un seul les deux chemins qui aboutissaient en A et B.
Si, par exemple, on réunit dans un quadrilatére ABCD les sommets A
et Bpar2p —1 chemins et G et D par 2¢ — 1, le nombre des entre-
lacements est 2(2p —1)! (24 —1)!

21. On diminue ensuite de 1 le nombre des sommets par une
méthode due a Tarry [80]. Soit A le sommet de degré 2p a suppri-
mer. En réunissant 2 a 2 de toutes les fagons possibles les chemins

(an

31

. . W, . .

ui arrivent, on forme N — ——, reseaux qui ont moins de sommets

’ !
2. n!

que le premier. De proche en proche on se raméne au cas deux som-
mets joints par 22 chemins, cas ot il y a 2(2n — 1)! entrelacements,

22. Clest ainsi que [69] le nombre des entrelacements du réseau
formé par les cotés et les diagonales d’un polygone régulier de
an—+1 cOtés est le méme que celui des entrelacements que l'on

obtient, & n « sauts » prés (19), pour un polygone a 2 n cétés. On
trouve ainsi [61] :

Pentagone... 264 =2%.3.11
Heptagone... 129 976 320 = 211,3.5. 4231
Ennéagone ... 911 520 057 021 235 200 = 216,311 52,7, 11.40787.

Le cas de I'heptagone donne la réponse a la question suivante
déja résolue par Reiss [73] d’une maniére plus compliquée : de
combien de maniéres peut-on disposer, suivant la régle du jeu,
les 28 dominos? Dans une disposition rectiligne des 28 dominos, le
premier numéro est identique au dernier et on la transforme en unc
disposition circulaire, qui par suppression des doubles donne une
disposition circulaire de 21 dominos. D'autre part, tragons un hepta-
gone régulier de sommets numérotés o, 1, ..., 6 et ses diagonales,
ce qui donne un réscau de degrée 6 & sommels pairs. Si I'on associe
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maintenant, comme le propose Laisant [62] a chaque domino la diago-
nale ou le coté correspondant de I'heptagone, a toute disposition circu-
laire correspond un entrelacement du réseau, d’ou le nombre cherché :

213.38.5.6. {231 =2 653 076 643 8jo.

23. On aaussi étudié les figures formées de n cercles égaux tangents
deux a deux. Si leurs centres sont les sommets d’un polygone régulier
de n cotés, le nombre des entrelacements distincts est (n—-1).2".

Considérons encore 2n cercles de rayon 1 ayant pour centres
respectifs les an points de coordonnées =1, 2i(i=0, 1 ..., n).
Soit 2".U,, le nombre des entrelacements distincts d’un tel réscau.
En v rajoutant un nouveau cercle tangent aux deux premiers ct dési-
gnant par 27t'U,,,, le nombre des entrelacements du nouveau
réseau, Lucas [68, 69| donne les relations suivantes :

Usn=Usp—1+ Usp o, Usp—y =3 Usp-a+ Uiy

qui, en posant U, = u, et Uy y = u, — tt,—y, prennent la forme
réduite : )
Up=0D5Up_|— Uy_3,
qui permet le calcul de proche en proche des u et par suite des U.
Faisons remarquer enfin que, d’aprés Métrod [71], le nombre des
entrelacements d’un réseau a 3 sommets joinls 2 & 2 respectivement
par a, b, ¢ chemins, ces nombres étant de méme parité, est

B e e e o (= =y
2 \

k
\ 2 2

’

k, de méme parité que a, b, c, prenant sucessivement toujours les
valeurs jusqu’au plus petit des nombres b et c.

24. Circuits complets d’un réseau. — Quelques auteurs [74] et
en particulier Brunel [51] ont étudié les circuits complets (5) d’un
réseau Brunel. associe a chaque réseau un tableau construit,
comme suit : «, b, ¢, d élant les sommets d'un réseau, par exemple
d’un tétraédre, appelons @ la premiére ligne et la premiére colonne
d’un tableau carré a 4 lignes et 4 colonnes, b la deuxiéme ligne et la
deuxiéme colonne, etc. A tout chemin «b faisons correspondre les
lettres « — b et b — a dan: les cases correspondantes (fig. 3).
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Si un chemin ab est multiple (4), on inscrira dans la case corres-
pondante ap + a,,+ ...+ ap,.

Fig. 3
a 2] c d
a a a
a
5 c d
& ) o
é
a [J d
c c
c
a o
a a d
a .
al )} c

Ceci posé, on voit quc tout terme d'un tel tableau, au sens usuel
de ce mot dans la théorie des déterminants, représente précisément
un circuit complet.

[l n’est pas toujours facile de savoir comment on peut grouper les
éléments du tableau pour en faire des terines, ni méme si c'est
possible, c’est-a-dire si le réseau est cerclé (5).

25. Brunel considére comme de signes contraires deux éléments tels
que ag et b, et obtient, si le nombre 2n des sommets est pair, un
déterminant symétrique gauche. Appelons demi-circuit complet un
ensemble de chemins, tels que a4, ¢ 0t chacun des sommets apparait
une fois et une seule. Si'on prend de dcux en deux les chemins d'un
circuit complet, on le décompose en deux demi-circuits complets. Le
circuit total est, en quelque sorte, le produit des deux demi-circuits.

Les théorémes de Jacobi et Cayley sur les déterminants symétriques
gauches permecttent de former une expression dont le carré fournit la
valeur du déterminant, ce qui revient exactement a la considération
de demi-circuits complets. Clest ainsi que; aux signes preés, le cas
précédent correspond au carré de ayca—+ aqbo.+acby, carré dans
lequel un terme tel que aycy>< aqb. correspond au circuit complet
a— b —c¢ —d, produit des deux demi-circuits completsa — b, ¢ — d
eta—d, b—c.

L’auteur montre enfin que la détermination des demi-circuits
complets se raméne 4 une détermination analogue pour un réseau
ayant deux sommets de moins.



LES RESEAUX. 17

26. A ces recherches on peut ajouter 'étude de Lemoine [€3, €4]
sur le probléme des communications. Distinguons dans un réseau
trois groupes de sommets : n sommets A, p sommets B et 2 sommets C
et considérons n ‘chaines qui vont chacune d’un sommet A a un
sommet C, tous les points A et C étant utilisés une fois seulement.
Chaque chainc passe par o, 1, 2, ..., ou p sommets B, tout som-
met B, s’il est utilisé, se trouvant sur une seule chaine. Si v(n, py q)
est le nombre des chaines qui utilisent ¢ des p sommets B, on a

(o p+1,9+1)=y(n, p, g+1)+ (n+q)Y(n, p, q),

d’ou résulte, en remarquant que y(n, 0,0)=n!

pp—1...(p—q—+1)
!

7 n(n+1)...(n+q —1).

Y(n, p, g)=n!

Le nombre total des systémes de chaines est le total des valeurs prises
par 7’(", P f/), si q va de 1 ap.

IV. — RESEAUX REGULIERS.

27. Réseaux complets. — Les réseaux réguliers les plus simples a
étudier sont les réseaux complets (7) dans lesquels existent les

i n(n—1) chemins qui joignent deux a deux les sommets. Leur étude
a été faite par Sainte-Lagué [90]. Le nombre de leurs circuits complets
est i (n—1)!. Leur rang (7) est n. Leur puissance est 2(n—2)et
(8) leur dimension 1.

On verra que leur classe est n=a2m 1 si n est impair et
n—y=2m—1 sinest pair.

28. Réseaux polygonaux. — Un réseau polygonal est homéomorphe
a la figure formée par les sommets d’un polygone régulier, sommets
numérotés o, 1, 2, ..., n—1 et par des cOlés ou diagonales.
L’ensemble des chemins allant de 0 4 @,de 1 4 @ - 1,de2aa2,...
forme I'élément («) du réseau (a<n — a). 1l est formé d’un seul
polygone si @ est premier avec n. Le réseau formé des éléments (a),
(0), ... n’est simple que si a, b, ... sont premiers entre eux. Un
réseau polygonal est cerclé (57).

On établit facilement que sile réseau d’ordre 7 est de degré p, sa

MEMORIAL DES SC, MATII. — No 18, 2
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classe est au moins p, si n=2m esL pair, et au moins p -+ 1t si
n=2m—1 est impair. Dans un grand nombre de cas, la classe
prend bien sa valeur minimum. Il en est ainsi, par exemple, si
n=2m--1, cas ot p =24 estpair, et si, en outre, les éléments («),
(b), ... sont des polygones. De méme encore, siles plus grands com-
muns diviseurs a, 3, ... deaetn, betn,...sont premiers enire eux
deux a deux evde produit 2[90]. Si n = 2m, la classe a sa valeur mini-
mum lorsque, par exemple, les divers éléments sont formés de poly-
gones ayant un nombre pair de cotés, méme si 'un deux comprend
les m diamétres. La classe a encore cette propriété si n <14. Peut-étre
en cst-il de méme pour tous les réseaux polygonaux!

29. L'étude du rang est des plus difficiles. Nous signalerons
simplement, quelques propriétés données par Sainte-Lagué [90].

Un réseau polygonal d’ordre impair, supérieur a 5, et formé
de deux éléments est tripartie ou tétrapartie.

Un réseau polygonal d’ordre pair et formé de deux éléments
est bipartie, tripartie ou tétrapartie.

Et enlin, la condition nécessaire et suffisante pour qu’un réseau
polygonal d’ordre n composé des éléments (a), (b), ... soit
bipartie est que n soit pair et a, b, ... impairs.

30. La puissance d’un réseau polygonal d’ordre n, de degré p ne
peut étre inféricure & 2(p —1) que si 'on peut séparer p sommets
formant un royau (8). Elle est alors égale a p, comme ceci a lieu
pour le réseau d’ordre 10 et de degré 5 formé des trois éléments :
(2), (4), (5)-

Les dimensions (8) d’un réseau polygonal sont les mémes pour tous
les sommets. Il existe des réseaux polygonaux associables (8) et
méme semi-complets. Le plus simple est le réseau d’ordre 13 composé
des trois éléments : (1), (3), ().

31. Réseaux polygonaux homéomorphes. — Tragons un heplagone
régulier et les diagonales qui sous-tendent chacune deux septi¢mes de
circonférence (fig. 4). Numérotons les sommets de ce réscau en suli-
vant le polygone étoilé intérieur, puis dessinons a coté un réseau
homéomorphe dont les sommets seront numérotés dans lordre
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naturel. On voit que ces deux réseaux polygonaux d’aspects différents
sont cependant au fond identiques (4). On dit que 'on a une corres-
rondance réguliére entre les deux réseaux; mais il existe des
correspondances irréguliéres.

2 5 & 3

Si 'on se propose, comme I'a fait Sainte-Lagué [90], de chercher
le nombre des réseaux polygonaux distincts ayant n sommets, il
faudra étudier les correspondances réguliéres et irréguliéres. Nous
nous bornerons ici au premier cas.

Un probléme préliminaire a résoudre est le suivant : étant donné
un cercle partagé en parties égales, quel est le nombre des poly-
gones convexes, distincts, ayant leurs sommets pris parmi ces
m points de divisions? Deux de ces polygones, appelés poly gones (T),
sont distincts si 'on ne peut passer de I'un a 'autre par une rotation
de k fois un m*e de circonférence. Le cas des polygones (T) a un
ou deux sommets n’est pas exclu.

32. Une seconde étude, également préliminaire, est celle des
semi-congruences : on appelle nombres semi-congrus par rapport
a un module n donné, deux nombres « et b tels que, soitleur somme,
soit leur différence, soit congrue a n au sens arithmétique du mot.
Ceci se représente par

a=5b (mod n ).

On dit qu’un nombre r appartient au semi-exposant ¢, si q est
le plus petit exposant pour lequel 77 est semi-congru a 1. La valeur
minimum de ¢ est m en désignant, avec Gauss, par 2m =o(n) le



20 A. SAINTE-LAGUE.
nombre des entiers non supérieurs a n et premiers avec lui. Si g = m,
I est une racine semi-primitive de n.

Voici les résultats essentiels de I'étude des semi-congruences :

La condition nécessaire et suffisante pour que toute solution
de U'une des congruences ou semi-congruences z*=1et £ =1 soit
solution de Uautre est que leur module commun soit semi-premier,
cest-a-dire de la forme a* ou 2.a%, a étant un nombre premier.

Le semi-exposant q auquel appartient r, premier avec n, est
un diviseur de m.

Si r appartient au semi-exposant q, il en est de méme de re, si
o est premier avec q.

Il y a o ou ¢(m) racines semi-primitives de module n.

Toutes les racines semi-primitives de n se déduisent de 'une
d’elles r en prenant tous les nombres re pour lesquels s est infe-
rieur a m et premier avec lul.

Si r appartient au semi-exposant q et d'autre part ¢ l'expo-
santq'yon a g =qou qg'=2gq.

Si n est semi-premier, toute racine primitive de n est racine
semi-primitive de n.

n=3%admet 2 comme racine semi-primitive et n=12* admet 3.
Si a est premier impair, n = a* admet 2 comme racine semi-pri-
mitive (o >> 1), a condition que 2*~' — 1 ne soit pas divisible par 2.
D’ailleurs jusqu’a 2000, seul @ =1093 donne une telle divisibilité
[86, 87, 89].

Si r est racine semi-primitive de nn', c'est aussi une racine
semi-primitive de n.

n=a*bbc? ..., avec au moins trois facteurs premiers impairs
différents, n’a pas de racine semi-primitive. Il en est de méme de
n=2%2b8, avec §>1, ou, st 0 =1, & condition que a et b soient
multiples de 4 plus 1.

n=4.a*ou n=23.a* admet des racines semi-primitives, mais
n=238.a* n'en admet pas.

n étant impair, si 'un des nombres n, an a des racines semi-
primitives, il en est de méme de Uautre.

33. Pour utiliser les résultats qui précédent, prenons (28) un
réseau polygonal (R), d’ordre n, composé de p éléments (a), (b), ....
Considérons les entiers «, 3, ... inférieurs & m[avee am = e(n)],
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définis par
ri=a, r8 =0, e (mod n),

et tragons d’autre part un cercle divisé en m parties égales, cercle
sur lequel nous prendrons les points numérolés «, 3, ... comme
sommets d'un polygone (T) (31). Si maintenant on forme un
réscau (R') homéomorphe a (R), en numérotant les sommets de w
en (v, avec = 1, lc nouveau polygone ('T') aura pour sommets les
points &+, B+, ... et se déduira de (T) par une rotation de
o fois le m™* de la circonférence. Le nombre, que I'on sail évaluer,
des polygones (T) est le nombre méme des réseaux ne se correspon-
dant pas entre eux a 'aide d’un numérotage de v en .

La question est immédiatement résolue si n a une racine semi-pri-
mitive 7, car tout entier v est de la forme r®. Elle est plus
complexe si n n'a pas de racine semi-primitive, mais il est encore
facile de compter le nombre N = f(n) de ces réseaux polygonaux
distincts. On a ainsi les résultats qui suivent :

no.... 45 6 7 8 9 10 11 12 13 1% 15 16 17 18 19
N..... 11 4 2 7 3 15 6 37 13 36 32 37 34 73 58
no.... 20 20 22 23 2 W W /W28 29 30

N..... 183 150 262 186 1009 420 707 703 ;60 1180 4639

3%. Réseaux primitifs. — Se placant a un pointde vue entiérement
différent, Petersen [34] étudie les graphes ou réseaux primitifs.

L’¢tude des invariants des formes binaires a conduit Hilbert [88],
a étudier des produits tels que

(2 — 22)*(x,— 23)B (22 — 230 ... (Zpey— Ty )E.

Le degré en x,, x;, ..., x, étant le méme pour chaque lettre, et
certains des exposants pouvant étre nuls. Les solutions primitives des
équations diophantines correspondent aux facteurs primitifs de ces
produits qui sont définis de fagon analogue. C’est ainsi que

(Tl—xe)(a‘z—l'x)(él'a—z‘l)

est un facteur primitif. Pctersen représente chaque letire x, par un
point, chaque terme x, — ., ou (x, —xy)* par 1 ou o chemins
joignant les points o, et x4 Le probléme de la recherche des fac-
teurs primitifs s’énonce comme suit : un résean (R) régulier, fini
et simple, avec ou sans chemins multiples étant donné, est-il
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décomposable en réseaux réguliers de mémes sommets que (R)?
Si ceci n’a pas lieu (R) est primitif, sinon il est décomposable. Les
réseaux composants ne sont pas forcément simples.

35. Réseaux de degré pair. — Considérons un réseau de degré
pair a3 décomposable de deux fagons différentes en réseaux de
degrés o et 3. Partons d’une premiére décomposition et tragons en
bleu les chemins du premier, et en rouge ceux du second. On passe
de cette premiére décomposition a la seconde en rendant bleues un
certain nombre de lignes rouges et inversement. Ces lignes bleues
et rouges forment un circuit alternatif et toutes les décompositions
peuvent étre obtenues par cette voie.

Prenons un réseau (R) d’ordre 1, de degré 2p. On peut toujours
y trouver un entrelacement (16) qui a pn chemins. Si pn est pair, en
marquant alternativement les chemins de I'entrelacement en bleu et
rouge, on a une décomposition de (R). C’est ainsi que tout réseau
régulier de degré 4 est décomposable. Si np, c’est-a-dire n et p
sont impairs, il n’y a pas de décomposition en réseaux de degré p.

Prenons maintenant dans (R) deux chemins AB et CD, avec
4 extrémités A, B, C, D différentes et remplagons-les par AC et BD,
ce qui donne un réseau (R'); on dit que (R) et (R') sont des réseaux
Jumelés. On pourra établir la propriété suivante : si l'un des deux
réseaux jumelés peut étre décomposé en réseaux du second degré,
il en est de méme de U'autre. On en déduira que tout réseau de
degré pair est décomposable en réseauzx du second degré.

35. Dans un réseau (R) d’ordre n, du 4° degré, considérons deux
chemins AB, CD. En général, on peut prendre un mode de décom-
position tel que AB et CD soient a volonté dans un méme réseau
composant ou dans deux réseaux différents. Si c’est impossible, AB
et CD sont dits chemins jumelés. Pour savoir si AB et CD (fig. 5)
sont ou non jumelés, prenons dans (R) un entrelacement et met-
tons-le sous la forme d’un cercle divisé en 2n parlies égales ( fig. 6),
a cotés alternativement bleus et rouges (ici le bleu est un trait double,
le rouge un trait simple). Joignons, en outre, par des traits pointillés,
ou diagonales, qui ne sont pas des chemins du réseau, les som-
mets AA; BB, CC, .... Elles seront paires ou impaires, suivant la
parité du nombre des arcs sous-tendus.
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Tracons enfin une droite A, ou (ranseersale, qui rencontre les
deux chemins considérés AB, CD (fig. 6). Si la transcersale ne
coupe aucune diagonale, AB et CD sont jumelés. On établira aussi

Fig. 5.

B C

que st la transversale coupe une diagonale paire, AB et CD ne
sont pas jumelés. Ils le sont si elle coupe toutes les diago-
gonales impaires, mais aucune paire. Petersen établit |34] que
cette condition, qui est nécessaire, cst aussi suffisante.

trait bleu .

trart rouge

Dans le schéma que I'on vient de former, supprimons s'il en existe
toute partie qui ne tient au reste que par deux chemins d’un méme
coté de A, ce qui donne un schéma réduit. On a la propriété sui-
vante : deux chemins jumelés AB, CD sont, ou non, de méme
couleur suivant que le nombre des sommets du schéma réduit est
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pairou impair. De plus, il est alors possible de donner a ce schéma
une forme telle qu’il existe une droite coupant tous les chemins a

Pexception de AB, CD.

37. Réseaux de degré impair. — Il n’y a pas de réseau de degré
pair supérieur a 2 qui soit primitif (35), tandis qu’il existe des
réseaux primitifs d'un degré impair quelconque 2p +1. Par
exemple, prenons un triangle ABC dont les cotés AB et AC soient
formés de p chemins, BC I'étant de p + 1. En réunissant 2 p triangles
analogues ABC, A' B’ C/, ... par des chemins AO, A’O, ... a un
méme point O, on forme un réseau primitif de degré 2p 41 ct
d’ordre 6p 4 4. Si p =1, ce réseau qui est cubique est appelé par-
fois réseau de Sylvester.

Petersen [34] établit que : un réscau-régulier (R) d’ordre 2n,
de degré impair, d, supérieur a _2_n3_+3_

Petersen [34] se demande enfin si I'on peut savoir de fagon simple
dans quel cas un réseau de degré impair est primitif. 11 pense qu'un
tel réseau a forcément des feuwil/es (6), mais il se borne aux réseaur
cubiques, ce qui donne la propriété suivante appelée Théoréme de
Petersen : un réseau cubique ayant moins de trois feuilles est
réductible (42).

On trouvera plus loin (40, 52, ...) diverses autres propriétés des
réscaux réguliers

est décomposable.

V. — RESEAUX CUBIQUES.

38. Réseaux bicubiques. — Un cas particulier des réseaux régu-
liers est celui des réseaux cubiques (7), qui servent de base au pro-
blémedes quatre couleurs. Commengons parles réseanz bicubiques,
c’est-a-dire dont les sommets peuvent étre répartis en deux catégories,
deux sommets d’'une méme catégorie n’étant jamais joints par un
chemin. Ils sont biparties (52) ou de rang 2 (7). Nous supposerons
qu’ils n’ont pas de chemins multiples.

La classe d’'un réseau bicubique est égale a 3 (53). On peut
donc former un réseau bicubique en partant de circuits pairs dont
on trace des diagonales, ou dont on réunit les sommets deux a deux
par des chemins. Si un tel réseau est d’ordre 27, il a 3n chemins et
son indice (7) est n +1.
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Sainte-Lagué [98] fait remarquer, en outre, qu'un réseau bi-
cubique n’est pas toujours cerclé.

39. Désignons par Ag, A,, ... les sommelts de 'une des catégories
et par By, By, ... ceux de I'autre. Si A, est de cote o (8), les som-
mels B reliés a A, seront de cote 1, les sommets A, reliés a ces som-
mets B, de cote 2, etc. Le nombre Ny des chemins qui vont de la
cote k —1 a la cote k est multiple de 3. Ceci résulte de I'identité

Ni+ Nigg = 3my,

dans laquelle m; désigne le nombre des sommets de cote £.

Si oz, B, Yt sont les nombres des sommets de cote & auxquels
arrivent respectivement 3, 2 ou 1 chemins provenant de la cote £ —1,
ona:

3ap—+2Bi+ yi= Ny, 2+ Br+ ye = my, Ba—+ 27 = Ngii.

Ny est de méme parité que ax vk et compris entre my et 3 my.

On peut établir qu’'un réseau bicubique n'a pas d’isthme, et, si
dans un réseau bicubique on a séparé les sommets et les chemins
en deux groupes n’ayant en commun aucun chemin, malis seule-
ment r sommets d'une méme catégorie A, le nombre total des
chemins allant de ces r sommets a l'un ou a Uautre des groupes
de sommets est divisible par 3. Toutes ces propriétés s'étendent a
des réseaux biparties réguliers quel qu’en soit le degré.

40. Réseaux bicubiques cerclés. — Sainte-Lagué [98] considére
certaines familles de réseaux bicubiques cerclés (5), représentés, si
I'on ‘veut, a I'aide d’un cercle avec 2 points de division alternati-
vement A et B, réunis par n cordes qui joignent chacune un sommet A
a un sommet B.

Si les n cordes sont les n diamétres, on a un réseau bidiamétral.
n -1

Il est de dimension

.

On peut parfois répartir les n cordes en deux catégories telles que
les cordes d’'une méme catégorie ne se recoupent pas a I'intérieur du
cercle, ce qui donne un réseau sphérique (7). En groupant en une
seule, dans chaque catégorie, toutes les cordes voisines, on se raméne
facilement au schéma constitué par un polygone convexe découpé de
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fagon arbitraire par des diagonales ne se recoupant pas. Le cas ot dans
chaque catégorie le schéma se réduit & un polygone ayant un seul
coté est celul des réseanx semi-carrelés biparties.

En supposant n =27/, partons d’un cercle divisé en 2n parties
égales. Si n=v 4+, avee ¢ = 2¢', (v = 2w’ (v Sw'), on peut sup-
poser que le réseau est formé de ¢ cordes paralléles verticales et
de v cordes paralléles horizontales, chaque corde de I'une des
familles coupant toutes celles de I'autre. On a ainsi un réseau car-
relé bipartic, pour lequel la dimension (8) prend toutes les
valeurs de ¢ 2 a »' +1. Si ¢'=w', la longueur du réseau
est 20" 41 et sa largeur ¢ —+ 2. Il n’est rond que si o' =w'=2.

41. Les réseaux bicubiques ayant au plus 16 sommets, sont tous
cerclés [98]. Pour les noter, on peut désigner par Ay, B,, A, B,,
A,, B,, ... les sommets consécutifs d’un circuit. Une notation telle
que 5201 signifiera qu’il faut joindre Aya B;, A, a By, Ay a By, ete.

Avec cette convention, le seul réseau bicubique de 6 sommets peut
s'écrire : 120; il est bidiamétral. Il y a un seul réseau de 8 sommets :
2031; il est semi-polygonal, carrelé et sphérique. Des deux réseaux
de 10 sommets: 23401 et 24301, le premier cst bidiamétral. 11 y a
5 réseauxa 12 sommets : 123450, 143052, 120433, 134520 et 140523;
le premier est semi-polygonal. Il y a 12 réseaux a 14 sommets :
3456012, qui est diamétral; 2345601, semi-polygonal; 1250634,
semi-carrelé et sphérique; 1205634, 3504162, 5430621, 3.465012,
3465102, 5304621, 3241063, 5204163 et 2645130. Enfin voici les
37 réseaux de 16 sommets :

12345670 36402715 1230567 23456701 52741630
32017645 16042375 1307564~ 16532370 67042315
56742310 32047615 25317640 24317603 12106375
12407635 24361075 42360175 23641075 11306275
12605734 46572310 14362370 58716240 23516710
52701634 135 {6270 32547601 43032671 64052671
65402731 33067216 33716024 32457601 25160371
26501734 23456710

A la premiére ligne, les réseaux sont, le premier et les deux der-
niers semi-polygonaux. Le premier est, en outre, carrelé et sphérique,
le second réseau de la ligne est semi-carrelé et sphérique et le troi-
sieme sphérique.
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42. Théoréme de Petersen. — Un réscau cubique ayant moins de
trois feuilles est réductible [34](37). La démonstration donnée par
Petersen a 616 trés simplifiée par Brahana[ 93], puis par Errera[24, 95].
Nous donnons ici une démonstration analogue a ces derniéres [99];
nous supposerons cependant qu’il n’y a aucune singularité : isthme
ou feuille, restriction sans importance pour les applications au pro-
bléme des quatre couleurs (1, 2). Le théoréme de Pelersen s’énon-
cera alors comme suit : les chemins d'un réseau cubique sans
isthme, ni chemin multiple, peuvent toujours étre répartis en
deux catégories de telle facon qu'a chaque sommet aboutisse un
chemin de lu premiére catégorie et deux de la deuzxiéme.

43. Avec Petersen, nous supposerons rouges tous les chemins de
la premiére catégorie ou « chemins R », et bleus ceux de la deuxiéme
catégorie ou « chemins B». Nous allons procéder par récurrence en
supposant le théoréme exact pour Lout réseau ayant moins de som-
mets que le réseau (p) considéré.

Supprimons dans (¢) un chemin quelconque MM/, ainsi que les
sommets M et M’ (fig. 7), ce qui donne (), dont on répartit les

Iig. 7.

(e

chemins en deux catégories R et B. Les deux demi-chemins PM
et MQ ont naturellement la méme couleur ainsi que, P'M' et M'Q".

Appelons chaine alternative toute chaine a chemins alternati-
vement B et R. On a 4 cas possibles : 1° PMQ et P'M'Q" de (py)
sont B. 11 suffit alors de rétablir MM’ en le marquant R; 2" il y a une
chaine alternative qui va de M a M'; on y échange alors les couleurs
et I'on rétablit MM’ que I'on marque B; 3° PMQ est R, P’"M'Q’" est B
etil y a une chaine alternative qui, commengant cn M, y finit. On y
échange alors B et R, ce qui redonne le premier cas.
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Reste le seul cas ou 'un au moins des chemins PMQ, P'M' Q’, et
nous supposerons que c’est PMQ, est R, aucune chainc alternative
issue de M ne se terminant en M.ou en M. Nous allons prouver que
ecci conduit a une absurdité.

44. Sur la figure (fig. 7), nous avons marqué R le chemin PMQ.
Partons maintenant de M, soit vers P, soit vers Q, et appelons () le
réseau formé par les chemins de (p1) appartenant a I'une au moins
des chaines alternatives partant de M. Tous ces chemins sont
orientés (5), l'origine, ou sommet initial, étant le sommet atteint
le premier en partant de M, eztrémité, ou sommes final, Pautre
sommet. Cette origine et cette extrémité sont dites R ou B, suivant
que le chemin considéré est lui-méme R ou B. Certains chemins, dits
unicursaux (5), qu'ils appartiennent @ une ou plusieurs chaines
alternatives, ne peuvent étre parcourus que dans un seul sens; d’autres,
bicursauz, peuvent I'étre dans les deux sens et ont deux origines et
deux extrémités distinctes.

Les divers types de sommets sont alors donnés par la liste sui-
vante (fig. 8) ou une seule pointe de fleche, > ou <7, indique le

Fig. 8,

B B B B B B B B B B B B B B
Type (@) Type () Typetc) Type(d) Type (o) Type(f) Type(g)

sens de parcours d’un chemin unicursal, les chemins bi-cursaux
ayant une double pointe ><. Le type(g), dont aucun chemin n’est
parcouru par une chaine alternative, existe peut-étre dans (p1)s
mais non dans (p;). Entre les nombres a, b, ..., des sommets de

types (a), (&), ..., existent deux relations linéaires que I'on établira
sans peine.

c—2a+f+4=0 et c+ad—2e—f=o.
45. 2a=c+ f-+4 ne peut étre nul; donc il existe des chemins

bicursaux qui forment un ou plusieurs réseaux simples; soit (23) I'un
de ces réseaux. Il ne peut contenir que des sommets (@), (b)
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ou (¢). On n’accéde a (g3) que par des sommets (@) et on n’en sort
que par des sommets (c).

On établit que (o3), qui contient au moins un sommet du type (a),
n’en contient pas un autre; le nombre des réseaux (p;) est alors a.

Dans (g3), dont tous les chemins sont bicursaux, chaque chemin B
aboutissant & deux sommets, le nombre total des chemins B rattachés
aux sommets de (2) doit étre pair; donc ¢ est pair et au moins égal
a 2, ce ui entraine ¢ 2 2a, résultat absurde, puisque ¢ —2a + /44
est nul. On a ainsi achevé de justifier le théoréme de Petersen.

46. Réseaux unicursaux et bicursaux. — On peut poursuivre cette
étude [99] et considérer un réseau cubique (o), dans lequel, d’aprés
ce qui précéde, se rejoignent a chaque sommet un chemin R et
deux B. On peut voir que tout sommet est atteint par une des
chaines alternatives qui, partant d’'un sommet M arbitraire, y
commencent. par un chemin R. 11 faut ici ajouter un sommet du
type (1) qui est M, dans le cas ou aucune chaine n’y retourne. Les
relations précédentes deviennent :

c—2a+f+2h=o0 et ¢c+2d—2e—f=o.

Si (') est contenu (5) dans (o) et a ses chemins tous bicursaux,
il ne peut avoir qu'un sommet (@) et a au moins deux sommets (c),
d’ot ¢ 2 2a, ce qui entraine :

¢c=2a, f=o, h=o, e=a-+d.

Donc le type (&) n’existe pas et I'une des chaines alternatives issues
de M y retourne. De plus, puisque seul un sommet (f) peut ratta-
cher un sommet (g) aux autres, g est aussi nul, ce qui justifie
I'énoncé.

47. Bornons-nous maintenant aux réseaux de puissance 4, qui
servent dans le probléme des quatre couleurs (1,2). Unréseau (p')
n’existe pas, car il ne serait rattaché a () que par unsommet (@) et
deux (c¢), soit trois chemins; donc : dans un réseau cubique de
puissance 4, tous les chemins sont unicursaux, ou bien ils sont
tous bicursaux, a lexception de trois chemins issus d'un méme
sommet. Dans le premier cas, le réseau est dit unicursal, et bicursal
dans le sccond.

On établira [ 99] que, dans un réseau unicursal, toutes les chaines
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alternatives joignant deux sommets donnés ont des nombres de
chemins de méme parité. Tous les circuits sont pairs; donc tont réseau
unicursal est bipartie; ce cas se raméne a celui des réseaux bi-
cubiques (38). Il ne resterait & considérer que les réseaux bicursaux.

Signalons encore, comme application immédiate du théoreme de
Petersen [99], qu'un réseau cubique est de classe 3 ou j.

Disons enfin que le théoréme de Tait [100] qui est a la base du
probléeme des quatre couleurs (1,2), peut s’énoncer : un reseau
cubique sans isthme est de classe 3. On n’en connait pas de
démonstration.

VI. — TABLEAUX.

48. Matrices. — Une idée que I'on retrouve chez divers auteurs,
comme de Polignac [22], Brunel [51]|, Chuard [41]. Sainte-
Lagué [122] est celle qui consiste a associer & un réseau donné un
tableau rectangulaire (10, 24). Nous allons examiner un mode de
représentation proposé par Poincaré [117 a 120] et étudié par
Veblen [125], Alexander [101] et Chuard [41], dont nous allons
analyser le mémoire. .

Dans un réseau orienté (5), un sommet peut ne pas appartenir au
chemin et alors on représente par o cette liaison, ou en étre sommet
initial, ce que I'on représente par -+ 1, ou enfin sommet final, ce
que l'on représente par — 1.

Associons & un réseau (R) un tableau (T) ou chacune des p
colonnes correspond a un chemin et chacune des n lignes a un som-
met. Chaque case sera occupée, suivant la liaison, par o, 1 ou — 1.
Ce tableau (T') s’appelle la matrice du réseau (R).

49. Ceci posé, on établit que la valeur absolue § d’'un détermi-
nant quelconque A & 1 éléments du tableau (T) est égalea 1 ou o.

Pour interpréter géométriquement une telle étude, appelons réseau
partiel le réseau défini par A. Nous dirons qu’une ligne de zéros
représente un sommet isolé (4); une colonne de zéros un chemin
isolé, amputé de ses extrémités; une ligne avec seulement 1 ou — 1
donne un sommet d’impasse (4); une colonne avec 1 ou—1 un
chemin d'impasse, amputé de son extrémité. De ce qui précede
résultent des énoncés tels que le suivant : le déterminant, matrice



LES RESEAUX. 31

d'un réscau partiel comprenant des sommets ow des chemins
isolés, est nul.

Un arbre (6,9), amputé d'un seul sommet, donne un déterminant
égal 4 1. Un polygone a une matrice qui est un déterminant nul. Si
on lui adjoint diverses impasses dont chacune apporte un sommet
et un chemin de plus, on a un arbre fermé, avec un déterminant-
matrice qui est encore nul. Enfin, on ne change pas la valeur du
déterminant d’un réscau, si on lui ajoute ou si l'on en retranche des
arbres.

Appelons rang de la matrice (T) d'un véseau (R) le nombre des
lignes et des colonnes du plus grand déterminant non nul. Le rang
de la matrice d'un réseau d'ordre n est égal ¢ n—1. Rappelons
que U'indice (7, 15) estp — n 4+ 1 = w. ’

50. Equations linéaires et contours. — Veblen [126], Alexan-
der [101 | et Chuard [41] ont fait correspondre des systémes d'équa-
tions linéaires aux réseaux. Partons, avec Chuard, de (T), matrice du
réseau (R) etintroduisons autant d’inconnues x, r,, ..., x, qu’il y
a de colonnes. A chaque ligne de (T), donc a chaque sommet, cor-
respond unc équation : Xe,2, =0, ¢, élant le nombre 1, —1 ou o
donné par la colonne m. Sous une autre forme, chaque chemin étant
affecté d’un coefficient numérique entier z, on écrit, qu’autour de
chaque sommet, la somme algébrique de ces coefficients est nulle.

Le systéme de n équations a p inconnues que 'on obtient ainsi
est le systéme A du réseau. On peut convenir que le chemin corres-
pondant sera parcouru z fois dans le sens positif si x est positif, et
— x fois dans le sens négatif si & est négatif. Il revient au méme de
supposer (u'un chemin n’est pas parcouru ou I'est & fois dans chaque
sens et un contour nul est un contour qui ne contient que de tels
chemins. '

Un contour, et ce mot a un sens plus général que celui de circuit,
correspond ala somme algébrique £z, ¢y 00 ¢4y €1y - .., €, désignent
les n chemins. Une somme algébrique de contours affectés de coeffi-
cients entiers est encore un contour.

51. (T) contient un déterminant & (n — 1) éléments égal a 1. On
peut supposer qu'il correspond aux inconnues x,, xs, ..., £, —1 €t
aux n —1 premiéres équations, ce qui revient a mettre en évidence
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un arbre dans Je réseau. On a un systéme de solutions pour les x en
donnant a I'une des inconnues z,, Zyy1, ..., Zp, par exemple z,, la
valeur 1, toutes les autres étant nulles. On résout alors le systéme et
I'on s’assurera que les valeurs de z, z,, ..., £,y sont Lloujours
1, — 1 ou o. Suivantle choix de z,, on a p — n -1 = w systéemes de
solutions linéairement indépendants. La liste des valeurs Z=1,0 ainsi
obtenues pour les x est une solution de systéme A, et réciproque-
ment il serait facile de retrouver ici les propriétés des w circuils
linéairement indépendants (15).

L’emploi des matrices et des systémes d’équalions se retrouve
dans l'étude des régions [108, 109, 115, 116], ou dans celle des
configurations schématiques [ 114, 123, 124].

52 Tissus. — Dans le cas, envisagé par Sainte-Lagué [122], ot le
réseau est bipartie (7), les sommets sont répartis en deux catégories
Aet B, un sommet A n’étant jamais joint qu’'a un sommet B et inver-
sement. S’il y a m sommets A, n sommets B, on forme un tableau de
m lignes, une par sommet A, et de n colonnes, une par sommet B,
ou I’on marque 1 toute case correspondante a un chemin AB et o,
ou parfois — 1, toute autre case. I.’échange des 1 et des o remplace
le réseau par un réseau assocté (8).

Un tissu est un tableau dans lequel le nombre p des chiffres 1 est
constant dans chaque ligne ainsi que celui g des chiffres 1 dans
chaque colonne (mp = nq). Ceci correspond a un réseau bipartie
semi-régulier. Sim = n, et par suite p =g, on a un lissu carré qui
représente un réseau bipartie régulier ou, en abrégé, birégulier.

53. La notation des tissus permet d'établir que la classe d’un
réseau birégulier est égale a son degré, ou plus généralement
que lu classe d'un réseau bipartie est égale au degré du terme
qui a le degré le plus élevé. Nous indiquerons plus loin (55) une
démonstration due & Dénés Kinig [106], différente de celle qui
résulte de la notion de tissu.

Cet énoncé revient au fond a dire que dans un déterminant oua le
nombre des 1 est fixe dans chaquc ligne ou colonne, on peut tou-
jours trouver un terme non nul. La suppression du réseau du premier
degré comprenant ces n chemins remplace le réseau birégulier par
un autre dans lequel on séparera de méme un second réseau du pre-
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mier degré, etc. De la découle la démonstration (ue nous ne
reproduirons pas ici [122].

54. 1l est commode, pour étudier les tissus, de supposer fixe le
nombre des lignes. Le tissu est alors de largeur m, sa longueur
élant n. Dans les tissus mi-parties, m et n sont pairs : m = 24,
n=2p. Il y agfois 1 et g fois — 1 par colonne, p fois 1 et p fois —1
par ligne. Le nombre des colonnes distinctes que I'on peut former
est

2Q=ng= (27)!.

Elles sont deux & deux-assocides.

Un tissu élémentaire de largeur m, par définition, ne peut pas
se découper en tissus de méme largeur. Deux colonnes associées A
et A forment un tissu élémentaire. Considérons par exemple des
tissus de largeur 8, pourlesquels Q = 35. Désignons par X,, X,, ...,
Xi, Ay, Ay, ..., Agg, 35 des 7o colonnes et par X, X7, ..., XI, Aj,
A, ..., A, les colonnes associées, le choix des 35 premiéres
celonnes étant arbitraire et celui des colonnes X pouvant étre fail
ensuite de plusieurs fagons, mais étant soumis a certaines restric-
tons. )

Désignons par z; ou a; le nombre de fois que ’on prend dans un
tissu la colonne N\ ; ou A;, si X;ou a; sont positifs ; X; ou A} s’ils sont
négatifs. En écrivant que l'on a bien un tissu, on obtient ainsi
8 équations, dont 'une d’elles : EX; 4+ Za; = o peut étre supprimée,
car elle résulte des 7 autres. On est ramené, quoique avec une inter-
prétation absolument différente, a des calculs analogues a ceux du
systtme A (50). En prenant comme inconnues les z, qui, si les
colonnes X ont été bien choisies, donnent un déterminant égal a 1,
on exprime les 2 en fonction des a, avec des coefficients entiers.

On obtient ainsi un résultat qui peut s’énoncer : il existe, de
plusieurs fagons, un systéme de tissus-bases qui juxtaposés
donnent tous les tissus possibles, avec adjonction algébrique d'un
nombre quelconque de couples de colonnes associées. Un tissu
mi-partie donné ne peut étre obtenu ainsi que d une seule facon.
La considération de tels tissus-bases, qui sont dans le cas considéré
au nombre de 28, montre par exemple que des tissus élémentaires
pcuvent étre de longueur quelconques ; mais si une méme colonne
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ne peut s’y trouver plus d'une fois, il n'en est plus ainsi, el un tissu
de largeur 6 ne peut avoir alors que les longueurs 2, 4, 6 ou 10.
Dans le cas d’un tissu non mi-partie, il est possible de se ramener
a des calculs comparables et d’avoir des équations a coefficients 1 ou o,
avec des déterminants formés de 1 et de o.
A un point de vue un peu différent, les tissus ont été étudiés par

Lucas [111, 112, 143] ou par Gand [ 104].

55. Réseaux biparties. — [.’élude des réseaux biparties peut aussi
étre faite directement. Dénes Konig [ L06] a démontré que (53) : la
classe d'un réseau bipartie est égale au degré du terme qui « le
degré le plus élevé, en s’appuyant sur une propriété classique notée
par bien des auteurs |41, 106, 122|: dans un réseau bipartie, tous
les circuits sont pairs.

L’auteur en déduit des propriétés de tableaux de nombres telles
que la suivante : si dans un déterminant tous les éléments sont des
entiers positifs ou nuls et que, dans chaque ligne ou dans chaque
colonne, la somme soit un méme nombre non nul, il y a au moins
un terme du déterminant qui n’est pas nul, propriété donnée
plus haut (54). Disons enfin que ce méme auteur considére des
réseaux biparties infinis (7).

53. On doit a Errera [ 53] I'énoncé suivant : le nombre maximum
des chemins simples qui, dans un plan. joignent n sommets A & m
sommets B est le double de n + m — 2, si deux chemins ne peuvent
se croiser dans le plan.

Enfin, Hadamard |28 | s’est posé la question : quel est le nombre
des réseaux biparties distincts d’ordre 2n et de degré »? En met-
tant en évidence le nombre r des circuits distincts dont ’ensemble
constitue le réseau, il établit la formule

Nn,/-= Nn—l.r—l -+ Nn—r',r,

ou N,,, désigne le nombre des réseaux a r circuits. Il en déduit les

premiéres valeursde N = f(n) = 2 N,.,:

1

Neeoon.. 12 3 4 5 6 7 8 9 10
N...... 1 2 3 5 7 11 15 22 30 42
Noovenn. o2 13 1y 1> a6 17 18 19 20

N...... 36 77 1ot 135 176 231 297 385 4go 628
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VII. — RESEAUX CERCGLES.

57. Réseaux cerclés. — Ce sont des réseaux pour lesquels il existe
un circuit complet (5). Sainte-Lagué [ 148 ] établit que tout réseauw
polygonal est cerclé. Ceci est évident si I'un au moins des éléments
du réseau (28) est formé d’un seul polygone. Sinon on prend deux
éléments (a), (b), tels que a, b, non premiers avec 22, soient premiers
entre eux, et 'on donne de ce réseau partiel une représentation
torique (7) ou les (a) sont des méridiens et les (b) des paralleles.

On en déduit un quadrillage a 'aide duquel il est facile de justifier
I'énoncé.

Pour les premiéres valeurs dc n, les réseaux bicubiques sont
cerclés (41), mais ceci n’est pas vrai quel que soit 2 ; ¢’est ainsi que :
tout réseau qui a un isthme n’est pas cerclg.

D’ailleurs, sil’on examine les réseaux réguliers les plus simples [ 148],
on trouve pour le degré 2 qu’ils sont tous cerclés. Le degré 3 donne
des réseaux cerclés pour n=4,6,8; pour » = 10, sur 19 réseaux,
2, dont I'un avec un isthme, ne sont pas cerclés ; pour n =12, sur
80 réseaux, 5, dont 4 avec un isthme, ne sont pas cerclés. Pour le
degré 4 [149], n =5, 6, 7, 8, g donnent 16 réseaux, tous cerclés,
n =10 endonne 57, dont 2 non cerclés.

58. Permutations. — L’étude des permutations a été faite bien
souvent et l'on pourra se reporter en particulier a l'intéressant
résumé de Aubry [127]. Ces recherches se raménent immédiatement
a celles qui concernent les réseaux. Numérotons 1, 2, ..., nles points
consécutifs de division d’un cercle partagé en parties égales. A toute
permutation pgr... de ces n nombres, associons le polygone de
sommets pgr... qui sera lc polygone de la permutation. En lui
adjoignant le cercle, on a le réseau de la permutation, réseau régu-
lier, cerclé, d’ordre n. La réciproque ne serait pas exacte, car un Lel
réseau pourrait étre de puissance 2 (8).

Sainte-Lagué [150] groupe les permutations d’aprés la nature des
réseaux obtenus. 1l a utilisé parallelement la représentation de
Lucas [142 | qui considére un tableau carré de » lignes et n colonnes
et associe a la permutation pgr. .. la p'*™ case de la 1™ colonne, la
g™ case de la 2°, etc.
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Pour simplifier 'exposition, nous allons poursuivre cette double
étude sur un exemple particulier, en faisant correspondre a la permu-

Fig. 9.
I
2
7
—°
6
&
5
12456 37

tation A : 1245637 deux schémas qui sont son 7éseau (R), ou son
polygone (P), (fig. 9) et son tableau (T) (fig. 10).

Fig. 10.

I W

1245637

59. Lespermutations circulaires de A : 245671, puis 456712, etc.,
donnent le méme réseau (R); les nouveaux tableaux se déduisent
de (T) par transport de colonnes.

Les permutations additives de A: 2356741, puis 3467152, etc.,
dont chaque élément se déduit de I’élément correspondant de A par
permutation circulaire, redonnent le réseau (R). Les tableaux se
déduisent de (T) par déplacement des lignes.

La permutation inverse de A : 365421, redonne encore le
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réseau (R) et le tableau (T), aprés symétrie par rapport 4 un axe
vertical.

Enfin, la permutation complémentaire de A : 5643251, oul'on a
pris les compléments a 8 de tous les nombres, redonne le résecau (R)
ct le tableau (T), aprés une symétrie par rapport a un axe hori-
zontal. .

A chaque permutation A de n éléments, correspondent ainsi les
4nt permutations du groupe (a) qui ne sont pas toujours distinctes,
comme on le verrait avec 12345367. Elles ont toutes le méme réseaun (R)
et les tableaux se déduisent simplement de (T). D’ailleurs, il vaut
micux envisager ici, non plus (T), mais (§), tableau indéfini, formé
par la juxtaposition de tableaux identiques a (T) et couvrant ainsi
tout le plan.

60. Introduisons maintenant la notion de permutations réci-
proques [127,150]. Ecrivons au-dessous de A, sa réciproque A’ :

Dans A', 1, 2,6, 3, ... indiquent les places occupées dans A par
les entiers consécutifs. Nous verrons que A’ peut étre identique a A.

La permutation réciproque de A’ est A. La permutation com-
plémentaire de A a pour réciproque la permutation inverse de A’.
Les permutations circulaires de A ont pour réciproques les per-
mutations additives de A'. Au groupe () correspond par réciprocité
un groupe (a'). Leur ensemble, avec au plus 8 n* permutations dis-
tinctes, donne les permutations du groupe (A).

Pour déduire du réseau (R) le réseau réciproque (R’), numérotons
non plus le cercle, mais le polygone (D) : 1234567, puis tracons un
second réseau homéomorphe, dans lequel (P) devient le cercle exté-
rieur : c’est le réseau (R') cherché. Donc un seul réseau et quelques-
uns de ses réseaux homéomorphes suffisent a représenter les 8n?
permutations du groupe (A). On en déduit par exemple que, le
nombre des chemins doubles étant le méme dans (R) et (R'), le
nombre des cotés des polygones sous-tendant un seul arcde cercle
est le méme pour deuzx réseaux réciproques.

Les tableaux réciproques (T) et (T"), ou (8) et (4"), sont des tableaux
symétriques par rapport a une diagonale principale.
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A est une permutation aulo-réciproque, si elle est identique a
A'. (T) doit étre alors confondu avec son symétrique (61, T1).

Le classement des premiéres permutations, si I'on ne tient pas
compte de la réciprocité, donne le tableau suivant :

Groupes Groupes Groupes Groupes Groupes
n. n! de 2n. de 4n. de n2, de 2n2. de 4n?.
3 6 1 de 6
4 24 1 de 8 1 de 16
5 120 2 de 10 2 de 50
6 720 1 de 12 1 de 24 3 de 36 6 de 72 1 de 144
7 5040 3 de 14 21 de 98 15 de 196
8 40320 2 de 167 1 de 32 11 de 64 67 de 128 121 de 256

En tenant compte de la réciprocité, ce tableau devient le suivant :

Groupes Groupes Groupes  Groupes Groupes Groupes
n, n! de 2n. de 4n. de nd. de 2n2. de 4n2. de 8n2.
3 6 1de 6
4 24 1 de 8 1 de 16
5 120 2 de 10 2 de 50
6 720 1 de 12 1de 24 3de36 2de 72 3 de 144
7 5040 1 de 14 1 de 28 g de 98 19 de 196 8 de 392
8 40320 2 de 16 1 de 32 7 de 64 21 de 128 47 de 256 49 de 512
61. Cycles. — A la notion de permutations se rattache la notion

classique de cycle, due a Cauchy [134], et qui résulte de la compa-
raison d’une permutation a la suite naturelle des nombres. C’est
ainsi que A contient trois cycles der:1—1,2—2,7—~ et un
eycle de 4: 4—3 —6—5. Ces cycles, comme ’a montré Sainte-

Lagué [150], se rattachent aux schémas précédents. Si nous tragons

Fig. 11.
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par exemple, sur un méme tableau, A etla permutation 1234567, nous
avons (fig. 11) les trois cycles de 1, marqués ici par des points
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entourés d’un rond et le cycle de 4 qui donne un polygone a 8 cotés
tracé en pointillé.

On vériliera que A, son inverse, sa complémentaire et sa réci-
proqueont les mémes cycles. Une permutation est auto-réciproque
st elle n”’admet que des cycles de 1 ou 2 et réciproquement.

A un schéma tel que celui de la figure (fig. 11), on peut associer
un nouveau réseau (), en tragant un cercle divisé en 7 parlies égales.
Le cycle 1 — 1 donne le sommet 1 avec une boucle ; de méme pour
2—2 et 7 —7;le cycle 4—3—6—5 donne le quadrilatére de
sommets 4, 3, 6, 5. Ges schémas sont quasi-identiques a ceux que
va donner le probléme suivant.

62. Probléme des timbres-poste. — On trouve dans Lucas [142]
I'énoncé suivant : de combien de maniéres peut-on replier sur un
seul une bande de n timbres-poste ? Malgré sa grande simplicité
apparente, celte question est restée insoluble.

Si, avant de les replier, on numérote les timbres : 1, 2, ..., n, la
bande pliéc donnera, de dessus en dessous, une certaine permutation.
Il faut distinguer les permutations possibles des permutations
impossibles.

Comme le propose Sainte-Lagué [151 ], représentons par un point
d’une droite chaque timbre de la bande, et par un demi-cercle, ou
un contour analogue au point de vue de 'Analysés situs, la char-
niére qui rejoint chaque timbre au suivant. Nous associons ainsi a
une permutation possible, telle que

2—1—3—6—5—4—7—9g—11—I12—10—38,

un schéma tel que celui de la figure (fig. 12). On obtient ainsi une

Fig. 12.

26\3 6 5/)4- 7 9 n@m 8
&\

courbe qui, i I'on place alternativement les demi-cercles de part et
d’autre, n’a aucun point double. La réciproque est évidente.
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Nous nous bornerons a indiquer les propriétés que voici : si une
permutation A est possible, toute permutation circulaire de A
est possible. Ce théoréme est fondamental, car il met en évidence le
seul groupe simple que I'on puisse former avec de telles permuta-
tions. Il permet de supposer que toute permutation commence par 1.
Si A est possible, la permutation inverse et la permutation com-
plémentaire de A le sont aussi. Pour simplifier ce qui suit, convenons
maintenant de numéroter les points de la droite (fig. 12) dans
I'ordre habituel, puis lisons-les dans I'ordre ou ils sont rencontrés
par la courbe. On a de nouvelles permutations telles que ici :

2—1—3—6—-5—4f{—7—12—8 —11—9 —10,

et les énoncés suivants : le nombre des permutations possibles
commengant par 1, p est égal a celui des permutations commen-

cant par 1, n-+2 —p, ce que 'on peut écrire, avec des notations
évidentes :
Kf= Ky,

Le nombre des permutations possibles commengant par 1,2 est

égal au nombre total des permutations possibles commencant

par 1 et ayant un élément de moins, ou encore :

Ki=Ki= Ky,

en posant :
Ki=K2+K}+...+ K.

Sin est pair, il 1’y a pas de permutation possible commengant
par 1, et suivie d'un nombre impair, ce qui s'écrit

K3 =o.

11 est facile d’avoir des familles de permutations toujours possibles,
par exemple en prenant de facon quelconque des entiers croissants,
puis, arrivé a n, recopiant en décroissant tous les entiers restants. On
peut aussi, de bien des fagons, déduire une permutation possible
d’une autre. Si, par exemple, une permutation se termine par

ceey, n—2¢q, ll—ﬂ(]—l—'l, .y

n—2 n, n—i, n—3, L R—2qg +1,

on peut remplucer ces termes par

., n—2q, n—2g9-+1, n—a2qg-+3, ...,

n+3, n—1, n, n—a2, n—4{, ey, —2q 2.
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Si, entre p et p -1, se trouvent des entiers 7, s, ..., n tels que la
liste
Py TS, e, U, pHI, g1,

comprenne de 7" & « tous les entiers de p + 2 a ¢, on pourra rempla-
cer cette liste par

Sy Py PR, U, il s, T, g1,

Disons encore que si une permutation est possible, elle ne peut
pas consenir au probléme des n reines non en prise sur un échi-
quier de n* cases (72).

(3. On peut donner diverses formules de récurrence. Soit, par
exemple, I, le nombre des permutations impossibles et w, le nombre
des dispositions de p timbres dans lesquelles I'impossibilité provient
uniquement du dernier timbre. On établira les formules suivantes :

[Lh=56...(n—1)w;+6.7...(n —1)ws+...+ (R —1)Wp_ g+ Wy_y,

Ih—nlm = w,.

Les premiéres valeurs de N=/ (n), nombre de permutations
possibles de 2 timbres, sont données par le tableau

N, .12 3 4 05 6 7 8 9 10
|\ DR 1 2 6 16 50 144 448 7472 17676 41600

Pour terminer ceci, considérons une des moitiés du schéma
(fig. 12) en prenant les demi-cercles supérieurs. En refermant sur
elle-méme la droite qui sert de base, on est ramené a considérer un
cercle etdes cordes ne se rccoupant pas. On retrouve ainsi, a quelques
restrictions prés, un réseau bicubique (40 ), mis sous une forme que

l'on rencontre assez souvent dans les questions de Géométrie de
situation.

64. Courbes. — Aux (uestions (ui précédent se rattachent divers
problemes de Géométrie de situation. Beaucoup concernent les figures
formées par un fil posé sur un plan, sans nceuds, et avec seulement
des points doubles apparents [127, 128]. On a, par exemple, I’énoncé
suivant [152] : si une courbe, sans points d'arréts, n’a que des
points doubles, on peut, a chaque croisement, marquer un + et
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un — sur chacun des deux traits qui y passent,de telle fagon que,
st Uon suit la courbe, on rencontre alternativement un +et un —.

Citons encore ici la théorie des caractéristiques due a Kronc-
ker [139] et que nous allons résumer d’aprés Weber [153].

Sur toute courbe fermée, sans point double, nous appellerons sens
positif un sens tel que, par exemple, U'intérieur de la courbe soit a
main gauche. Prenons deux courbes ¢ el ¢ et désignons par le mot
d’enclos la portion intérieure a 'une des deux courbes et extérieure
a 'autre. Un point d’entrée sera un point par lequel, en allant dans
le sens positif sur ©, on pénétre a I'intérieur de ¢. On définira de
méme un point de sortie. Ajoutons maintenant une troisiéme
courbe f (fig. 13). Associons au sens positif sur f, o et 4 le cycle

fy s b /i 90 4y f, ..., ou en abrégé f, », ¢ et au sens négatif le
cycle inverse f, 4, o. Nous appellerons, pour le cycle f, », ¥ point
d’entrée chacun des e points d’entrée I de f dans’enclos ®, ¥, 4 con-
dition qu'il soit sur ¢ et non sur ¢. De méme les s points de sortie S
seront sur ¢ et non sur ¢. Il y a, ici, trois points E et un S. La carac-
téristique k du systéme de courbes f, ¢ est la moitié de la diffé-
rence e — s. Iei, k= 1.

Sil'on désigne par A (f, o, %) ce nombre, on établit quil n’y a
qu’une seule valeur de & pour un cycle f, o, ¢.

(5. Tresses. — Considérons n droites 1, 2, ..., n tracées dans le
plan, et telles que deux ne soient jamais paralléles ni trois concou-
rantes [150]. Coupons-les par une transversale variable A qui se
déplace parallélement & elle-méme, donnant ainsi diverses permuta-
tions. A chaque passage par un point commun & deux droites, on
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vérifiera que le nombre des inversions varie de 1, ce qui permet
I'étude des propriétés des inversions de permutations [127 |.

On généraliserait facilement ceci en considérant une tresse [150],
formée non plus de droites, mais de courbes quelconques, coupées
par une transversale ou une courbe analogue du point de vue de
U'Anralysis situs.

VIII. — EcuiQuikr.

66. Echiquier. — Les points du plan a coordonnées entiéres
forment un réscau que I'on peut considérer comme un échiquier
indéfini. Un grand nombre de questions de Géométrie de situation
se raménent immédiatement a 'élude de tels réseaux. Comme elles
sont souvent insolubles dans le cas général, on se borne habituelle-
ment a des échiquiers de n? cases, ce qui introduit les bords de
Iéchiquier.

C’est ainsi que, sous le nom de carrés ou échiquiers anallag-
matiques | 185, 187, 195], Sylvester [197] considére des carrés a
cases blanches ou noires, dans lesquels, pour deux lignes ou deux
colonnes quelconques, le nombre des variations de couleurs est
toujours égal au nombre de permanences. Leur étude est analogue
a celle des formules de décomposition d’un produit de sommes de
4, 8,16, ... carrés en sommes de 4, 8, 16, ... carrés [178].

67. Un grand nombre de liaisons conventionnelles entre les som-
mets ou cases d’'un échiquier sont précisément représentées par les
pieces du jeu d’échec, ce qui introduit une terminologie classique.

Le roi peut aller d'une case m,n a 'une des 8 cases m,n=1;
m i1,n oum =1, n=1. Il parcourt a chaque pas un des chemins
d’un réseau régulicr de degré 8.

La tour va de m,n a m,p ou p,n. Elle utilise les chemins d’un
réseau régulier de degré 4.

Le fou vade m, na m == p, n= p. Si'on considére m,n comme
case paire ou blanche, ou bien comme case impaire ou noire, sui-
vant que /m et n sont ou non de méme parité, on constate que le fou
se déplace sur des cases de méme parité. En faisant tourncr I'échi-
quier de 45°, on voit que le déplacement du fou est identique a celui
de la tour. On considére parfois le demi-fou [196] qui va de m,n a
m = p, n &= p, les doubles signes étant les mémes, ou étant inverses.
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La reine admet a la fois les déplacements de la tour et ceux du
fou. Elle utilise les chemins d’un réseau de degré 8 Une demi-reine
admet les déplacements de la tour et ceux du demi-fou [196].

Le cavalier vade myna m==1, n2=2 oum =2, n=#=1. A chaque
saut il parcourt I'un des chemins d’un réseau régulier de degré 8.
Une amasone ales déplacements de la reine et du cavalier [ 196].

On considére parfois un échiquier indéfini comme résultant de la
juxtaposition d’échiquiers a n* cases. Toute case de coordonnées
an - p, n -+ ¢ estalors remplacée par p, ¢.case congrue (module n),
dans l'un quelconque des échiquicrs a n? cases, en général dans celui
pour lequel p et ¢ vont de o a n— 1. Avec cette convention, une
reine placée sur la case p, ¢ peut alteindre, ou commande une quel-
conque des cases d’abscisse p ou d'ordonnée ¢ et en outre des cases
qui, ramenées aux cases congrues de I'échiquier primitif, y occupent,
en général, outre les paralléles primitives aux diagonales, des seg-
ments de deux autres paralléles. Une grande reine est une reine
qui commande simultanément toutes ces cases de 'échiquier de
n? cases [ 196].

68. D’apres Lucas’[186], le nombre des sauts distincts que peut
faire le cavalier sur un échiquier rectangulaire de pg cases est :
8pg —12p —12q +16. S'il peut aller delacasem.nam *=r,n =
ouam=s, n £, cerésultat devient 8pg — 4 (p + q) (r+s) + 8rs,
nombre a diviser par 2 si I'un des nombres r, s, r—s est nul.

Les déplacements des autres picces peuvent se ramener a ceux des
cavaliers, ce qui donne pour le nombre des pas du roi :

8pg—G6p—06qg + 4.

Sur un échiquier de n? cases, ce nombre devient 4 (27 — 1) (n — 1).
Le nombre des déplacements de la tour est 222 (n — 1); celui des

deux fous, pris ensemble, %211 (n—r1)(2n—1); celui de la reine,
1 -
g2n(n—1) (3n—1).

69. Problémes de tours. — Lcs dispositions de n tours non en
prise deux a deux sont données par des permutations, question
déja étudiée et sur laquelle nous reviendrons (71). Plus généralement
pour un échiquier de pg cases, Lucas [186] établit la formule sui-
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vante, dans laquelle I, est le nombre de solutions pour 7 tours :
rii,=(p—r—+1)(g—r+1)k.
d’ou I'on déduit
[ i .
E,=r!C,Cy
Partageons maintenant I'échiquier en deux parties et soit T} le-
nombre de fagons de placer r tours non en prise, telles que s soient
sur le premier échiquier partiel et r—s sur le second. On a les
deux formules :

C,=T0+ T+ T2 +...+ T§
et

(p—r)(g—r)Tit = (r—s-2) T+ sTh,.

On en déduit que pour I'échiquier de 64 cases, les nombres f,. de
fagons de placer 7 fous de méme couleur sont donnés par

reo.o.. N | 2 3 4 5 6 7
Sroooioinn . 32 356 r7of 3532 2816 632 16

le nombre F, des facons suivant lesquelles on peut placer n fous
blancs ou noirs, non en prise sur I'échiquier de n? cases, est donné
par '

F, =fu +flfn—l + foSn—2+.. -'l"‘fn—lfi + fu,

ce qui d’aprés Perott [192], pour n =8, donne 2252260 solutions.

70. Lucas [185] cherche le nombre Q. des dispositions o aucune
tour n’est sur une diagonale fixée, ce qui donne le nombre des permu-
tations dont aucun élément n’est a son rang naturel. On a la for-
mule .

Qu=(1n—1)(Qn-1-+ Qu-2),
d’ou I'on déduira

. Qu=nQu-1+ (—1)",
et par suite

On retrouve ceci a partir de P, = n!, nombre des permutations de
n éléments, qui peut s’écrire :

Pr=Qn+ClQu_1+ C3Qpa+...+ CZQIL—/I .= Qy,

Q. —1,Q.—2,... correspondant aux permutations avec 1, 2, ...
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46
tours sur la diagonale considérée. Ceci peut s’écrire symbolique-

ment, daprés Neuberg [190],
P — (Q —+ I)uu.

Ces régles du calcul symbolique s’appliquant aux dérivées, la formule

de Tavlor donne
(P+z2))=(Q +1+ a7,

qui cst vraie quel que soit z, d’od en particulier pour z = — 1
Q(ll):(P_l)ln}.

71. Pour les D, dispositions de »n tours symétriques par rap-

port & une diagonale, ce qui correspond aux permutations «ulo-

réciproques (60), on trouve que
D,= D,—1-+ (’L — ') Dn—'_',

(n—r —1 —2 -3
nin |)+/z(n n(li 2)(n )
¥ 2.1

d’ou
D,=1-+
2
nin-—t)y(n—2)y(n—3)n—4)(n—735)

Pour les B, dispositions symétriques par rapport aux dcux diago-

Bap=2Bap—a+ (20— 2) Byyy,

nales, on a
Bapi1= Ban ct

ce qui permettrait le calcul des termes B.
Le nombre T, des dispositions symétriques par rapport a une dia-

gonale, sans qu’aucune tour soit sur cette diagonale, est donné par

Tow=(2n—1)Tou_a=1.3.5.. (20 —1),

Taps1=0 et

ce qui conduit aux formules symboliques :
D) =- l"l‘—-i—[)(") ou Tu:)=(D_|)’n).
Si 8, est le nombre des disposilions symétriques par rapport au

centre et pour lesquelles aucune tour n’est sur une diagonale, on a
Sap=1(2n—1)Sya+ (20— 2) Sy, 4.

Seuri=0 et
. L . . . .
ce qui, en désignant par G, le nombre des permutations symétriques
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par rapport au centre de I'échiquier, donne
Ganri=Gyu,  GEO= (1)), Gup=oart.nl=20D,,

ou encore

, , n . .
SPPl=(G—1)"W = (2P —1)MW=09'n! — —on-l(n—1)l 4. .+ (—1)~
: T ,

72. Probléemes de reines. — L'un des plus célébres parmi les
problémes de reines est celui « des huil reines », cas particulier du
suivant : de combien de maniéres peut-on placer sur un échiquier
e n? cases n reines qui deuzx a deux ne soient pas en prise ? [156,
184, 194].

Toute solution d’un tel probléme peut se représenter par une per-
mutation et 'on voit que si une permutation est possible, il en est
de méme de la permutation inverse, ouw complémentaire, ou réci-
progue, mais non en général des permutations additives ou circu-
laires. Chaque solution-type donne ainsi naissance, a cause des
symeétries, et, suivant les cas, 4 8, 4 ou 2 solutions distinctes.

Des ¢tudes empiriques ont donné la liste des solutions pour les
premiéres valeurs de n et 'on a ainsi le tableau suivant [ 15%] :

n. . 2.3, 4 5. 6. 7. & 9. 10, . 12.

Solutions - type non

symétriques......... 1o i
Solutions - type avec

une symétrie........ 12 1 4 3 12 18
Solutions - Lype avec

deux symétries...... | f 1 42 89 329 1744
Nombre total de solu-

tions-type.......... I o o 1 2 1 6 12 46 92 341 1566

Nombre total de solu-
tions............... 1 0 0 2 10 4 4o 92 3352 72§ 2680 145032

On a établi que, a partir de n =3, le probléme des n reines a tou-
jours au moins une solution [156], qui peut s’écrire pour n mul-
tiple de 6 plus o ou 4 :

2, 4, 6, ..., n, 1, 3, 5, ..., n—Ii,
et pour 2 multiple de 6 plus 2 :

d,n—2, n--4. ...,8, 6, n,2,n—1, 1, n—5n—75 ...,3 n--3.

Le cas de n impair s’en déduira facilement
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73. On a cherché a placer n grandes reines (67), non en prise,
sur un échiquier de n? cases [1953]. On obtient des dispositions
symétriques qui conduisent a des carrés magiques. Deux de ces
dispositions peuvent donner naissance a une troisiéme, si l'on en fait
le produit. Cest ainsi que les dispositions suivantes sur deux échi-
quiers, de 7% et 52 cases :

1—5—2—6—3—7—4 et 3—1—4—2—3,
donnent comme produit pour 35* cases :

J—1—f—2—5—23—21—92f{—22—25—8—6—9—7—10— 28—126
—29—27—30— 13 —11—1f—12—15—33 —31—34—32—35
—18 —16 —19 — 17 — 20,

ce qui, si'on construit les trois schémas, explique suffisamment le
sens du mot produit.

Le nombre de facons de placer p reines non en prise deux a deux
sur un échiquier a n? cases, est, pour p =12 [189] :

%n(n—l)(n—z)(3n—|)
et, pour p =3 [181, 191,199] :
;%(n—l)(n—li)(zn‘-—mn?'—q— 25n2 —14n 1)

Est-il possible de placer, sur un échiquier de 64 cases, 16 reines de
fagon que, sur chaque ligne, colonne ou paralléle & une diagonale,
une reine ne soit en prise qu’avec une autre au plus? Ceci suppose
qu’il y ait 2 reines par ligne et par colonne et conduit a des permuta-
tions doubles telles que la suivante qui donne une solution du pro-
bléme [156] :

2
E=N

i

8

o O

4 2 1 2 1
6 6 7 3 7

(=1

Le schéma suivant donne le nombre maximum de reines, qui
cst 11, telles que chaque reine soit en prise avec 2 autres et seule-
ment avec 2 [155] (la derniére colonne ne contient aucune reine):

1t 3 7 3 1 35 2
8 6 7 4

Disons enfin que, sur un échiquier de 49 cases [156], on peut
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placer 49 reines de 7 couleurs différentes, les 7 reines d’une méme
couleur n’étant pas en prise 2 a 2. Si A, B, G, D, E, F, G sont dans
I'ordre les couleurs des 7 reines de la premiére ligne, celles des sui-
vantes s’en déduiront par la permutation circulaire qulindiquent les

couleurs de la premiére colonne : A, C, E, G, B, D, F.

74. Quel est le nombre minimum p de reines qui commandent
les n* cases d’un échiquier? [154]. — Il y a, ici, trois hypothéses -
distinctes : a, les p reines considérées deux a deux peuvent ou non
étre en prise; b, chacune des p reines est en prise avec au moins
une autre; ¢, aucune des p reines n’est en prise avec une autre.

Il y a intérét, comme pour le probléme des » reines (72), a cher-
cher d’abord des solutions-type qui a l'aide de symétries donnent
toutes les autres. Nous nous bornerons a donner, pour chacun des
trois cas @, b, c, le tableau récapitulatif que voici [ 154] :

n. 1. 2% 3. 4 5. 6. 7. 8 9. 10. 1. 12
Povennnneennnns I 1 1 2 3 3 4 5 5 5 5 6

a. Solutions-type.. 1 1 1 3 37 1 13 638 ?7 7 1(?) ?
Nombre total... 1 4 1 12 186 4 86 480 ? ? a2(7) ?
P o 2 2 2 3 4 4 5 5 7 6(?) ?

b. Solutions-type.. o 2 5 3 13 140(?) 5 56 ? ? ? 7
Nombre total... o 6 20 42 70 goo(?) 22 352 ? ? 7 ?

F 2 11 1 3 3 4 4 5 5 5 5 ?

c. Solutions-type.. 1 1 1 2 2 17 I gt ? 7 1(?) ?
Nombre total... 1 4 1 16 16 120 8 728 P 7 o(7) ?

Signalons encore les résultats suivants : avec 7 reines groupées dans
un carré central de 52 cases, on peut commander les 13? cases d’un
échiquier; avec g reines groupées dans un carré central de 72 cases
on peut commander les 172 cases d’un échiquier, etc.

75. Problémes de cavaliers. — On s’est posé au sujet des cavaliers
des questions analogues a celles qui précédent et en particulier on
s'est demandé combien il fallait placer de cavaliers sur un échiquier
pour commander toutes les cases [155 ].

D’autre part, Désiré André [158] a cherché sur un échiquier de
largeur 4 ct de longueur n quels sont les nombres de facons P,, Q,,
R., S, dont un cavalier, qui ne recule jamais, peut atteindre chacune
des 4 cases de la n'®™ ligne en partant d’une case donnée. En appli-
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quant la méthode des arrangements complets, il a montré que,

Pn = Qn—2+ l{u—l» Rn = Pn-—l -+ Qn—2+ ,Sn—i,
Qn="Ppa+ R+ S, Sp=Qn+ Ryuy,

d’oti, en désignant par N une quelconque des lettres P, Q, R, S,

Np=12Ny—a+ 2N,y + 4N, 5+ 2N,5— Ny—s,

suite récurrente provenant de I'équation génératrice :

(x+1)(x3— 22— 2 — 1) (T +220 —1)=0.

IX. — MARCHE DU CAVALIER.

76. Probléme d’Euler. — Un des problémes de la Géométrie de
situation qui, comme le probléme des 8 reines, a été étudié par de nom-
breux auteurs est le probléme d’Euler [200, 208, 209, 215, 220].
Comment obtenir tous les déplacements du cavalier qui le font
passer une fois et une seule sur chacune des cases de I échiquier?
Quel est le nombre de ces déplacements? Ce probléme a été étendu
a I'espace a trois dimensions [201].

Les cases de 'échiquier forment ici un réseau a 168 chemins, et
64 sommets, dont 16, dans le carré central, sont de degré 8; 16 de
degré 6; 20 de degré 4; 8 de degré 3 ct 4 de degré 2. Il faut y tracer
des chaines complétes, ou méme des circuits complets (5) sila
case d’arrivée du cavalier coincide avec celle de départ. Ces chaines
s’appellent ici des marches du cavalier, les circuits étant des
marches rentrantes. Certains amateurs obtiennent de 10 4 12 solu-
tions différentes a ’heure et 'un d’eux, en 1860 [215] en a obtenu
de 48 a 50 a I'heure (81).

77. A chaque saut, le cavalier passe d’une case paire, ou blanche,
4 une case impaire, ou noire (67). On en déduit, comme I'a fait
remarquer Euler [ 208, 209], que, dans une marche rentrante, la
somme des numeros dans chaque ligne ou colonne est paire. 11
en résulte qu’il n’existe aucune marche du cavalier sur un échi-
quier de forme quelconque si la différence entre les nombres des
cases blanches et celui des cases noires n'est pas 1 ou o [215] et
aussi qu'il n’'y a pas de marches rentrantes du cavalier sur un
échiquier, carré ou non, dont le nombre des cases est impair.
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78. Pour noter une solution, Vandermonde [221] propose de
désigner chaque casc de I'échiquier, par une fraction ; al'aide des
deux coordonnécs. On peut aussi désigner une case par z)-. On peut
enfin se borner & numeéroter les cases dans I'ordre méme ou le cava-
lier y passe. Avec cette derniére notation la solution classique
d’Euler [208, 209| s’écrit :

58 23 62 15 64 21 54 13

61 16 59 22 55 14 51 20

24 57 10 63 18 49 12 53

9 6o 17 56 11 52 19 50

34 25 36 7 4o 27 48 5

37 8 33 26 45 6 41 28

32 35 2 39 30 43 4 4y

1 38 31t 44 3 {6 29 42

79. Méthodes diverses. — De Moivre [206] met en évidence le
carré central de 16 cases et fait circuler le cavalier dans les 48 autres
cases, en passant le moins possible dans le carré central, sauf ala fin.

Euler [208, 209] trace d’abord wune chaine au hasard, aussi
longue qu’on le peut, et essaie ensuite de la rendre rentrante. On
tiche enfin d’y adjoindre 'une aprés 'autre les cases inutilisées.

Bertrand [ 202] compléte cette méthode en montrant qu’il est pos-
sible de déduire de nouvelles solutions d’une solution déja obtenue.

80. Laquiére [214] étudie les circuits que P'on peut tracer avec
les chemins du réseau, ou marches rentrantes partielles. 11 essaie
ensuite de les relier deux a deux. Il cherche aussi, a obtenir des marches
partielles symétriques. A ce sujet, Lucas [ 215] fait remarquer qu’une
marche rentrante ne peut admettre un axc de symétrie vertical ou
horizontal, ni confondu avec une diagonale, mais il peut admettre un
centre de syméirie. On en conclut qu’en général une marche ren-
teante donne 16 autres marches. Si elle est rentrante, comme on
peut v prendre origine de 64 facons différentes, on en déduit 1023
autres marches rentrantes.

81. Ces symétries ont engagé Euler [ 208, 209] et d’autres auteurs,
comme Roget [218, 219], a chercher une solution du probléme pour
le demi-échiquier, limité a I'horizontale du centre. On double par
symétrie et Euler a montré comment on pouvait raccorder ces deux
marches.
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Ilye Sainte-Marie [210] a partagé a son tour chaque demi-échi-
quier en carrés de 16 cases et en a déduit 31054 144 solutions.

C’est la limite inférieure la plus élevée que l'on connaisse pour le
nombre total de solutions. Une limite supéricure immédiate, mais

vraisemblablement trés éloignée, est donnée par C43

tsy nombre qui a

une cenlaine de chiffres.

82. Méthodes modernes. — Une solution ingénieuse du probléme
d' Euler fut donnée par Warnsdor(f [222]. 1 place chaque fois le
cavalier sur la case d’ou il commandera le plus petit nombre possible
de cases non utilisées. Cette régle, qui donne des solutions dissymé-
triques et non rentrantes, n’a pu étre justifiée, mais est toujours
vérifiée en pratique ct semble vraie pour tout échiquier rectangulairc.
Warnsdorll' pensait que si le cavalier a le choix entre deux, ou plus
de deux cases, il peut prendre n’importe laquelle, mais on a relevé
un ou deux cas ol ce choix n’est pas indifférent.

83. Une autre méthode intéressante est celle de Roget [218, 219].
Ayant divisé I'échiquier en 4 carrés de 16 cases chacun, comme
Laquiére [214] et Flye Sainte-Marie [210], il groupe dans chaque
carré les cases 4 par 4, 4 cascs groupées ayant la méme lettre, voyelle
A, E, ou consonne B, G, comme dans le schéma (fig. 1.4).

Fig. 14.
B E A (¢
A c B E
E B C A
c A E B

Les autres quartiers de I'échiquicr étant notés de fagon analogue,
on réunit les cases qui ont la méme lettre. Si, par exemple, on
désigne par les indices inférieurs 11, 12, 21, 22 les 4 quartiers et par
des indices supérieurs 1, 2, 3, 4 les lignes occupées par A dans un
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de ces quartiers, on aura, pour les A, lIa marche rentrante
y » P )
A?nA’hA?l-‘H:AizA?zA?2’\?z'\é2A%‘.’AnghAgxA§|A:flAé:-

Avec ces circuits,'auteur montre ue I'on peut former une marche
du cavalier qui, partant d'une case donnée, aboutisse a une autre
case donnée, mais de parité différente.

Jaenisch [213] a donné une méthode analogue, au fond, a celle
de Roget.

8%. Partons maintenant, avec Moon [217], comme le faisait déja
de Moivre, du carré central de 16 cases et désignons par A, B, C, D
les cases du carré central et par a, b, ¢, d celles du pourtour, ainsi

que l'indique la figure (fig. 15).

d c o a d c 4 a

En partant d’une case @, on peut suivre I'un ou l'autre des deux
cycles aDbCdAcB et aDeBdAOC. On obtient ainsi diverses
chaines que I'on peut réunir en une chaine unique, qui, en général,
ne sera pas rentrante. Moon montre que 'on peut, a I'aide de ce qui
précéde, arriver & obtenir une chaine utilisant des cases initiale et
finale données.

D’autres auteurs, comme Collinis [205] ont également employé,
mais de fagon dilférente, le carré central de 16 cases et la bordure de
48 cases qui l'entoure. D’autres découpages, comme celui de
Frost [211], ont éLé aussi proposés.
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85. Carrés magiques du cavalier. — Nous terminerons ce qui con-
cerne la marche du cavalier en indiquant que divers auteurs, en
particulier Beverley [203] et Wenzelides [223], ont cherché et
obtenu diverses solutions du probléme d’Euler dans lesquelles en
numérotant les cases dans ’ordre méme ou elles sont parcourues par
le cavalier (78), on obtient un carré magique. La somme dans
‘chaque ligne ou colonne, mais non en diagonale, étant constante et
égale a 260.

Certaines de ces solutions donnent des marches rentrantes, comme
en particulier la suivante que nous donnons a titre d’exemple :

47 10 23 64 49 2 59 6
22 63 48 g9 6o 5 50 3
1 46 61 24 1 52 7 58
62 21 12 5 8 57 § 5
19 36 25 4o 13 44 53 3o
26 39 20 33 56 29 14 43
35 18 37 28 41 16 31 54
38 27 34 17 32 35 42 15
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