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ANALYSE SPECIFIQUE D'UN NUAGE EUCLIDIEN :
APPLICATION A L'ETUDE DES QUESTIONNAIRES

Brigitte Le ROUX"

RESUME — Dans cet article, on propose une méthode d’analyse des correspondances
spécifique qui permet de traiter des questionnaires ot manquent certaines réponses, et ainsi
de s’affranchir du carcan du codage disjonctif complet. La méthode d’analyse spécifique est
présentée dans le cadre général de l’analyse géométrique des données pour un nuage eucli-
dien, puis particularisée a un protocole multinumérique et a un questitonnaire. En particu-
lier, on montre que l’analyse en composantes principales (ACP) bipondérée est privilégiée
dans cette approche, et que l’analyse des correspondances multiples (ACM) est équivalente
d une ACP bipondérée sur variables indicatrices. Enfin, on compare analyse spécifique et
analyse usuelle, en donnant des inégalités sur les valeurs propres et en étudiant la rotation
des sous—espaces principauz lorsque l'on passe de lanalyse globale a l’analyse spécifique.

MOTS CLES — Analyse géométrique des données, nuage euclidien, analyse en compo-
santes principales bipondérée, analyse des correspondances multiples spécifique, stabilité.

SUMMARY — Specific Analysis of a Euclidean Cloud : Application to the study of
questionnaires.

In this paper, we propose a method of specific Correspondence Analysis which allows
to treat questionnaires when some responses are missing, and thus to free oneself from
the yoke of complete disjunctive encoding. The method of specific analysis is presented
within the general framework of Geometric Data Analysis for a Euclidean cloud, then
particularized to multinumerical protocols and to questionnaires. We show that, in this
approach, biweighted Principal Component Analysis (PCA) is privileged and that Multiple
Correspondence Analysis (MCA) s equivalent to a biweighted PCA on indicator variables.
Finally, we compare the specific analysis to the conventional one by writing inequalities
between eigenvalues and studying the rotation of principal subspaces when one goes from
the global analysis to the specific one.

KEYWORDS — Geometric Data Analysits, Euclidean cloud, Biweighted Principal

Component Analysis, Specific Multiple Correspondence Analysis, Stability.
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INTRODUCTION?

L’analyse des données provenant de réponses a un questionnaire se fait couramment
par I’analyse des correspondances multiples (ACM). Mais il arrive que certaines
modalités de réponse aient de faibles fréquences d’observations. On essaie alors,
dans la mesure du possible, de les regrouper avec d’autres modalités d’'une méme
question ; mais il n’est pas toujours possible d’effectuer des regroupements qui aient
un sens. Il peut arriver aussi que 'un des premiers axes soit un axe spécifique,
par exemple un axe des non-réponses, qui ne présente pas toujours d’intérét, et qui
peut sensiblement perturber les autres axes. D’ou deux pratiques I'une et 'autre
courantes :

1. On écarte de I’analyse les individus ayant choisi ces modalités.

2. On met en éléments supplémentaires les modalités de non-intérét (modalités
rares, non-réponses).

Dans le premier cas, on conserve les structures liées au codage disjonctif complet
mais on risque de perdre la représentativité des individus. Dans le second cas, le
tableau n’est plus sous forme disjonctive compléte, ce qui introduit des propriétés
indésirables pour la distance entre individus (cf. remarque §3.2), c’est pourquoi
nous récusons cette pratique un peu brutale. Une solution de rechange, appelée AC
avec marge modifiée a été proposée par B. Escofier, 1987, [6]. La solution que nous
préconisons, dans cet article, est techniquement proche mais d’inspiration différente ;
elle consiste a garder le nuage des individus comme référence et a procéder a une ana-
lyse spécifique du nuage dérivé tenant compte uniquement des modalités dintérét.

Plus généralement, la méthode d’analyse spécifique d’un nuage euclidien que
nous proposons consiste a regarder un nuage (construit une fois pour toutes) selon un
certain éclairage, c’est-a—dire a déterminer des axes principaux sous contraintes, par
exemple en se restreignant a un sous—-espace d’intérét, comme le support d’un sous-
nuage d’individus ou celui d’un nuage dérivé (nuage inter, etc.). Cette méthode ap-
pliquée a un protocole multinumérique releve de I’analyse en composantes principales
sur variables instrumentales (ACPVI) introduite par Rao, 1964, [12] et développée
par Sabatier, 1984, [14].

Au §1, nous rappellerons des propriétés sur les directions et variables principales
d’un nuage euclidien selon le point de vue adopté par Benzécri, 1973, 1], TIIB n°2,
§5 et Rouanet & Le Roux, 1993, [13], chap. V & VI, puis nous les appliquerons a un
protocole multinumérique pour lequel le profil d’un individu a le statut d’une mesure
(par exemple, un tableau de transition), d’ou les propriétés et formules de I’analyse
en composantes principales bipondérée (ACP bipondérée). Au §2, apres avoir rappelé
les formules de l’analyse des correspondances multiples (ACM), nous montrerons
que ’ACM est une ACP bipondérée particuliere. Au §3, nous présenterons 1’analyse

2Ce travail a trouvé son origine dans une collaboration (en cours) avec Jean Chiche (CEVIPOF)
sur la construction de I’espace politique frangais, qui nous a conduit a une communication aux
XXXemes journées de Statistique de Rennes, 1998, [10], ainsi qu’a une contribution & la conférence
internationale “Empirical Investigation of Social Space” au Zentralarchiv fiir Empirische Sozialfor-
schung a Cologne (Octobre 1998).
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spécifiqgue d’un nuage euclidien, en particulier celle d’un questionnaire. Au §4, nous
comparerons les valeurs propres des deux analyses et étudierons la rotation des sous—
espaces principaux lorsque l’on passe de ’analyse globale a I’analyse spécifique.

1. ACP BIPONDEREE

Nous commencerons par rappeler la méthode de détermination conjointe des di-
rections et variables principales d’'un nuage euclidien, puis nous présenterons ’AcP
bipondérée d’un protocole multinumérique.

1.1. DIRECTIONS ET VARIABLES PRINCIPALES D'UN NUAGE EUCLIDIEN

Nous reprenons les notations de Rouanet & le Roux, 1993, [13]. Soit I/ un espace affin
euclidien de dimension K, et V I’espace vectoriel sous—jacent. Soit I un ensemble
fini (non vide) et (M!,n;) un nuage de points pondérés de U (Vi € I : n; > 0
et n = Y n;). L’ajustement linéaire d’un nuage euclidien consiste & déterminer
i€l
le sous—espace affin £ de U de dimension p par rapport auquel 'inertie (moment
d’ordre 2) du nuage M’ (Y n;d?(M’, £)) est minimum, c’est-a—dire, si H' désigne la
i€l
projection orthogonale du point M’ sur £, tel que Y n;(M*H’)? soit minimum. Pour
i€l

cela, on ajuste successivement p droites principales, qui passent par le point moyen
G du nuage, et qui forment une base orthogonale de L.

Notons R! I’espace (vectoriel) des variables sur I muni du produit scalaire

vzl eR!I,Vy! eR!: (z!|y') = ¥ fiz'y' (avec f; = ni/n), et (6})icr sa base cano-
iel

nique. Les directions principales du nuage M/ s’obtiennent & partir de la décomposi-

tion singuliére des homomorphismes adjoints Vac et Vac* ( Vac pour Variable Cova-
riante) définis par (cf. [13], §VI-1-f) :

Vac: Vv —R! Vac*: RI — VY
@ — o = ((Gﬁ'l?)) (1) ' —s Zf,x’(—jﬁ’ (2)
iel iel

Les formules de passage du vecteur principal normé @, a la variable principale
réduite 2/ et vice—versa (cf. [13], p. 140) sont telles que :

Vac (a}) = &2} avec ||af]| =1
Vac*(zf) =& ot et Y fi(28)? =1(= Var z}) (3)
iel

La coordonnée (principale) du point M¢ sur I’axe principal (G, o) est égale a & z%,
et est notée y; ; la variance du nuage projeté est égale a A, = £7.

1.2. ACP BIPONDEREE

Soit (zf)rex un protocole multinumérique de K variables sur (I,n;), et wg =

(wr)rex une pondération sur K (Vk € K : w; > 0). Le profil Th = (z})kex de i,

considéré ici comme une mesure sur K, est élément de Ry, espace des mesures sur

(K.wk), muni du produit scalaire Vux €Rg,Vvg €Rg: (uklvg) = kE}C Uy Uy T ;
€
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ce profil est représenté par un point pondere (Mf, n;) de lespace affin euclidien U,
muni du repeére cartésien orthogonal (0,( 6 k)keic) avec || 0 "|| = 1/\/@k, le point

M:? est défini par : OMi = > x4 TH . et la distance entre les points M® et M? est
kElC
égale a :

d(i,i') = (%C (i = 2i)* ;:5)2)1/2 (4)

Relativement aux couples de bases (6! );c; de R et (7’“) rex de V, les applications
Vac et Vac* (cf. les définitions (1) et (2)) sont telles que :

Vac(?k) =) MJ{ Vac*(6]) = Y fi(z} — %) _} (5)
i€l Wk keK
ou Ty = Z fizt désigne la moyenne de la variable z7.

Posons Eg’ Z are 0 T , les formules de passage (3) s’écrivent alors :
p

¥ (ah — Tk) are/wn = &ezf =1} avec Y (ape)?/wp =1
kex ‘ . ek (6)
'ezlfi (z%, — Tr) 2} = Eeane et EX:Ifi(ZZ)z =1

Propriétés. Les variables principales sont centrées (3 n;y; = 0), leurs variances
i€l
sont égales aux valeurs propres (Vary; = A, = £7).

Cas particuliers

e Si ’on effectue I’ACP bipondérée par fr = (n;/n)icr et fx = (ng/n)kex du tableau
de transition fk associé a la mesure effectifs njx (fi = ni/n;), on obtient les
formules de transition de ’analyse des correspondances de njk, en remplacant dans
les formules de passage (6), d’une part z} par f}, d’autre part Ty et wy, par fi, et
enfin ays par f 25

e Si le profil de i est une wariable sur (K,wg), notée ¥ = (z*)cx, on obtient,

en remplacant dans les formules (6), d’une part i par 2* et 7 par 7% = ¥ fiz™

i€l
d’autre part 1/w;, par wy et ax par af, les formules de passage de ’ACP bipondérée
d’un tableau de notes (cf. [13], §VII-2, p. 168).

2. ACM ET ACP BIPONDEREE

L’analyse des correspondances multiples (ACM) s’applique a un protocole a valeurs
dans le produit cartésien de plusieurs variables catégorisées (questionnaire).

On note Q l’ensemble des questions (@ son cardinal), K <¢> I’ensemble des
modalités de la question ¢ (K, son cardinal), avec K<¢g> NK<¢>=0siq # ¢, et
K= qléJQ K<q> 'ensemble de toutes les modalités (K son cardinal); ny, U'effectif de

la modalité k, et fr = ni/n sa fréquence.
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Soit I un ensemble de n individus ayant passé le questionnaire. Chaque individu
donne une réponse et une seule par question. Apres codage disjonctif, on obtient le
protocole des K variables indicatrices (df )xex, avec 6i = 1 si i a choisi k et 0 sinon.

Rappelons qu’en ACM, ’espace affin U est muni de la métrique définie par w; =

fr/Q, avec || d k” = 1/,/fk/ , que le nuage M! est équipondéré (n; = 1) et défini
par ((W” > (6:/Q) 6 k),@] que la distance d(i,i') entre deux points M* et M
ke

est telle que :

85— 5:" )2 1/2
d(, ) = ( (k—-’£—> 7
G0 ={ % "an ©
et que les formules de transition (cf. [13], p. 265) entre les ¢-émes variables princi-
pales réduites zX sur K et z] sur I s’écrivent :

S oH/Q=t  avee T HGEH/Q=1

keK<i> ex (8)

2y = & 2f et ¥ (z)%/n=1

iel<k> i€l
ou K <i> désigne 'ensemble des ¢ modalités choisies par l'individu i, et I<k>
I’ensemble des individus ayant choisi la modalité k.
Sil’on effectue 1’ACP bipondérée du protocole des K variables indicatrices (0} ) kex,
muni des pondérations n; = 1 et wp = Qfr : lespace affin & est muni de la
métrique @y = Qfx (avec || 4 k|| = 1/\/QF%), le nuage M! est défini par (O_M)’ =

Y 8% 8 *)icr, et la distance entre deux points M? et M¥ (cf. formule 4) est égale a
kek

la distance de I’acM (formule 7).

PROPOSITION 1 L’AcP bipondérée du protocole des K variables indicatrices, muni
des pondérations n; =1 et wy = Q fi, est équivalente a I’AcCM du protocole disjonctif
complet, en ce sens qu’elle donne les valeurs propres Ay et les variables principales
réduites (2} sur I et zf sur K) de l’acM.

En effet, en remplagant dans les formules (6) zi par &;, f; par 1/n et @y par
Q@ fx, on obtient les formules de passage suivantes :

gx(fsi — fr) axe/(Q fi) = €e2f  avec kgc(akl)Q/(Q fi) =
25222/71 = € et Z(ZZ)Q/nzl

i€l

(9)

apres simplification de la 2éme équation, puisque f; 3 zi/n = 0 (la variable princi-
i€l

pale 2} est centrée). De cette équation, on déduit que, pour & # 0, axs = (are)rex
est un contraste sur K. En effet : ¥ d; = @ (protocole disjonctif complet), donc
kex

& Y ane=2 (% &)at/n=Q % 2i/n =0.
kek icl kex it . .
La premiére équation (9) se simplifie alors en : ¥ &% are/(Qfx) = &2l
Kek

En posant zf = a/ fi dans les équations (9), on retrouve les formules de tran-
sition de ’AcM (cf. équations (8)), d’ou ’équivalence.

On en déduit les coordonnées (yi = & 2})ic; des individus, et (y§ = & 2f)rex des
modalités.
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3. ANALYSE SPECIFIQUE

Nous poserons d’abord le probleme de 1’analyse spécifique pour un nuage euclidien,
puis nous présenterons ’ACM spécifique.

3.1. ANALYSE SPECIFIQUE D’'UN NUAGE EUCLIDIEN

L’analyse spécifique d’un nuage consiste a déterminer ses directions principales sous
la contrainte de leur appartenance a un certain sous—espace.

On reprend la démarche générale rappelée au §1.1., appliquée a un sous—espace £
de A C U (on suppose que A passe par G). Notons A’ la projection orthogonale du
point M? sur A et B sa projection sur .4+, supplémentaire orthogonal de .A passant
par G.On a :

Gl\?i = GA)i + GB)i avec 51?" 1 (ﬁ?i

Le point H, projection orthogonale de Mt sur L, est aussi projection orthogonale
de A* sur £, d’ou : (M'H')? = (MFA?)? 4 (A'H')?, et

Yo md(M, L) =) nid (M, A) + > nid? (A%, L)

i€l i€l iel

En conséquence, le sous—espace £, de dimension p, de A par rapport auquel l'inertie
du nuage M? est minimum est le premier sous-espace principal de dimension p
associé au nuage A’ : les coordonnées spécifiques de M* sont égales aux coordonnées
principales de A?; la variance du nuage spécifique A’ est toujours inférieure ou égale
a celle du nuage global M’.

Remarque

L’application de l’analyse spécifique d’un nuage euclidien a une ACP bipondérée
est directe. En termes statistiques, cela revient a déterminer des variables principales
du nuage M’ qui sont des combinaisons linéaires des variables d’intérét.

3.2. ACM SPECIFIQUE D’UN SOUS—ENSEMBLE DE MODALITES

Nous traiterons, dans la suite, le cas de I’analyse spécifique d’un questionnaire par
restriction de ’ensemble des modalités a un sous—ensemble X' de modalités d’intérét
(de cardinal noté K'). On notera K, l'ensemble des autres modalités et K, son
cardinal (avec donc K = K' UK,). On définira naturellement la distance entre M’
et M? en restreignant, dans la formule (7), la sommation & X' C K :

Ve (62:_615)2 12
d(i,7) = (k%;/ 0 ) (10)

L’équivalence entre ACM et ACP bipondérée nous amene a considérer ’espace eucli-
dien U et le nuage M! définis 4 la fin du §2., le sous—espace A engendré par ( & *)rex,
et le nuage A’ projeté sur A, avec A’A” = d'(i,7') (formule 10).

L’AcM spécifique du nuage M! consiste & déterminer les directions principales du
nuage A, c’est-a—dire a effectuer ’ACP bipondérée du protocole des K' variables
indicatrices (8} )rexs, muni des pondérations n; = 1 et @ = Q f.
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Apres avoir remplacé dans les formules de passage (9), § par /g, are/fi par
t¥ /. /lig et 2} par ti/ /i et en restreignant, dans la premiére équation, la sommation
a K', on obtient :

S #Q- T ht/Q=ymt  avee T &7 =

keEX!<i> ‘ kElC" (11)
S tijmo= yEth (ke K) et ¥ (t)2/n =
icl<k> el

Dans I’analyse spécifique d’un questionnaire, on prendra t; comme coordonnée
de l'individu i, et t¥ comme coordonnée de la modalité k.

Propriétés
e Si tf désigne la moyenne des {~eémes coordonnées principales des points M’

correspondants aux individus ayant choisi la modalité k (tf = ¥ t/n;), on
ielk>

a, d’apres la deuxiéme formule de (11) : % = /Bt

Cette formule de passage permet aussi de déterminer les coordonnées princi-
pales des modalités supplémentasires.

e Les modalités k € K<g> d’une question ¢ déterminent une partition du nuage

des individus, d’ot ¥ itk =0,et ¥ ntf = 0: les variables principales
keK<g> kek<g>
ne sont pas centrées sur K'<¢g>, elles les sont sur £<g>.

Pour chaque question, les moyennes des coordonnées principales
des modalités actives (modalités d’intérét) et supplémentaires d’une
méme question sont nulles.

o T fiu(tH)?/Q =1
ke

La somme des carrés des coordonnées principales des modalités ac-
tives (pondérées par fi./Q) est égale d la valeur propre.

o Vartf = kgo fr (6)%/Q + kEZ;C Fu(t5)?/Q > e

3.2.1. Algorithme de calcul

1) On détermine la matrice symétrique T, de terme général :

1 frr 1 [ ' ,
| = — -_ = ! ’k
Trk QX fkfk/ C2)( fkfk (kGK: E’C)

2) On diagonalise T'; d’ou les valeurs propres i et les vecteurs propres normés cgy
(avec ¥ &, =1).
kex!

3) On calcule les coordonnées des modalités (variables principales sur K') :

ty = /e cue/\ Fi/ Q@
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et les coordonnées des individus (variables principales sur I) :

ve= Y cau/\Qfk— Y. cue/\/fr/Q

keK'<a> kex’

Ona Y tpw \/f’,’c # 0 : T n’a pas de valeur propre triviale nulle.
kiek

3.2.2. Commentaires méthodologiques

1) Le choix de l'analyse spécifique plutot que celui de I’Ac du sous—protocole
(8%)kex: est motivé par la remarque suivante.

Si l'on effectue I’AC du sous—protocole, pour tout couple d’individus n’ayant
choisi que des modalités de d’intérét (k € K'), la distance diminue tout en restant

proportionnelle a la distance d de I'acM (= d41/N'/(nQ), avec N' = ¥ n; <
kek!

n @) ; mais, pour un couple d’individus qui ne sont en désaccord que pour une
question, 'un ayant choisi une modalité d’intérét et ’autre pas, en raison de la
normalisation, les modalités d’intérét des autres questions et pour lesquelles ils sont
d’accord interviennent dans la distance (propriété indésirable).

Par contre, si 'on procede a ’analyse spécifique, pour tout couple d’individus
n’ayant choisi que des modalités d’intérét, la distance est inchangée (d' = d), et pour
deux individus qui ne sont en désaccord que pour une question, I’'un ayant choisi une
modalité d’intérét et ’autre une modalité k de non—intérét, le carré de la distance
diminue de 1/(Q fi), et les modalités d’intérét des autres questions pour lesquelles
ils sont d’accord ninterviennent pas dans le calcul de la distance.

2) Les résultats de I’AcM spécifique par restriction de modalités sont proches de
ceux de ’AC avec marge modifiée proposée par B. Escofier, 1987, [6] mais I’approche
est différente.

Dans I’Ac avec marge modifiée, le paradigme est celui de I’Ac : le profil d’'un
individu est (8%/Q)rexr, pondéré par 1/n > (/K'<i> /)/(nQ), et les profils des
modalités sont ceux de I’ACM, & savoir (d%/n)ics, affectés des poids ny/N’. On
vérifie facilement que les coordonnées des modalités de I’AC avec marge modifiée
sont les mémes que celles de ’ACM spécifique, que les valeurs propres sont celles de
I’aAcM spécifique multipliées par n Q/N' (elles peuvent étre supérieures a celles du
nuage de référence M! et méme devenir supérieures a 1), et que les coordonnées des
individus sont égales a celles de I’ACM spécifique multipliées par /n Q/N'.

En AcM spécifique, le nuage des individus, avec ses directions et variables prin-
cipales, est gardé comme référence. En particulier, les valeurs propres de ’AcM
spécifique sont inférieures a celles de I’AcM (donc inférieures a 1), ce qui assure la
comparabilité des analyses ; les taux de variance peuvent augmenter (cf. infra §4).

4. COMPARAISON DES ANALYSES GLOBALE ET SPECIFIQUE

Dans ce paragraphe, on compare les valeurs propres et les sous—espaces principaux
de I'analyse globale et de l’analyse spécifique. On donnera d’abord les résultats
pour I’ACP bipondérée, qui généralisent au cas d’une pondération non élémentaire
des variables ceux de Escofier & Le Roux, 1977, [9], puis pour I’ACM.
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Notons M, A et B les endomorphismes symétriques VacoVac* de R! associés res-
pectivement aux nuages M’ (global), A’ (spécifique) et B! (résiduel). Leurs valeurs
propres seront respectivement notées Ay, p; et §; (rangées par ordre décroissant,
avec leur ordre de multiplicité) ; leurs vecteurs propres normés sont les variables
principales réduites de chacun des nuages. En reprenant les définitions de Vac et
Vac* (cf. formules 5), on vérifie que M = A+ B. On est donc ramené a ’étude des
perturbations des valeurs propres et de la rotation des sous—espaces invariants d’'un
endomorphisme symétrique M par la suppression d’'un endomorphisme symétrique
B positif (cf. Annexe). Dans toute la suite, les endomorphismes M, A et B auront
pour source et pour but le sous—espace de IR! image par Vac du support du nuage
M?, dont on notera L la dimension.

Rappelons tout d’abord que la position relative de deux sous—espaces dont 1'un
est de dimension r et 'autre de dimension supérieure ou égale a r est définie par
r angles w/2 > 0; > 0, > ... > 0, > 0, appelés angles canoniques (cf. Dixmier,
1948, [5]; Benzécri & al. 1973, [1], p.179). Dans toute la suite, on étudiera le plus
grand angle canonique, noté 6, c’est—a—dire le plus grand angle entre tout couple de
vecteurs des deux sous—espaces qui sont projections orthogonales I’'un de l'autre.

On présentera d’abord le cas d’un nuage résiduel B! de dimension quelconque,
puis on affinera les résultats pour un nuage de dimension 1.

4.1. NUAGE RESIDUEL DE DIMENSION QUELCONQUE

En appliquant les théorémes (1) et (2) (cf. Annexe), on compare les valeurs propres
et les sous—espaces principaux des nuages M’ et A’.

4.1.1.  Cas du protocole multinumérique =’

Si I’on écarte K, variables de I’analyse, le nuage B! a au plus K, valeurs propres
non nulles, le théoréme 1 s’applique en posant 3, = 0 pour k > K. En particulier,
les inégalités de Weyl s’écrivent :

A—PBr S < A

Pour £ < K, + 1, 0ona: py > max{Ag,_¢r2; M — 1}

D’apres le théoreme 2, en posant § = (A; — Agy1) pour ’étude du sous—espace
principal associé aux { premieres valeurs propres, et § = inf{(Ar_; — A¢), (Agyr —
Aé+r+1)} pour celle du sous—espace principal associé aux valeurs propres de rang
(,.f+r,ona:

: : P

si f1<d alors: O<7/4 et sin26< 5

Si 'on écarte deuz variables zj, et xi,, on démontre facilement que I'on a :
B = %((Ctak + Ctayp) + \/(Ctalc — Ctay)? 4 4 Cov*(zf|zL) /(= wk,)>

ou Ctay, = Var zf /w; désigne la contribution absolue de zj & la variance du nuage.
Si K, > 2, et si l’on ne connait pas la plus grande valeur propre du nuage B’,

on pourra toujours la majorer par ), Ctay, variance du nuage résiduel.
kEK
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Remarques

1) Les valeurs propres spécifiques u, sont inférieures ou égales a celles du nuage
global. De Var M’ = Var A’ 4+ Var B/ et des inégalités (3) du théoréme 1, il résulte
que l'on ne peut pas conclure sur le sens de variation des taux de variance.

2) La rotation des sous—espaces principaux est d’autant plus faible que ’écart
entre les valeurs propres bordant les sous—espaces étudiés est plus grand, et que la
plus grande valeur propre du nuage résiduel est petite.

4.1.2. Cas d’un questionnaire

Si I'on écarte de ’analyse K; modalités, on applique les résultats précédents avec :

1= Fe o Cov?(zglog) _ 1 o P — fi fi)?
Q W, W @? fi f
Dans le cas de K, modalités d’une méme question g, le nuage résiduel a K, — 1

valeurs propres égales a 1/Q), les autres étant nulles. On remplacera donc, dans les
formules 3; par 1/Q, d’ou :

Ctak =

Ae—1/Q S pe < X
et pour £ < Ky : pg > max{Ag,_s41, A — 1/Q}.
L’angle 6 entre les sous—espaces engendrés par les ¢ premiéres variables princi-
pales est tel que :

1 1 1
si Ap— M1 > — alors 8<n/4 et sin20 < — X ———
¢~ A>3 / S N

Remarques

1) Les valeurs propres de ’AcM spécifique, lors de la suppression d’une question,
sont inférieures ou égales a celles de I’ACM, et sont d’autant plus proches que le
nombre de questions est plus grand.

2) Plus le nombre de questions est grand et plus I’écart entre les valeurs propres
est important, plus faible est la rotation du sous—espace principal associé aux /¢
premieres valeurs propres.

3) Si, au lieu de faire une analyse spécifique, on effectue I’AcM des QQ—1 questions,
alors un facteur correctif Q/(Q — 1) apparait dans les inégalités sur les valeurs
propres, et on ne peut pas conclure sur le sens de variation des valeurs propres (cf.

Escofier & Le Roux, 1975, [8], p. 13).

4.2. NUAGE RESIDUEL DE DIMENSION UN

Si le nuage résiduel est de dimension 1, par exemple si 'on écarte de l’analyse une
seule variable 21, ou dans le cas d’un questionnaire, une modalité k ou une question a
2 modalités, on pourra tenir compte de la position de cette variable ou des modalités
par rapport aux axes principaux.

4.2.1. Cas d’une variable

Notons v I’angle aigu tel que cos 1), est égal a la valeur absolue de la corrélation entre
z} et la f~eme variable principale y} du nuage M!, et ¥, I’angle tel que cos? ¥, =
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¢
'21 cos?t); (carré de la corrélation multiple entre zf et les ¢ premiéres variables
]:
principales du nuage M').
Notons Ctays (= Ctay cos? 1) la contribution absolue des variables zj et de y/

a la variance globale, Ctry, (= Ctage / Var M!) leur contribution relative, et Ctry (=

L
. Ctry) la contribution relative de zf & la variance globale.

— Valeurs propres et tauz de variance.
En appliquant le théoréeme 3, on obtient pour les valeurs propres :

£
max{)\g+1; A¢ — Z Ctakj <pe <N (1 <i< L)
Jj=1

¢
et pour les taux de variance (M) = " \;/ VarM! du nuage global M’ et 7,(A) =
=

¢
> p;/ Var AT du nuage spécifique A’ :
i=1

£
Tg(M) - j§1 Ctrkj

< Tg(A) < L

> 1—_Ctr;n(M)

1- Ctrk

— Sous—espace des ¢ premiéres variables principales.
En appliquant le théoréme 4, on a, en posant m = (A — Agy1)/ Ctay, :

sin 20,

esim>1 alors: §<7/4 et tan?eﬁm

(12)

Le faisceau de courbes ci-aprés donne la borne 6,,,, de 6 en fonction de ¥; pour
différentes valeurs de m > 1.

A Omal‘

/4

osicos’Uy,<m<1 alors : §<7n/4 et tan2f <
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¢
La condition cos? ¥y < m < 1 s’écrit aussi ). Ctag; < A¢ — A1 < Ctay.
7=1
Le faisceau de courbes ci~aprés donne la borne 6,,,, de § en fonction de ¥, pour

différentes valeurs de m < 1.

emaz
2, 77 2,
~ ) 'S0, TSog "s05" S0,
/8
0 ! L | U,

0 /8 /4 3r/8 /2

—- Comparaison des variables principales de rang ¢.
D’apres le théoreme 5, I’angle 6 (a l'orientation pres) entre variables principales
de rang { est tel que :

-1 41
si 6 =inf{(A—1 — Ar) — ¥ Ctagj; (A — Agg1) — 2 Ctag;} > 0, alors :
=1 =

Ctay, « sin 21y
2 é

sinf < (14)
Remarques

1) Les valeurs propres p; et A, sont égales si la corrélation multiple entre la
variable écartée r et les variables principales de rang inférieur ou égal a £ est nulle.

Le taux de variance des ¢ premiers axes de l’analyse spécifique est supérieur
A celui de ’analyse globale si le carré de la corrélation multiple de zf avec les £
premiéres variables principales de 1’analyse globale est inférieur au taux de variance
7¢(M) de 'analyse globale.

2) Si la corrélation multiple de la variable écartée avec le sous-espace principal
étudié est proche de 0 (¥, proche de w/2), la rotation de ce sous—espace restera
petite; si, au contraire, elle est proche de +1 (¥, proche de 0), la rotation pourra
trés vite devenir importante (cf. les faisceaux de courbes).

4.2.2. Cas du questionnaire

Dans le cas ou l'on écarte une modalité d’une question, les formules précédentes
s'appliquent avec Ctay, = (1 — f3)/Q, Ctay = (fx/Q)(yF)? et cos? o, = rf%(yf)Q

Dans le cas ot I’on écarte une question d 2 modalités k et k', le nuage associé a une
valeur propre égale a 1/@ ; les modalités k et k' sont alignées avec le centre du nuage,
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et font un angle 1, avec I'axe ¢, tel que cos® oy = fi(yf)?/(1—fr) = (1= fi)(v¥)?/ fr.
D’ou pour les valeurs propres :

7 — cos? Wi /Q < e < e
et pour les sous—espaces principaux 1,...¢ :

sin 2¥,

o~ 1 lors §<m/4 et tan20<
si Y — Y41 >1/Q alors §<m/4 et tan = QA — Agy1) — cos 2,

Remarque

Pour une question a 2 modalités, seule intervient la qualité de représentation
cos? U, de la question par le sous—espace étudié, alors que si l’on écarte une modalité,
I’éloignement de cette modalité au centre du nuage et son poids interviennent.

4.3. GUIDE D’UTILISATION

Nous appliquerons la démarche a un nuage dont l'un des premiers axes, disons le
deuxieéme, est un axe de modalités particulieres — par exemple un axe des non—
réponses dans un questionnaire — et ou l’on procede a I’analyse spécifique apres
avoir écarté ces modalités particulieres. On supposera que le nuage des modalités
écartées (nuage résiduel) est unidimensionnel, on notera cos ¢, la valeur absolue de
la corrélation entre la variable principale du nuage résiduel et la {-eéme variable
principale du nuage global, et Cta, la plus grande valeur propre du nuage résiduel,
qui est égale a la somme des contributions absolues des modalités écartées.

Supposons les 4 premiers axes de l’analyse globale interprétables, nous nous
proposons d’étudier les trois premieres variables principales de I’analyse spécifique,
en les reliant aux quatre premieres variables principales de ’analyse globale.

4.3.1. Etude de la premiére variable principale

On commence par s’assurer que l’angle aigu, que ’on notera 6;, entre les variables
principales de rang 1 des deux analyses est inférieur a m/4. Pour cela, il faut (cf.
théoreme 4) que la condition A\; — Ay > Cta,cos? ¢, soit vérifiée, c’est-a—dire que
la somme des contributions absolues au premier axe des modalités écartées soit
inférieure a I’écart entre les deux premieres valeurs propres.

D’apres le théoreme 4, si A\; — Ay > Cta,, on majore #; a l’aide de I'inégalité :

sin 2’(/)1

tan 201 S (3T A)/ Ctay) = cos 20

sin 21,
((A1 — A2)/ Ctay) — cos? ¢,
Supposons cet angle 8; tres petit (les théoremes s’appliquent stricto sensu s’il est
nul), alors on passe a ’étude de la 2éme variable principale.

a défaut, on majore ¢, a ’aide de l'inégalité tan 26, <
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4.83.2. Etude de la deuziéme variable principale

Sous I’hypotheése #; = 0, on étudie la rotation de la 2éme variable principale comme
suit’. Si Ay — Ctajcos®9, < Ay (avec Cta, = Cta,sin®¢,) — cest-a—dire si la
deuxiéme valeur propre diminuée de la somme des contributions absolues & 1’axe
2 des modalités écartées devient inférieure & la 4éme valeur propre — alors, dans
’analyse spécifique, I’axe 2 est renvoyé a un rang supérieur a 4. On est donc amené
a comparer les 3éme et 4éme axes du nuage global aux 2eme et 3éme axes du nuage
spécifique.

4.8.83. Etude des troisiéeme et quatriéme variables principales

Pour étudier la rotation de la 3éme variable principale du nuage global, on applique
le théoréme 6 (on notera 63 I’angle aigu entre la 3éme variable principale du nuage
global et la 2éme du nuage spécifique) :
. ) Ctal sin2

Si A3 — Ay < Ctagsin2¢, alors 6 < /4 et sin26y3 < %}—@—.

3= Aq

Si cette majoration est petite, fy3 est petit, la corrélation entre la 2eme variable
principale du nuage spécifique et la 3eme du nuage global est presque égale a +1.

Sinon, et si Ay — A5 > A3 — A4, on peut chercher a établir la stabilité du plan 3-4.

Si la quantité Cta;sin2yy/(As — X5) est petite, les plans sont confondus (ou
presque), on va alors pouvoir déterminer la position de la 2éme variable principale
spécifique dans ce plan®. On a :

2 cos 13 cos Py
((As — Ag)/ Ctay) — (cos? ih3 — cos? 1)4)

tan 26,3 =

CONCLUSIONS

1) L’AcP bipondérée apparait ici comme la méthode privilégiée en Analyse
Géométrique des Données, des que l'on construit un nuage euclidien d’individus
(avec sa distance et sa pondération) — que l’on prend comme nuage de référence
— et que l'on proceéde a plusieurs analyses spécifiques.

2) Le probleme du codage — comme celui des non-réponses — est apparu tres tot
comme crucial en ACM, d’ou les études de son influence sur les résultats de ’analyse :
cf. Escofier & Le Roux, 1975, [8]; Cazes & Lecoutre, 1977, [3]. C’est un souci
constant chez les chercheurs en Sciences Humaines d’éliminer les “modalités non
pertinentes” et d’essayer d’augmenter I'importance des premiers axes, cf. Schiltz,
1983, [15]. En particulier, le codage disjonctif améne a construire des catégories
comme “Autres”, qui sont mal définies et qui regroupent souvent des données de
nature tres différente. Ces catégories “fourre-tout”, qui sont la plupart du temps
sans intérét, peuvent perturber l’analyse. L’ACM spécifique d’un nuage euclidien

3Les théorémes sont appliqués a la restriction des endomorphismes M, A et B au sous—espace
principal associé aux valeurs propres de rang supérieur a 1; en particulier, pour le nuage résiduel,
la valeur propre & considérer est Cta’, = Cta, sin® ;.

4On étudie les restrictions des endomorphismes M, A et B a ce plan (endomorphismes de rang
2), et on applique la formule 16 de 'annexe.
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permet de se libérer du carcan du codage disjonctif complet, tout en conservant les
propriétés essentielles de ’AcCM. On trouvera un exemple d’ACM spécifique (avec
la classification spécifique associée) dans 1’analyse des données “Editeurs” présentée
par Bourdieu, 1999, [2].

Dans les questionnaires d’opinion, 'un des premiers axes est souvent un aze
des non-réponses, qui peut ne pas présenter d’intérét en soi, mais qui risque de
perturber les axes suivants et d’en rendre I'interprétation difficile. On procedera
alors a I’analyse spécifique en écartant les non—réponses; I’étude des non—réponses,
ou plutot des non—-répondants a telle ou telle question, se fera alors a partir du nuage
des individus comme nous I’avons fait dans Le Roux & Chiche, 1998, [10].

3) L’analyse spécifique s’applique aussi lorsque I’on souhaite étudier une ou plu-
sieurs catégories d’individus. Dans ce cas, le point important est celui de la com-
parabilité des résultats : dans l'analyse spécifique, le nuage des individus, construit
une fois pour toutes, est le nuage de référence.

4) La comparaison de I’analyse spécifique a I’analyse globale présentée au §4.
montre que les résultats des deux analyses différent peu si les modalités écartées
sont proches du centre de gravité, ou que leurs contributions aux axes interprétables
sont faibles.

5) Enfin, I’analyse du nuage inter, ou celle du nuage intra (cf. Lebart & al., 1995,
[11], p-335-336, apparaissent comme des analyses spécifiques, I’analyse spécifique par
restriction de modalités en étant la forme la plus simple.

Muise en ceuvre informatique
Deux programmes, 'un concernant I’ACP bipondérée, 'autre ’AcM spécifique
sont disponibles (en version DOS) sur le serveur ftp de l'université René Descartes :

ftp.math-info.univ-paris5/pub/MathPsy/AGD
Le premier programme appelé ACPPON (auteurs B. Le Roux & P. Bonnet) re-
prend et compléte le programme ANCOMP de I’ADDAD ; le deuxieme, appelé ACMSPE,

est une adaptation faite par B. Le Roux & J. Chiche du programme ACMULT de
I’ADDAD®.

5Je remercie vivement P-O. Flavigny (INRETS) qui, par ses conseils et sa participation active,
nous a permis de mettre au point ces programmes dans l'environnement ADDAD.
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Dans cette annexe, nous énongons les théorémes permettant de comparer les valeurs
propres et les sous—espaces invariants de deux endomorphismes symétriques A et C
d’un espace euclidien V de dimension n lors de I’ajout d’une perturbation B. Soit
C=A+B.

On trouvera des démonstrations du théoréme 1, sur la comparaison des valeurs
propres, dans Wilkinson, 1965, [16], p. 100-101. Le théoréme 2, traitant de la
rotation des sous—espaces invariants, est une application d’un théoréme dia a Davis
& Kahan, 1970, [4]; on en trouvera une démonstration simplifiée dans Escofier &
Le Roux, 1975, [7]. Pour les théorémes 3, 4 et 5, portant sur une perturbation de
rang un, on pourra se reporter a Escofier & Le Roux, 1977, [9]; on donnera une
démonstration du théoreme 6, celle—ci ne se trouvant dans aucun des articles cités.

On notera respectivement ay, B¢ et 7 les valeurs propres (rangées par ordre
décroissant, avec leur ordre de multiplicité) des endomorphismes A, B et C.

THEOREME 1 . (1) Pour tous entiers j,k.£, compris entre 1 et n, vérifiant
J+k<t+1, 0na: Ye L aj+ 0k et Yntg1 2 Anoj1 + Pnoktt

(2) Pour1<{<n,ona: Ol[+,8n<’)/[<a{g+/81

(3) Pour1<{<mn,ona: Za]+ Z B; < 27,§2a1+2ﬁ]

j=n—f£+1
Les inégalités (2) sont appelées inégalités de Weyl.

THEOREME 2 . Le plus grand angle canonique 6 entre les sous—espaces invariants
de C et de A associés auz ¢ valeurs propres de rang r,...r + £ — 1 est tel que, en
posant :

d =inf{(ar—1 — @r); (¥rpe—1 — @rye)} avec 1<r<n-—-1 et 1<fl<n—r
0= (ay — agy1) pour r=1 et 1<{<n

st —Pn<6 alors: O<w/4 et sin20§’31+ﬂ"

Remarques

1) Cette majoration peut aussi s’exprimer en fonction des valeurs propres de
I’endomorphisme C : il suffit de remplacer o par v dans ’expression de 4.

2) La borne est optimale. Elle est atteinte si le plan invariant de B associé aux
valeurs propres [3; et 3, est confondu avec le plan invariant de A associé a a;_; et
Qg ou & agyr—1 et agg,, et siles vecteurs propres ont, dans ce plan, la configuration
maximisant § (cf. infra, remarque (3) du théoreme 5).

e Dans le cas ou B est de rang 1, on peut affiner les majorations précédentes en
tenant compte de la position de la droite propre de B (associée a sa valeur propre non
nulle) par rapport au sous-espace étudié. Notons 3 la valeur propre non nulle de B
(on supposera 3 > 0), ¢ (resp. 1) 'angle entre le sous—espace propre de B associé
a [3 et le sous—espace propre de A (resp. C) associé a la valeur propre oy (resp. ),
et &, (resp. ¥,) l'angle avec le sous—espace invariant de A (resp. C) associé aux ¢

premiéres valeurs propres : cos? ®, = Z cos? ¢; (resp. cos 29, = Z cos? 1);).
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THEOREME 3 .
(1) Pour 1 <{<mn, ona: o<~y <min{ay+ Bsin? ®;_1; ay_1}

¢ ¢ ¢
Pour1<{<mn,ona: ¥ oj+fcos®P < Y v <Y a;+0
j=1 j=1 =1

(2) Pour 1 < €< mn, ona: max{ygi;y — 0 cos? ¥;} < ay <

¢ £ ¢
pourl<f<m,ona: Y v —Lcos? U< Y a; <Y
i=1 i=1 i=1

THEOREME 4 . L’angle 0 entre les sous—espaces invariants de A et de C associés
auz ¢ premiéres valeurs propres est tel que, en posant m = (ay — ayq1)/B et m' =

(7e = Yer1)/B -
(1) sim >1 (oupour £ =1, m+cos2¢; >0), alors :

sin 2P,
0 4 et tan20 < —mM8M8M—
<m/4 e anav= m + cos 29,

.. sin 2
sisin?®, <m <1, alors: § <7wf/4 et tan260 < —————;—
m — sin” &,
sin 2V,

m' — cos 2Wy
sin 2W,

m' — cos?2 ¥,

(2) sim' > 1, alors : 0 < w[4 et tan26 <

sicos?W, <m' <1, alors : 0 < /4 et tan20<

Remarque
Les majorations, pour m < 1 et m’ < 1 sont optimales; elles sont atteintes si le

vecteur propre de B associé a 3 est situé dans le plan des vecteurs propres de rang
Let £+1.

THEOREME 5 . L’angle 0 entre les sous—espaces invariants de A et de C associés

auz valeurs propres de rang £, ... .£ +r est tel que :
568 = inf{(ay_y — ) — Bsin® ®y_; ; (Qyr — Qpyrs1) — Bsin® &gy} > 0,
0B sin2®

f4r
alors : sinf < 5 5 e ® tel que cos?® = Y cos? ¢; = cos? By, — cos? By
=,

ou si & = inf{(y_1 — ) — Beos? Uy 1 ; (Yerr — Yerrs1) — Boos? Uy} > 0,

in 2W¥ £4r
alors : sinf < g sm& avec U tel que cos® U = Y cos? ¢p; = cos? Uy, — cos? Uy_;
=

Remarques

1) Le théoréme 5 s’applique aussi aux sous—espaces invariants associés aux £ plus
grandes valeurs propres, mais la majoration est plus grande.

2) Si les sous—espaces associés aux ¢ — 1 premieres valeurs propres de A et de
C sont confondus (par exemple, si cos? ®4_; = 0), pour comparer, par exemple les
sous—espaces propres de rang £ on applique les majorations de tan 26, en remplacant
B par Bsin? ®,_, (resp. Bsin® W, ;) et ®; (resp. ¥;) par ¢ (resp. ;) — ce qui
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revient a étudier les restrictions des 3 endomorphismes au supplémentaire orthogonal
du sous—espace invariant associé aux ¢ — 1 premiéres valeurs propres.

3) Si les plans engendrés par les vecteurs propres de rang £ et £+41 sont confondus,
I’angle 6 entre les sous—espaces propres de rang £ est tel que :

2 cos ¢ COS Ppy1 Qg — Qyyy
tan 260 = avec m= ——~ 15
m + (cos? ¢y — cos? Pry1) p (15)
ou
9 _
tan 20 — COS 9y COS Yy avee m' = Ae = Aep1 (16)
m' — (cos? by — cos? hyy1) B

THEOREME 6 . Notons P, la projection orthogonale sur le sous—espace propre de
C' associé d g, et posons C' = C — (Bcos2yy)P;. L’angle § entre les sous—espaces
wnvariants de C' et de A associés auz valeurs propres de rang s,s+1,...s +r est

tel que, en posant § = inf{(fy;_l — ,),;)’ (7;+r _ ')’;+r+1)} .
std > PBsin2¢y alors §<w/4 et sin20< B sin 24

é

Démonstration
Posons C' = C'—u 3P, avec cos 21p; < u < cos? 1, et P, la projection orthogonale
sur le sous- -espace propre de B associé a la valeur propre 3 (B = #PB,). On a:
A=C-B=C-p(P,—uPF,). L'endomorphisme B’ = (P, — u P), est de rang
2, son image B'(V) est engendrée par le vecteur propre b de B associé a 3, et par le
vecteur propre ¢; de C asssocié a Ay. Soit ¢’ € B'(V) un vecteur normé orthogonal
ac,ona:
B'(c¢) = B(costhyb—ucy) = [(cos? e — u)cs + O sin g cos ¢ec
B'(c') = Bsinyyb = Bsiny cos s + Bsin® ¢y ¢
Les valeurs propres non nulles de B’ valent 'g((l —u)+ 1+ u2 — 2ucos2yy) > 0 et
g((l—u)——\/l + u?2 — 2ucos 2¢;) < 0; leur différence est égale /1 + u2 — 2u cos 2¢);.
D’apres le théoréme 2, ’angle 6 entre les sous— espaces invariants de C’ et de A est
tel que : sin 20 < B(1/1 + u? — 2ucos 24);)/d. Or /1 + u? — 2u cos 2¢); est minimum
pour u = cos 2¢, et le minimum vaut sin 21, d’ou le théoreme.

Remarques

1) Les vecteurs propres de C' = C — (fcos2yy)P; sont vecteurs propres de
C associés aux mémes valeurs propres, sauf celui associé a la valeur propre 7, —
(B cos 214, qui est décalé au rang ¢ > £; comparer un sous—espace invariant de A a
un sous—espace invariant de C' associé aux valeurs propres de mémes rangs revient
a le comparer au sous—espace invariant de C' associé aux valeurs propres de mémes
rangs apres décalage de v du rang ¢ au rang t > £, tel que :
At < A¢ — Ctag cos 29 < A¢—q
A l’aide de ce théoreme, on comparera les sous—espaces propres de méme rang j
des deux analyses si 1 < j < £—1ou j>t+1 (en posant A; = );), et ceux décalés
de unsi £ < j <t avec A} = Aji; et A; = Ag — 3 cos 2¢y.
2) On a un théoreme analogue pour comparer les sous—espaces invariants de C
et A’ = A — [cos2¢y. en échangeant les roles de A et de C.



