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Math. Inf. Sci. hum., (35¢ année, n°140, 1997, pp.11-33)

TREILLIS DE CAYLEY DES GROUPES DE COXETER FINIS.
CONSTRUCTIONS PAR RECURRENCE ET DECOMPOSITIONS SUR DES QUOTIENTS

Claude LE CONTE de POLY-BARBUT!

RESUME — Cet article, offert a André Lentin lors du colloque du 23 février 1996 organisé en son honneur,
a pour objet de montrer que le treillis étiqueté obtenu a partir de I’ordre faible sur un Coxeter fini (W,S), et le
groupe lui-méme, peuvent étre construits & partir d’un sous-groupe parabolique quelconque W, du quotient

associé W/ et d’une fonction de W x J dans S U@.

Cette méthode permet en particulier la construction par récurrence des groupes et treillis des quatre familles
infinies de Coxeter finis irréductibles et la procédure inverse, la réduction de toute décomposition des éléments du
groupe.

SUMMARY — Cayley lattices of finite Coxeter groups. Recursive constructions and reductions.

This article, dedicated to André Lentin on the occasion of the meeting (23.02.96) organized in his honor, aims to
show that the labelled lattice obtained from the weak order on a finite Coxeter system (W,S) as well as the group
itself can be constructed starting from an arbitrary parabolic subgroup Wj, the associated quotient W/ and a
function from W x J to S U@.

This method permits the recursive construction of groups and lattices in the four infinite families of irreducible
finite Coxeter groups ; the reverse procedure leads to a reduction algorithm for expressions of elements of the
group as products of generators.

Ce travail, baptisé dans un premier temps “arétes de poissons” commencé sous la patiente
mais ferme conduite de mon cher maitre, que nous célébrons ici, a pour objet de confronter les
structures de groupe et de treillis obtenu a partir de I’ordre dit faible, des groupes de Coxeter
finis, et plus précisemment de montrer (et donner a voir par les figures de la quatrieéme partie)
que le treillis étiqueté et donc le groupe, peuvent étre construits a partir d’un sous-groupe
parabolique, d’un “quotient”, et d’une fonction. Ce résultat est du méme ordre que celui de
Deodhar [4] pour I’ordre dit fort, ou ordre de Bruhat, des Coxeter. Ainsi, pour I’exemple le plus
fréquemment cité de groupe de Coxeter, le groupe des permutations de n éléments avec, pour
systtme générateur, les n - 1 transpositions d’éléments adjacents, le treillis associé (le
permutoedre [7]) peut s’obtenir a partir d’un permutoédre “plus petit”, d’un “quotient” et d’une
fonction ; et, par récurrence a partir du permutoédre a deux éléments.

Par un processus inverse on associe a toute décomposition d’un élément quelconque du
groupe, en produit d’éléments du systéme générateur, une décomposition en produit d’éléments
de quotients successifs puis, par réduction sur chaque quotient, on en déduit une décomposition
réduite.

Des calculs sont faits pour tous les Coxeter irréductibles finis sauf pour Eg qui a 214.35.52.7
éléments.

! Centre d’ Analyse et de Mathématique Sociales, Ecole des Hautes Etudes en Sciences Sociales.



12

I. RAPPEL DE QUELQUES NOTIONS DE BASE

Un systeéme de Coxeter (W,S) dont l'opération est notée multiplicativement et d'élément neutre
e est défini par un systéme générateur S du groupe W et des relations entre générateurs vérifiant
les conditions 1) et 2) :

1) tout élément s de S est d'ordre 2 :
VseS, s?=e

2) pour s, s'e S soit m(s,s") l'ordre de ss' (si m(s,s') est fini, c'est le plus petit entier tel
que (ss")™(5:8) = ¢). Soit I l'ensemble des couples de S tels que m(s,s') soit fini.
L'ensemble S et les relations (ss')™*) = e pour (s,s") dans I forment une présentation du
groupe W (cf. Bourbaki p.12). En d'autres termes W est quotient du groupe libre engendré par

S, par I'équivalence définie par la donnée des m(s,s"). En particulier, S est un systéme
générateur minimal.

L’exemple le plus fréquemment cité est celui du groupe symétrique, ou groupe des
permutations de n éléments avec, pour systeme générateur les n - 1 transpositions d’éléments
adjacents :

S =1{(1,2), 2,3),..., (n - 1,n)}
avec m((i,i+1),G.j+1) =2 si li-jl>1
et m(Gi+1),Gj+1) =3si li-jl=1

Le produit direct de deux groupes de Coxeter est un groupe de Coxeter, et un groupe de
Coxeter est dit irréductible s’il n’est pas isomorphe a un produit direct de groupes de Coxeter.

Il n’existe que quatre familles infinies de groupes de Coxeter finis irréductibles (dont la
famille A, des groupes symétriques) et six groupes isolés. Nous étudierons la plupart d’entre

eux dans la derniére partie.

— La longueur I(w) d'un élément w de W est le plus petit entier r tel que w soit le produit
de r éléments de S.

Siw=s,..5, aveclw)=r

s1...5y est dite décomposition réduite de w.

— Il(w) = l(w-1) car si s;...s, est une décomposition réduite de w, s;...s; est une
décomposition réduite de w-1.

— Ilww) <lw) +Iw"):
si s,...5, est décomposition réduite de w et s';...s"; une décomposition réduite de w',

51...5r §'1...8'y est égal 2 ww' mais n'est pas forcément une décomposition réduite.

—VseSet VweW Isw)=iw)t1

— Un segment d'un produit s,...s, d'éléments de S est un produit d'éléments consécutifs
Si Si+1.--Si+j de la suite sy, 57 ,..., s €t tout segment d'une décomposition réduite est une
décomposition réduite.

Dans le cas fini, W admet un seul élément de longueur maximum, noté w,. Cet élément est
d'ordre 2 car [(wg) = I(wy'!) et peut étre caractérisé par :
VseS l(swy)=1lwy)-1
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on a également :

l(wo 5) = l(wg 5)1) = I(s wo) = l(wp) - 1 .
et: Y we W:lwwy)=lwyw)=1lwy) - l(w).
LA CONDITION D’ECHANGE

On désigne sous ce nom l'assertion :
Soient w € W et s € S tels que I(s w) < I(w).

Pour toute décomposition réduite s,...s, de w il existe un entier j tel que :
12j2retss .. §j.1 =8, ...5j.1 §j (Bourbaki, p.15).

Cette condition d'échange est fondamentale car elle caractérise les groupes de Coxeter :

THEOREME (Bourbaki p. 17). Pour que (W,S) soit un systéme de Coxeter il faut et il suffit qu'il
satisfasse a la condition d'échange.

En appliquant plusieurs fois la condition d'échange on obtient : de toute décomposition non
réduite s,... s, d'un élément w on peut extraire une décomposition réduite sj(l)...sj(k)oﬁ

J(1),...j(k) est une suite croissante d'entiers compris entre 1 et r.

LE GRAPHE DE CAYLEY DE (W, S)

C'est le graphe dont les sommets sont les éléments de W et les arétes les couples (w,w') tels
que w' = sw pour un élément s de S.

(On remarque que l'on a également sw' = w et que le graphe de Cayley des Coxeter n'est
pas orienté).

On appellera graphe étiqueté le graphe de Cayley dont chaque aréte (w,sw) est étiqueté
par s.

Ce graphe de Cayley a gauche admet un dual : le graphe de Cayley a droite dont les
sommets sont également les éléments de W et les arétes les couples (w,w') tels que w' = ws.

LES ORDRES FAIBLES SUR W

Sur W l'ordre faible a gauche < est défini par :

w <Lw, S 35,,..,5,€S:
Wy =S,...8 W,

et I(s;syw) =lw) +i Vi, 1<i<r
la relation de couverture < de cet ordre :

w {w,& 3s et w,=sw, avec l(w,)=1(w)+1

1



14

coincide avec le graphe de Cayley a gauche orienté par les longeurs croissantes. L'ordre faible a
gauche est la fermeture transitive du graphe de Cayley a gauche orienté par les longueurs ; le
diagramme de Hasse ou graphe de couverture de <; coincide donc avec le graphe de Cayley a
gauche orienté.

Les arétes du diagramme peuvent étre étiquetées comme dans le graphe de Cayley.
Dualement I'ordre faible & droite < est défini par :

W <gW, = 3s,...5.€8S

wy=w, s..5, et (w s..s)=Iw)+iVi1<i<r.
L'application w => w'! est un isomorphisme entre (w, <) et (w; <g).

Résultat important du a Bjorner [1] : (W, <) est un demi treillis et, dans le cas fini, c’est un
treillis.

Dans la suite nous entendrons, sauf précision, par ordre sur W I'ordre faible a gauche mais
tout résultat sur <; est transférable en un résultat sur < en raison de l'isomorphisme.

LES INTERVALLES DANS L’ORDRE FAIBLE

Dans l'ensemble ordonné (W , <) I'étude des intervalles se ramene entierement a celle des
intervalles de minimum e (Bourbaki remarque p.10 et Bjorner et Wachs [2]) :

Soit w; <w, et [w,,w,] lintervalle de minimum w, et de maximum w,. La
translation a droite Tw;! qui a tout élément w de [w |,w ,] fait correspondre w wil est un
isomorphisme de [w,w,] dans [e, w,w:1]. L'étiquetage des arétes reste inchangé dans la
translation.

Dans I'étude des groupes de Coxeter, les ensembles WS ol
Ws = {weW,l(ws)=Ilw)+1}
Jjouent un réle important. W* est dit quotient de W par le sous-groupe <e,s>. Cet ensemble
peut étre aussi défini par :

weWse s O w.

De plus, la translation a droite par s est une bijection entre Ws et Wss et WS U Wss = W.
[Bourbaki].

Ce qui permet de déduire que W+ est une partie commengante pour 'ordre faible, et :
— La translation a droite par s est un isomorphisme pour ’ordre faible entre la partie finissante
Wss = {w,w2s} et la partie commengante WS = {w,w ¥ s} qui forment une partition
de W.

Dans le cas fini, pour tout élément s de S, W et W5s sont deux intervalles isomorphes
qui forment une partition de W. Wss est l'intervalle [s, w,] et WS l'intervalle [e,w,s] et
I’étiquetage des arétes est inchangé dans 1’isomorphisme.

LEMME. (Bourbaki). Si w € W5 et s'w ¢ W* alors s'w = ws
Pour toute partie de J de S on note de la fagon habituelle Wj le sous groupe de W engendré par

J (et appelé sous groupe parabolique de W) et W' le sous ensemble défini par :
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Wi={w,we W et lws)=lw)+1, Vse I}
soit encore

W =N ws

sel

Chaque classe de Lagrange a gauche w Wj admet un seul élément de longueur minimale et
W' est également I’ensemble de ces représentants de longueur minimale des classes de
Lagrange. W’ est encore appellé quotient de W par J.

W/ est une partie commengante, et un intervalle dans le cas fini [2].
Dans le treillis, les éléments s de S sont les atomes et pour toute partie de J de S le sous-

groupe parabolique Wj est, dans le cas fini, ’intervalle entre e et le supremum des atomes qui
constituent J [10] W; est également un groupe de Coxeter :

WJ=[e 'V si:l
SiGJ

le maximum w; de Wj estdonc: wy = V sj

si€l

DECOMPOSITION DE W SUR W' ET W

Tout élément de W se décompose de fagon unique sur WJ x Wj.

Vwe W, 3 u,yvunique,uc Wetve W;
(A) w=uv et l(w)=1lu)+1v)

Le lemme (Bourbaki) cité dans le paragraphe précédent :

we Wset swgEWs= s’w=ws

se généralisea Wi= N WS :

sel
B) we Wetswe W = Jse] et s'w=ws.

Enoutre s'w & W = s'w>w car W' est une partie commengante.

Ce résultat est a la base de la construction de Deodhar [6] sur I’ordre fort ou ordre de Bruhat
des groupes de Coxeter et nous ’utilisons ici de fagon trés proche pour reconstruire le graphe de
Cayley orienté de W (donc également I’ordre faible) a partir des restrictions du graphe de Cayley

au sous groupe W et & la partie commengante W,
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II. DECOMPOSITION ET RECONSTRUCTION
PARTITION l_IJ DE W EN CLASSES WJ
v

LEMME. Les classes W'y, v e W; forment une partition notée II T de W en classes

isomorphes a W/, pour I’ordre étiqueté. L’isomorphisme se traduit par 1’identité des arétes en
correspondance. Dans le cas fini, il s’agit d’une partition en intervalles isomorphes.

La translation a droite par vl est un isomorphisme entre WJv et WJ car
UV <u,v & u; < u, en raison de la propriété (A) et si u;v est adjacent a wu,v (ce que
I’on notera par u;v < u,v) c’est que ’on a : u, = su; et l(uy) =1( uy '+1). Donc 1’aréte
[uy,u;] est étiquetée s comme son image [u;v, su;v = u,v] par I’isomorphisme.

Entre les deux classes quelconques W'y et W'y’ la translation 2 droite par v'1y’ est un
ismorphisme. Toujours d’aprés (A) les classes W, ve W; forment une partition de W.

COROLLAIRE. Dans le cas fini les classes W'y sont des intervalles isomorphes, avec méme
étiquetage, qui recouvrent W. Wij = [Wj’ w,] et Wy = [v, wow;v]. En particulier

w! = [e,wowj].

En effet wj, maximum du sous groupe parabolique Wy, qui est un groupe de Coxeter est

une involution : wj = w’lj

PARTITION I1 j DE W EN CLASSES uWJ

Toujours d’aprés la propriété (A), u est ’élément de longueur minimum de la classe de
Lagrange a gauche uW,.

SoitJ’ = {s’, s’ € Sets’u & W'}.
D’aprés (B), Vs’ € I’,Ase J et s’u=us, donc
sue uWjyet:s'ug W e sueuW
(C) Les éléments adjacents a tout élément u de W' sont donc, soit dans W soit dans uW;.
Silsl=n,Yue w:
n= |{s,sue WJ} | + |{s,su € uWy} |

LEMME. Tout élément adjacent a un élément w = uv, u € W, ve Wj est soit dans uW;

soit dans WJv.
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DEMONSTRATION. Les éléments adjacents & uv dans W'y se déduisent par I’isomorphisme

entre W'y et W'. Ce sont les éléments suv avec su € WJ, dont le nombre est | {s,sue
]

Wi

Les éléments adjacents & uv dans uW; .
veW et Vse J, sv estadjacent 2 v dans le sous groupe W, engendré par J. D’autre
part, V s’e S telque s’u ¢ WJ,ie. V s’ € S s’u = us, pour un élément s € J: s’uv
=usv avec sv € Wj et s'uv € uWj.

Autrement dit s’uv est adjacent & uv dans ¥Wj;. On obtient ainsi | (s’, s’u € uWy) |
voisins de uv dans uWj et d’aprés (C) on a épuisé ainsi les n voisins de uv. Donc :

P . . J .
Tout voisin de w = uv avec u € Wl et v e Wj est soit voisin de w dans uW" soit

voisin de w dans WJV.

L’adjacence dans une classe de Lagrange uWj se réduit a :
uvy adjacent & uv, & v2=sv] et s’ € S:s’u=us. Toute aréte étiquetée par ce
méme s, entre deux éléments v et v’ = sv, se transforme, dans la translation a gauche

Wj = uWj (qui n’est pas un isomorphisme) en aréte étiquetée s’ entre les éléments uv et uv”
de WJ .

Cette transformation de certaines arétes de W en arétes des classes uW; est résumée par la
fonction suivante :

LA FONCTION f
Soit f1’application de WJ x J dans S U @ définie par :

(u,s) e WI x J, f(s)=s"& Is’e Sets'u=us
fus) =2 & és’e Stel que s'u = us.

Chaque classe de Lagrange uWj est une sous copie de Wy, pour I’ordre étiqueté, en ce
sens que toute aréte étiquetée s entre v et sv dans Wy donne naissance dans uWj (par la
translation a gauche par u) a une aréte étiquetée f,(s), entre uv et usv, si f,(s) # @ et a une
“absence” d’aréte si f,(s) = 2.

Connaitre la fonction f et W; suffit pour construire I’ordre étiqueté de chaque classe uWj
et ’ordre étiqueté WJ permet de construire 1’ordre étiqueté sur chaque classe Wy, par copie
identique.

EN CONCLUSION. Les ordres étiquetés sur W) et Wy ainsi que la fonction f suffisent, pour
construire I'ordre faible étiqueté sur W.
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INTERVALLES ISOMORPHES AUX SOUS GROUPES PARABOLIQUES

LEMME. L’intervalle entre tout élément w et le supremum des éléments qui couvrent w est
isomorphe au sous groupe parabolique engendré par les éléments de S qui étiquettent les arétes
entre w et les éléments qui couvrent w.

Soient w; = s;W,...,w, = s,w P’ensemble des éléments qui couvrent w pour I’ordre <
etw'= V w;

1i<r

L’intervalle I’ = [w,w’] est isomorphe 2 ’intervalle I = [e, w’w-!]. Les atomes sy,...,s,
appartiennental et \/ s; < ww-l.

1Ii<r

Le translaté a droitede Iparwest I' et, Vje {1,..r} sw < (Vspw<swwl et
( \VJ s,-)w = ww-l

1i<r

1i<r

L’intervalle [e » V s,-] est le sous groupe parabolique engendré J = {sy,...,s;} (cf. [10]

et [w, \V/ s,-w] est isomorphe a W;.

1€i<r

En fait I’ est la classe de Lagrange a droite Ww.

COROLLAIRE 1. Toute classe de Lagrange a droite W;w est isomorphe au sous groupe
parabolique W pour I’ordre 4 gauche, avec méme étiquetage des arétes. Dualement les classes
de Lagrange a gauche ¥W; sont isomorphes au sous groupe parabolique W; pour <g.

COROLLAIRE 2. Pour tout J S W peut étre partitionné en intervalles isomorphes a Wj.

Le méme raisonnement s’applique en ne considérant qu’une partie des éléments qui couvrent
w : pour tout ensemble J d’éléments de S, et tout w tel que; V s; € J, s;w couvre w,
I’intervalle [w, \V/ sgw] est isomorphe a W;.

sieJ

Dans le cas fini [17 est une partition de W en | W | intervalles isomorphes et [1j est une
partition de W en Iwil=Iwl/| WJI classes qui sont des sous copies du sous groupe
parabolique Wj. [TV et [T sont des partitions transversalles : une classe de I1! et une classe de
[1; ont un seul élément commun, I’élément uv ol v est I’élément minimum de la classe de
[TV (ve Wy et u estl’élément de longueur minimale de la classe de I1; (u € WY).

Dans le cas fini les treillis de Coxeter sont semi distributifs [10] :
XVYy=XVZ XV (YAZ)=XVy=XVZ

et XAY=XAZ SXA(YVZ)=XAY=XAZ
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et sont partitionnables en 27 intervalles dont les minimum sont les v d’atomes (ou maximum des
sous groupes paraboliques) et les maximum sont des A de coatomes [10].

CONSTRUCTION SIMULTANEE DU QUOTIENT W/ (AVEC <[ ) ET DE LA FONCTION f

Pour chaque u € W/ I’ensemble S est partitionné en trois classes :
S;={seS,su u} (su € Wl Vs e8))
S,={s,su ¢W!} (VseS,u< su,sueuWyetfu(J)=S5,)

S3 = {s,u< su et su € W}

La construction (cf. figure ci-dessous) part de [’élément neutre e pour lequel
$;=0,8,=J, S3=8-J et fe(s)= s, V s eJ. Elle se fait par niveaux de hauteurs

croissantes dans 1’ordre faible (qui est un ordre gradué sur W? , comme sur W) selon les deux
reégles suivantes :

1) Vs eS, (avec f, (s))=s5;) etV s, e85, soit ple plus petit entier tel que
(51 52 =e (p=m(sy,sp). Si p est pair on construit la chaine d’éléments deW’
étiquetée par les éléments successifs de S :

u <sou sy squ <5, 51 spu <. (575,)72 < 5,(sy 5,)P2u=u et on
notef, (s))=s; (5;4° =s7uVsu)

si p est impair la chaine est :
p-1

u <s;u sy 5u< .. (51 )2 u=w

et f,p(s1) =5y (s =syuV syu)

si p n’est pas fini la chaine infinie u <s,u <s; s,u < ... est dans WY et pour chaque
élément u” de cette chaine £, (s7) = @.

J fu'(s'y)=s, ou

s, selon la parité de p

2) ¥ s, s, €83, on construit Iintervalle I = [u, su V s,u] entiérement contenu dans
W/et isomorphe, pour I’ordre faible, au sous-groupe parabolique diédral de W engendré par

§1 et s,.(cf. figure ci-dessous).
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— si pest pair / est union des deux chaines :
u Lspu <5y spu< ..k (525)"%u

et u <sju <5y s7u< ....€(515)"%u
avec (s55)P%u = (s515,)P2u = sju V spu

— si p est impair I est union des deux chaines
p-1

u sju sy squd ..Xsy(s5 59)%u
-1

P2
et u <syu <5y 5,u< ... 5,051 5,)%u
p-1 p-1
et s (52 51)% u=s5,(51 52) 2 u =s;u V spu

si p n’est pas fini les deux chaines infinies construites sur le méme modele sont dans W7,

Si la construction selon ces deux régles est définie depuis e jusqu’a la hauteur m dansW/
tous les éléments du niveau m+1 sont connus ainsi que, pour chacun, leur S; et S, donc
également leur S; et les régles 1°) et 2°) s’appliquent au niveau m+1.

N.B. Si u € W/ soit S;(u) ’ensemble S; de la partition attachée 2 u. Si sy =w

si€ S3(u)

existe, alors w est dans W/ et [u,w] est isomorphe &4 W car si w’ est la projection de

S3(u)
V  siu =w sur W alors su<w’, Vs, € Ssw) et P(w) <l(w’) = w=w".

si€ Sa(u)

III. DECOMPOSITION REDUITE D’UN ELEMENT w A PARTIR D’UNE
DECOMPOSITION QUELCONQUE, PAR PROJECTIONS SUR DES QUOTIENTS
SUCCESSIFS ET REDUCTIONS SUR CES QUOTIENTS

A partir d'une décomposition quelconque de w on peut obtenir une décomposition de u et v de
la fagon suivante :

soit w=s,... s, une décomposition de w. On sait qu’il existe ¥ et v unique u € W/
r 1 P

etve Wy tels que w = uv ol u est la “projection” de w sur WJ et v est la projection de w
sur Wy,
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Soit Snp Sny.y ++ Sny la sous-suite de s, ... s; construite de la fagon suivante :
Sn, €St I'élément de plus petit indice tel que : Sn, € Wi

5, est '€lément de plus petit indice tel que : 5, s, | .. Sn, € W,
4 i -

Soit s, I'€lément de plus grand indice obtenu par cette construction alors :
U= Sp, S,y v Sny

est une décomposition de u.

Notons I;1a séquence d'éléments de S qui sépare s, de Sniet dans la décomposition
]
§,...51 et Iyl'extrémité "a droite" :
§,...81= It Snt I-l Snt_l... II Sn1 IO .

v est obtenu a partir de 1,1, ; ... I, en remplacant chaque élément s de I; par son image

réciproque dans fs,,i Sy Snp soit encore par l'unique s'de J tel que :

$ Sy e Sy =Sy e Sy S\

i npT oy "

La séquence obtenue ainsi est une décomposition de v.
La connaissance de WY , et f suffit pour utiliser cet algorithme.

Si I’on sait réduire les expressions dans W7 et Wj on en déduit une réduction de u et v
donc de w.

Ces réductions sont du méme type que celles de Fokko du Cloux [4].

Si on se donne un ordre 1, 2, ..., n sur les générateurs (que nous identifierons avec ces
éléments 1, 2, ..., n) et si on note [m], I'ensemble des entiers inférieurs ou égaux a m, les
projections successives (par l'algorithme précédent)

dew=s,..s, sur Wir-llet Wy, 1), soit w=u, v,
de V.1 Sur Win-2] et W[n_2] , soit w = Up 1 Upg Vo

de v, sur W! etW,, donne une décomposition unique de v =u,_; u,.5 ... 4y vy (ol v est
soit e, soit 1 et I(v) = l(u,.1) + ... + l(u;) + I(v;)) sur le produit direct des quotients

successifs Wr-1 ... W1, Il suffit de savoir réduire sur les quotients Wn-1,...,.W! pour en
déduire une décomposition réduite de w. C’est chose aisée pour les familles étudiées.

IV. CALCULS ET DESSINS

Graphe de Coxeter

A tout groupe de Coxeter (W,S) est associé son graphe de Coxeter qui contient toutes les
données : les sommets du graphe sont les éléments de S et entre deux sommets s; et s, iln’y

a pas d’aréte si m(s;, 5;) = 2, une aréte non étiquetée si m(s;, sj) =3 et une aréte étiquetée
m(si,sj) si m(si,sj) > 3.
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La liste ci-dessous est celle de tous les groupes de Coxeter finis irréductibles avec leurs
graphes de Coxeter : les quatres familles infinies A (groupes symétriques), B,,, D,, I, (groupes
diédraux) et les six groupes isolés Eg, E;, Eg, F4, H; et Hy.

Tout autre groupe de Coxeter fini est produit direct de groupes irréductibles et son graphe de
Coxeter est une union disjointe des graphes des irréductibles dont il est le produit.

Nous donnons ci-dessous les tables de f et le dessin des quotients (pour J bien choisis) pour
les trois familles A, B, D, ce qui permet de construire n’importe quel treillis d’un Coxeter

d’une de ces familles, par récurrence.

La famille I, des diédraux ne figure pas dans les tableaux et figures suivantes, parce que trop
simple : le treillis d’un groupe I, est un polygone a 2n sommets.

Les treillis étiquetés sont construits par quotient? et fonction f pour Aj et Ay (figure 1) a
cOté d’une représentation “classique” du permutoédre As, et pour B; (figure 2). Pour Hj, a c6té
de la figure due a A. Lentin, nous donnons celle construite par quotient et fonction f (figure 5).

A n2]) e @o—9»e9 ,, KA o—eo— |Anl = (n+1)!
Byn22) oe——e—9 ... o— o2 o IB ol =2 %n!
Dn(n24) e—e—e . . . 0—<: IDnl =2™n!
[,(n25) o—" o 11yl =2n

Eg >—o—1——+—‘ IEgl = 51840

E, . . I -t ° IE71 = 2903040
Eg »_4—-[___._ﬁ.__._—. IEg| = 696729600
Fy4 — o4 oo IF4l = 1152

Hy — o IH3! =120

H, o o IHg! = 14400

Les graphes de Coxeter des Coxeter finis irréductibles

Les autres figures sont des quotients avec fonction f figurant sur les sommets.

Figure 2 : a partir de F,/B; (avec f) et Bs, il est possible de construire Fy.

2 N.B. Sur toutes les figures prenant en compte la fonction f, le symbole @ est remplacé par un point.
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Les données de la figure 3 permettent de construire D4 a partir du cube et D5 a partir de A,
puis (figure 4) E¢ a partir de D5 et E; a partir de Eg.

Enfin la figure 6 permet de construire Hy a partir de Hj.

Tous les éléments sont donc donnés pour construire n’importe quel treillis étiqueté et groupe
de Coxeter fini, sauf pour Eg qui a 214 35 52 7 éléments : il reste & construire le quotient Eg/E
qui a 240 éléments et la fonction f associée.

An : le quotient WY et la fonction f pour J = {1, 2, ..., n-1}.

: 1 2 -1
Graphe de Coxeterde A, : — -

Quotient W) = {e, n, (n-1)n, (n-2)(n-1)n,..., 1 2...n}.

Ordre faible a gauche, étiqueté sur W/

Tableau de la fonction fde W) x J dans SU @ .
pour J = {1,2,...,n-1}

J
W/ 1 2 3 n-3 n-2 n-1
n 1 2 3 n-3 n-2 o
(n-1n 1 2 3 n-3 7 n
(n-2)(n-1)n 1 2 3 o n-1 n
(n-3)(n-2)(n-1)n 1 2 3 n-2 n-1 n
4.5:..n 1 2 Q ...... n-.2 n-’l n
3.4...n 1 o 4 n-2 n-1 n
23..n ] 3 4 n-2 n-1 n
1.2...n 2 3 4 n-2 n-1 n
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Bn : le quotient WY et la fonction fpour J={1,2, ..., n-1}.

3 fl;l

1 2
Graphe de Coxeter de B, : —e - °

Quotient W/ = {e,n,(n-1)n,...,1 2...(n-1)n, 2 1 2...(n-1)n,...,n(n-1)..2 1 2..n}.

Ordre faible a gauche, étiqueté sur W/

Tableau de la fonction fde W) x J dans SU @ .
pour J={1,2,.,n-1} etn>2

J
W/ 1 2 3 e n-3 n-2 n-1
n 1 2 3 n-3 n-2 (7]
(n-Dn 1 2 3 n-3 @ n
(n-2)(n-1)n 1 2 3 o n-1 n
4: ...n 1 2 Q .......... n-é n-.l n
34. ..n 1 1] 4 ... n-2 n-1 n
23. .n (7] 3 4 ... n-2 n-1 n
1.2. ..n (7] 3 4 n-2 n-1 n
2.1.2. ...n 1 (%) 4 n-2 n-1 n
3.2.1.2. ..n 1 2 7, S n-2 n-1 n
(n-1)..2.1.2. ..n 1 2 3 n-2 @ n
n(n-1)..2.1.2. ...n 1 2 3 n-2 n-1 n
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Pour n =2 W est un groupe diédral, W' = {¢, 2, 12, 212}

€

Ordre faible 2 gauche étiqueté W/

etf: 1
2 @

21 @

212 1

Dn : le quotient WY et la fonction fpour J = {1,2, ..., n-1}

Graphe de Coxeter de D, :

1
\2 @ \ g -_——
3/ 4 5 n-1 n

Quotient : W! = {e,n,(n-1)n,(n-2)(n-1)n,..,4 5..n,245..n,3245...n,1245 ..

n,13245..n=31245..n,213245..n, 4213245 ...n,
54213245..n,..,n(n-1)...54213245..n}

Ordre faible a gauche étiqueté sur W’



Tableau de la fonction fde WY x J dans SU@

pourJ = {12,..,n-1} etn>3

pour n < 3 c'est la fonction de fde A, qui convient

26

J

N 1 2 3 4 5 n3 n2 nl
n 1 2 3 4 5 n-3 n-2 7]
(n-Dn 1 2 3 4 5 e n-3 7/ n
(n-2)(n-)n | 2 3 4 2 n-1 n
56 ...n 1 2 3 7, JE R n-2 n-1 n
456. ...n 1 g 3 5 6 i, n-2 n-1 n
2456. ...n 7] 4 o T « T n-2 n-1 n
12456. ...n 2 4 o S 6 i, n-2 n-1 n
32456. ...n 1] 4 2 S5 6 i, n-2 n-1 n
312456. .. n 7] 4 1] I T T n-2 n-1 n
= 132456.... n . . . . . .
2312456... n 3 o 1 S « S n-2 n-l1 n
4231245... n 3 2 1 7 S | T n-2 n-1 n
54231245.. .n 3 2 1 4 @ i, n-2 n-1 n
(n-2)....54231245...n 3 2 1 4 5 i n3 @ n
(n-1)(n-2)...54231245..n 3 2 1 4 5 i, n-3 n-2 o
n(n-1)(n-2).54231245..n 3 2 1 O n-3 n-2 n-1




A a2 @3) (4)
3 o— -

Figure 1

Deux représentations du permutoédre Aj

4321

4312
23

4132

21

3 2
231 312 314
(23), (34)
23
3 12
213 132 2134
2
2| /o 2
123
W)

ey Wlet f

A3 construit A partir de W) =A,. Wl= A3/A2 et de 1a fonction f

A a2 @3 34) “5
4 e o——eo———o

54311

09,8 L5

us

oane
) AVA; e ;’(éw\c/:l-‘m g—

: . A . .
A4 construit A partir de A5 , 4/A3 et de la fonction f (scules deux copies du quotient A‘/A3 sont tracées)
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B 3 S ° Figure 2

i W et £ pour J: (bg)

B3 construit A partir de J = {b,c}

1 2 3 4
F4 o2 — 3 4 mi-nsm IF4/ Bl =24
B o - ° |B3l =58
3 a b 4 c

Quotient F4 /B3 et fonction de f
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Dy o—s—— Dyl = 192

Cube ° ° ° Icubel =8

Quotient D4 / cube et fonction f

1 2 3 4
D5 ¢ d .
I IDs| = 1920

1A41 =120

'g
¢~
o
|
PES

Quotient D5/ A4 et fonction f

Figure 3

IDs/ A4l =16



Figure 4

9543321
1 2 3 4 5 6 ¢
E 3 o—s IE71=210345722003040 |
2
. s
63321
1 2 3 4 5
Es IEgl =27 34 5= 51840 )
65.321
3
3
65431 ¥ 65¢.1
2 2
a3, 6325, 6523, 654..
54325. 6543
6 5 4 3 ¥
1 1 1 1 1 1
sory. 433, 633, 65.3. 654.2 c5e
3 s 4 3 ¥
2 2 2 2
PRE 40 613 65133
3 s 4
3 3 3
s21.. 31 6.21.4
6 s
4
3. ’ ¥ ¥
one s s;n g 0 6.213¢
¥y "' 3| 6 / s E 1 2 3 4 5
4216 3 22 % 218 6 IE6| = 51840
3 3 3 3
§ 306 ER -
3136 ‘ s ¢ e DS 1 2 3 4 |D5| = 1920
2 2 2 2
2456 .3.56 3.6 a4
23456 3345
3 3 ‘ s 6 3 —
. RS |Eg/ Ds| =27
sess 456 3.256 326 KEIS 36 @ S0
3 3 P B 6
)
2 2
sy
1.456 14356
7
2
3
| saay
12356
3
4
12336 }
s
12334, §
o,
6
123345

Quotient E7/Eg et fonction f

33U

245

1235 ¢

1233. ¢

Quotient E¢ /D5 et fonction f

12334 ¢
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cb

W/ et fonction f pour J = {b,c}

H3 construit A partir de Wy pour J = {b,c}, WI=H3/W;j etlafonction f
(seules deux copies du quotient WY sont tracées)

Figure 5
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IH4! = 14400

IH31 =120

Figure 6

@<

ient Hy/ H3 et fonction f

Quot
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