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Math. Inf. Sei. hum. (34 année, n® 134, 1996, p. 5-38)

L’ANALYSE IMPLICATIVE BAYE’)SIEN’NE, UNE MET’HODE POUR L’ETUDE DES
DEPENDANCES ORIENTEES. I : DONNEES BINAIRES ~

Jean-Marc BERNARD!, Camilo CHARRON?

RESUME — La réussite a Uépreuve A implique-t-elle, approximativement, la réussite a
I’épreuve B ¢ Parmi les indices descriptifs proposés pour mesurer de telles dépendances orientées,
nous considérons l’indice H de Loevinger, qui s’exprime simplement en termes des taux de liaison
entre modalités. A partir de cet indice, nous définissons les notions de quasi-implication, de
quasi-équivalence et de quasi-indépendance dans un tableau de contingence 2 X 2. Cependant, les
méthodes inductives correspondantes, parce que fondées sur des raisonnements asymptotiques, ne
fournissent pas d’énoncé valide, ni pour les données de faible taille, ni, paradozalement, pour les
cas ot le modéle logique est presque parfaitement vérifié. L’approche bayésienne de l’inférence
€vite ces difficultés et conduit a des énoncés sur la grandeur des quasi-implication et autres
relations de ce type. La méthode proposée, I’ Analyse Implicative Bayésienne (AIB), constituée
de ces deuz volets (descriptif et inductif), est illustrée sur une expérience de Psychologie du
Développement relative da la construction du nombre chez lenfant.

SUMMARY — Bayesian Implicative Analysis, a method for the study of oriented dependen-
cies. I : Binary data.
Does success to test A imply, approzimately, success to test B ¢ Among the descriptive indices
that were proposed to measure such oriented dependencies, we focus on Loevinger’s H which has
a simple expression in terms of the association rates between modalities. From this index, we
define the notions of quasi-implication, quasi-equivalence and quasi-independence for a 2 by 2
contingency table. However, the corresponding existing inferential frequentist methods, because
they are based on asymptotic considerations, do not provide valid statements, neither for small
datasets, nor, paradozically, for cases in which the implication is descriptively almost verified.
The Bayesian approach to inference avoids these difficulties and provides inductive statements
about the size of quasi-implications and other types of “quasi-” relations. The proposed method,
the Bayesian Implicative Analysis, composed of these two aspects (descriptive and inductive),
is tllustrated on an experiment from Developmental Psychology about number construction in
children.

* Les auteurs tiennent a remercier Henry Rouanet pour ses remarques et suggestions qui les ont
conduits a clarifier et affiner certains arguments au coeur de cet article, ainsi que Bruno Lecoutre et
Denis Corroyer pour leurs commentaires.

1Laboratoire de Psychologie Cognitive, CNRS ER 125, Université Paris 8, 2 rue de la Liberté, 93526
Saint-Denis Cedex.

’LaPsyDEE, CNRS URA 1353, Université Paris 5.
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1. INTRODUCTION

L’étude développementale des enfants révele des dépendances entre les acquisitions
cognitives successives. Le psychologue cherche & mettre en évidence ces dépendances :
s'il est possible de montrer que la réussite a I’épreuve A implique la réussite a I’épreuve
B, il pourra avancer I’hypothese que les processus cognitifs mis en jeu dans I'épreuve B
sont nécessaires a ceux intervenant dans ’épreuve A. Ce probleme de la mise en évidence
de dépendances orientées se rencontre dans de nombreux autres domaines de recherche :
didactique, détermination d’échelles de mesure en psychologie, évaluation de facteurs de
risque en épidémiologie, exploitation des bases de données, pour n’en citer que quelques-
uns.

Prenons l’exemple, baptisé “Fractions-1”, d’une expérience sur la construction du
nombre chez I’enfant, dans laquelle deux des épreuves consistent a déterminer une quantité
par l'intermédiaire d’une fraction qui peut exprimer, soit un rapport partie-partie (A), soit
un rapport partie-tout (B). Nous reviendrons de fagon plus détaillée sur cette expérience
a la section 5 (les épreuves A et B y sont désignées respectivement par QRPP et QRPT).
Le tableau 1 donne les résultats conjoints a ces deux épreuves pour les 165 éleves de
I’expérience.

Tableau 1: Exemple “Fractions-1”. Effectifs observés pour le croisement des deux variables
binaires A (rapport Partie-Partie) et B (rapport Partie-Tout); a et b désignent la réussite, a’ et
b’ PPéchec.

Partie-Tout
b b
Partie- a | 36 3
Partie a | 36 90

Parmi les 39 éleves qui réussissent ’épreuve A, 36 (soit 92.3%) réussissent aussi
I’épreuve B, alors que dans ’ensemble la réussite a B n’est pas majoritaire (43.6%).
Ainsi on peut dire que, sur cet ensemble d’éleves, en général, la réussite a A implique la
réussite & B. Aux trois exceptions pres des éleves de la case ab/, il y a implication de a
vers b. Par contre, la réciproque de cette implication est loin d’étre vérifiée : sur 72 sujets
qui réussissent a B, seuls 36 (soit 50.0%) réussissent a A. Ainsi on a descriptivement
une quasi-implication de a vers b, mais non de b vers a; cette dissymétrie tient a ce que
I’épreuve A est plus difficile que ’épreuve B.

Dans la suite de cet article, le terme “implication”, sans précision, sera a prendre
dans un sens large; lorsqu’il sera nécessaire de préciser, nous distinguerons la “quasi-
implication” (en bref “g-implication”), notée “—”, de I’“implication stricte” de la logique
formelle, notée “=".

Conclure a une g-implication a — b, c’est bien entendu conclure & une dépendance
entre A et B, mais plus précisément a une dépendance dans une certaine direction, celle
de I'implication stricte @ = b. Nous considérerons également ici la recherche d’une
conclusion de quasi-équivalence (en bref g¢-equivalence) entre a et b — qu’on notera
a «—— b, c’est-a-dire a une dépendance dans la direction de ’équivalence stricte a <= b.
De facon générale, cet article sera ainsi centré sur I’étude des dépendances orientées entre
variables binaires.

Dans un prochain article (Bernard, Charron, sous presse), nous étudierons la
dépendance orientée entre deux variables A et B ayant un nombre quelconque de



modalités, avec le probleme de la mesure de I'adéquation des données a un modele logique
caractérisé par un ensemble d’implications.

A partir des observations du tableau 1, comment (i) décrire et quantifier la relation
de g-implication, et (ii) inférer sur cette relation dans la population dont les 165 éleves
observés sont issus ?

Pour 1’étude des dépendances orientées, les indices usuels d’écart a l'indépendance
dans un tableau de contingence A x B, descriptifs (e.g. ¢ ou $#?) ou inductifs (e.g. x?),
sont inadaptés en raison de leur caractere global et, surtout, de leur symétrie en A et B.
De ce fait des méthodes statistiques spécifiques sont requises.

Le probleme de la quasi-implication entre variables binaires a déja été abordé dans
cette revue sous I’appelation d’“implication partielle” (Luxenburger, 1991) ou sous celle
d’“implication statistique” (Gras, Larher, 1993 ; Lerman, Gras, Rostam, 1981). Mais ces
travaux, qui ont constitué un des points de départ du notre, n’abordent chacun qu’un
aspect du probleme : descriptif pour les premiers, inductif pour les seconds. En particulier,
Papproche de Gras & Larher (1993) ne conduit qu’a une conclusion de rejet de I’hypothese
d’indépendance dans la direction d’une implication, mais ne permet pas véritablement de
quantifier le degré de quasi-implication. L’indice d’“intensité d’implication” proposé par
ces auteurs est, malgré ce que son nom suggere, un indice composite qui mélange les
composantes descriptive (degré de quasi-implication) et inductive (1’effectif des données).
De ce fait, il ne permet pas de distinguer le cas d’un faible écart a l'indépendance avec
des données nombreuses, de celui ou, malgré un effectif plus faible, les données militent
vraiment pour une quasi-implication (voir Charron, 1996).

Conformément a la ligne générale tracée par Rouanet, Bernard & Le Roux (1990),
I’approche que nous proposons intégre les deux aspects descriptif et inductif en procédant
selon deux étapes : ’étape descriptive permet de dégager une propriété d’intérét des
données observées ; I’étape inductive considere les données comme un échantillon d’une
population plus vaste et vise a généraliser cette propriété a la population.

Parmi les indices descriptifs proposés pour mesurer la grandeur de liaisons ori-
entées, nous considérerons ici uniquement l'indice H de Loevinger (1947, 1948). Il est
courant d’utiliser cet indice pour ’analyse d’une quasi-implication, mais nous étendrons
également son usage pour ’obtention d’une conclusion de quasi-équivalence ou de quasi-
indépendance. La généralisation de cet indice pour des variables non binaires conduit
a l'indice “Del” (Hildebrand, Laing & Rosenthal, 1977), dont un autre cas particulier
est I'indice “Kappa” (Cohen, 1960). Ces autres indices seront abordés dans Bernard &
Charron (sous presse).

Les méthodes inductives correspondantes proposées dans la littérature ont été
développées dans le cadre de l'inférence fréquentiste (tests d’hypothéses, intervalles de
confiance), et se heurtent aux difficultés inhérentes & ce cadre (voir e.g. Rouanet et al.,
1991). Une de ces difficultés, qui n’est pas que technique, est celle de se débarrasser des
parametres parasites, avec deux angles d’attaque possibles : développer des méthodes ap-
prochées fondées sur des résultats asymptotiques (Copas & Loeber, 1990 ; Fleiss, 1981 ;
Hildebrand et al. 1977), ou réduire I’espace des parameétres (ou celui des échantillons) en
procédant a des tests conditionnels (Copas & Loeber, 1990 ; Gras, Larher, 1993 ; Lerman,
Gras, Rostam, 1981). Cependant, aucune de ces approches n’est pleinement satisfaisante.
La premiere fournit des approximations qui sont d’autant plus mauvaises que les données
sont peu nombreuses et /ou extrémes. Dans la seconde, les difficultés résident dans le risque
d’arbitraire du choix de tel ou tel conditionnement.



('es difficultés n’existent pas, en revanche, dans I’approche bayésienne de I'inférence
statistique. Au niveau théorique, cette approche permet en effet d’inférer sur n’importe
quel indice d’intérét, en fournissant, comme résultat final, une distribution de proba-
bilité relative a la valeur de I'indice dans la population parente. Cette possibilité générale
d’inférence, qu’offre ’approche bayésienne, s’est longtemps heurtée aux difficultés tech-
niques posées par les calculs bayésiens. Mais ’explosion récente des moyens informatiques
généraux et le développement d’outils algorithmiques spécifiques d’approximation, notam-
ment par échantillonnage dans la distribution bayésienne, permettent désormais sa mise
en oeuvre pratique.

En résumé, le propos du présent article est double : (i) proposer, sur la base de 'indice
H, des indices descriptifs mesurant la grandeur d’une quasi-implication, d’une quasi-
équivalence ou d’une quasi-indépendance entre deux variables binaires; (ii) proposer une
méthode générale d’inférence bayésienne pour ’analyse inductive relative a ces indices.
L’ensemble de ces deux volets constitue la base de ce que nous appellons 1’Analyse
Implicative Bayésienne (en bref AIB), méthode dont les bases ont déja été dégagées
dans Charron (1996).

La suite de cet article est organisée comme suit. La section 2 rappelle les définitions
d’indices usuels associés a un tableau de contingence et en particulier un tableau 2 x 2.
La section 3 présente le volet descriptif de ’analyse implicative, et la section 4, son volet
inductif, avec la comparaison de ’approche bayésienne et de I’approche fréquentiste. La
section 5 montre une application de ’AIB a des données relevant de la psychologie du
développement. La section 6 évoque la mise en oeuvre informatique de I’AIB. Enfin, la
section 7 conclut sur les points essentiels et les avantages de la méthode proposée.

2. DEFINITIONS ET NOTATIONS

Nous donnerons tout d’abord les définitions et notations d’un certain nombre de statis-
tiques associées a un tableau de contingence, ainsi que quelques résultats qui leur sont
relatifs. Ces définitions et notations sont, pour la plupart, reprises de Rouanet & Le Roux

(1993)2.

2.1. Cas général : tableau de contingence quelconque

Etant données deux variables catégorisées A et B comprenant chacune un nombre
quelconque de modalités, on note a (resp. b) une modalité quelconque de A (resp. B). On
parlera de “variables homologues” lorsqu’il existe une correspondance bijective entre A et
B privilégiée méthodologiquement et reflétée par ’ordre d’énumération de leurs modalités
respectives : a; correspond a by, a; a by, etc..

Les effectifs observés sur un groupe de n observations sont notés n p = (Mab)(ap)eAxB
et les fréquences conjointes correspondantes fap, avec fu; = ng/n. On note f, et f; les

fréquences marginales® : f, = Y ycp fab €t fo = Taca fab-

3Nous adoptons notamment les notations duales des mesures (indices en bas) et des variables (indices
en haut). La distinction fondamentale entre ces deux types d’objets statistiques, rappelée par ces
notations, tient a ce que, lorsqu’on regroupe plusieurs catégories, les mesures s’ajoutent alors que les
variables se moyennent.

“Nous considérerons tout au long de cet article qu’aucune des fréquences marginales n’est nulle.



On appelle fréquences-produits® fafs = (fufs)(ap)eaxn- 11y a indépendance locale en-
tre a et b lorsque la fréquence conjointe f,; est égale a la fréquence-produit correspondante
fafs. L'écart a I'indépendance pour les modalités a et b est défini comme f,5 — f, fb. Sion
rapporte cet écart a la fréquence-produit f, f,, on obtient le tauz de liaison entre a et b :

tab — fab - fafb
fufb

Le taux de liaison est un indice symétrique : t*® = %%, Son signe indique s’il y a attraction
(t** > 0), indépendance locale (t** = 0), ou répulsion (t** < 0), entre les modalités a
et b. Le protocole des taux de liaison, 42 = (t“b)(a'b)eAxB, pondéré par les fréquences-
produits f4 fp, est un objet essentiel pour ’analyse d’un tableau de contingence en général
(Rouanet, Le Roux, 1993), et s’avérera étre un objet-clé dans les développements qui
vont suivre. La propriété suivante sera particulierement importante : Vab, t2® > —1, avec
% = —1 <= f,, = 0. Le protocole pondéré des taux de liaison est centré (i.e. de moyenne
pondérée nulle), et, plus précisément, doublement centré, i.e. centré a la fois en lignes et
en colonnes. Le carré-moyen de contingence ¢* n’est autre que la variance de ce protocole :

(1)

¢* = Var(t*®, fafs) = Y. fufu(t™)? (2)

(a,b)€AXB

Le ¢? est un indice global d’importance de liaison dans un tableau de contingence. Il est
nul dans le cas de 'indépendance globale entre A et B (qu’on notera A 1L B), c’est-a-dire
lorsqu’il y a indépendance locale entre toutes les paires possibles de modalités a et b.

2.2.  Cas particulier d’un tableau 2 x 2

Pour le cas d’une variable binaire, A,, on note a et a’ ses deux modalités ; on désignera
la réussite par a et 1’échec par a’ lorsque la notion d’échec/réussite est pertinente.

Pour un tableau A; x B, (deux variables A et B binaires), le coefficient de contingence
é (dont le carré est le ¢?) est le coefficient de corrélation linéaire entre les variables A et
B, obtenu par exemple en codant a et b par la valeur 1, et a’ et b’ par la valeur 0 (tout
autre codage numérique respectant les ordres a > a’ et b > b’ conduit a la méme valeur

pour ¢) :
— fabfa'b' - fab’fa'b

De plus les taux de liaison des quatre cases du tableau sont liés entre eux. Ces relations
mutuelles sont évidentes lorsqu’on exprime les quatre taux de liaison en fonction de ¢ et
des fréquences marginales :

b o
fafy | [fafe
a| &g AN
tAB = ' faf, (4)
— Jatp fafo
a Nk | st

®Nous évitons pour celles-ci le terme de “fréquences théoriques” dont I’'usage est courant mais qui
donne trop a penser que la seule théorie possible est celle de I’indépendance entre A et B.
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De ces relations, il ressort tout d’abord que si un des taux de liaison est nul, alors
é est nul et donc les trois autres taux de liaison le sont aussi : dans un tableau 2 x 2,
I'indépendance locale équivaut a 'indépendance globale. Il ressort également que les taux
de liaison de deux cases diamétralement opposées sont nécessairement de méme signe,
signe déterminé par celui de ¢ ; c’est une conséquence de la propriété de “double-centrage”.
Lorsque ¢ et, en conséquence, t*® et t%"*', sont positifs (resp. négatifs), on parlera de liaison
positive (resp. négative)®. Enfin, le coefficient ¢* est égal aux deux produits-croisés des

taux de liaison” : " .
¢2 — tabta, b —_—r btab (5)

Remarque : Les statistiques que nous venons de définir (fap, t4B, ¢, ¢?) sont descrip-
tives, c’est-a-dire qu’elles ne dépendent que des fréquences conjointes fap et non de
Peffectif total n. Chacune peut aussi bien étre calculée sur un échantillon de données
que sur la population. Lorsque nous aborderons 1’étape inductive, nous aurons besoin de
considérer simultanément les données observées et la population, et il y aura alors lieu
de distinguer les statistiques calculées sur les données observées, désignées en général par
des lettres latines (e.g. f pour les fréquences) de leurs équivalents dans la population
désignées en général par des lettres grecques (e.g. ¢ pour les fréquences).

3. ANALYSE DESCRIPTIVE DES IMPLICATIONS POUR UN TABLEAU 2 x 2

Revenons sur I’exemple “Fractions-1” (cf. tableau 1). On se demande si, sur la base de
ces données, il est possible de conclure que la réussite a ’épreuve A implique, en général,
la réussite a 1’épreuve B : a — b? Nous étudierons ici ’aspect descriptif de ce type de
‘probleme. Cette étape descriptive peut étre envisagée comme la réponse a la question :
“Si les données observées constituaient ’ensemble de la population d’intérét, qu’aurait-on
envie de conclure ?”. Cette étape ne fait intervenir que les fréquences conjointes (ou des
indices dérivés d’elles). Les fréquences conjointes et marginales pour ’exemple “Fractions-
1” sont données dans le tableau 2.

Tableau 2: Exemple “Fractions-1”. Fréquences conjointes et marginales.

b b
a | fao=0.218 | for =0.018 | f, =0.236
a' fal(, = (0.218 fa/bl = 0.546 fal = 0.764
fo=0436  f, =0.564

3.1. Indice descriptif d’implication pour un tableau 2 x 2 : 'indice H de Loevinger

Si on raisonne dans un cadre logique, 'implication stricte “a = b” exprime I'impossibilité
d’observer conjointement a et ¥, soit une fréquence f,;y = 0. Ainsi “a = b” constitue
un modele dans lequel la case ab’ est “interdite” : on dira que la case ab’ constitue une
case d’erreur pour le modele logique a = b. Dans la pratique, il est rare d’observer une
parfaite conformité avec un modele aussi fort, d’ou I'idée de proposer un indice descriptif
mesurant la grandeur de la g-implication de a vers b.

6Qualifier une liaison de “positive” ou de “négative” est relatif aux ordres d’énumération des modalités
de A et B choisis, et n’a de sens véritable que si les variables binaires A, et B, sont homologues.
"Les équations (4) et (5) sont, a notre connaissance, peu classiques.
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Puisque dans le cas de I'implication stricte “a = b” on a fu = 0, un indice acceptable
de grandeur d’une g-implication doit mesurer la petitesse de f,;. Cependant le seul fait
que la fréquence f,p soit petite n’est pas suffisant pour conclure a la ¢-implication a — b.
En effet, si f., est également petite, alors la conclusion doit seulement étre que la modalité
a est rare; d’ott la nécessité d’évaluer la rareté de ab’ en la rapportant a celle de a, puis
symétriquement en la rapportant a celle de b'. Par ce raisonnement, on aboutit a I'indice
H,, de Loevinger (1947, 1948),

_ 1 _ fab’ S
Hab =1 fafb' (6)

défini de facon a ce que sa valeur maximale, 1, corresponde au cas de I'implication stricte®.

A titre d’exemple, pour les données “Fractions-1” (cf. tableau 2) et I’étude de la ¢-
implication “a — b”, on trouve ainsi : H,, = 1 —0.018/(0.236 x 0.564) = 0.864.

3.2. Propriétés de 'indice H
Indice H et tauz de liaison.

A la comparaison des équations (1) et (6), on constate que I'indice H n’est autrc que
I’'opposé du taux de liaison de la case d’erreur ab’ :

Hgay = —t%. (7)

De ce fait, les propriétés de I'indice H se déduisent directement de celles des taux de
liaison.

Valeurs possibles de H.

L’indice H,;, peut valoir de —oo a 1 ; une valeur négative correspond a une attraction entre
a et b/, ce qui va a I'opposé d’une g-implication de a vers b; la valeur 0 correspond a une
indépendance locale entre a et b’ ; une valeur positive correspond a une répulsion entre
les modalités a et b’ et donc a un écart a I'indépendance dans la direction de 'implication
de a vers b; la valeur maximale, 1, est obtenue pour une répulsion maximum entre a et
Y, c’est-a-dire pour t*' = —1 soit encore fuy = 0, qui correspond au cas de I’implication
stricte a = b.

Pour pouvoir parler d’une quasi-implication a — b, il ne suffit pas que H,, soit
positif, mais il faut aussi qu’il soit suffisamment proche de 1; c’est le cas dans notre
exemple ou on a trouvé H,, = 0.864. La définition de criteres précis pour qu’un écart
orienté a 'indépendance puisse étre qualifié de quasi-implication sera discutée plus loin.

Implication contraposée.

Les deux implications strictes, @ = b et sa contraposée ¥’ =—> a’ sont logiquement
équivalentes. A-t-on une équivalence analogue au niveau des g-implications, c’est-a-dire
des indices H associés 7 Du fait de (7) et de la symétrie du taux de liaison, on a :

Hab — __tab’ — _tbla — Hb'a'- (8)

8 Cet indice a été initialement proposé en psychométrie pour mesurer ’homogénéité entre deux
épreuves, d’oli la notation H. Dans sa définition initiale, I’indice de Loevinger est un indice symétrique
qui vaut, selon nos notations, Hap si fy > fs et Hyq sinon, d’olt son autre définition symétrique en tant
que ¢/¢maz. Néanmoins, dans ce texte, nous parlerons de I’“indice de Loevinger” pour désigner 'indice
dissymétrique défini par (6).
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Ainsi la grandeur de la g-implication a — b est la méme que celle de la g-implication
contraposée b’ — a’, toutes deux valant 'opposé du taux de liaison de la case d’erreur
associée ab'.

Plus généralement, chacun des quatre indices de Loevinger associé a une des cases
d’erreur possibles de A x B correspond & la mesure d’une des g-implications du tableau 3.
Le tableau 4 donne, pour ’exemple “Fractions-1”, ’opposé du taux de liaison de chaque
modalité composée de A x B ; chacune de ces valeurs est 'indice H pour la g-implication
correspondante du tableau 3. Dans la case ab’ on retrouve I'indice relatif a la g-implication
a — b, Hy, = 0.864, c’est-a-dire celle pour laquelle la case ab’ est une case d’erreur.

Tableau 3: Q-implications correspondant aux qua- Tableau 4: Exemple “Fractions-1”.
tre cases d’erreur possibles d’un tableau 2.X 2. Opposés des taux de liaison —t*® (in-
dices H ).
b v b Y
a la—bieb—ad|a—biel —d a [=1.115 | 0.864
ad|d —bieb—al|ad —bieb—a a 10345 | —0.267

Non symétrie de H.

Comme on le voit dans le tableau 3, les deux g-implications a — b et b — a
correspondent respectivement aux cases d’erreur ab’ et a’b, et ainsi les indices H qui
leurs sont associés sont respectivement H,, = —t%' et Hy, = —t**, En conséquence,
I'indice H n’est pas symétrique : en général, on a H,, # Hp,. A partir de (4), on montre
que ces deux indices ne sont égaux que dans le cas particulier ou f, = f; (et donc aussi
far = fo)

Hab = Hba S.Si fa = fb (9)

Par contre ces deux indices sont nécessairement de méme signe, le signe de ¢. Plus
précisément, on peut facilement déduire de (4) les inégalités du tableau 5.

Tableau 5: Inégalités entre H,;, et Hy, selon le signe de ¢ et le sens de I'écart entre f, et fp.

fo> fh fo > fa
¢>0 Hba>Hab>0 H, > Hy, >0
¢<0 Hba<Hab<0 Hab<Hba<0

De plus, ’équation (5), qui exprime ¢ comme la moyenne géométrique de deux indices
H, implique en particulier que le coefficient ¢ est nécessairement intermédiaire entre H,;
et Hy,. Ceci permet de bien comprendre le caracteére local de I’indice H : un indice ¢
positif témoigne d’une liaison positive entre A et B mais ne permet pas de distinguer le
cas ou Hy, et Hy, sont proches, du cas ou 'un est élevé et I'autre petit.

h
3.3. Relations orientées de degré h : relations —, « et 1

Quasi-implication de degré h.
L’énoncé H,, > 0 indique un écart a l'indépendance allant dans la direction de

I'implication ¢ == b, mais, comme on I’a dit, est insuffisant pour conclure a une quasi-
implication. Pour répondre a cet objectif, introduisons une valeur-repere h (0 < h < 1)
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pour Hgy; lorsque H,y est supérieur a h, on parlera de quasi-implication de degré h, ce
qu’on notera :

a5 b ssi Hy>h

C'est pour les valeurs-reperes h les plus élevées que le qualificatif “quasi” prend son
sens le plus fort. Le cas extréme est celui de l'implication stricte obtenu pour A =1 :

(a — b) <= (a == b).

Pour h = 0, la relation — est symétrique, puisque H,p et Hy, sont toujours de méme
signe. Pour toute valeur A > 0, par contre, la relation ", ne lest pas.

Quasi-équivalence de degré h.

.o ;o h
On parlera de quasi-équivalence (ou g-équivalence) de degré h, a «— b, lorsque les deux
g-implications réciproques sont vérifiées au méme degré :

A . A h
a+——b ssi a—bet b—a

A nouveau le cas extréme h = 1 correspond a ’équivalence stricte : (a — b) <= (a =
b). Cette relation est évidemment symétrique.

Quasi-indépendance de degré h.
Lorsqu’aucune q-implication de degré h ne peut étre déclarée (pour aucun couple de
modalités de A x B), la conclusion est celle d’une guasi-indépendance (ou g-indépendance)

h
de degré h entre les variables A et B, A L B; cette relation symétrique est définie par :

h
AL B ssi Y(a,b)e AxB, Hu<h (10)

Puisque la valeur-repére h est positive, la condition H,, < h est toujours automatiquement
vérifiée pour les indices H,; négatifs d’un tableau 2 x 2; la contrainte exprimée par cette
définition porte donc en fait sur les deux indices H du tableau qui sont positifs®.

A l'opposé des deux relations précédentes, c’est pour les valeurs de h les plus faibles
que le qualificatif “quasi” prend son sens le plus fort. Nous étendrons cette définition pour
h = 0 en incluant le cas d’égalité (H,, = h = 0), de facon a ce que le cas extréme de

0
g-indépendance, corresponde a I'indépendance stricte : (A L B) <= (A 1L B).

Relations de degré h et indice ¢.

h
Les relations < et L sont symétriques. Par ailleurs, sur la base de 'indice ¢, on peut

définir les notions symétriques de “liaison notable entre a et b” et de “liaison négligeable
entre A et B”. Quel lien existe-t-il entre ces deux sortes de conclusions symétriques ?

h
®Soulignons que les trois types de conclusions qui viennent d’étre définies (a N b,a Lobet AL B)
s’obtiennent sur la seule base des deux indices H positifs d’un tableau.
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L’équation (5) qui relie le ¢? aux taux de liaison fournit la réponse & cette question
puisqu’on en déduit que :

h
ALB = |¢|<h. (11)

Par contre les assertions réciproques ne sont pas vraies. Considérons par exemple le cas

¢ > 0; I’énoncé ¢ > h entraine seulement qu’une des g-implications ", entre a et b est
vérifiée, mais non nécessairement les deux, et I’énoncé ¢ < h implique seulement qu’une
de celles-ci n’est pas vérifiée. Ceci traduit le fait déja souligné que, ¢ étant une moyenne
géométrique des indices H,; et Hj,, sa valeur n’indique pas si ces indices sont proches ou
éloignés 1'un de l’autre'®. Ainsi, les notions que nous introduisons ici de g-équivalence et
de g-indépendance de degré h sont plus fortes que celles, plus usuelles, de liaison notable
et de liaison négligeable basées sur le ¢.

Non transitivité des relations de degré h.

. h h . . .
Les relations — et «—— ne sont pas transitives hors du cas extréme h = 1; la relation
h
1 n’est jamais transitive.

3.4. Valeurs-reperes h pour Hy,

La spécification de valeurs-reperes pour l'indice H peut étre abordée selon deux optiques.
Celles-ci se distinguent par le point de référence qu’on y privilégie.

Dans la premiere optique, le point de référence privilégié est celui de I'indépendance en-
tre Aet B, i.e. H,, = 0, la problématique étant alors de qualifier I’écart a I'indépendance :
écart négligeable si H,, est proche de 0, écart notable dans la direction de a = b s’il
en est suffisamment éloigné. Cette distinction peut étre opérationnalisée par le choix de
deux valeurs-reperes hy e, €t hno pour Hy, délimitant respectivement les régions “proche
de 0”7 et “suffisamment éloigné de 0”. Cette optique est celle qu’on retrouve dans le con-
texte plus général de I’étude de I'importance des effets (I'indépendance étant assimilable a
I"“absence d’effet”). Dans ce contexte, Corroyer & Rouanet (1994) ont discuté la définition
de valeurs-repeéres pour l'indice ¢. Or les inégalités (11) obligent a choisir pour H,, des
valeurs-reperes également acceptables pour ¢. Des valeurs-reperes pour H,, cohérentes
avec les criteres proposés par ces auteurs sont : hney = 0.20 et hpo; = 0.40.

Dans la seconde optique, qui est ici la notre, le point de référence privilégié est celui
de I'implication stricte, i.e. Hyy = 1, et la problématique est alors de qualifier ’écart &
I'implication : on aura quasi-implication lorsque cet écart est suffisamment petit, c’est-a-
dire lorsque H,, est suffisamment proche de 1, et absence de quasi-implication lorsqu’il en
sera trop éloigné. Ici aussi on peut opérationnaliser cette distinction par le choix de deux
valeurs-reperes hgyqsi €t hiend. Relativement a ce choix, les conclusions autorisées seront
alors les suivantes :

H < hyeng  absence de g-implication
htend < H < hguasi  tendance a la g-implication
H > hguusi  g-implication (12)

10Une pratique répandue consiste & quantifier la g-équivalence & partir de Dutilisation conjointe du ¢
et de I'indice Hgp seul : on conclut a la g-équivalence lorsque les deux indices sont proches de 1 (voir e.g.
Bideaud, Lautrey, 1983). Comme on le voit ici, cette procédure n’est pas injustifiée, mais la symétrie de
la conclusion cherchée nous fait préférer 1'utilisation conjointe de H,p et de Hpg.
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Il est raisonnable de requérir que la conclusion de g-implication (H,; suffisamment proche
de 1) nécessite d’avoir au minimum aussi I’énoncé “Hy; suffisamment éloigné de 0”. De
méme la conclusion d’“écart négligeable” de la premiere optique doit étre plus forte que
celle d’“absence d’implication” de la seconde. Ces remarques conduisent aux contraintes
Rquasi = hnot €t Riend > hneg €t nous conduisent a suggérer les valeurs-reperes suivantes :

htend = 040
heuasi = 0.60 (13)

Ces valeurs-reperes sont, commes les précédentes, données a titre indicatif (en particulier
rien n'impose que Aseng soit égal & hn,; comme nous en avons fait le choix ici) ; on pourra,
dans tel contexte particulier, choisir d’autres valeurs-repéres jugées plus pertinentes, a
condition bien-entendu de respecter la contrainte : 0 < hsend < Rguasi < 1.

Alternativement, pour ne pas créer de frontiére nécessairement en partie arbitraire,
et pour avoir davantage de finesse dans les conclusions, on pourra aussi se référer a une
grille de valeurs-reperes, par exemple : 0.20, 0.40, 0.60, 0.80. Cette stratégie présente aussi
'avantage de ne pas avoir a privilégier a priori une optique particuliére; ce seront alors
les données qui, par leur proximité & un des deux points de référence, feront pencher pour
I'une ou pour l'autre.

3.5. Carte descriptive des relations de gq-implication

L'analyse implicative globale d’un tableau 2 x 2 consiste a étudier dans leur ensemble
toutes les implications possibles entre modalités ; cette analyse globale est donc fondée
sur I’examen conjoint des quatre indices H associés au tableau. On ne commente en termes
d’implication que les cases correspondant a des indices H positifs ; si la liaison est positive
(¢ > 0), il s’agit des cases ab’ et ab'; si elle est négative (¢ < 0), il s’agit des cases ab et
a't’.

Une maniere synthétique de présenter la structure implicative observée consiste a
situer les données sur la carte descriptive qui représente ’ensemble des valeurs conjointes
possibles des indices H d'un tableau 2x 2 (figure 1). Dans cette figure, ’axe vertical indique
la qualité et le degré de la liaison de la modalité a vers la variable B, I’axe horizontal ceux
de la liaison de a’ vers B. Le quart supérieur gauche de la figure correspond au cas ¢ > 0;
les ordonnées donnent la valeur de H,; et les abscisses celle de H,y ; le point extréme,
en haut a gauche, correspond a I’équivalence stricte a <= b et les deux segments qui en
sont issus aux implications strictes a = b (segment horizontal) et a’ = ¥’ (segment
vertical). Le quart inférieur droit de la figure se lit de fagcon similaire mais concerne le
cas 0 < 0. avec en ordonnées la valeur de H,;, et en abscisses celle de H, ; ici le point
extréme, en bas a droite, correspond a a <= ¥’ et les deux segments qui en sont issus a
a = b’ (segment horizontal) et & a’ = b (segment vertical).

Pour chacune des deux parties de la figure, I'origine des graduations est le point central
aui correspond au cas d'indépendance stricte A 1L B. Autour de ce point, on trouve les
deux zones (selon que ¢ > 0 ou que ¢ < 0) ou on peut conclure a la q-indépendance. Les
autres régions intérieures de cette figure correspondent aux cas de g-implications ou de
q-équivalences a divers degrés. Sur cette carte, on a fait figurer le point observé pour les
données “Fractions-1" : situé dans le quart supérieur gauche aux coordonnées H,, = 0.864
et Hypy = 0.345.

Cette représentation permet de bien comprendre I'avantage de ’approche adoptée
dans cet article : on dépasse la distinction usuelle entre “proche de I'indépendance”,
“liaison positive” et “liaison négative”, en proposant une distinction plus fine qui identifie
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Figure 1: Carte descriptive des structures implicatives possibles pour un tableau 2 x 2. L’axe
vertical représente l'indice H,; (en haut) ou l'indice H,y (en bas), I’axe horizontal I’indice H,ny
(a gauche) ou l'indice H,y (& droite). Aux données de I'exemple “Fractions-1” est associé, au
plan descriptif, le point de coordonnées H,p = 0.345 et Hyp = 0.864.

clairement les diverses fagons de s’écarter de I'indépendance. De plus, cette représentation
s'averera particulierement utile, (i) pour comparer descriptivement plusieurs ensembles
de données, et (i7) pour analyser inductivement un tableau 2 x 2 comme nous le verrons
par la suite.

3.6. Conclusions possibles pour deux variables binaires homologues

Sur le plan formel, les relations a <= b et a <= ' n’ont pas un statut différent. Mais
lorsque les variables sont homologues, leur interprétation respective est fort différente.
Dans le cas de la premiere, il y a équivalence entre les deux épreuves A et B : on réussit
a A si on réussit a B, on échoue a A si on échoue a B. Dans le cas de la seconde, les
épreuves A et B sont en relation de disjonction (ou d’exclusion réciproque) : réussir a
'une implique échouer a l'autre. Ainsi pour deux variables homologues, nous adopterons
des termes spécifiques pour qualifier les implications et les équivalences lorsqu’elles relient
la réussite a une épreuve a I’échec a ’autre :

a<=Vb ie b<d disjonction
a=10b ie b=4d  exclusion négative
a'=b ie b =a exclusion positive

La relation a == b’ est équivalente & b => &' (par contraposition), et signifie ainsi
que la réussite a une des épreuves implique I’échec a 'autre, ou autrement dit qu’il est
impossible de réussir aux deux épreuves a la fois, d’ou le qualificatif de “négative” pour
cette exclusion. De méme ’exclusion “positive” correspond au cas ot il est impossible
d’échouer aux deux épreuves. Bien entendu, ce qui précede s’étend aux g-implications
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et aux q-équivalences correspondantes et nous parlerons ainsi de g-disjonction et de g-
exclusion positive ou négative.

Les tableaux 6a et 6b font la synthése des relations possibles entre deux variables
homologues. Outre les distinctions qui viennent d’étre introduites, ces conclusions sont
relatives aux choix de deux valeurs-reperes, hieng €t hguesi, qui, conformément a (12),
servent de bornes pour conclure & une “tendance a la g-implication” ou a une “g-
implication” !,

Tableau 6: Relations possibles entre deux variables homologues A et B et interprétation
statistique correspondante : (a) cas d’une liaison positive (¢ > 0), (b) cas d’une liaison négative
(0 < 0). Les qualificatifs “quasi” sont sous-entendus.

((l) Ha’b’ Z hquasi htend S Ha’b’ < hquasi Ha’b' < htend
: Implication ¢ — b
Huy > hguasi Equivalence avec tendance a Implication a — b
I’équivalence

Implication b — a

s a l’équi- | Tendance a 1'impli-
Riend < Hap < hquasi | avec tendance a Tendance a I'éq p

I'équivalence valence cation a — b
f o Tendance & I'impli- | Absence de ten-
Hap < htend [mplication b — a cation b — a dance implicative
(b) Ha’b 2 hquasi htend S Ha’b < hquasi Ha’b < htend

Exclusion négative
Hay > hguasi Disjonction avec tendance a Exclusion négative
la disjonction

Exclusion positive
hiend < Hap < hguasi | avec tendance a
la disjonction

Tendance a la dis- | Tendance a ’exclu-
jonction sion négative

Tendance a l’exclu- | Absence de ten-

Huy < h Exclusion positive . . RTT
ab tend p sion positive dance implicative

Remarque : Dans le tableau 6 les relations de g-équivalence, de g-disjonction, de g-
exclusion et d’absence de tendance implicative portent sur les variables A et B et sont
toutes symétriques : on peut parler par exemple de “g-disjonction entre A et B”.

3.7. Autres indices reliés a H
"3.7.1.  Indices k (“Nappa”) et “Del”

L'indice x (“Nappa”) introduit par Cohen (1960) peut également étre envisagé pour
mesurer le degré de quasi-équivalence dans un tableau 2 x 2. Le modele logique
d’équivalence a <=> b correspond a la conjonction des implications a == b et b => «a.
L'indice x peut en fait s’exprimer comme moyenne pondérée des indices H associés a ces

deux implications. La notion de g-équivalence de degré h ((L)) définie précédemment

!1Si on privilégiait le point de vue de 'importance de ’écart & I'indépendance, en adoptant deux valeurs-
repéres hney et hno, on aurait un tableau analogue mais avec d’autres conclusions : “écart notable a
AL Bversa = b7, “... vers a <= b”, elc., “écart négligeable & A 1L B (i.e. g-indépendance A L B)”.
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comprend, quant & elle, une condition sur le minimum de ces deux indices H et est donc
plus forte que celle qu’on pourrait définir avec «.

Nous reviendrons sur ce point dans Bernard & Charron (sous presse); nous y
considérerons en effet 'indice “Del” proposé par Hildebrand et al. (1977) pour la mesure
du degré d’adéquation de données catégorisées bivariées & un modele logique caractérisé
par une ou plusieurs cases d’erreur; les indices H et « sont des cas particuliers de cet
indice général.

3.7.2. Indice RIOC

L'indice RIOC (“Risk Improvement Over Chance”) a été proposé pour mesurer |’efficacité
prédictive d’une variable prédictrice sur une variable a prédire (Copas & Loeber, 1990 ;
Loeber & Dishion, 1983). Cet indice peut en fait s’exprimer comme le maximum des
deux indices H d’un tableau 2 x 2 qui sont positifs lorsque la liaison est positive :
RIOC = max(H,p, Hy,). Du fait des inégalités du tableau 5, I'indice RIOC n’est autre
que l'indice symétrique de Loevinger évoqué a la note 8 p. 11.

4. ANALYSE INDUCTIVE DES IMPLICATIONS

Nous abordons maintenant le probleme de la généralisation a une population des con-
clusions obtenues lors de I’étape descriptive. Avant d’envisager spécifiquement 1’analyse
implicative d'un tableau 2 X 2, nous rappellerons certains points concernant l’inférence
pour des données catégorisées en général.

4.1. Le probleme de I'inférence pour des données catégorisées

Un ensemble de données catégorisées est constitué de n observations a valeur dans un
ensemble de K catégories, d’ou une composition observée en effectifs ng = (ng)i=1. k-
(Pour un tableau 2 x 2, il y a K = 4 catégories obtenues par le croisement de deux
ensembles A, et Bj.)

L'étape descriptive aboutit a une conclusion descriptive, obtenue sur la base des
fréquences observées fr = ng/n. Cette conclusion, quelle qu’elle soit, peut toujours
s'exprimer par le fait que les fréquences fi- possedent une certaine propriété d’intérét P,
ce que nous noterons P(fx).

On considérera que les observations résultent du tirage d’un échantillon aléatoire de
taille n dans une population caractérisée par les fréquences parentes (ou paramétres)
Yk = (pr)k=1..k. Ceci définit un modele d’échantillonnage multinomial pour la variable
Fy, dont la valeur observée est fy :

FK ~ Mn(n,aph-) (14)

Les fréquences parentes g sont inconnues, mais les fréquences observées fr en sont
le reflet, reflet d’autant plus fidéle que la taille n est élevée. Le probleme de 'inférence
statistique consiste a formuler une conclusion sur les fréquences parentes (x ou certains
parametres qui en sont dérivés, au vu des données observées. Plus précisément, nous
formulerons ce probleme en nous demandant dans quelle mesure la propriété d’intérét
P peut étre étendue a la population, c'est-a-dire aux g . Autrement dit, ayant observé
P(fr), peut-on dire que P(px)?
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Pour répondre au probleme de linférence deux approches sont envisageables :
’approche fréquentiste et 1’approche bayésienne.

4.2.  L’inférence fréquentiste

L’approche fréquentiste (tests d’hypotheses, intervalles de confiance) est a notre connais-
sance la seule voie explorée jusqu’a présent pour le probleme qui nous concerne ici. Mais
cette approche présente des difficultés qui la rendent discutable dans certains cas. Ces
difficultés ont avant tout un caractere général, d’oti la nécessité d’un rapide survol des
principes généraux de I'inférence fréquentiste, mais nous verrons qu’elles interviennent de
facon accrue dans le contexte spécifique de cet article.

4.2.1.  Principes générauz de l'inférence fréquentiste

Nous ne considérerons ici que le cas ou la propriété d’intérét P concerne un seul parametre
dérivé numérique o = g(pr ), ou g désigne une fonction quelconque a valeurs réelles.

La procédure de base de I’approche fréquentiste, le test d’hypothese, a pour but de
tester une hypothese particuliere sur o, Ho : ¢ = 0. Le principe du test consiste a
situer la valeur observée s = g(fx) par rapport a la distribution d’échantillonnage de
S = g(Fk), déduite de celle de Fi, sous I’hypothese Hy. On aboutit a une conclusion, soit

de compatibilité, soit d’incompatibilité, des données avec Hy (cf. e.g. Rouanet, Bernard,
Le Roux, 1990).

L’autre procédure fréquentiste usuelle consiste, en procédant au test de toutes les
hypotheses possibles sur o, a déterminer un intervalle de confiance pour o, c’est-a-dire
I’ensemble IC' des valeurs de o compatibles avec les données observées.

4.2.2.  Les difficultés de l'inférence fréquentiste et leurs solutions

Pour le test d’une hypothese ponctuelle Hy, une difficulté majeure que rencon-
tre l'inférence fréquentiste est que, hors des situations élémentaires, la distribution
d’échantillonnage de S = g(Fx) n’est pas complétement spécifiée par Ho et dépend en-
core de parametres parasites : au lieu de I'unique distribution d’échantillonnage requise,
on a en fait un ensemble de distributions d’échantillonnage selon les valeurs possibles des
parametres parasites. De ce fait le test d’hypothese tel que nous ’avons décrit ne peut
étre pratiqué. Les deux solutions usuelles pour contourner cet obstacle sont celle des tests
conditionnels et celle des tests asymptotiques.

La solution des tests conditionnels consiste a introduire des contraintes sur les
parametres ¢x (en plus de celle exprimée par I’hypothese Hy) et/ou sur les données
observables. Un exemple typique de cette approche est celui o, pour ’analyse d’un
tableau de contingence, on compare les données observées aux seules données observables
ayant meémes marges que le tableau observé. Ce faisant, on se débarrasse des parametres
parasites, mais au prix de contraintes ad hoc et donc quelque peu arbitraires.

La solution des tests asymptotiques découle du fait que, pour une vaste classe de
fonctions g, lorsque n tend vers l'infini, la distribution d’échantillonnage de S = g(F¥)
ne dépend plus des parametres parasites. A ce résultat, on adjoint souvent celui de la
normalité asymptotique de cette distribution, d’ou les tests approchés asymptotiques
(e.g. le test d’indépendance usuel du Khi-2). Les parametres parasites ont disparu mais,
en contrepartie, ces tests ne sont valides que pour les échantillons de taille suffisament
grande et pour des valeurs de o non trop proches des bornes du parameétre o.
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La construction de l'intervalle de confiance nécessite (au moins conceptuellement) le
recours & un ensemble de tests et les difficultés précédentes se transferent ainsi a cette
procédure. Elles se trouvent méme parfois renforcées du fait que telle solution pour le test
d’une hypothése donnée peut ne plus convenir pour le test d’une autre.

1.2.3. Inférence fréquentiste sur l'indice H

Nous avons introduit a la section 3 I'indice de Loevinger H, indice numérique dont la valeur
observée g( fx) est ’estimation du paramétre dérivé parent correspondant g(yx ), que nous
noterons 7. Plusieurs auteurs ont proposés des tests ou des intervalles de confiance pour 7
en ayant recours a un des deux types de solutions précédents : “approche conditionnelle”
pour Copas & Loeber (1990), Gras & Larher (1993) et Lerman, Gras & Rostam (1981) ;
“approche asymptotique” pour Copas & Loeber (1990), Hildebrand et al. (1977), Fleiss
(1981). Nijsse (1992) fait la comparaison de plusieurs de ces solutions'?.

La méthode proposée par Gras & Larher (1993) et Lerman, Gras & Rostam (1981),
dans le cadre de ’approche conditionnelle!3, permet seulement de tester, I’hypothése n = 0
et par extension I’hypothese n < 0, ce qui, du fait que 7, < 0 <= m, < 0, revient en
fait a tester I’hypothese ¢ < 0. Cette approche privilégie ainsi le point de référence que
constitue 'indépendance A 1L B et non celui de 'implication stricte.

Par la suite, nous nous intéresserons uniquement aux procédures proposées par les
auteurs cités qui conduisent a des limites et des intervalles de confiance pour 7, notions
qui ne font pas jouer a ’hypothese d’indépendance de role de référence privilégiée.

Intervalles de confiances pour l'indice 7.

Copas & Loeber (1990, équation (11)) donnent comme approximation asymptotique de
la variance de la distribution d’échantillonnage de H,; la formule suivante :

‘}l"CLl(Hab) ~ n(‘;‘—a}’y)é‘ [fab’(fab’fa'b - fabfa’b’) + fabfa'b’] (15)

A peu de choses pres, c’est également la formule qu’on peut déduire de celle proposée par
Hildebrand et al. (1977, équation (7) p. 200) pour I'indice § :

n
n—1

V(ll‘H(Hab) = V(ITCLl(Hab)X (16)

Fleiss (1981, p. 76) fournit une formule concurrente basée sur 1’approximation de la
distribution d’'échantillonnage de log(1 — Hy) :

fa'b + Hab(fab + fa’b’)
1 fapr

Varp(log(l — Hy)) = (17)

Chacune des formules précédentes conduit & un intervalle de confiance approché pour
nab- En effet, étant donnée une statistique S estimant un parametre o, dont la valeur

2Les résultats de Copas & Loeber (1990) et de Nijsse (1992) sont présentés comme portant sur l'indice
RIOC indice défini comme maximum de deux indices de Loevinger (cf. section 3.7.2); mais, en toute
rigueur, ils portent en fait seulement sur I'indice de Loevinger lui-méme.

13Ces auteurs proposent en fait plusieurs méthodes correspondant a divers modéles d’échantillonnage,
dont une pour le modéle multinomial.
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observée est s, et dont la variance d’échantillonnage est Var(S), un intervalle de confiance
approché (approximation normale) pour o a la garantie v est donné par :

IC = stz Var(S) , (18)

oll z(1_) est la valeur critique bilatérale de la distribution normale réduite au seuil (I1-7)
(par exemple pour v = 0.95, on a 2905 = 1.96). Nous noterons ICcr1, ICH et ICF les
intervalles de confiance déduits respectivement des formules (15), (16) et (17). Ces trois
intervalles approchés ont étés proposés pour le cas ou n est suffisamment grand™*.

Pour le cas ou n est petit, Copas & Loeber (1990, équation (22)) proposent un autre
intervalle de confiance approché, que nous noterons ICcr,, obtenu dans le cadre de
Papproche conditionnelle, dont nous ne détaillerons pas le calcul ici.

Appliquons ces diverses formules & ’exemple “Fractions-1” pour ’étude de la g-
implication a — b pour laquelle nous avons trouvé descriptivement H,, = 0.864 avec
n = 165. En prenant comme garantie v = 0.95, on obtient les intervalles de confiance
pour 7,5 suivants :

ICery = [0.719;1.008]
ICy = [0.718;1.009]
ICF = [0.606;0.953]
ICcra = [0.651;0.941] (19)

On constate que les divers intervalles de confiance ainsi obtenus sont assez différents
les uns des autres. De plus, les intervalles IC¢ry et ICy incluent des valeurs impossibles
(> 1) pour 7, ; ceci tient a ce que les conditions d’une bonne approximation ne sont
pas remplies : l’indice observé H,, est trop proche de la valeur maximale 1, et n
n’est pas suffisamment grand. Cette remarque conduit a écarter ces deux solutions et a
privilégier les deux autres, mais il convient de souligner qu’il reste difficile de répondre a la
question “Quel est le meilleur intervalle approché ?” dans la mesure ot chacun fournit une
approximation d’un “intervalle idéal” qui, lui-méme, n’eziste pas du fait de ’intervention
de parametres parasites. Pour la méme raison la distinction entre n petit et n grand peut
difficilement étre rendue parfaitement opérationnelle.

Difficultés de 'approche asymptotique pour linférence sur n.

Les limitations de ’approche asymptotique que nous avons soulignées en 4.2.2 sont
générales ; mais, pour l'inférence sur le parametre dérivé 7, elles interviennent de fagon
plus aigué. En effet, la question d’intérét est souvent de montrer qu’on est proche de
I'implication stricte, c’est-a-dire proche de la valeur extréme, 1, de 5. De ce fait, une des
conditions de validité des tests asymptotiques n’est typiquement pas satisfaite. Hildebrand
et al. (1977, p. 207) résument la situation paradoxale dans laquelle on se trouve avec cette
approche : il y a conflit entre I’intérét scientifique, pour le chercheur, d’observer un indice
H proche de 1, et I'intérét technique d’avoir un indice éloigné de cette valeur limite.

Ceci est particulierement manifeste dans le cas extréme ou H,, = 1 (soit far = 0),

dans lequel les formules (15), (16) et (17) conduisent & des intervalles soit ponctuels soit
indéfini. Plusieurs des auteurs cités suggerent alors d’appliquer les mémes formules mais en

148e placer dans le cas n grand permet, entre autres, de considérer s = 9(fKx) comme un estimateur
sans biais de S = g(¢k ), et ainsi d’éviter la nécessité du choix d’un meilleur estimateur.
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ajoutant (et éventuellement soustrayant) 1/2 & certains des effectifs observés, m::mis cette
suggestion constitue une solution ad hoc qui ne repose sur aucun argument théorique. Le
calcul de IC¢r, fait également intervenir une solution de ce type.

4.3. Inférence bayésienne pour des données catégorisées

Outre les critiques qui précédent, il en est une autre plus fondamentale. Les méthodes
fréquentistes précédentes fournissent des solutions pour I'inférence sur un parametre dérivé
numérique ¢ = ¢(pk), mais non pour le probleme général de l'inférence tel que nous
’avons énoncé, c’est-a-dire portant sur une propriété P quelconque : il peut s’agir d’une
propriété complexe, composite, portant simultanément sur plusieurs indices H, comme
par exemple lorsqu’il s’agit de montrer qu’une g-implication est de degré élevé mais que
sa réciproque est de faible degré, ou bien encore qu'’il y a g-indépendance entre deux
variables. L’approche bayésienne, par contre, fournit un cadre général pour répondre au
probleme de I'inférence dans ce sens fort.

Le principe général de l'inférence bayésienne est le suivant : a partir de données
recueillies selon un certain modele d’échantillonnage, et d’une distribution initiale sur les
parametres de ce modele, on déduit une distribution finale sur ces mémes parametres. Les
deux distributions, initiale et finale, expriment de fagon probabiliste 1’état initial (avant
la prise en compte des données) et 1’état final (apres la prise en compte des données) de
connaissance sur les parametres. La distribution finale porte simultanément sur I’ensemble
des parametres, et s’intéresser a une propriété P particuliére se ramene a la construction
de la distribution marginale appropriée. Dans cette approche, I’élimination des parameétres
parasites consiste & moyenner sur ces parametres, en respectant la pondération exprimée
par la distribution finale globale. L’ouvrage de Jeffreys (1961) et celui plus récent de
Bernardo & Smith (1994) fournissent une bonne présentation générale de 1’approche
bayésienne de I'inférence.

En ce qui concerne les données catégorisées, on consultera Bernard (1986 et 1991) pour
une présentation détaillée de cette approche. Nous en rappelons briévement les grandes
lignes. Quand les données sont recueillies selon un modele d’échantillonnage multinomial,
et en choisissant une distribution initiale de Dirichlet Di(ak), ax = (ak)k=1..k, alors la
distribution finale est encore une distribution de Dirichlet Di (ax + nk) :

YK ~ Di(aK) = cpxan ~ Di(aK + nK) (20)

La famille des distributions de Dirichlet est privilégiée pour le modele multinomial du fait
qu’elle possede la propriété de conjugaison : si I'initiale y appartient, alors il en est de
meéme de la finale. L’inférence bayésienne peut alors étre simplement décrite en termes
de forces sur les K catégories : les forces initiales ax sont actualisées, par 1’apport des
données ng, en forces finales oy = ax + ng.

Disposant d’une distribution de probabilité finale sur les parametres ¢, la réponse
bayésienne au probléme général de l'inférence consiste simplement & dériver de cette
distribution globale, la probabilité de P(¢k) : Prob(P(pk)); si cette probabilité, on dit
aussi garantie, est suffisamment élevée, alors la conclusion descriptive P(fx) peut étre
généralisée a la population. Plus précisément, on évalue cette garantie par rapport aux
garanties-reperes conventionnelles v = 0.90, 0.95, 0.99, etc..

Lorsque la propriété P porte plus spécifiquement sur un parametre dérivé numérique
o= g(apK),.on pourra répondre au probléme en deux temps : (i) construire la distribution
finale marginale sur o, et (i) de celle-ci, déduire la probabilité cherchée. Dans ce cas, on
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pourra aussi calculer des limites (ou des intervalles) de crédibilité pour o a une garantie-
repére fixée!'® ; ce sont les équivalents bayésiens des limites et intervalles de confiance du
cadre fréquentiste.

La mise en application de cette théorie générale d’inférence nécessite de fournir la
réponse & deux questions : (3) Comment choisir la distribution initiale sur g ? (i)
Comment, & partir de la distribution finale, dériver la probabilité de la propriété d’intérét ?
Mais ces deux questions sont de natures fort différentes ; la premiere est d’ordre conceptuel
et constitue le seul point de choix de la méthode bayésienne; la seconde est purement
d’ordre technique.

4.3.1. Choiz de la distribution initiale

Le seul point de choix de ’approche bayésienne est celui de la distribution initiale. Lorsque
celle-ci est prise dans la famille des distributions de Dirichlet, ce choix est simplement
celui des forces initiales ag. Si on se place dans une perspective d’analyse des données,
les forces initiales doivent étre choisies de fagon a exprimer un état initial d’ignorance sur
les parametres ¢k .

Cette perspective restreint considérablement ’ensemble des choix possibles pour af.
L’analyse de diverses solutions proposées dans ce cadre conduit a la notion d’une zone

d’ignorance définie par Vk € {1... K}, ax > 0 et Y ar = 1 (Bernard, 1996 ; Walley,

1996). A partir de 1a, on peut adopter deux stratégies pour le choix des forces initiales
ak : (i) prendre un point “central” de cette zone d’ignorance et ainsi proposer une solution
standard, ou (1) considérer cette zone d’ignorance dans son ensemble et ainsi, pour chaque
propriété d’intérét sur ¢k, calculer non pas une probabilité unique mais un intervalle de
probabilités!®. Soulignons que, pour fx fixé, le choix d’une distribution initiale particuliere
dans la zone d’ignorance a une influence sur les résultats d’autant plus faible que la taille
n des données est grande.

L’un de nous (Bernard, 1996) discute cette question en détail pour K = 2 et montre
que le choix d’une distribution initiale dans cette zone d’ignorance possede son exacte
contrepartie en inférence fréquentiste en tant que sélection de la regle d’arrét et choix du
mode de calcul du seuil observé d’un test, inclusif ou exclusif. Dés lors, si on considére que
ce probleme constitue une limitation pour ’approche bayésienne, il en constitue également
une pour ’approche fréquentiste!”.

Pour les besoins de cet article nous retiendrons la solution standard définie par
ar = 1/K (Bernard 1986 et 1991 ; proposée par Perks, 1947) et nous parlerons de
distribution standard pour la distribution finale qui découle de ce choix. Il sera néanmoins
important de juger de la sensibilité des résultats a ce choix, surtout lorsque ’effectif total
n est petit.

150n aura seulement recours, dans cet article, a des intervalles de crédibilité symétriques, c’est-a-dire
ceux pour lesquels les deux régions pour o extérieures a l'intervalle ont méme probabilité.

16Ces deux alternatives ne sont pas les seules. La solution de Jeffreys (1961) consiste & prendre
Vk,ar = 1/2. L’approche des “reference priors” de Bernardo & Smith (1994) conduirait au choix d’une
distribution initiale spécifique pour chaque parameétre dérivé considéré.

17Ces deux points de choix de I’approche fréquentiste concernent la définition du test exact et sont
donc indépendants des difficultés évoquées en 4.2.2.
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4.3.2. Meéthode de calcul par échantillonnage-MC

Qu’il s’agisse de construire la distribution d’un parametre dérivé ou d’évaluer la prob-
abilité d’une propriété complexe, ’approche bayésienne se heurte vite a des difficultés
techniques. En effet, en dehors des situations élémentaires, le probleme ne peut étre résolu
de fagon analytique mais seulement par des moyens numériques. De ce fait ’application
pratique des méthodes bayésiennes a longtemps été restreinte aux situations ou les cal-
culs étaient envisageables en un temps raisonnable sur les ordinateurs disponibles. Ces
limites ont été repoussées par le développement de la puissance des ordinateurs, et en-
core davantage grace a I’émergence d’un ensemble de méthodes générales d’approximation
telles que : “Gibbs sampling”, “sampling-resampling techniques”, “weighted bootstrap”.
Le point commun de ces méthodes est d’approximer la distribution finale globale par un
échantillon pseudo-aléatoire de celle-ci; de cette distribution approchée, on déduit la dis-
tribution de tout parametre dérivé ou la probabilité de toute propriété d’intérét. Pour plus
de détails sur ces méthodes, nous renvoyons le lecteur aux articles de Casella & George
(1992) et de Smith & Gelfand (1992) et aux références qui y sont citées.

Pour ce qui nous concerne ici, Bernard (soumis) indique plusieurs méthodes de ce
type, applicables & une distribution de Dirichlet. Une des méthodes préconisées repose
sur une propriété d’indépendance de la Dirichlet (Bernard, a paraitre) ; elle conduit & un
algorithme plus efficace que ceux issus des méthodes générales mentionnées ci-avant. Nous
désignerons ici cette méthode par le terme d’“échantillonnage-MC” (MC pour “Monte-

Carlo”).

Pour le contexte spécifique de cet article, I’analyse d’un tableau 2 x 2, compte tenu
du petit nombre (3) de parametres impliqués, on pourrait aussi recourir a des méthodes
d’intégration numérique, mais ces méthodes deviendraient vite impraticables avec des
tableaux de plus grandes dimensions, sujet que nous aborderons dans l’article suivant
(Bernard, Charron, sous presse). Au econtraire la méthode d’échantillonnage-MC est
applicable dans tous les cas et sera ainsi celle que nous privilégions.

La méthode d’échantillonnage-MC est une méthode approchée, mais ’approximation
réalisée n’a pas le méme statut que les approximations asymptotiques du cadre
fréquentiste. La distribution finale sur ¢ et tout énoncé qui en découle sont parfaitement
speaﬁes par ’équation (20), et le recours & une méthode approchée constitue seulement
ici une commodité technique. De plus, il est ici possible d’augmenter la précision de
T approx1mat10n en augmentant la taille N de I’échantillon-MC, les seules limites tenant
alors a la puissance de calcul et au temps disponibles. La quahte de l’approx1mat10n peut
étre controlée par le fait que lerreur standard sur la garantie approchée d’un énoncé
quelconque ne dépasse pas 1/(2v/N). Par la suite, les inférences bayésiennes réalisées
ont été obtenues avec des échantillons-MC de taille N = 10%, d’oi une erreur standard
sur les garanties d’au plus 0.0005. En régle générale, nous recommandons d’utiliser des
échantillons-MC de taille minimum N = 10

4.4. Inférence bayésienne sur un indice de Loevinger 7

Appliquons la méthode d’inférence bayésienne au probleme de ’inférence sur un indice
n, sur ’exemple les données “Fractions-1” (cf. tableau 1) et 1’étude de la g-implication
a — b. La distribution finale standard sur ’ensemble des parametres p45 est donnée
par :

(Pads Pabls Parby pan) ~ Di(36.25,3.25,36.25,90.25) (21)
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De cette distribution globale, on déduit celle de 5., par échantillonnage-MC (voir
figure 2. On a observé un indice descriptif H,, = 0.864, et on constate que cette valeqr
correspond & peu pres au pic de cette distribution. La dispersion de la distribution traduit
’incertitude sur la vraie valeur de 7,,. Précisément, la moyenne et ’écart-type de cette
distribution sont : Moy = 0.855 et Ety = 0.074. On remarquera la dissymétrie marquée
de cette distribution, due & ce que I'indice observé est proche de 1, valeur maximum pour

Nab-

0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0
Hgp = 0.864

Figure 2: Exemple “Fractions-1”. Distribution bayésienne standard de 7.

L’indice observé H,, présente, entre autres, la propriété H,, > 0.60, soit une q-

implication observée de degré 0.60 : a 998 b. De la distribution finale standard de

Nab, on déduit Prob(ne, > 0.60) = 0.996, c’est-a-dire que la propriété est, pour la

population, attestée avec la garantie 0.996 : on peut conclure inductivement a a 268 b a
la garantie 0.996. Bien entendu la garantie qu'on peut atteindre est d’autant plus faible
que la propriété est forte : ’énoncé H,, > 0.80 est également une propriété observée
des données mais il ne peut étre généralisé qu’avec la trop faible garantie 0.789. En
fixant une garantie-repere, e.g. ¥ = 0.95, la limite inférieure de crédibilité vaut 0.717 :
Prob(nq, > 0.717) = 0.95.

Pour offrir un élément de comparaison avec les méthodes fréquentistes décrites en
4.2.3, calculons I'intervalle de crédibilité standard, noté ICR, pour 7, a la garantie 0.95 :

ICR = [0.682;0.965] (22)

L’ordre de grandeur de ces limites bayésiennes est le méme que celui des limites de
confiance correspondantes de (19). Contrairement a certains intervalles de confiance
trouvés, l'intervalle bayésien ne couvre que des valeurs possibles pour 7, ; ceci est un
trait général de I’approche bayésienne proposée et se produirait aussi pour une taille n
plus petite, ou pour une valeur observée de 'indice plus proche de la valeur limite 1.

Pour juger de la sensibilité des résultats bayésiens au choix de la distribution initiale
dans la zone d’ignorance définie en 4.3.1, on peut calculer I'intervalle de crédibilité pour
chaque vecteur de forces initiales asp pris dans cette zone. Les deux intervalles les plus
extrémes'®  la garantie 0.95 sont : [0.643;0.948] et [0.700;0.971]. Ainsi, dans tous les cas,

18Ceux-ci sont respectivement obtenus, dans ce cas, pour les forces initiales ayp = (0,1,0,0) et
aaAB = (1,0,0,0).
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on peut conclure que Prob(ns > 0.643) > 0.975 et donc & une g-implication de degré
élevé (hguqsi = 0.60) avec une garantie importante.

Remarque : La dispersion de la distribution finale sur 7,5 est d’autant plus faible que
Peffectif n est élevé. Plus précisément, ce sont les effectifs marginaux de la case ab’ (case
d’erreur associée a @ = b) qui jouent un réle déterminant dans cette dispersion, et
particulierement le plus petit de ces effectifs : la dispersion sera d’autant plus forte que
Min(n,,ny) est faible. C’est également lorsqu’un de ces effectifs est petit que I'influence
de la distribution initiale est la plus forte.

Cas d’une implication stricte a => b descriptivement vérifiée.

Le cas extréme ou l'on aurait Hy = 1, soit f,r = 0, est particulierement instructif
sur I’apport de I’approche bayésienne. C’est en effet, comme nous I’avons vu, le cas le
plus délicat pour I’approche fréquentiste asymptotique. On considérera ici que I’absence
d’observations dans la case ab’ ne découle pas d’une contrainte structurelle connue a

prioritd,

Considérons I’exemple des données “Fractions-1” mais en remplagant n,y par 0, de
sorte que les effectifs observés sur A x B sont maintenant : 36,0,36,90. L’inférence
bayésienne standard conduit alors & I’intervalle de crédibilité sur 7,5, ICR = [0.917,1.000]

) . . - . . T 0917 ; »
a la garantie 0.95, soit en particulier une conclusion inductive de g-implicationa — bala
garantie 0.975. Du fait qu’ici les effectifs marginaux n, = 36 et ny = 90 sont relativement
élevés, la distribution standard est assez concentrée au voisinage de la valeur 1. En
faisant varier la distribution initiale dans la zone d’ignorance, les intervalles de crédibilité
extrémes pour 7, a la garantie 0.95 sont [0.829,0.999] et [1,1] (cet intervalle ponctuel est
obtenu avec des forces initiales qui expriment que le 0 est structurel, cf. note 19, p. 26);
ainsi, dans tous les cas, on peut au moins conclure que : Prob(n,, > 0.829) > 0.975.

4.5. Inférence sur la structure implicative dans un tableau 2 x 2

L’étude inductive de la structure implicative dans un tableau A; x B, consiste a énoncer
une conclusion conjointe sur deux indices de Loevinger parents : 1,5 et 7,4 si la liaison
entre A et B est positive, 74 et 74 s elle est négative. Mais, bien entendu, le sens de la
liaison entre A et B observé sur 1’échantillon ne correspond pas nécessairement au sens
de cette liaison dans la population ; s’il y a incertitude sur la grandeur des indices 7, il y
également incertitude sur leur signe.

Pour répondre a ce probleme, considérons a nouveau la carte des structures implica-
tives possibles pour un tableau 2 x2 (cf. figure 1 p. 16). Un tableau 2x 2 observé correspond
a un point observé sur cette carte. Mais, au niveau inductif, chaque point correspond a
une possibilité de structure implicative pour le tableau 2 x 2 parent. Lorsqu’on munit cette
carte d’une grille de valeurs-repéres, au niveau descriptif le tableau observé “tombe” dans
une case déterminée, alors que, au niveau inductif, & chaque case est associée une certaine
probabilité de contenir le tableau parent. La figure 3a donne une telle carte inductive,
pour les données “Fractions-1” et les valeurs-repéres 0.20, 0.40, 0.60, 0.80. Pour mieux
visualiser la densité de probabilité, on peut représenter les probabilités par la surface de

19 Dans le cas d’un 0 structurel dans la case ab’, il est possible d’exprimer la contrainte structurelle
a laide de la distribution initiale : on choisit une force initiale agy = 0 sur la catégorie impossible et
Iinférence bayésienne conduit alors & un énoncé certain sur 744, a5 = 1. Le résultat est bien sir attendu,

mais il permet de voir comment I’approche bayésienne permet le cas échéant d’intégrer des informations
a priori via la distribution initiale.
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disques comme A la figure 3b ; cette derniére est construite avec des valeurs-reperes variant
de 0.10 en 0.10.

C’est la case correspondant & la structure observée qui a la plus grande probabilité
(0.633). Ceci est généralement vrai, & condition de choisir, comme ici, des valeurs-
reperes équi-espacées. Si on veut condenser cette carte inductive par un énoncé plus
compact, on procede en choisissant deux valeurs-reperes particulieres hsend €t hquasi, €t on
pourra calculer la garantie & accorder & une des conclusions possibles du tableau 6. Pour
tend = 0.20 et hgyqsi = 0.60, la propriété de “q-implication de a vers b avec tendance a la g-
équivalence” peut étre attestée a une garantie élevée, 0.994 (= 0.1554+0.015+0.633+0.190)
(cf. figure 3a).

4.6. Inférer sur la gq-équivalence et la g-indépendance dans un tableau 2 x 2

A partir d’une telle carte inductive, il est possible de déterminer la garantie a accorder
\ . ’ . ’ h \
a une conclusion de g-équivalence entre a et b de degré h (a «— b) ou a celle de g-

h
indépendance entre A et B de degré h (A L B).

Mais, alternativement, on peut aussi remarquer que chacune de ces conclusions
correspond a une propriété relative a un parametre numérique spécifique dérivé des p4p.

La propriété a " b peut s'écrire Min abyMha) > h, et ’étudier revient donc a inférer
P p Naby 7

h
sur le parametre dérivé o1 = Min(nep, Mse). De méme, I’étude de la propriété A L B se
ramene a l'inférence sur le parametre dérivé oo = Maz(nab, Nabs Narby Narb?)-

Nous donnerons ici I’exemple de la recherche d’une conclusion de g-indépendance
sur un autre exemple “Fractions-2”, qui correspond a deux autres épreuves du dossier
“Fractions” (épreuves A = OFPT et B = QCPP, cf. section 5). Les effectifs observés sont
donnés dans le tableau 7 ainsi que les indices de Loevinger associés a chaque case.

Tableau 7: Exemple “Fractions-2”. Effectifs observés n,, et opposés des taux de liaison —t*

(indices de Loevinger associés & chaque case d’erreur) pour les épreuves A = OFPT et
B = QCPP.

ne b b —gab b v ,

a |58 |31 a 0.014 | —0.026

a | 5125 a | —0.016 0.031

Pour ces données on a, par exemple, la propriété descriptive de q-indépendance au
0.20

degré h = 0.20, soit : A L B. Puisque l'indice H observé maximum vaut 0.031, la
propriété de g-indépendance est en fait vérifiée descriptivement pour tout degré h > 0.031.

La carte inductive de la structure implicative pour cet exemple, est donnée 4 la figure 4 ;
comme précédemment, deux représentations sont données : valeurs des probabilités pour
la grille de valeurs-reperes 0.20, 0.40, 0.60, 0.80 (figure 4a) et représentation graphique
des probabilités pour une grille plus fine de 0.10 en 0.10 (figure 4b). On en déduit que la

0.20
probabilité d’avoir A L B dans la population vaut 0.915 (= 0.385 + 0.530).

La figure 5 donne la distribution bayésienne standard du paramétre dérivé oy,
maximum des quatre indices n parents. L’allure particuliere de cette distribution tient
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Figure 3: Exemple “Fractions-1”. Carte inductive pour la structure implicative ; (a) valeurs
des probabilités pour la grille de valeurs-reperes 0.20, 0.40, 0.60, 0.80; () les probabilités sont
représentées par des disques de surface proportionnelle, pour la grille de valeurs-repéres 0.10,
0.20, etc.. Les axes se lisent comme ceux de la figure 1. Les probabilités notées 0 sont inférieures
41073



29

a' vers B
a — b a —b

1 08 06 04 02 0 02 04 06 08 1

oloflolo]o
®
o
oloflolo]o
o
o .
T lololofo]o Impossible
83
oo oo |02
M 3
- oo oo |03
(a) g ©
> 0.530[0.072(0.001] 0 | 0
g
S
olo]ofo]o
o
o .
]| Impossible olo]ofo]o
SR
olo]o]ol]o
b
(o)
olo|ololo
a' vers B
a — Y ad —b
1 08 06 04 02 0 02 04 06 08 1
©
[e=]
o Q
o .
| Impossible
<t
S S
S Te
a
o
(b) o o
ole
S

Impossible

a— b
08 06 04 0.2

1

Figure 4: Exemple “Fractions-2”. Carte inductive pour la structure implicative. Se lit comme
la figure 3.
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4 ce qu'on est descriptivement tres proche de I'indépendance stricte et que.le pa,ra,mé’trg
dérivé o, est borné a gauche par la valeur 0. Cet “effet de bord” serait moins marqué si
les données étaient moins proches de I'indépendance et si leur taille était plus élevée.

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
Sy = 0.031

Figure 5: Exemple “Fractions-2”. Distribution bayésienne standard de o2 = Max(7as, Tab’, Na’b;
Ta'b! )-

A partir de cette distribution, on retrouve la probabilité précédente comme Prob(o, <
0.20) = 0.915. Mais on peut également chercher la plus petite valeur h pour laquelle on
pourrait conclure a la g-indépendance avec une garantie fixée v ; pour ¥ = 0.95, on trouve

Prob(oy < 0.229) = 0.95.

Remarque : Considérer un parametre d’intérét qui s’exprime comme minimum ou
maximum d’autres parametres n’introduit pas de difficulté particuliere dans le cadre
bayésien puisqu’on dispose d’une distribution sur ’ensemble des parametres. Une inférence
de ce type serait par contre beaucoup plus délicate a envisager dans le cadre fréquentiste.

5. EXEMPLE D’AIB : LES FRACTIONS

Dans ’exemple qui suit, les observations sont a valeurs dans le croisement de six variables
binaires. L’analyse présentée se base sur I’AIB de chaque couple de variables et propose
une représentation synthétique des relations implicatives binaires obtenues.

5.1.  Objectifs expérimentaux et méthode

Les exemples “Fractions-1” (section 1) et “Fractions-2” (section 4.6) sont extraits d’une
recherche exposée de fagon exhaustive dans Charron (1995 et a paraitre). Nous la
présentons ici en nous centrant sur ses aspects méthodologiques, c’est-a-dire sur la mise
en oeuvre de I’AIB et les conclusions que cette méthode permet de tirer.

Cette recherche étudie la conceptualisation des fractions comme relations entre
mesures chez I’enfant et ’adolescent. Un ensemble de 18 énoncés de probléemes relatifs
a I'usage de la fraction a été proposé a 165 sujets répartis en trois niveaux scolaires (Cm2,
5eme, 3eme) de 55 sujets chacun. Dans chaque énoncé de probléme, une fraction (donnée
ou a calculer) reliait une quantité de référence a une quantité comparée. Six types de
problemes ont été constitués par le croisement de trois taches et de deux situations. Les
taches consistaient a calculer, soit la fraction (tache OF), soit la quantité comparée (tache
QC), soit la quantité de référence (tache QR). Les deux situations se distinguaient par
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le fait que la fraction exprimait, soit un rapport Partie-Tout (situation PT), soit un rap-
port Partie-Partie (situation PP). Par ailleurs, chaque type de probleme a été présenté
sous trois habillages différents (parts de gteaux, clients dans un restaurant, arbres d’une
forét), d’olt I’ensemble de 18 énoncés de problémes. On trouvera en annexe des exemples
d’énoncés pour chacun des six types de problemes.

L’objectif général de cette recherche est de mettre a jour les éventuelles dépendances
orientées existant entre ces types de problémes : la résolution de certains nécessite-t-
elle de savoir résoudre tels ou tels autres? Pour répondre a cet objectif, nous avons
considéré comme épreuves chacun des six types de problemes précédents. Chaque épreuve
a été codée en réussite/échec selon le critere suivant : réussite lorsqu’au moins 2 des 3
habillages proposés avaient donné lieu & une réponse correcte, échec dans le cas contraire.
Nous sommes ainsi ramenés a 1’étude de la structure implicative globale reliant ces six

épreuves binaires homologues : QCPT, QCPP, QRPT, QRPP, OFPT, OFPP.

5.2.  Structure implicative pour chaque paire d’épreuves

L’analyse a consisté, pour chaque niveau scolaire, a étudier la structure implicative pour
chaque paire d’épreuve?, puis a proposer un résumé global de ces structures implicatives
consistant en un graphe implicatif inspiré de Gras & Larher (1993). Nous présenterons
d’abord les résultats de fagcon détaillée pour les éleves de Cm2, puis de fagon compacte
pour les deux autres niveaux scolaires.

5.2.1.  Analyse des résultats des éléves de Cm2
Analyse descriptive.

Le tableau 8 donne les tris croisés en effectifs pour chaque paire d’épreuves; le tableau
9 indique, pour chacun de ces tris croisés, les indices de Loevinger H associés aux
quatre cases d’erreur possibles, les indices positifs y figurant en gras. Nous privilégions
ici I'idée de grille de valeurs-reperes (pour les graphes notamment), mais nous utiliserons
aussi les conclusions synthétiques de “g-implication” ou de “tendance a la gq-implication”
relativement aux valeurs-reperes hieng = 0.20 et hgyuqsi = 0.40.

Tableau 8: Niveau scolaire Cm2. Effectifs observés pour chaque paire d’épreuves.

QRPT OFPT QCPP QRPP OFPP

1 0 1 0 1 0 1 0 1 0
1 7 33 15 25 35 5 1 39 9 31

CPT
Q 0 6 9 5 10 2 13 3 12 4 11
QRPT 1 8 5 9 4 2 11 4 9
0 12 30 28 14 2 40 9 33
1 12 8 3 17 9 11

FPT
0 0 25 10 1 34 4 31
1 2 35 8 29

CPP
Q 0 2 16 5 13
1 3 1

RPP
Q 0 10 41

20]] est nécessaire d’étudier les relations entre toutes les paires d’épreuves puisque la relation de g-
implication n’est pas transitive.
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Tableau 9: Niveau scolaire Cm2. Indices de Loevinger pour chaque paire d’épreuves.

QRPT OFPT QCPP QRPP OFPP

1 0 1 0 1 0 1 0 1 0
1 10.260/(-0.080]-0.031{0.018]-0.301{0.618]0.656 {-0.051]0.048|-0.015
QCPT 0 [-0.692]/0.214]0.083-0.048]0.802 (-1.648]-1.750|0.137]-0.128]0.040
1 -0.69210.3961-0.029{0.0601-1.115(0.087}-0.302{0.093
QRPT 0 0.2141-0.12210.009 |-0.019]0.345 |-0.02710.093 | -0.029
1 0.108(-0.2221-1.063|0.0831-0.904|0.280
OFPT 0 -0.06210.127]0.607 |-0.04810.516 |-0.160
1 0.257(-0.020}0.085[-0.026
QCPP 0 -0.52810.0411-0.175]|0.054
1 -2.17310.673
QRPP 0 0.170|-0.053

Pour fournir une lecture globale des dépendances orientées, les relations pour lesquelles
I’indice H dépasse 0.20 peuvent étre représentées par un graphe implicatif descriptif. Les
figures 6a et 6b montrent deux possiblités de présentation d’un tel graphe.

ro
-7 QRPP QRP\ '
/// QRPT/// \ FPP :r 010
CPI’ OFPP B 4 % r 0.30
N OFPT !
/ DN L o0.40
.‘)/ 1
SN I L 0.50
U .‘.\\ i
QCPY OFPT LN L 0.60
DN QCprP A% I r
RN \ 0.70
\\\ , / \ QCPT :
> QRPT v b

() (b)

Figure 6: Niveau scolaire Cm2. Graphe implicatif descriptif; (a) épreuves disposées en
hexagone; (b) épreuves disposées selon leur fréquence de réussite, petite (en haut), grande
(en bas). Le type de trait (plein, pointillé, tireté) indique le type de la relation (respectivement
implication, exclusion positive, exclusion négative. Les traits doublés correspondent & des rela-
tions de type équivalence ou disjonction. L’épaisseur des traits indique la valeur de I'indice H
concerné, codé selon la grille de valeurs-repéres 0.20, 0.40, 0.60, 0.80.

Dans la figure 6a les épreuves ont été réparties sur les sommets d’un hexagone. Chaque
sommet représente une épreuve, les types de liens utilisés indiquant la nature de la
relation : une fleche pour une tendance a la g-implication (de “réussite” a “réussite”),
t.e. a — b ou b — a; une ligne pointillée pour une tendance a la g-exclusion
positive, i.e. a’ — b; et une ligne tiretée pour une tendance & la g-exclusion négative,
i.e. a — b'. Rappelons que la relation d’exclusion se lit de facon symétrique (e.g.
(a — V) < (b — a')) d'ou la nécessité de liens exprimant cette symétrie (cf.
section 3.6). L’épaisseur des liens traduit la grandeur des relations codée 3 1’aide de la
grille de valeurs-reperes 0.20, 0.40, 0.60 et 0.80. L’absence de lien entre deux épreuves
exprime la g-indépendance au degré h = 0.20.

Dans la figure 6b les épreuves sont disposées verticalement selon leurs fréquences de
réussite respectives, les épreuves les moins réussies figurant en haut, les plus réussies en
bas ; a ceci pres cette figure se lit comme la figure 6a. Dans cette seconde représentation
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du graphe implicatif, lorsque deux épreuves sont en liaison positive, par exemple QRPP
et QRPT, la g-implication de plus grand degré est nécessairement celle qui va de haut en
bas, ceci en vertu des inégalités données au tableau 5.

La figure 6 fait ressortir deux blocs d’épreuves. Le premier bloc, constitué des épreuves
QRPP, QRPT, OFPP et OFPT, ne fait intervenir que des liaisons positives : g-implication
de QRPP vers OFPP et OFPT, tendance a la g-implication de QRPP vers QRPT ; g-
implication avec tendance a ’équivalence de OFPP vers OFPT et de QRPT vers OFPT.
Le second bloc, constitué des épreuves QCPP et QCPT, a une situation particuliere : ces
deux épreuves sont q-équivalentes entre elles et n’entretiennent avec les autres épreuves
que des relations de g-exclusion et tendance a la g-exclusion (avec QRPP et QRPT) ou
de g-indépendance (avec OFPP et OFPT).

Analyse inductive bayésienne.

Nous procédons maintenant a I’AIB standard pour déterminer, parmi les relations
orientées observées descriptivement, celles qui peuvent étre attestées inductivement. Pour
chaque case du tableau 9 ou 'indice observé H est supérieur a 0.20, nous avons calculé la
limite inférieure de crédibilité, a la garantie ¥ = 0.90, pour I'indice parent 7 correspondant.
Ces limites sont données dans le tableau 10. Par exemple pour ’étude de la g-implication
QRPP—OFPP, pour laquelle nous avons trouvé descriptivement H = 0.673, on obtient
I’énoncé : Prob(n > 0.287) = 0.90, i.e. I'indice parent n peut étre déclaré supérieur a 0.287
avec la garantie 0.90.

Tableau 10: Niveau scolaire Cm2. Limites inférieures de crédibilité pour chaque indice n & la
garantie 0.90 ; les valeurs négatives n’apparaissent pas.

QRPT OFPT QCPP QRPP OFPP
1 0 1 0 1 0 1 0 10

1 [0.059 0.446[0.249
PT
QC 0 0.048 0.619 0.042
1 0.154
PT
QR 0 0.080
1 0.016 0.140
OFPT 0.140 0.275
1
QCPP
0
1 0.287
RPP
Q 0 0.058

La figure 7 résume les cas pour lesquels la limite de crédibilité est supérieure & 0.20.
Cette figure constitue un graphe implicatif inductif et peut se voir comme le résultat
d’un filtrage du graphe descriptif précédent ; ce filtrage est inductif dans le sens ou, parmi
les relations observées descriptivement, il indique celles qu’il est possible de généraliser,
compte tenu du nombre restreint d’observations. L'épaisseur des liens indique la grandeur
minimale du parametre qu'’il est possible d’attester, mais n’indique rien quant & sa
grandeur maximale. Ainsi pour I’exemple précédent, on peut conclure qu’il y a, au
minimum, une tendance a I'implication de QRPP vers OFPP, ce qui n’exclut pas la
possibilité d’une g-implication.

) L’absepce Qe liep traduit, dans tous les cas sur cet exemple, une insuffisance de
I'information disponible : elle indique qu’il n’est pas possible de conclure 3 une tendance
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4 la g-implication (pour hieng = 0.20), et non pas qu’une g-indépendance de degré 0.20 a
pu étre généralisée.

QRPP
/
//
QCPP / OFPP
1l /
/
/
/
/
/
//
QCPT OFPT
QRPT

Figure 7: Niveau scolaire Cm2. Graphe implicatif inductif. Se lit comme la figure 6, a la seule

......

garantie 0.90.

Ce graphe inductif atteste d’une q-équivalence entre QCPP et QCPT. Il subsiste une
tendance a la g-exclusion négative entre QRPP et QCPT, ainsi que des tendances a la
g-implication de QRPP a OFPP et de OFPP a OFPT.

Aucune conclusion inductive ne peut étre tirée avec une garantie suffisante pour les
autres relations. Il faudrait disposer de plus de sujets pour pouvoir se prononcer. A cet
égard, le graphe descriptif est un guide qui indique les relations qu’on pourrait espérer
démontrer avec davantage de sujets (a condition d’obtenir des résultats descriptifs voisins).

5.2.2.  Analyse des résultats des éléves de 5éme et de 3eéme

Les figures 8 et 9 présentent les graphes descriptifs et inductifs obtenus pour les deux autres
niveaux scolaires, 5éme et 3eme. Comme pour le Cm2, aucune conclusion inductive de
g-indépendance n’a pu étre tirée a la garantie 0.90, du fait du faible effectif de chaque
niveau scolaire. On remarquera que le “tissu implicatif” est beaucoup plus dense pour ces
deux niveaux scolaires, que ce soit descriptivement ou inductivement.

" -
IC/ NN Tf/ N

PT OFPT QCPT OFPT

NN U

(a) (b)

Figure 8: Niveau scolaire 5éme. Graphes implicatif (a) descriptif et (b) inductif & la garantie
0.90 (cf. légendes des figures 6 et 7).

Pour I’essentiel, on note une prédominance des relations de q-implication des situations
PP vers les situations PT correspondantes : pour chaque tiche et chaque niveau scolaire,
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QRPP %RP \

QCPP OFPP QCPP 0 ip
QCPT\ T QCPT /OF’T
QRPT Q /

(¢)
Figure 9: Niveau scolaire 3éme. Graphes implicatif (a) descriptif et (b) inductif & la garantie
0.90 (cf. légendes des figures 6 et 7).

on peut conclure inductivement, au minimum, & une g-implication avec tendance a la
g-équivalence de PP vers PT.

On note aussi que les relations d’exclusion et de tendance a l’exclusion observées
en Cm2 entre les taches QC et les tiches QR disparaissent dés la classe de 5éme. Une
analyse fine des stratégies adoptées par les éleves révele que les exclusions observées en
Cm?2 peuvent s’interpréter par une généralisation abusive de raisonnements adaptés pour
les taches QC (plus faciles) aux taches QR (plus difficiles) pour lesquelles ils ne le sont
pas ; cette généralisation disparait avec ’élévation du niveau scolaire (Charron, 1996 et
soumis). Néanmoins 1'idée de deux blocs d’épreuves (QC d’un coté, QR et OF de I'autre)
subsiste : chacun est caractérisé par un fort tissu implicatif constitué de liaisons positives,
alors que les g-implications reliant les deux blocs sont rares et de moindre degré.

6. ASPECTS INFORMATIQUES

Les résultats descriptifs et bayésiens donnés dans cet article ont été obtenus a l’aide du
logiciel AIB-2, développé par les auteurs. Ce logiciel AIB-2, qui fait suite a une premiere
version, AIB-1, réalisée par C. Charron et B. Lecoutre, concerne ’analyse implicative
bayésienne pour un ensemble d’épreuves binaires, avec comme cas particulier ’AIB d’un
tableau 2 x 2. Il met en oeuvre la méthode d’échantillonnage-MC. Toute information
concernant ce logiciel et ses modalités de diffusion peut étre obtenue aupres des auteurs.

7. CONCLUSION

L’analyse implicative entre deux variables binaires a été envisagée au niveau descriptif a
’aide des indices de Loevinger H associés a un tableau 2 x 2. Ces indices permettent de
quantifier le degré de quasi-implication ou de quasi-équivalence entre deux modalités.

L’approche bayésienne fournit, pour ’analyse implicative, des solutions inductives
générales et évite les difficultés de ’approche fréquentiste, notamment celles de I’approche
fondée sur des raisonnements asymptotiques. De ce point de vue, son avantage est évident
lorsque une implication est presque parfaitement vérifiée et/ou lorsque les données sont
peu nombreuses. L’unique point de choix de I’approche bayésienne, celui d’une distribution
initiale, est fortement restreint dans le cadre de I’analyse des données ou la distribution
initiale exprime un état d’ignorance; la sensibilité des conclusions a ce choix peut étre
controlé en recourant a la zone d’ignorance.
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Mais Pavantage décisif de ’approche bayésienne est surtout de fournir la réponse
au probleme de l'inférence dans toute sa généralité, en intégrant les deux étapes de
’analyse, descriptive et inductive, en une démarche globale : I'étape descriptive permet de
dégager une propriété des données ; I’étape inductive consiste simplement, dans le cadre
bayésien, & déterminer la probabilité que cette propriété soit vérifiée pour la population
parente. La propriété d’intérét peut porter sur un indice numérique ou bien étre constituée
d’une conjonction d’énoncés relatifs a divers indices. Pour I'analyse implicative d’un
tableau 2 x 2, ces deux étapes peuvent synthétisées par les cartes implicatives descriptive
et inductive respectivement. De méme, pour plus de deux variables binaires, 1’analyse
implicative peut étre résumée par les graphes implicatifs, descriptif et inductif.

Cette démarche globale qui consiste & ancrer directement l'inférence bayésienne sur
’analyse descriptive n’est pas limitée au théme de 1’analyse implicative pour des variables
binaires étudié dans cet article; elle a déja été illustrée dans divers autres contextes (voir
notamment Bernard, a paraitre ; Bernard, Blancheteau, Rouanet, 1985 ; Lecoutre, 1984 ;
Rouanet, 1996 ; Rouanet et al., 1991). Dans un prochain article (Bernard, Charron, sous
presse) elle sera mise en oeuvre pour ’analyse implicative pour deux variables catégorisées
non binaires.

ANNEXE. DONNEES “FRACTIONS” : EXEMPLES D’ENONCES POUR CHAQUE
TYPE DE PROBLEMES

Tache | Situation | Exemple d’énoncé de probleme
Dans un bois, il y a 80 arbres, les 4/5 des arbres sont des marronniers.

C PT ; . .
Q Trouve le nombre de marronniers qui sont dans le bois.
Au restaurant, 70 personnes prennent de la viande, les autres prennent
QC PP du poisson. Le nombre de personnes qui prennent du poisson représente

les 2/5 du nombre de personnes qui prennent de la viande. Trouve le

nombre de personnes qui prennent du poisson.
QR PT Au restaurant, 30 clients ont fini de manger, c’est a dire les 3/5 de tous

les clients du restaurant. Trouve le nombre de clients du restaurant.
Dans une forét de cedres et de sapins, il y a 60 cedres, c’est a dire les

3/5 des sapins. Trouve le nombre de sapins.
Un grand gateau contient 90 parts, 36 parts ont été mangées. Quelle

OF PT fraction représentent celles qui ont été mangées ? Trouve la fraction la

plus simple possible (c’est & dire une fraction irréductible).
Dans un gateau, 49 parts sont décorées, 14 ne Ie sont pas. Quelle fraction

représentent celles qui ne le sont pas par rapport aux parts décorées?
Trouve la fraction la plus simple possible (c’est & dire une fraction
irréductible).

QR |PP

OF PP
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