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Mzth. Inf. Sci. hum. (34% année, n° 133, 1996, pp. 23-56)

ORDRES MEDIANS ET ORDRES DE SLATER DES TOURNOIS

Irene CHARON, Olivier HUDRY et Frédéric WOIRGARD!

RESUME - Dans cet article, nous essayons de faire le point sur les résultats concernant les
aspects combinatoires et algorithmiques des ordres médians et des ordres de Slater des tournois.
La plupart des résultats recensés sont tirés de différentes publications ; plusieurs sont originaux.

SUMMARY - Median and Slater’s orders of tournaments.

In this paper, we try to enumerate the results dealing with the combinatorial and algorithmic
aspects of the median orders and Slater orders of tournaments. Most of the quoted results may
be found in the different papers devoted to these topics ; some others are new ones.

1. INTRODUCTION : DES PREFERENCES INDIVIDUELLES AUX TOURNOIS

Bien que les deux problémes auxquels nous allons nous intéresser admettent une méme
modélisation, leurs origines et leurs interprétations sont distinctes. Le premier peut s’énoncer de
la fagon suivante, en adoptant une formulation issue de la théorie des votes : étant donné un

ensemble (un profil, appel€ aussi parfois une opinion ([65])) II de m préférences individuelles
R; (1 £i < m) définies sur un méme ensemble (fini) X de n candidats, déterminer une

préférence collective O* représentant (« agrégeant ») « le mieux possible » le profil IT; il s’agit
donc ici d’un probléme que 1’on pourrait qualifier d’approximation. Le second est, quant a lui,
un probléme d’ajustement : étant donnée une relation binaire R (représentant par exemple la
préférence d’un votant unique) définie sur I’ensemble X, déterminer une relation binaire O*
vérifiant certaines propriétés (comme la transitivité) et « ressemblant le plus possible » a R.

Pour préciser le critére a optimiser dans les deux cas, nous considérons la distance & de
la différence symétrique (€gale au double de la distance de Kendall) qui mesure, entre deux
relations binaires R et S définies sur un méme ensemble, le nombre de désaccords entre elles
(voir par exemple [11] pour les propriétés et les emplois variés de cette distance) :

6(81,8,) = I{(x, y) tels que [xSiy et non xS,y] ou [ xS,y et non xSly]}l

Si on dispose d’un profil IT= (R}, Ry, ..., Ry), on définit 1’éloignement A(I1, O) entre A et O
par:

A(I1,0) = ia(R,-,O)
i=1

L’€éloignement A peut étre interprété comme le nombre total de désaccords entre le profil ITet la
relation O.

1 ENST, 46, rue Barrault, 75634 Paris cedex 13
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Nous nous intéressons ici, pour le premier (respectivement second) probléme, au cas oul
les préférences individuelles R; (respectivement la préférence R) sont toutes des relations
asymétriques et complétes définies (respectivement asymétrique et compléte définie) sur
I’ensemble X des candidats : il s’agit donc de tournois (respectivement d’un fournoi) ; autrement
dit, dans un tournoi 7, pour deux candidats x et y avec x # y, on a une et une seule des deux
possibilités : xTy ou yTx ; on constate que ce type de relation, qui permet par exemple de
représenter le résultat d’une méthode de comparaison par paires, comme celle proposée par
Condorcet a la fin du XVIII¢ sieécle ([26]), contient les ordres totaux : un ordre total est un
tournoi transitif et réciproquement. Nous considérerons de plus que la relation O* recherchée,
selon le probléme pour approcher ou ajuster les données, doit étre un ordre total. Le probleme

consiste alors a déterminer un ordre total strict O* minimisant A(I1, O) dans le premier cas,
&R, O) dans le second, sur I’ensemble des ordres totaux stricts définis sur X. Dans le premier

cas, I’ordre total qui approche le mieux le profil IT sera appel€ ordre médian ([11]) ou ordre de
Kemeny (en mémoire de J.G. Kemeny qui fut un des premiers a poser le probléme en ces
termes en 1959 [56]) ; dans le second, I’ordre qui permet d’ajuster le tournoi sera appelé ordre
de Slater (en mémoire de P. Slater qui a rencontré ce probléme d’ajustement en 1961 [74]).

En considérant qu’un ordre total est un tournoi particulier, on peut unifier la formulation
des deux problémes décrits plus haut de la maniére suivante :

PROBLEME 1. Etant donné un profil ITde m tournois (éventuellement de m ordres totaux)
définis sur un méme ensemble X, déterminer un ordre total O* minimisant I’éloignement A par

rapport a IT sur I’ensemble €2 des ordres totaux définis sur X :
A(IT,0 %) = gl'gA(H,O)

€

Le probléeme de Slater s’obtient donc quand I7 est réduit a m = 1 tournoi (qu’on pourra
supposer non transitif, car I’ajustement d’un ordre total en un ordre total est assez immédiat).

11 est habituel de représenter une préférence R exprimée sur X a I’aide d’un graphe. Les
sommets de celui-ci sont les éléments de X et un arc (x, y) existe dans le graphe quand le
candidat x est préféré au candidat y pour la relation R, c’est-a-dire quand on a xRy ; les
propriétés du graphe sont alors celles que possédent R : il pourra, selon les cas, étre par

exemple asymétrique, complet, transitif, etc. De la méme maniére, le profil IT de m tournois
(Ty, Ty, ..., T,,) peut étre représenté a I’aide d’un graphe Gy orienté symétrique complet (tous
les arcs existent sauf les boucles (x, x)) pondéré : le poids de I’arc (x, y) traduit 1’intensité
globale de la préférence de x sur y. Afin de mesurer celle-ci, on peut développer A en récrivant
I’éloignement entre le profil IT et un ordre total O, comme cela est fait par exemple dans [11].

En posant pour cela t){y =1 si on a xT}y (c’est-a-dire si x est « préféré » a y par le votant j) et

t){y = 0 sinon et, de la méme fagon, oy, = 1 si xOy et 0y, = 0 sinon, il vient :

5(1.0)= Sl ~ool= T[th-onf

(x,y)eX? (x,y)eX?
puis A(IT,0)=C- Y my.ox
(x,y)eX?

ou C est une constante qui mesure le nombre total d’opinions exprimées par 1I’ensemble des

m
i o m.n(n—-1) . .. )
votants : C = 2 Zt’ , soit ici C = m.n(n=1) si n désigne le nombre de candidats
j=1(x,y)eX?

n = IX1), et ou m,, représente le double de I’écart entre le nombre de votants préférant x a y et
xy TP p y
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m
i om . e R
DMy =2 z t)ch — — |. On notera que m,, est un entier relatif qui a la méme
j=1
parité que m et qui vérifie de plus I’égalité : my, + m,, = 0.
Ce développement incite a pondérer les arcs (x, y) de Gy par my,. La matrice M = (m,,)
des poids que 1’on obtient ainsi est appelée matrice majoritaire.

la majorité

0|3

S’il est ainsi facile d’associer un graphe pondéré a tout profil de tournois (et donc a tout
profil d’ordres totaux), il est naturel de se poser la question réciproque de savoir quels sont les
graphes représentant des profils de tournois ou d’ordres totaux. B. Debord a fourni a cet égard
les caractérisations suivantes dans [28] :

PROPOSITION 1 (caractérisation d’une matrice majoritaire associée a un profil de m tournois).
Une matrice M = (m,,) peut étre considérée comme la matrice majoritaire d’un profil de m
tournois si et seulement sion a:
1) Max |my|<m

(x,y)ex2| ol
2) les termes m,, ont tous la parité de m

3) pour tout couple (x, y) € X2, on a myy, + my, = 0. *

PROPOSITION 2 (caractérisation d’une matrice majoritaire associée a un profil d’ordres totaux
en nombre non fixé). Une matrice M = (m,,) peut étre considérée comme la matrice majoritaire
d’un profil d’ordres totaux en nombre nonxfyixé si et seulement sion a:

1) les termes m,, ont tous la méme parité

2) pour tout couple (x, y) € X2, on a Myy + My, = 0. ¢

On constate donc que la seule différence entre la caractérisation matricielle des profils de
tournois et ceux d’ordres totaux consiste en ce qu’on peut fixer le nombre de tournois mais pas
celui des ordres totaux. En fait, on ne sait pas caractériser une matrice majoritaire associée a un
profil de m ordres totaux, m étant fixé, sauf pour de petites valeurs de n (n < 5 et m
quelconque) ou de m (m = 2 et n quelconque) ([33]) ; le probleme de reconnaissance associé est
d’ailleurs conjecturé NP-complet.

On notera d’autre part que les constructions utilisées par B. Debord pour établir les deux
propositions précédentes peuvent se faire en temps polynomial, a condition toutefois de coder le
profil, non pas en énumérant les m préférences individuelles (ici des tournois), mais en
énumérant les préférences individuelles deux a deux distinctes, suivies de leur nombre
d’occurrences (voir [46] pour plus de détails). Il en découle que, du point de vue de la
complexité, il est équivalent de considérer le profil ou le graphe associé, a ceci prés qu’on ne
pourra supposer fixé le nombre de préférences individuelles dans le cas d’un profil d’ordres
totaux quand on s’intéressera au graphe le représentant.

A T’aide des développements de A effectués plus haut, on constate que minimiser A

revient a choisir les variables oy, de mani¢re a maximiser 2 Myy.Oxy, les variables oy,
(x,y)eX?
devant décrire un ordre total strict. On peut en déduire une formulation du probleéme sous forme
de programmation linéaire en 0-1 (on trouvera dans [66] d’autres expressions pour la fonction a
optimiser, toutes équivalentes, ainsi du reste qu’une intéressante mise au point historique et
bibliographique) :
Maximiser 2 Myy . Oxy
(x,y)eX?

V(x,y) € X2, o0y + 0y =1 (asymétrie et complétude)
avec les contraintes V(x,y,2) € X3, Oxy + 0y; — 0y, <1 (transitivité)

V(x,y) € X2, oy €{0,1}
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D’un point de vue graphique, on peut aussi interpréter I’objectif comme consistant a extraire du
graphe Gy un ensemble d’arcs de poids maximum constituant le graphe d’un ordre total, ou

n(n-1)
2

encore de supprimer dans Gy

n(n-1)

arcs de poids globalement minimum afin que les

arcs restant dans Gy décrivent un ordre total de poids maximum.

Pour arriver enfin a une formulation faisant intervenir un tournoi comme modele
graphique du profil, il suffit de constater qu’il existe une redondance dans la représentation

fournie par Gpr: V (x,y) € X2, on a my, = -my, (en revanche, cette égalité n’étant plus
nécessairement vraie si on admet que les relations du profil puissent ne pas étre des tournois,
appliquer dans ce cas ce qui suit risque d’étre hasardeux, a cause de la perte d’informations que
cela entraine). On peut donc décider de ne garder qu’un seul des deux arcs (x, y) ou (y, x), par
exemple celui de poids (., ou m,,) positif (autrement dit, on oriente I’arc de x vers y quand
une majorité de votants préfére x a y) ; quand les deux poids sont nuls, on garde arbitrairement
’un des deux. On obtient ainsi un tournoi Ty dont les pondérations sont positives ou nulles, de
méme parité. Puisqu’on cherche un ordre total strict comme relation médiane du profil, il est
équivalent de dire qu’on supprime un arc (x, y) ou qu’on garde I’arc (y, x) dans Gp7. Par
rapport au tournoi pondéré Tpy, la recherche d’un ordre médian se ramene alors a la
détermination d’un ensemble d’arcs de poids minimum dont 1’inversion dans Ty rend Tpy
transitif : ce sont les arcs (x, y) qu’on a décidé de conserver pour former Ty alors qu’il efit fallu
choisir (y, x) pour obtenir un ordre médian. Le tournoi transitif ainsi obtenu sera représentatif

d’un ordre médian du profil IT Notons que, méme si le profil ne contient que des ordres totaux,
T n’est pas nécessairement un ordre total ; il s’agit du célebre « effet Condorcet », pour
reprendre 1’expression de G. T. Guilbaud ([43]) ; la démarche consistant a chercher un ordre
médian du profil est parfois attribuée a Condorcet lui-méme (voir [11] pour un rappel historique
plus large et les références appropriées, ou [17] pour une description plus compléte du contexte
historique) et assurément a J.G. Kemeny en 1959 ([56]).

Envisagé sous I’angle graphique, le probleéme 1 peut donc étre reformulé de la fagon
suivante :

PROBLEME 2. Etant donné un tournoi T = (X, U) pondéré par une application p définie de U

dans N, déterminer un sous-ensemble V de U tel que P(V) = 2 p(x,y) soit minimum et tel
(x,y)eV
que le tournoi obtenu en inversant dans T les arcs de V soit transitif.

REMARQUE 1. A Iaide de ce qui a été dit plus haut, il est facile de constater que le probléme 1
et le probléme 2 ne différent que par deux points. Le premier, déja mentionné, concerne
I’incapacité de retrouver m quand on considere le tournoi associé a un profil de m ordres totaux.
Le second est relatif a la parité des poids des arcs : aucune contrainte de parité n’est imposée
dans le probléme 2. Ce dernier point n’est pas fondamental, et on peut facilement le relacher en
constatant qu’il suffit de doubler tous les poids du tournoi pour qu’ils aient tous la méme parité

s’ils ne 1’avaient pas déja ; ce faisant, on double bien siir la valeur prise par A, mais on ne
modifie pas la (ou les) solution(s) optimale(s).

C’est sous cette forme que nous allons nous intéresser au probleéme des ordres médians
d’un tournoi. Bien que ce probléme se rencontre dans de nombreux contextes, par exemple en
génie électrique, en agronomie, en mathématiques, ou encore bien siir en sciences sociales (voir
par exemple [10], [11], [42], [45] ou [53] pour des références ou des applications dans ces
domaines), c’est par rapport au contexte de vote décrit au début de cette partie que nous
désignerons ou illustrerons les entités définies et manipulées plus loin.

NOTATIONS ET DEFINITIONS DE BASE. Les notations utilisées reprennent celles du livre
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de référence de J.W. Moon, de méme que les concepts classiques ([67]). T = (X, U) désignera

toujours un tournoi, et p(x, y) € N le poids de I’arc (x, y). Le nombre de sommets IX] sera noté
n. Pour un arc (x, y) de T, on dira que x bat y ou que y est battu par x. Le score s(x) d’un
sommet x est son demi-degré extérieur, c’est-a-dire le nombre de sommets battus par x ; si n est
impair et que tous les scores sont égaux a (n — 1)/2, le tournoi est dit régulier ; si n est pair et
que les scores different entre eux d’au plus 1, le tournoi est dit quasi régulier (la moitié des

scores valent alors (n/2) — 1, et I’autre moitié n/2). Pour V ¢ U, on pose P(V) = 2 p(x,y)
(x,y)eV

et on appelle cette quantité le poids de V. Le (ou les) tournoi(s) transitif(s) obtenu(s) en

inversant dans T un ensemble V d’arcs de poids P(V) minimum sera (seront) appelé(s) ordre(s)

médian(s) de T. Quand on inverse un ensemble V d’arcs dans T pour obtenir un ordre total

strict O (pas nécessairement médian), on pose k(T, O) = P(V) et on appelle cette quantité

éloignement entre T et O ; le minimum de x(7, O) quand O décrit I’ensemble des ordres totaux
définis sur X sera noté K(7) et sera appelé€ indice de Kemeny de T ; un ordre médian est donc
un ordre dont I’éloignement a T égale 1’indice de Kemeny de T. Si tous les poids valent 1, nous
dirons que T est non pondéré ; dans un tournoi T non pondéré, le poids d’une partie de U sera
donc égal a son cardinal, et la recherche d’un ordre médian, alors appelé ordre de Slater,
correspond a la recherche d’un nombre minimum d’arcs a inverser dans T pour le rendre
transitif ; dans ce cas, I’indice de Kemeny (égal a ce nombre minimum d’arcs) est noté i(7) et
s’appelle indice de Slater de T. Un ordre total O = (X, W) défini sur X sera aussi écrit, pour

une numérotation appropriée, xj > ... > Xx,_1 > X, avec (x;, x;) € W si et seulement si I’indice i
est plus petit que I’indice j ; on dira aussi dans ce cas que x; est avant x; ; une partie de O de la
forme x; > ... > x;_1 > x; avec 1 < i < n sera appelée section commengante de ’ordre O ; le
sommet x; sera appelé le vainqueur de I’ordre O. Plus généralement, un sommet x sera un
vainqueur (de Kemeny) (respectivement vainqueur de Slater) de T s’il existe un ordre médian
(respectivement un ordre de Slater) dont x est vainqueur. Enfin, pour un ensemble d’arcs

V < U, on note V I’ensemble des arcs « inverses »de V: V = {(x, y) tel que (y, x) € V}.

2. PROBLEMES EQUIVALENTS ET COMPLEXITE

Le probléme 2 consiste donc a rendre transitif 7 en inversant un ensemble d’arcs de
poids minimum. Or, il est bien connu (voir [67] par exemple) qu’un tournoi est transitif si et
seulement s’il ne posséde pas de circuit ; de plus, un tournoi ne posseéde pas de circuit si et
seulement s’il ne posseéde pas de circuit de longueur 3 (appelé 3-circuit dans la suite), c’est-a-
dire de circuit constitué de trois sommets et de trois arcs. En effet, un tournoi 7T étant un graphe
complet, il est facile, a partir d’un circuit C donné, d’établir I’existence d’un 3-circuit dans 7, en
considérant les cordes de C. Cette équivalence entre tournoi transitif (c’est-a-dire ordre total
strict) et tournoi sans circuit incite a s’intéresser au probléme 3 :

PROBLEME 3. Etant donné un tournoi T = (X, U) pondéré par une application p définie de U
dans N, déterminer un sous-ensemble V de U tel que P(V) soit minimum et tel que le graphe
(X, U - V) obtenu en supprimant dans T les arcs de V soit sans circuit.

On appellera ensemble d’arcs retour un sous-ensemble d’arcs dont la suppression
simultanée permet de détruire tous les circuits de 7 ou encore, de maniere équivalente, un sous-
ensemble tel que tout circuit de T contienne au moins un de ces arcs. Le probléme 3 consiste
donc a déterminer un ensemble d’arcs retour de poids minimum.

Il est facile de montrer que le probléme 2 et le probleme 3 admettent des solutions
optimales V de mé€me poids et que ces solutions optimales ne différent éventuellement que par
des arcs de poids nul. C’est ce que précise le théoréme suivant, qui généralise aux tournois
pondérés un résultat établi par D.H. Younger en 1963 pour les tournois non pondérés ([81]).

THEOREME 1. Les problémes 2 et 3 ont méme valeur optimale. De plus, toute solution
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optimale du probléme 2 est solution optimale du probléme 3. Réciproquement, de toute solution
optimale V3 du probléme 3, on peut extraire une solution optimale V, du probléme 2 (avec
P(V2) = P(V3)).

Preuve. Soit P le poids minimum des solutions optimales du probléme 2 et soit P3 le poids
minimum des solutions optimales du probléme 3. Considérons une solution optimale V, du
probléme 2 : P(V,) = P, et ’'inversion des arcs de V; dans T donne un tournoi transitif 775,
donc sans circuit. Par conséquent, la suppression dans T des arcs de V; revient a ne garder que
les arcs communs a T et a T, c’est-a-dire les éléments de U — V,. T, étant sans circuit, le
graphe (X, U — V») est aussi sans circuit. D’ou, par définition du minimum, I’inégalité P3 < P,.

Considérons maintenant une solution optimale V3 du probleme 3 : P(V3) = P3etle
graphe (X, U — V3) est sans circuit. Il est toujours possible de compléter un graphe sans circuit
en un ordre total strict. Considérons une telle extension linéaire O = (X, Vp) de (X, U - V3) ;
onadonc U-V3; < Vp. Posons W=V, — (U -V3) : les éléments de W sont les arcs ajoutés
pour construire 1’extension linéaire O a partir du graphe sans circuit (X, U — V3). On notera que
W et V3 ne sont pas disjoints a priori : il se peut que I’extension linéaire nous oblige a remettre
un arc de V3 qui aurait été enlevé lors de la destruction des circuits. Posons V; I’ensemble des

arcs supprimés qui ne sont pas remis lors de I’extension linéaire : V, = V3 - W N V5 ; les arcs
de O qui ne sont pas arcs de T ne sont finalement que les arcs de V3 qui ont été inversés, c’est-
a-dire les éléments de V; (en effet, O et T étant complets, si un arc (x, y) ne leur appartient pas,

alors nécessairement (y, x) leur appartient) ; autrement dit, ona O = (X,(U — V) U ¥,). On
en déduit que le graphe (X, U — V3 ) est sans circuit. Par définition du minimum P3, il s’ensuit
la relation P3 < P(V3). Or, on a P(V;,) = P(V3) - P(W n V3). Ceci n’est compatible avec
I’inégalité précédente que si P(W N V3) est nul. Ce qui entraine a son tour que le poids de tous

les arcs de W N V3 (c’est-a-dire des arcs qu’on supprime puis qu’on remet) est nul. De plus, il
vient P(V,) = P(V3) = P3. Mais on a aussi que I’inversion dans T des arcs de V, conduit a un
ordre total (1I’ordre O). Donc par définition de P;, on obtient Py < P(V,) = Ps.

Cette inégalité et celle établie a la fin du paragraphe précédent montrent I’égalité entre les
minima des problémes 2 et 3 : P, = P3. De plus, la démonstration montre d’une part que toute
solution optimale du probléme 2 est aussi solution optimale du probleme 3 et, d’autre part, une
solution optimale du probléme 3 peut donner une solution optimale du probléme 2 par

I’élimination éventuelle de certains arcs de poids nul. .

REMARQUE 2. 1 est en fait assez clair que toute solution réalisable du probléme 2 (c’est-a-dire
tout ensemble d’arcs dont I’inversion dans T rend celui-ci transitif sans étre forcément de poids
minimum) est aussi une solution réalisable du probleme 3 (c’est-a-dire tout ensemble d’arcs
dont la suppression dans T rend celui-ci sans circuit sans étre forcément de poids minimum).
Mais la réciproque de cette proposition est fausse, ce qui rend la seconde partie de la
démonstration précédente plus délicate. Par exemple, supprimer tous les arcs d’un circuit fait
bien disparaitre ce dernier ; en revanche, inverser ces mémes arcs en fait apparaitre un autre. Or,
rien n’interdit dans le probleme 3de suppnmer des arcs de p01ds nul, méme si cela est inutile.
Evidemment, ce phénoméne n’apparait pas si aucun arc n’est de poids nul (ce qui est le cas
entre autres pour le probléme de P. Slater) ; il y a alors identité entre solutions optimales du
probleéme 2 et celles du probleme 3.

On peut exploiter I’équivalence entre problemes 2 et 3 pour étudier leur complexité et
établir le théoréme 2 (pour une présentation approfondie de la théorie de la NP-complétude, voir
par exemple [8] ou [34]) :

THEOREME 2. Les problémes 2 et 3 sont NP-difficiles.

Preuve. Nous allons montrer plus précisément que le probleme de reconnaissance associé au
probléme 3 est NP-complet. L’équivalence établie au théoréme 1 permettra de conclure quant au
probléme 2. Le probléme de reconnaissance associé au probléme 3 peut s’énoncer comme suit :
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Nom : Ensemble d’arcs retour pour les tournois

Données : Un tournoi T = (X, U) pondéré par p défini de U dans N, un entier K ;

Question : Existe-t-il un sous-ensemble V de U avec P(V) < K et tel que le graphe (X, U-V)
obtenu en supprimant dans T les arcs de V soit sans circuit ?

Il est immédiat de constater que ce probléme est dans la classe NP. D’autre part, si on considere
les instances de ce probleme pour lesquelles les valeurs prises par p sont 0 ou 1 et en
construisant un graphe orienté obtenu en ne retenant que les arcs de poids égal a 1, le probleme
se confond alors avec celui appelé Feedback arc set dans la littérature anglo-saxonne et qui est
NP-complet ([34]). La transformation utilisée étant polynomiale en la taille des données, la NP-
complétude de Feedback arc set entraine celle d’Ensemble d’arcs retour pour les tournois, ce qui

acheve la preuve. 'S

Compte tenu des caractérisations données par B. Debord (propositions 1 et 2), de la
remarque sur la polynomialité de ses transformations et enfin de la remarque 1 sur la parité des
valuations du tournoi qui résume le profil, on déduit du théoréme 2 la conséquence suivante :

COROLLAIRE 1. Le probléeme 1 est NP-difficile quand on veut agréger un profil d’ordres
totaux en nombre non fixé ou un profil de tournois en nombre pair (m = 2). *

REMARQUE 3. La preuve précédente montre que les problemes 2 et 3 restent NP-difficiles si
on se restreint aux instances pour lesquelles p ne prend que les valeurs O et 1. On peut aussi
s’arranger pour ne pas utiliser la valeur 0, mais a condition alors d’admettre des poids
dépendant de n (ce qui signifie, par rapport au probléme de vote initial, que le nombre de
votants doit étre suffisamment grand par rapport au nombre de candidats). En revanche, on ne
connait pas la complexité des problémes 2 et 3 pour les instances pour lesquelles p prend des
valeurs strictement positives majorées par une constante. En particulier, on ne connait pas la
complexité du probleme de Slater (correspondant a p(u) = 1 pour tout arc u).

Il existe d’autres formulations équivalentes du probléme des ordres médians et des
ordres de Slater. Nous en donnons encore trois, sans démonstrations (simples, compte tenu de
ce qui vient d’étre fait) de leur équivalence (d’ou découlera le fait qu’ils sont NP-difficiles). La
premiere est évidente et a pour seul mérite, comme le souligne J.-C. Bermond dans [15], de
relier deux problémes étudiés souvent séparément :

PROBLEME 4. Etant donné un tournoi pondéré T, déterminer un graphe partiel de T sans
circuit et de poids maximum.

11 est clair que le complémentaire de tout ensemble d’arcs retour de poids minimum est solution
du probléme 4 et réciproquement.

Pour le probléme 5, on définit 1a matrice des poids d’un tournoi pondéré comme étant la
matrice M = (m;))1<i<n, 1<j<n définie par m;; = p(i, j) si 'arc (i, j) existe dans le tournoi et 0
sinon (il s’agit en fait du méme m;; que celui introduit plus haut pour traduire I’intensité des
préférences dans le probleme de vote).

PROBLEME 5. Etant donnée la matrice M des poids d’un tournoi pondéré, déterminer un
(méme) ordre sur les lignes et sur les colonnes de fagcon a minimiser la somme des termes situés
sous la diagonale.

Cette formulation a fait 1’objet d’une étude par D.H. Younger dans [81] pour les
tournois non pondérés ; la somme des termes se confond alors avec leur nombre. C’est aussi
sous cette forme que P. Slater abordait la résolution de son probléme ([74]).

Pour la derniere formulation, nous devons introduire un nouvel outil : I’hypergraphe
pondéré H(T) des circuits du tournoi 7. L’ensemble des sommets de H(T) est constitué des arcs
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de T figurant dans au moins un circuit de 7. Une aréte de H(T) correspond a un circuit de T et
réciproquement. Les sommets de H(T) sont pondérés par le poids de I’arc qu’ils représentent.
L’exemple suivant illustre ce concept dans le cas d’un tournoi non pondéré ; dans H(T), un arc
(x, y) de T est représenté par xy.
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Rappelons que, dans un hypergraphe H, un transversal est un ensemble de sommets tel que
chaque aréte contient au moins un de ces sommets ([14]). Le poids d’un transversal d’un
hypergraphe dont les sommets sont pondérés est la somme des poids des sommets constituant
le transversal. Ce qui signifie qu’un transversal de H(T) est un ensemble d’arcs de T tel que tout
circuit de T passe par au moins un de ces arcs, c’est-a-dire un ensemble d’arcs retour de 7.
D’ot1 I’équivalence entre le probleme 3 et le suivant.

PROBLEME 6. Etant donné un tournoi T pondéré, déterminer un transversal de poids
minimum de H(7).

Dans le cas d’un tournoi non pondéré T, il y a donc égalité entre indice de Slater i(7) et
nombre de transversalité (cardinal minimum d’un transversal) de 1’hypergraphe des circuits
associé H(T), égalité figurant déja dans [15]. Ainsi, dans ’exemple précédent, puisque les
sommets bd et ec couvrent toutes les arétes de H(T), on a i(T) = 2 et I’inversion dans T des arcs
(b, d) et (e, ¢) conduit a I’ordre de Slater (qui n’est pas unique) c >d >e >a > b.

3. PROPRIETES DES VAINQUEURS

Puisqu’on ne connait pas d’algorithme polynomial déterminant un ordre médian ou un
ordre de Slater d’un tournoi, les méthodes exactes de résolution sont fondées sur des
énumérations plus ou moins exhaustives des ordres totaux possibles (voir plus loin). Il est alors
intéressant de connaitre des propriétés vérifiées par les ordres médians et les ordres de Slater de
fagon a réduire le plus possible ces énumérations. Cette partie est consacrée a certaines de ces
propriétés, a caractere plutét combinatoire ; elles établissent parfois des liens avec d’autres
solutions de tournois ; on pourra aussi se reporter en outre a [61] pour des propriétés
axiomatiques vérifiées ou non par la solution de Slater.

La plupart des propriétés suivantes donnent en fait des conditions nécessaires pour
qu’un sommet donné puisse €tre vainqueur (de Kemeny ou de Slater), mais la premiere que
nous rappelons (due a E. Jacquet-Lagreze ([51]) dans le cas pondéré et a D.H. Younger ([81])
dans le cas non pondéré) et ses corollaires portent sur une propriété globale des ordres médians
(ou de Slater ; ceux-ci ayant les mémes propriétés que les ordres médians d’un tournoi pondéré
par 1, il n’est pas utile de les traiter particulierement dans ce qui suit).
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PROPOSITION 3. Soit T un tournoi et soit O = x1 > x3 > ... > X,_1 > X, un ordre médian de
T. Alors, pour tout i et tout j avec i < j, X; > Xj41... > Xj_1 > X; est un ordre médian du sous-
tournoi engendré par les sommets x;, X1, ..., Xj-1, Xj.

Preuve. Si ce n’était pas le cas, soit O;; un ordre médian du sous-tournoi engendré par les
sommets X;, Xjt1, ..., Xj-1, Xj. Alors, il est facile de voir que ’ordre O’ obtenu en substituant
Ojj & x; > Xi31... > Xj—1 > x; dans O serait meilleur que O, qui de ce fait ne pourrait étre un ordre
médian de T. ¢

On en déduit immédiatement les corollaires suivants (en considérant le cas j =i + 1).

COROLLAIRE 2. Soit O = x1 > x3 > ... > X,_1 > X, un ordre médian d’un tournoi T = (X, U)
pondéré par p. Alors, pour tout i avec 1 <i<n,ona: (x; xiy1) € U ou bien p(xiy1, x) =0. ¢

COROLLAIRE 3. Soit O = x; > x3 > ... > X,_1 > X, un ordre médian d’un tournoi T = (X, U)
pondéré. Si la suite d’arcs (x;, Xi+1)1<i<n D€ définit pas un chemin hamiltonien de 7, alors les
arcs « mal orientés » sont tous de poids nul et leur inversion dans O donne un ordre médian de

T associé a un chemin hamiltonien de T. ¢

Par conséquent, il existe toujours un ordre médian qui soit associé & un chemin
hamiltonien de T (mais il peut y en avoir qui ne le soient pas a cause des poids nuls). De plus,
tout ordre médian qui n’est pas associé a un chemin hamiltonien peut facilement étre obtenu a
’aide de ceux qui le sont. Enfin, constatons que si tous les poids sont strictement positifs, alors
tout ordre médian est associé¢ a un chemin hamiltonien. On retrouve comme cas particulier le
résultat de R. Remage Jr. et W.A. Thompson Jr. ([73]) :

COROLLAIRE 4. Tout ordre de Slater d’un tournoi T définit un chemin hamiltonien de 7. ¢

Le corollaire 3 dans sa forme compléte ainsi que la proposition 4 sont utilisés dans [22]
pour réduire I’arbre de recherche d’une méthode arborescente de résolution. Pour cette
proposition 4, nous introduisons une convention (conforme a la modélisation initiale du
probléme) et deux définitions suivies d’un lemme.

DEFINITIONS 1.
1. Soit Y un sous-ensemble de X et soit x € X. On appelle poids partiel de x par rapport a Y et

on note Py(x) la quantité 2 p(x, y) avec la convention p(x, y) = — p(y, x) (et p(x, x) = 0).
yeY

2. Soit O un ordre total défini sur g éléments de X. On appelle décalage de parametres i et j
appliqué a O I’opération qui consiste a transformer O en un ordre obtenu en décalant les
sommets dont les positions dans O sont comprises entre i + 1 et j (respectivement j et i — 1) (ces
valeurs étant incluses) d’un cran a gauche (respectivement a droite) si i < j (respectivement si
i > j), puis a placer en position j le sommet qui occupait dans O la position i. Ainsi, si on a
O =x1>...> X1 >X; > Xiy] > ... > Xj_] > Xj > Xjy1 > ... > X4, un décalage de parametre i et j
donne I'ordre xj > ... > X;_1 > Xj41 > ... > Xj > X; > Xjy1 > ... > Xg, tandis qu’un décalage de
paramétre jetidonne O =x1 > ... >Xj1 >X> X > .. > Xj_| > Xjy1 > ... > X1 > Xg.

LEMME 1. Soit T un tournoi pondéré par p et soit O I’ordre x; > ... > x,,. L’application a O
d’un décalage de parametres i et j (i # j) donne un ordre O”tel que :

L. KT, 0") - K(T, 0) = Py, ., x)(x) sii<j
2' K(T’ 0,) - 'C(T’ 0) =- P{Xj, ...,x,‘_l}(xi) Si i >.]'

Preuve. 1l suffit de considérer les arcs qui sont inversés dans T pour obtenir O mais qui ne le
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sont pas pour obtenir O/, ou I’inverse. Il s’agit dans les deux cas d’arcs ayant une extrémité
confondue avec x; et ’autre appartenant a I’ensemble qui en indice de P dans les formules
précédentes. Le calcul des variations en découle directement, a I’aide de la convention faite dans

les définitions 1... ¢

PROPOSITION 4. Soit S =x; >x3>. Xg-1 > Xq UnE section commengante d’un ordre
défini sur X. Pour que S soit la commengante d*un ordre médian de T, il faut avoir
1. Py(xy) 2 0, en posant ¥ = X — {x1, x2, ..., X4-1}

2. v i, 1 S i S q - 1, P{xi’ .“,xq_l}(xq) S O et P{xi+1’ ceey xq_l’xq}(x,') 2 O

Preuve. Montrons d’abord la premiére partie. Pour cela considérons un ordre O commengant
par S en supposant qu’on ait Py(x,) < 0. Alors, le décalage de parametres g et n appliqué a O

(consistant a déplacer x, a la fin de O) conduit 4 un ordre O”tel que, d’aprés le lemme 1 :

K(T, 0') - K(T, O) = Py(x,) < 0.
Par conséquent, O n’est pas d’éloignement minimum et O ne peut pas étre médian.

La démonstration de la seconde partie utilise les mémes outils. Supposons qu’il existe i
(I1sisg-1)avec Py, ., X, 1}(xg) > 0. Alors le décalage de parametre g et i appliqué a §
conduit 2 une section meilleure que S ; en vertu de la proposmon 3, § ne peut donc pas étre la
section commengante d’un ordre médian de T. De méme, supposons qu’il existe i
(Isisg-1)avec Py, , .., xq}(x,-) < 0. Alors le décalage de parametres i et g conduit 1a encore

a une section meilleure que S. La conclusion est donc la méme que précédemment. ¢

En termes moins formels, la premiére partie de la proposition 4 implique le résultat
suivant (correspondant au cas ¢ = 1) : pour qu’un sommet x soit un vainqueur, la somme des
poids des arcs sortant de x doit étre supérieure ou égale a la somme des poids des arcs entrant
en x. Il s’agit d’une généralisation d’un résultat établi par J.-C. Bermond dans [15] dans le cas
des tournois non pondérés, stipulant qu’un vainqueur de Slater x posséde un score au moins
égal a la moiti€ de n — 1 : s(x) 2 (n — 1)/2. On peut préciser un peu plus :

PROPOSITION 5. T est un tournoi régulier (donc avec un nombre n impair de sommets) si et
seulement si tout sommet de 7 est vainqueur de Slater. Si 7 n’est pas régulier, il existe au moins
un vainqueur de Slater x dont le score s(x) est supérieur ou égal a n/2.

Preuve. Considérons un ordre de Slater O, et soit x son vainqueur. Soit O”1’ordre obtenu en
appliquant 2 O un décalage de parametres 1 et n (autrement dit, une permutation circulaire
placant x a la fin de O). Si le score s(x) de x était strictement inférieur a (n — 1)/2, la distance

entre O’et T serait strictement plus petite qu’entre O et T, et O ne serait pas ordre de Slater de
T : donc tout vainqueur de Slater posséde un score au moins égal a (n — 1)/2 (c’est-a-dire aussi
au moins n/2 si n est pair). De plus, si s(x) = (n — 1)/2 (ce qui suppose »n impair), le décalage
considéré transforme O en un ordre 0’2 méme distance de T que O ; O’ est alors lui aussi un
ordre de Slater. Si O ou O’ commencent par un sommet de score supérieur ou égal a n/2, alors

O ou O’ conviennent pour conclure. Sinon on recommence en appliquant de nouveau un
décalage de parametres 1 et n. On arréte ce processus quand on a trouvé un vainqueur dont le
score convient ou quand on retrouve le vainqueur de O ; mais alors, dans ce dernier cas, tous
les sommets de T ont été rencontrés sans qu’on s’y arréte : ¢’est donc qu’ils sont tous de score
(n —1)/2, et T est régulier. Réciproquement, si T est régulier, les n ordres engendrés par les n
décalages successifs sont des ordres de Slater de T;, ces ordres ayant tous des vainqueurs deux a

deux différents, tous les sommets de T sont vainqueurs de Slater de 7. ¢

En revenant au probléme initial de vote (et en en reprenant les notations), la proposition



33

m
. . . . i n—1)m
4 redonne aussi la relation montrée par B. Monjardet dans [65] : z z ’;ch > [L_Z)___I
y#£xj=1
(autrement dit, pour que x soit vainqueur, il faut qu’il recueille plus de voix en sa faveur qu’en
sa défaveur dans les comparaisons par paires). Ces résultats sont prolongés par A. Guénoche
qui, a I’aide d’une solution heuristique et le poids de certains arcs, encadre le rang que peut
avoir un sommet dans une solution optimale (voir par exemple [41]).

La seconde condition de la proposition 4, facilement exploitable algorithmiquement (on
peut I’implémenter avec une complexité amortie en O(n) a condition d’y consacrer une place
mémoire en O(n)), caractérise les ordres totaux O qu’on ne peut améliorer a 1’aide de décalages :
ce sera le cas si et seulement si toutes les sections commencantes de O respectent la condition.
On peut remarquer au passage que cette seconde partie de la proposition 4 redonne le corollaire
2 et le principe du chemin hamiltonien du corollaire 4 : il suffit pour cela de considérer le cas
i=q - 1dans la prermere condition de la seconde partle (elle redonne aussi la premicre
condition de cette méme proposition, mais il est intéressant algorithmiquement de les
distinguer).

La proposition 4 pourrait laisser croire qu’un vainqueur de Kemeny est un sommet x
maximisant Px(x), c’est-a-dire maximisant la différence entre somme des poids des arcs
entrants et somme des poids des arcs sortants. Cette assertion est fausse, méme dans le cas ou
tous les poids sont égaux a 1. Dans son article de 1972 ([15]), J.-C. Bermond montre, a I’aide
d’un tournoi a sept sommets, qu’il existe des tournois pour lesquels I’ensemble des vainqueurs
de Slater peut étre disjoint de I’ensemble des sommets de score maximum (c’est-a-dire les
vainqueurs de Copeland ; voir par exemple [61] pour la définition et les propriétés de cette
solution de tournois) ; il en est donc de méme avec la solution du maximum de vraisemblance
attribuée a E. Zermelo en 1929, puisque cette méthode donne les mémes ordres que la solution
de Copeland (voir par exemple [61]).

On peut étre plus précis encore. Dans le tournoi suivant (pour lequel les arcs absents
sont tous orientés de gauche a droite, il est facile de montrer que b est le seul vainqueur de
Slater alors qu’il n’est que de score 3, tandis que a est de score 4. En revanche, on peut vérifier
(par exemple a I’aide de la table dressée dans [67] qui donne tous les tournois non isomorphes a
au plus six sommets) qu’il existe toujours un vainqueur de Slater qui est aussi vainqueur de
Copeland si le tournoi posséde n < 5 sommets, que tout vainqueur de Slater est vainqueur de
Copeland si on a n < 4 et enfin que tout vainqueur de Copeland est vainqueur de Slater si on a
n < 3.

a b c d e f
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Parmi les autres solutions de tournois figure celle qui consiste a retenir comme
vainqueurs les sommets non couverts d’un tournoi non pondéré, proposée par P. Fishburn en
1977 ([32]) et N. Miller en 1980 ([64]) (voir aussi [61]). La définition que nous proposons ci-
dessous est une généralisation aux tournois pondérés de la notion habituelle de la couverture.

DEFINITIONS 2. Soient x et y deux sommets distincts de 7. On dit que x couvre y si et
seulement si : V z € X, p(x, z) 2 p(y, z) (avec la méme convention que plus haut) et de plus

dz e X tel que p(x, z) > p(y, 2). On note x » y le fait que x couvre y. Un sommet est dit non
couvert s’il n’existe aucun autre sommet le couvrant. Le résultat suivant est immédiat :

PROPOSITION 6. La relation de couverture » est un ordre partiel défini sur X dont les
éléments maximaux sont les sommets non couverts de 7. Cet ordre partiel est appelé ordre

trace. ¢
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REMARQUES 4. Dans le cas de tournois non pondérés, x couvre y si et seulement si x bat y et
tout sommet battu par y 1’est aussi par x ; on retrouve ainsi la définition habituelle de la
couverture. Dans ce cas, on peut montrer que tout sommet non couvert est un centre de T (voir
[13] pour la définition d’un centre) et réciproquement, qu’un centre x atteint tout autre sommet y

de T soit directement soit en passant par un seul sommet intermédiaire : (x,y) ¢ U =>3ze X

tel que (x, z) € U et (z, y) € U (en particulier, tout sommet de score maximum est non couvert,
c’est-a-dire est un centre).

Afin d’énoncer le lien qui existe entre sommets non couverts (au sens de la définition 2)
et vainqueurs de Kemeny, il nous faut encore une définition ne faisant entrer en jeu que
I’orientation des arcs de T. Supposons que T n’est pas fortement connexe et décomposons-le en
ses g (¢ 2 2) composantes fortement connexes Cy, C2, ..., Cq. La relation >c¢; définie sur les

composantes C; (1 <i < q) par C; > Cj (avec i #)) si et seulement s’il existe x; € C; et

xje C;tels que (x;, xj) € U est un ordre total. Il existe donc un élément maximal unique
(confondu avec le tournoi tout entier si celui-ci est fortement connexe).

DEFINITION 3. On appelle composante source de T et on note CS(T) la composante fortement
connexe de T qui est 1’élément maximal pour I’ordre total >¢fc.

I1 s’agit donc de la composante fortement connexe dont il ne sort que des arcs sans qu’il
en entre en provenance des autres composantes (CS(T) est parfois appelé cycle supérieur de T,
en anglais top cycle, ou encore composante maximale). Le théoréme 3 (démontré dans [22] a
’aide de décalages appropriés) généralise lui aussi aux tournois pondérés un résultat établi par
J.S. Banks, G. Bordes et M. Le Breton dans [7]. Pour les résultats qui suivent, 7* désigne le
sous-tournoi induit par les sommets non couverts de 7.

THEOREME 3.

1. I1 existe un vainqueur de T appartenant a CS(T*).

2. Si les poids sont tous strictement positifs, tout ordre médian de T est une extension linéaire
de I’ordre trace de T. Sinon, il existe au moins un ordre médian de T qui est une extension

linéaire de ’ordre trace de 7. ¢

COROLLAIRE 5. Si les poids sont tous strictement positifs, tout vainqueur de T appartient a

CS(T*). .
COROLLAIRE 6. 11 existe un vainqueur de T appartenant a CS(T) et si les poids sont tous
strictement positifs, tout vainqueur de T appartient a8 CS(T). .
REMARQUES 5.

1. La difficulté introduite par la présence d’arcs de poids nul n’est pas aussi importante qu’il
peut y paraitre, au moins du point de vue du calcul des ordres médians. Bien que le poids nul
d’un arc (x, y) indique que 1’arc (y, x) est tout aussi légitime que (x, y) (ce qui est la source de
la difficulté), le corollaire 3 montre qu’on peut mettre en ceuvre les critéres en principe
applicables seulement dans le cas de poids strictement positifs et comment récupérer ensuite les
ordres médians qu’on aurait alors oubliés. Evidemment, ce probléme ne se pose pas pour les
ordres de Slater.

2. On notera que si au moins certains vainqueurs de Kemeny et tous les vainqueurs de Slater
sont des sommets non couverts, en revanche il se peut qu’aucun vainqueur de Slater (et donc a
fortiori de Kemeny) ne soit un sommet non couvert du sous-tournoi T* engendré par les
sommets non couverts de 7. On trouvera un contre-exemple a huit sommets dans [59].

I1 semble que le lien n’ait pas déja été fait entre sommets non couverts et le résultat
suivant ([10]), valable pour les tournois non pondérés et prouvé directement sans utiliser la
notion de couverture.
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THEOREME 4. Dans un tournoi non pondéré T, les arcs inversés dans T pour obtenir un ordre
de Slater appartiennent tous a des 3-circuits. ¢

PROPOSITION 7. Soit T un tournoi non pondéré. Un arc (x, y) de T appartient & un 3-circuit
de T si et seulement si y n’est pas couvert par x dans T.

Preuve. Soit (x, y, z, x) un 3-circuit de T. Alors z est battu par y sans 1’€tre par x ; donc x ne
peut pas couvrir y. Réciproquement, supposons que x ne couvre pas y ; c¢’est donc qu’il existe
un sommet z qui est battu par y mais pas par x ; comme on est dans un tournoi, ¢’est donc que z

bat x et (x, y, z, x) est un 3-circuit de T. ¢

Le théoréme 4 dit par conséquent qu’on n’inverse pas d’arc (x, y) si x couvre y, ce qui revient a
dire qu’un ordre de Slater est une extension linéaire de I’ordre trace de T. De méme, la seconde
partie du théoreme 3 dit que si x couvre y dans T, alors x arrive avant y dans tout ordre de
Slater de T : on n’inverse donc pas I’arc (x, ¥), ce qui revient a dire que seuls les arcs dont
I’origine ne couvre pas I’extrémité, c’est-a-dire des arcs appartenant & des 3-circuits, peuvent
étre inversés.

Le corollaire 6 n’a d’intérét que si le tournoi n’est pas fortement connexe. On peut alors
aller plus loin, a 1’aide d’un résultat simple (suffisamment pour qu’on en laisse la démonstration
au lecteur) permettant de se ramener systématiquement a des tournois fortement connexes pour
déterminer les ordres médians ou les ordres de Slater.

PROPOSITION 8. Soit un tournoi T non fortement connexe et soient Cq, Ca, ..., Cq ses
composantes fortement connexes. Soient 01, O3, ..., 04 des ordres médians respectlvement de
Cy, Cy, ..., Cgq. On a alors :

1.La concatenauon 01> 02> ... > Oy est un ordre médian de T.

2. Si les poids de T sont tous smctemcnt positifs, tout ordre médian de T est une concaténation

de la forme précédente. .

REMARQUES 6. Il est possible, si on connait les scores de T (pondéré ou non), de déterminer
les composantes fortement connexes de T en O(n), a I’aide de la caractérisation de H.G. Landau
([60]) et meme, plus précisément, SC(T) en O(SC ('I)I) On trouvera d’autre part dans [22]
quelques précisions concernant les ordres médians qui ne seraient pas obtenus conformément a
la seconde partie de la proposition 8, du fait de la présence d’arcs de poids nul.

On pourrait penser, a tort, que les vainqueurs de Slater sont aussi vainqueurs de Banks
([6] ; voir aussi [61] pour la définition), c’est-a-dire les vainqueurs de sous-tournois transitifs
maximaux (pour I’inclusion). G. Laffond et J.-F. Laslier ont montré dans [58] qu’il n’en est
rien, en exhibant un tournoi & 75 sommets qui a en plus pour mérite d’avoir les ensembles des
vainqueurs de Copeland, de Slater et de Banks deux a deux disjoints. Avant de finir cette partie,
nous donnons un exemple plus petit, 2 16 sommets, pour lequel il y a encore disjonction entre
ensemble des vainqueurs de Slater et celui des vainqueurs de Banks. Rien ne garantit qu’il
s’agit du plus petit contre-exemple ; on peut d’ailleurs trouver des tournois plus petits (par
exemple a 13 sommets) avec au moins un vainqueur de Slater qui ne soit pas vainqueur de
Banks.

De fagon a alléger la représentation, tous les arcs du tournoi ne sont pas représentés ; les
sommets ont été regroupés en « paquets » (ce sont des parties homogénes du tournoi) ; un arc
d’un paquet A vers un paquet B signifie que, pour tout sommet a de A et tout sommet b de B,
I’arc entre a et b est orienté de a vers b ; les arcs manquants sont tous orientés de gauche a droite
entre les sommets situés sur une méme couche, ou de haut en bas pour des sommets situés sur
des couches différentes.

PROPOSITION 9. Dans le tournoi donné ci-dessous, x est le seul vainqueur de Slater et n’est
pas vainqueur de Banks.
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Preuve. Elle n’est pas donnée ici mais se trouve dans [24]. On montre en fait qu’il n’y a qu’un
seul ordre de Slater (dont x est vainqueur). Il est plus facile de vérifier que x n’est pas
vainqueur de Banks : les trois chaines transitives maximales dont x est vainqueur sont
constituées, outre de x, d’exactement deux des trois paquets de la couche la plus basse ; il est
clair alors qu’une telle chaine n’est pas maximale, puisqu’il suffit de la faire précéder du

sommet approprié situé a droite de la couche supérieure pour en obtenir une autre la contenant. ¢

Finissons cette liste des propriétés que vérifient les ordres médians par la proposition
10. Pour I’énoncer, nous avons besoin d’une définition supplémentaire. Nous supposerons ici
que le profil considéré est un profil d’ordres totaux.

DEFINITION 4. Soit un profil IT = (04, Oy, ..., Op) de m ordres totaux. On appelle ordre

d’ unanimité ou aussi ordre de Pareto I’ordre partiel N O; obtenu en prenant I’intersection de
1€j<m

tous les Ojpour 1 <j <m.

La proposition 10, établie par B. Monjardet dans [65], montre que les ordres médians
sont des extensions linéaires particulieres de 1’ordre d’unanimité (cette propriété est qualifiée de
parétienne : un ordre médian d’un profil d’ordres totaux est donc dit parétien). 11 est difficile de
mettre en ceuvre cette propriété si on ne connait du probleme que le tournoi qui résume le profil,
puisqu’on a vu plus haut qu’on perd alors la valeur de m. Il n’est possible de I’exploiter qu’en
connaissant la valeur de m ; la conséquence est alors qu’on ne peut inverser un arc de poids m
dans le tournoi (ce qui traduit I’unanimité dans la formulation que nous avons retenue). 1l se
peut d’autre part que 1’ordre d’unanimité soit vide.

PROPOSITION 10. Tout ordre médian d’un profil d’ordres totaux contient 1’ordre d’unanimité
de ce profil. )

4. ENCADREMENTS DE i(T)

11 est bien siir toujours possible de majorer i(T) & I’aide d’une solution heuristique. Nous
n’envisageons pas ici cette possibilité et allons proposer quelques encadrements
indépendamment de toute méthode de résolution. Nous allons d’abord nous intéresser au
maximum /(n) que peut prendre i(T) quand T décrit ’ensemble de tous les tournois ayant n
sommets (pour le minimum de i(T), ce résultat est immédiat : 0, correspondant aux seuls
tournois transitifs ; il est facile de plus de montrer que toutes les valeurs enti¢res comprises entre
0 et I(n) peuvent étre atteintes). Il est clair que /(n) ne peut excéder la moitié des arcs : il vaudrait
mieux sinon inverser les arcs que 1’on n’inverse pas ! Le théoréme 7 montre que /(n) peut
cependant étre de cet ordre de grandeur (ce que raffine le théoréme 8). Le théoréme suivant est
di a K.B. Reid ([71]) (on pourra rapprocher ce résultat de celui de S. Poljak et D. Turzik dans
[70], selon lequel on peut construire un ordre & distance inférieure ou égale a (n — 1)2/4 ; le
résultat de K.B. Reid est plus précis) :
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THEOREME 5. Pour n2 8, on a I(n) < [%Jl"fj *

Le résultat suivant, cité dans [15] et dii 2 H.A. Jung ([52]) ainsi que les corollaires 7 et
8, donne des résultats plus précis, mais est aussi plus difficile a exploiter.

THEOREME 6. Pour toute décomposition de n sous la forme n; + nz avec ny <np,ona:

I(n) < I(ny) + I(np) + I'-‘(—";——"ll si n est pair, I(n) S I(ny) + I(n2) + 215'2 sinestimpair. &

COROLLAIRE 7. I(2%) €222 — (k + 1).2k2, .

q
COROLLAIRE 8. Si n (pair) s’écrit . 2k avec 0 <k <kz < ... <k, alors :
i=1
1 1 & Nk
IS —n(n-1)—= (k +2q - 2i)2k
4 44

Si n est impair, alors : I(n) <I(n—1) + n—1 .

¢

Ces résultats découlent en fait d’un résultat applicable a tout tournoi. Si on considére une
bipartition (X, X7) quelconque de X, pour rendre transitif T, il suffit de rendre transitifs les
tournois T et T, engendrés respectivement par X et X, et d’inverser tous les arcs orientés de
X vers X3 ou au contraire de X, vers X;. En appelant m+(A, B) le nombre d’arcs allant d’une
partie A de X vers une partie B de X disjointe de A, ce résultat peut s’écrire :

PROPOSITION 11. On a, pour tout tournoi T et toute bipartition (X1, X;) de X :
i(T) < i(Ty) + i(T2) + min{m*(Xy, X2) ; m*(X2, X1)} .

Cette proposition se généralise immédiatement a I’indice de Kemeny K(7’) d’un tournoi
pondéré, en considérant, au lieu de leur nombre, la somme des poids des arcs allant de X; vers
X, ou de X, vers X, et en remplagant i(T) (respectivement i(T,)) par K(T;) (respectivement
K(T2)).

Le théoré¢me suivant, dii a P. Erdos et J.W. Moon ([31]), donne un minorant de I(n).
Comme Je plus I(n) est trivialement majoré par PL'%I—)J (on n’inverse pas plus de la moitié

des arcs), il montre que, pour n assez grand, I(n) est de 1’ordre de n2/4.

THEOREME 7. V € > 0, 3 n, tel que n > n, entraine I(n) >

ﬁ(—'—l4——-—1—)(1—-8). N

On peut raffiner ce résultat & 1’aide de ceux obtenus grice a des raisonnements
probabilistes par J. Spencer d’une part ([76] pour le majorant, [77] pour le minorant) et
W. F. de l1a Vega ([30]) de I’autre (pour le minorant) (voir aussi [78]) ; on obtient de ce fait un
équivalent de /(n) pour les grandes valeurs de n plus précis que le précédent.
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THEOREME 8. Pour n assez grand, on a :
n(n=1) 7nVn (n=1) nn
4 4 4 8n

De plus, W.F. de la Vega a montré que, toujours pour n assez grand, la valeur de i(T)
n(n—-1) TnVn

4 4
aléatoirement de la fagon suivante : pour chaque paire de sommets {x, y}, on choisit 1’arc entre
x ety avec la méme probabilité (donc égale 2 0,5) pour chacun des deux sens possibles, le
choix de I’orientation d’un arc étant indépendant du choix de 1’orientation des autres arcs (en
fait, W.F. de la Vega et J. Spencer étudiaient le probleme 4, c’est-a-dire la recherche d’un
graphe partiel sans circuit ayant le plus d’arcs possibles ; le lien existant entre ce probleéme et
celui de P. Slater permet d’obtenir directement le résultat du théoréme 8). Cela montre,
incidemment, que cette fagon d’engendrer des tournois aléatoires, par exemple pour tester ou
comparer (avec la prudence qui s’impose) des méthodes de résolution exactes ou approchées,
risque d’introduire un biais en conduisant a des tournois d’indice €levé. L’algorithme proposé
dans [20] tente de pallier cet inconvénient et permet d’engendrer aléatoirement des tournois en
fixant leurs scores, tout tournoi possédant les scores fixés ayant une probabilité non nulle d’€tre
engendré.

<I(n)sZ

¢

est supérieure ou égale a pour presque tous les tournois engendrés

Les valeurs exactes de I(n) pour les premigres valeurs de n (n < 13) sont résumées dans
le tableau suivant, tiré de [16] ainsi que les encadrements pour 14 < n < 25.

n 1 2 3 1 4 5 6 | 7 8 1| 9 |10 {11 ]12 | 13
In)] O 0 1 1 31417 8 | 12 ] 15 [ 20 ]22 | 28
n 14 | 15116 | 17 | 18 [ 19 [ 20 |21 | 22 | 23 |24 | 25

minorant | 31 | 38 140 |47 | 55|64 [ 64 |72 ] 80 | 91 | 91 | 103
majorant | 32 | 39 | 44 | 52 | 58 | 67 | 73 | 83 | 91 [102]110] 122

Le théoréme 9 est lui aussi tiré de [16] :

THEOREME 9. Pour tout q et r, on a I(qr) = Max{q.I(r) + r2.1(q), r.I(q) + q2.I(r)} et
I(gr + 1) 2 Max{qI(r + 1) + r21(q), r.A(q + 1) + g2.I(r)} ¢

En relation avec I(n) et a défaut de connaitre la structure des tournois maximisant i(7),
on peut encore mentionner les conjectures énoncées par J.-C. Bermond dans [15] :

CONJECTURE 1. Si n est impair, les tournois d’indice /(n) sont réguliers.

CONJECTURE 2. Si n est impair avec n =2q + 1,1(2q + 1) =1(2q) + q.

CONJECTURE 3. Pour tout 7, il existe un tournoi régulier (n impair) ou quasi régulier (n pair)
d’indice I(n).

On notera que la conjecture 2 entraine les deux autres. Les conjectures 1 et 3 sont par ailleurs
confortées par le résultat de F.W. de la Vega rappelé plus haut, puisque la génération aléatoire
consistant a choisir la direction d’un arc avec la méme probabilité pour chacun des deux sens
conduit d’une part a des indices de Slater souvent élevés et d’autre part a des scores souvent
proches les uns des autres.

Il est aussi intéressant d’avoir une idée de la valeur de i(T) pour un tournoi T
quelconque, en particulier un minorant (utilisé comme évaluation dans des méthodes
arborescentes ; voir plus loin). Les résultats suivants ([15]) s’inspirent de la formulation
correspondant au probléme 6 dans lequel on cherche un transversal de 1’hypergraphe H(T) des
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circuits. Tout encadrement du nombre de transversalité de H(T) donne un encadrement de i(7).
L’inconvénient majeur de cette approche est que H(T) peut €tre trés gros, avec jusqu’a
n(n — 1)/2 sommets (ce qui revient a dire que tout arc appartient a un circuit ; c’est le cas par
exemple ([4]), pour n impair, des tournois réguliers) mais surtout avec un nombre d’arétes qui
peut étre exponentiel par rapport a n (ne serait-ce qu’a cause des circuits hamiltoniens ; on peut
montrer que dans certains tournois réguliers, parfois appelés tournois circulants, le nombre de

circuits hamiltoniens est au moins 2(#~3)/2)_ En pratique, il est souvent trop long de construire
H(T). Compte tenu du rdle privilégié que jouent les arcs constituant les 3-circuits de T, on peut
ne considérer, pour obtenir un minorant de i(7T), que 1’hypergraphe H;3(T) des
3-circuits de T (défini comme H(T) en ne considérant que les 3-circuits). H3(T) peut encore
avoir n(n — 1)/2 sommets ([4]), mais son nombre d’arétes est égal au nombre de 3-circuits de 7.
Or, si les scores de T sont s1, $7, ..., Sy, le nombre C3(T) de 3-circuits de T vaut ([67]):

_n(n-D(n-2) <=5;(s;—=1) _ [(n3 —n)/ 24 sinimpair
G(T) = 5 - ,2-1 7 = \(n® = 4n) / 24 si n pair
On constatera au passage que C3(7) fournit un majorant (trivial) de i(7) (c’est a lui qu’aboutit le

résultat de J.B. Kadane ([54]) selon lequel il faut effectuer précisément C3(7) inversions d’arcs
dont les deux extrémités ont méme score pour transformer 7 en un tournoi transitif).

Appelant 73(7) le nombre de transversalité (cardinal minimum d’un transversal, c’est-a-
dire d’un sous-ensemble Y de X tel que toute aréte passe par au moins un élément de Y ; voir

[14] pour la définition) de H3(T) et (T celui de H(T), on a, puisque d’une part H3(7) est un
sous-graphe partiel de H(T) et d’autre part W(T) = i(T) (probléme 6) :

PROPOSITION 12. Pour tout tournoi 7, 73(T) < i(T). .

Néanmoins, le calcul exact de 73(7) risque de rester long, puisque la détermination du
nombre de transversalité d’un hypergraphe est NP-difficile dans le cas général ([34]) (mais il
n’est pas non plus exclu a priori que H3(T) posséde des propriétés jusqu’a présent inexploitées

qui rendraient polynomiale la détermination de 73(T)). On peut éventuellement se contenter de

tout minorant de 73(7), qui en sera donc un aussi pour i(7). En particulier, on peut obtenir le
résultat suivant a I’aide des degrés de H3(T) ([22]), le degré d’un sommet u de H3(T) (c’est-a-
dire un arc de T), étant en fait le nombre de 3-circuits auxquels  appartient dans 7.

DEFINITION 5. On suppose les sommets u de H3(T) (c’est-a-dire certains arcs de T)
numérotés par degrés (dans H3(T)) d, décroissants. On définit le parametre y(7) comme le plus

4
petit entier y tel que : 2 A(uj) = C3(T).
j=1

PROPOSITION 13. Pour tout tournoi 7, on a ¥(7) < 73(7). .

Une autre voie possible, pour minorer i(T), consiste a rechercher des circuits arc-
disjoints, c’est-a-dire des circuits dont les arcs leur sont propres (deux circuits arc-disjoints
peuvent partager un ou plusieurs sommets, mais pas d’arc). En effet, si un tournoi T possede g
circuits arc-disjoints, il est nécessaire, pour rendre T transitif, de détruire tous ces circuits ; or,
I’inversion d’un arc de 1’un de ces circuits n’affecte pas les autres circuits, puisqu’ils sont arc-
disjoints ; donc i(T) est supérieur ou égal au nombre maximum de circuits arc-disjoints de 7':

PROPOSITION 14. Soit W(T) le nombre maximum de circuits arc-disjoints de T; on a :
wv(T) < i(D). .

Ce résultat peut aussi étre montré en considérant un couplage maximum de H(7), c’est-
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a-dire un ensemble d’arétes telles que deux quelconques de ces arétes ne passent pas par un
méme sommet. Une aréte de H(T) étant un circuit de 7, un couplage de H(T) définit un
ensemble de circuits arc-disjoints de T et réciproquement. Or, dans tout hypergraphe, le cardinal
de tout couplage est inférieur ou égal au cardinal de tout transversal (voir [14]). D’ou, compte

tenu de 1’égalité entre 7(7) et i(T), I’'inégalité (qui peut Etre stricte) entre le cardinal maximum

W(T) d’un couplage de H(T) et i(T).

On peut encore interpréter (7) comme le nombre de stabilité (cardinal maximum d’un
ensemble de sommets deux a deux non adjacents) du graphe dont les sommets sont les circuits
de T, deux sommets étant reliés si les deux circuits associés partagent au moins un arc.

Quelle que soit la fagon dont on interprete W(T), son calcul reste trop long en pratique.
On peut bien siir se restreindre, comme précédemment, a la recherche d’un couplage maximum
dans H3(T), c’est-a-dire a un ensemble maximum de 3-circuits arc-disjoints. Méme alors, cela
risque de prendre trop de temps, et on peut étre amené a devoir se contenter d’un minorant de ce

nombre. Notons que, si on appelle v3(7) le cardinal d’un couplage maximum dans H3(7), ce
minorant sera moins bon que 73(7), puisque, fort de ce qui a été€ énoncé plus haut :

PROPOSITION 15. Pour tout tournoi 7, on a v3(7) < 73(7). *

En corollaire de la proposition 14, il vient que I(n) est minoré par le nombre 7(n)
maximum de circuits arc-disjoints qu’un tournoi a n sommets peut posséder. Ce nombre est
identique au nombre de cycles aréte-disjoints que la clique K, a n sommets posséde puisqu’il
est toujours possible, comme le remarque J.-C. Bermond dans [15], d’orienter ces cycles aréte-
disjoints indépendamment les uns des autres pour les transformer en circuits arc-disjoints ; il
suffit ensuite d’attribuer une orientation arbitraire aux arétes de K, qui n’en auraient pas re¢u

pour obtenir un tournoi a m(n) circuits arc-disjoints. R.K. Guy d’une part ([44]),
G. Chartrand, D. Geller et S. Hedetniemi d’autre part ([25]) ont déterminé ce nombre, d’ou :

-1
PROPOSITION 16. Pour tout n, on a m(n) = [% [n ) ]] < I(n). *

On remarquera a 1’aide du tableau donné plus haut qu’il y a égalité pour n < 9, puis inégalité
stricte au-dela.

On peut aussi chercher a encadrer I’indice de Slater d’un tournoi en faisant intervenir ses
scores. Le parametre o(7) est défini dans [18] et était déja suggéré par A. Guénoche dans [39] :

DEFINITIONS 6.
1. Soient s; < 55 < ... <5, les scores de T triés par ordre croissant. On pose :

n
o(T) = l2|s,- —i+1]
25
2. On pose I(n, 6) = Max {i(T) pour T & n sommets et tel que 6(T) = o}

Les résultats suivants sont démontrés dans [18].

PROPOSITION 17.

1. Pour tout 7, o(7) est un entier compris entre 0 (pour les tournois transitifs et seulement eux)

et (n2 — 1)/8 si n est impair (cas des tournois réguliers et seulement eux), (n2 — 2n)/8 si n est
pair (cas entre autres des tournois quasi réguliers), et toutes les valeurs entiéres intermédiaires
peuvent étre observées.
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2.Pourtout T, o(T) = Y (si—i+1)=— D (s—i+l).

i:s;—i+120 irs;i—i+1<0
3. Les sommets x; (1 <j <n) de T étant numérotés conformément a I’ordre croissant des
scores, pour tout g compris entre 1 et n — 1, le nombre d’arcs ayant leur origine dans {x1, x3,

... Xg} et leur extrémité dans {xg,1, Xg42, ... X} est inférieur ou égal a o(7). .

PROPOSITION 18. Pour tout tournoi 7, on a o(T) < i(T) et il existe des tournois pour lesquels

il y a égalité. .
PROPOSITION 19. Soit g un entier. On a, pour n assez grand (n 2 6p suffit) :
/1 -
1. Si g =0 ou 1 [mod 4], alors pour 0= —-———3p(35 + 1), I(n, 0) 2 __“_;un .
4 —
2. Si g =2 [mod 4], alors pour 0 = M, I(n, 0) > —__‘/TG;— 2, _
2 - —
1. Sig=0ou 1 [mod 4], alors pour o= 9p +44p 1, In, 0)> \/360'49-13 2 neo e

Ces minorants sont obtenus en exhibant des tournois avec o(7) = ¢ ayant un nombre de 3-
circuits arc-disjoints égal a ’'un des minorants, d’ou le résultat en vertu de la proposition 14. On

. . 2
notera que ces minorants sont peu différents de 3 n\o — ¢. D’autre part, pour les valeurs de &

que I’on atteint pas a I’aide d’une des formules précédentes, la construction utilisée pour exhiber

ces minorants peut encore étre appliquée pour fournir des tournois a o fixé ayant un « grand »
nombre de 3-circuits (voir [18] pour plus de détails).

THEOREME 10. Pour o# 0, on a pour tout n : I(n, 6) < n\/o. N

En fait, la méthode suivie dans [18] (elle n’est d’ailleurs valable en principe que pour =9 ; on
peut facilement compléter les cas manquants en s’en inspirant) permet d’avoir un majorant plus

fin, mais aussi plus difficile a exprimer. Ainsi, pour ¢ =9 et pour n assez grand, a-t-on le

. . 1
minorant (lui-méme issu d’une approximation que I’on peut éviter) ) \/ (n2 =-2n)(40+1) - z
(voir [18] pour plus de détails).
De la proposition 18 et du théoréme 10, on tire le corollaire suivant :

COROLLAIRE 9. Pour tout tournoi non transitif 7 a n sommets, on a I’encadrement :

o(T) <i(T) < n+Jo(T). N

La majoration que 1’on obtient pour /(n) en remplacant o(7) par son maximum ne donne
pas une borne plus intéressante que les précédentes. Méme pour des petites valeurs de o, I’écart

entre I(n, 0) et ny/o n’est pas négligeable, comme en témoigne la proposition 20, issue de
[18]:

PROPOSITION 20. I(n, 1) = [";J,I(n, 2) = [”; 1J+[";2J, In,3)e {n—-3,n-2).
¢

En fait, la construction utilisée pour majorer i(7) repose sur un regroupement des
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sommets (considérés selon les scores croissants) en paquets a peu prés de méme cardinal, puis
a rendre transitif chacun des paquets (on majore alors le nombre d’arcs a inverser a 1’aide de la
borne de K.B. Reid rappelée au théoréme 5) et enfin a détruire les circuits restants en inversant
les arcs allant d’un paquet contenant des sommets de faible score vers un paquet contenant des
sommets de score plus élevé. Or, pour des raisons techniques, il faut que les paquets ne
contiennent pas trop de sommets (sinon la majoration du nombre d’arcs a inverser entre les
paquets est trop grossiére), ni trop peu (sinon la borne de K.B. Reid n’est plus applicable).

Cela explique que la valeur proposée pour majorer I(n, 0) ne soit bonne ni pour o trés petit ni o
trés grand ; il semble alors préférable de revenir au début de la construction elle-méme et de
I’adapter au cas particulier a traiter.

En revanche, on constate que le rapport entre le minorant de I(n, o) énoncé a la
proposition 19 et le majorant du théoréme 10 est de 1’ordre de 2/3, ¢’est-a-dire du méme ordre
que le rapport entre le nombre maximum de circuits arc-disjoints et le maximum asymptotique
de I(n). Comme le minorant de la proposition 19 est obtenu a 1’aide de circuits arc-disjoints, ce
rapport semble indiquer qu’il est probablement difficile d’obtenir un encadrement
qualitativement plus resserré en ne prenant en compte que des constructions fondées sur la
manipulation des circuits arc-disjoints.

Concernant encore le parametre o, il est intéressant de le comparer aux autres minorants.
11 est facile d’obtenir des tournois 7 pour lesquels o(7) est plus petit que 73(T), x(T), V(T) ou
v3(T) (par exemple a 1’aide des tournois T avec o(7) = 1). L’étude de 1'unique (cf. [67]) tournoi
régulier Rs & cinq sommets montre que o peut aussi étre plus grand que v3 ; en effet, on a :
o(R5) = 3 et v3(Rs) = 2 (mais en revanche Rs posseéde, outre deux 3-circuits arc-disjoints, un
troisiéme circuit arc-disjoint des deux précédents et de longueur 4 : d’ou o(Rs) = V(R5)). Pour
les paramétres Vv et 73 comparés a 0, nous conjecturons les inégalités suivantes :

CONJECTURES 4.
1. Pour tout tournoi 7, on a o(T) < V(7).
2. Pour tout tournoi 7, on a o(7T) < 73(7).

Une autre conjecture a ét€ posée dans [18] concernant la croissante de I(n, ©) avec 0°:

CONIJECTURE 5. Pour = fixé, I(n, o) croit (au sens large ? au sens strict ?) avec o (pour les
valeurs de ¢ compatibles avec n).

Cette conjecture peut étre rapprochée de celles de J.-C. Bermond (rappelées plus haut) :

une croissance large de I(n, ) montrerait que, pour n impair, certains tournois réguliers
maximisent I’indice de Slater (premiere partie de la conjecture 3) et une croissance stricte

entrainerait la conjecture 1 (car seuls les tournois réguliers ont un ¢ maximum pour z impair).
Pour n pair, la conjecture 5 n’entrainerait aucune des conjectures de J.-C. Bermond, mais
renforcerait la seconde partie de la conjecture 3 en donnant la forme des scores des tournois (ou
de certains d’entre eux) maximisant I’indice de Slater.

On peut enfin rappeler aussi la conjecture d’A. Addm ([1]), qui concerne plus
généralement les graphes orientés antisymétriques (la proposition est fausse dans le cas de
graphes orientés non nécessairement antisymétriques (voir [80]) ; la conjecture est vraie si on
remplace « circuit » par « 3-circuit » ou « le nombre de circuits » par « I’indice de Slater »).

CONJECTURE 6. Dans tout tournoi non transitif, il existe au moins un arc dont 1’inversion fait
décroitre le nombre de circuits.



43

5. ENCADREMENTS DE K(7)

Comme pour i(7), il est toujours possible de majorer I’indice de Kemeny K(7) a I’aide
d’une heuristique ; nous n’examinerons pas ici ces possibilités. Notons seulement qu’il est
possible de considérer comme majorant le produit de 1’indice de Slater par le plus grand des
poids des arcs du tournoi ; quand les poids sont un peu variés, ce majorant est en général
mauvais, voire tres mauvais. Remarquons aussi que le nombre d’arcs que I’on inverse dans un
tournoi T pondéré pour le rendre transitif « au moindre cofit » ne peut en aucun cas étre
strictement inférieur a I’indice de Slater du méme tournoi dépourvu de ses poids. En revanche,
ce nombre d’arcs peut €tre strictement supérieur. Ces remarques sont résumées dans le lemme
suivant dont la preuve, évidente, découle de la définition d’un minimum.

LEMME 2. Soit un tournoi T = (X, U) pondéré par p. Soient V c U de cardinal minimum tel
que (X, (U-V) U V) soit transitif et W c U avec p(W) minimum tel que (X, (U - W) u W)
soit transitif. Alors IWl 2 [Vl =i(T) et p(V) 2 p(W) = K(T). ¢

Le fait que ces inégalités puissent étre strictes est illustré par 4
I’exemple ci-contre a quatre sommets. L’indice de Slater de ce tournoi a b
vaut 1 (I’inversion de I’arc (d, a) suffit a le rendre transitif) mais son v
indice de Kemeny vaut 3 et correspond a I’inversion des arcs (a, c), 10 1
(b, ¢) et (b, d), tandis que I’inversion de I’arc (d, a) entraine un poids
de 10. On constate aussi sur cet exemple qu’on peut étre amené a d c
inverser un arc n’appartenant a aucun 3-circuit, comme ici I’arc (b, c).

11 résulte des caractérisations de B. Debord qu’il est possible d’observer des tournois
uniformément pondérés par O et qui soient représentatifs de profils d’ordres totaux ou de profils
de tournois. 1l est clair alors que tout ordre total est ordre médian et que I’indice de Kemeny est
nul ; le minimum de K(7) peut donc €étre nul, sans pour autant que 7 soit transitif.

D’un autre c6té, il résulte du lemme 2 que le maximum de K(7) est majoré par i(T).pyax
ol pna désigne le plus grand des poids des arcs de T, et cette borne peut étre atteinte (c’est le
cas notamment, bien siir, quand les arcs portent tous le méme poids...).

Les deux résultats qui suivent tentent de raffiner un peu cet encadrement en faisant
intervenir plus distinctement les poids des arcs.

PROPOSITION 21. Soit un tournoi T pondéré par p et soient uy, Uy, ..., Up(n-1) les arcs de T
2

numérotés selon les poids croissants : 0 < p(u1) < p(u) < ... < p| upn-1y |- Soit a(T) un

2
a(T)

minorant quelconque de i(7). On a alors K(T) 2 2 p(u j).
j=1

Preuve. Il découle du lemme 2 qu’on doit inverser au moins i(7) arcs pour rendre T transitif.
i(T)

Dans le meilleur des cas, il s’agit des arcs les plus légers. D’ou K(7) = z p(u j ) Comme les
Jj=1

poids sont tous positifs ou nuls, on peut minorer cette derniére somme par le terme mentionné

dans la proposition 21. *

Cette minoration, utile par exemple dans les méthodes de recherche arborescentes (voir

plus loin), est applicable en particulier en considérant les parametres o(T) ou x(7), relativement
faciles a calculer. Le résultat est souvent assez médiocre quand les poids sont variés (puisqu’on
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considere systématiquement les plus.petits poids), mais peut-€tre assez bon si les poids sont
proches les uns des autres. Il sera évidemment d’autant plus proche de K(7) que le minorant

o(T) sera proche de i(T).
La minoration suivante, méme si elle repose sur une moins bonne approximation de i(7)

que x(7), peut étre meilleure que la précédente quand les poids sont variés. Pour cela, soit C un
circuit de T ; on pose Y(C) = rmg p(u). De méme, pour un ensemble E de circuits arc-
ue

disjoints, on pose Y(E) = 2 y(C). On peut maintenant énoncer la proposition 22 :
CeE

PROPOSITION 22. Soit un ensemble quelconque E de circuits arc-disjoints de T ; on a alors :
Y(E) < K(D).

Preuve. Puisque E est un ensemble de circuits arc-disjoints, pour rendre T transitif, il est
nécessaire de détruire les circuits de E en inversant au moins un arc de chacun d’entre eux. Dans
le meilleur des cas, il s’agit de I’arc le plus léger du circuit. Chaque circuit C de E apporte donc

une contribution, qui lui est propre, au moins égale a2 Yy(C). L’inégalité s’ensuit. ¢

On est donc amené a chercher un ensemble E de circuits arc-disjoints tel que ¥(E) soit

aussi grand que possible. La détermination du maximum que peut prendre ¥(E) étant en
pratique trop longue, on doit en fait se contenter d’un minorant de ce maximum. Remarquons

au passage qu’un ensemble E maximisant ¥ n’a pas de raison d’étre un ensemble de cardinal

égal a v(T) : on peut avoir intérét a sélectionner moins de circuits arc-disjoints, mais plus
lourds. C’est pour cette raison (les poids sont en moyenne plus élevés) que ce minorant peut

étre meilleur que celui obtenu a partir de (7).

6. ALGORITHMES DE RESOLUTION EXACTE OU APPROCHEE

Le probleme étant NP-difficile, les algorithmes permettant d’exhiber un ordre médian
(ou a fortiori tous les ordres médians) ont une complexité croissant exponentiellement avec n.
Le probléme de Slater n’étant pas connu pour étre polynomial, il en est de méme pour les
algorithmes permettant de le résoudre de maniére exacte. On peut dés lors adopter I’une des
trois directions suivantes :

* Chercher une (ou toutes les) solution(s) optimale(s), a 1’aide d’une méthode exacte de
complexité exponentielle ; ceci n’est envisageable que pour des valeurs de n qui ne sont pas
trop grandes.

* Se contenter d’une solution approchée obtenue en un temps raisonnable, en essayant bien sir
de faire en sorte qu’elle soit aussi bonne que possible.

* Analyser le cas a traiter afin de savoir s’il appartient a une famille d’instances polynomiales du
probléme, auquel cas on peut le résoudre polynomialement a I’aide d’un algorithme idoine.

De nombreuses méthodes ont été proposées dans les deux premieres directions :
programmation linéaire (par la résolution du probléme dual du probleéme en 0-1 donné dans la
premiere partie), programmation dynamique, méthodes arborescentes par séparation et
évaluation (branch and bound en anglais), techniques d’affectation quadratique (on trouvera
dans [62] une formulation du probléme sous forme d’affectation quadratique et des éléments de
résolution pour les problemes de cette forme), différentes heuristiques fondées sur des
améliorations locales. On trouvera de nombreuses références dans [11], [12] et [72], références
que nous ne reproduirons pas ici. D’autres méthodes depuis ont été proposées, s’inspirant ou
non de techniques déja utilisées.

Pour les méthodes exactes, on peut signaler 1’approche polyédrale de M. Groétschel,
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M. Jiinger et G. Reinelt ([36], [37] et [38]) complétée, lorsqu’elle échoue, par une méthode
arborescente ; elle a permis a ces auteurs de résoudre de maniere exacte des problemes assez
gros, allant, pour des problemes associés a des données réelles, jusqu’a n = 60.

On peut aussi signaler les méthodes arborescentes développées dans [9], [19], [21] ou
[22], qui essaient de tirer parti d’un ou de plusieurs des résultats théoriques énoncés plus haut,
relatifs aux propriétés vérifiées par les vainqueurs de Kemeny ou de Slater. Un des intéréts de
ce genre de méthode réside dans le fait qu’il permet d’obtenir toutes les solutions optimales. Des
raffinements techniques ont été apportés par A. Guénoche, par exemple en mémorisant des
informations sur les sections commengantes engendrées ; la comparaison de ces informations lui
permet ensuite d’éliminer des sections qui ne peuvent étre sections commengantes d’ordres
médians ou de Slater (voir [40] ou ’article d’A. Guénoche [41] dans ce numéro). Les
propriétés des vainqueurs de Kemeny ou de Slater ont aussi été exploitées, du moins certaines
d’entre elles, pour accélérer la recherche des ordres médians ou de Slater en éliminant 13 encore
des sections commengantes ne pouvant conduire a des solutions optimales. Il en est de méme
des minorations de i(7) ou de K(T) évoquées dans les parties 4 et 5 afin d’améliorer la fonction
d’évaluation des sommets de 1’arborescence en anticipant sur ce qu’il faudra inverser pour
compléter la section commengante en un ordre total défini sur I’ensemble des sommets du
tournoi. Des expériences menées sur différents types de tournois (voir par exemple [22])
montrent que les variantes obtenues en prenant en compte ces paramétres permettent de réduire
considérablement les temps de calcul et la taille de I’arborescence. A contrario, les raffinements
reposant sur les propriétés combinatoires ne semblent pas toujours apporter un gain important :
par exemple, ne chercher les vainqueurs que parmi les sommets non couverts (théoréme 3)
¢limine peu de sommets de 1’arborescence, et ne compense pas en général le temps passé a
exhiber les sommets non couverts, tandis que le fait de se restreindre aux sommets pour
lesquels la somme des poids des arcs sortants est supérieure ou égale a celle des arcs entrants
(proposition 4) conduit a une procédure a la fois rapide et efficace. En ce qui concerne la
stratégie selon laquelle on développe I’arborescence, deux stratégies ont été essentiellement
appliquées : celle qui consiste a développer la feuille de plus petite évaluation (stratégie
« meilleur d’abord », mise en ceuvre par exemple dans [9]) qui a pour avantage que le premier
ordre total calculé sur X est optimal mais comme inconvénient d’encombrer une grande place
mémoire, et le classique développement « en profondeur d’abord », moins consommateur de
place mémoire (il suffit de connaitre la branche sur laquelle on travaille et non plus toute
I’arborescence) et plus propre a utiliser les calculs effectués lors des itérations précédant le
traitement du sommet courant de I’arborescence, mais qui nécessite 1’exploration de toute
I’arborescence (c’est-a-dire de toutes les branches qui ne sont élaguées ni par I’évaluation ni par
le principe de séparation). Une bonne heuristique permet, pour la recherche en profondeur
d’abord, d’avoir un ordre total qui indiquera dans quel ordre procéder a la séparation et ainsi de
réduire 1’énumération en facilitant 1’obtention précoce d’une solution optimale. De plus, il est
facile, d’un point de vue pratique, d’appliquer les variantes précédentes dans un parcours en
profondeur (voir [22]). D’un autre c6té, il est montré dans [21] comment I’utilisation d’une
structure de données un peu sophistiquée (un « tas ») peut accélérer, dans une stratégie meilleur
d’abord, la détermination de la feuille a développer (la complexité de cette opération passe ainsi
de O(n!) dans [9] a O(n.logn) dans [21] pour le méme algorithme mais avec un tas pour
conserver les feuilles de 1’arborescence).

Parmi les méthodes heuristiques postérieures a 1981 et ne se trouvant donc pas
évoquées dans [11] figure la relaxation lagrangienne, développée par D. Arditti en 1984 dans
[5]. En relachant (au sens lagrangien) les contraintes de transitivité du programme en 0-1
énoncé dans la premiere partie, D. Arditti obtient un probléme dual (au sens lagrangien) qui,
appliqué a des données réelles avec n = 36 et n = 44, lui a permis d’obtenir des solutions
optimales (pour I’exemple avec n = 36 tiré de [63], D. Arditti estime que le temps de calcul est
environ huit fois moins élevé que la méthode utilisée par F. Marcotorchino et P. Michaud
([63]), reposant sur la résolution du probléme dual (au sens de la programmation linéaire) du
méme programme linéaire décrit dans la premicre partie, mais en continu ; méme si la machine
est identique dans les deux cas, il semble cependant raisonnable d’étre prudent dans ce genre de
comparaisons expérimentales). Le comportement du temps de calcul de cette méthode reste
acceptable pour des valeurs plus grandes de »n : moins d’une heure de temps CPU (sur un
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DPS8) pour des tests aléatoires avec n compris entre 50 et 90.

D’autres heuristiques ont été proposées pour déterminer un ordre médian ou un ordre de
Slater, fondées sur des méthodes heuristiques générales (« métaheuristiques ») comme les
méthodes d’amélioration itérative (descentes), le recuit simulé, la méthode Tabou ([46]), une
métaheuristique récente nommée bruitage ou sur des hybridations de telles méthodes avec des
algorithmes génétiques ([23]) (les algorithmes génétiques « purs » semblant peu efficaces par
rapport aux méthodes précédentes). Ces techniques utilisent les décalages décrits plus haut
(définitions 1). Plus précisément, pour une descente, on part d’une configuration donnée (un
ordre total) et on envisage successivement des décalages (ou des combinaisons de certains
décalages) d’un sommet dans la configuration courante ; si une telle transformation entraine une
diminution de 1’éloignement, on 1’adopte, sinon on la rejette ; on recommence ainsi tant qu’on
peut. Par rapport a une descente, le recuit simulé (méthode stochastique) acceptera une
transformation avec une probabilité qui est une fonction décroissante de I’augmentation de
I’éloignement d’une part et, d’autre part, du degré d’avancement du déroulement de la méthode,
pour se confondre finalement avec une descente. La méthode Tabou (méthode déterministe)
consiste d’abord a appliquer une descente dans laquelle on choisit, a chaque itération, la
transformation qui entraine la plus grande diminution de I’éloignement ; quand on ne peut plus
descendre, on remonte en adoptant la transformation qui fait le moins remonter et en interdisant,
pendant un certain nombre d’itérations, la transformation inverse qui ferait revenir sur ses pas.
Le bruitage (méthode stochastique) s’inspire aussi des descentes, mais au lieu de considérer la
véritable variation de 1’éloignement quand on applique une transformation, on ajoute a celle-ci
une perturbation (un « bruit ») qui décroit vers 0 au cours de I’algorithme ; il différe du recuit
simulé par principalement trois facteurs : ’aspect aléatoire n’intervient pas avec la méme
distribution, de ce fait on peut rejeter une transformation avantageuse, la maniére d’examiner les
transformatiions est plus systématique et évite d’appliquer plusieurs fois une méme
transformation. Les algorithmes génétiques (méthode stochastique) quant a eux travaillent non
plus sur une seule configuration, mais sur plusieurs a la fois (une population) ; trois opérateurs
interviennent (du moins pour les algorithmes génétiques « purs » ; d’autres formes sont
actuellement développées incluant par exemple des descentes associ€es a chaque configuration
de la population) : la sélection qui va choisir, en fonction de leurs éloignements au tournoi,
certains ordres totaux de la population, le croisement qui va combiner les ordres totaux
sélectionnés pour en fabriquer des nouveaux et la mutation qui va modifier localement la
structure des ordres totaux ainsi engendrés. Les hybridations de ces méthodes mélangent des
ingrédients de ces méthodes dans le but d’obtenir de nouvelles techniques empruntant des
éléments (si possible les bons !) aux métaheuristiques précédentes ; ainsi, d’apres [23],
introduire un examen systématique des transformations (comme dans le bruitage) dans un recuit
simulé permet d’améliorer les performances de celui-ci, de méme que I’introduction de
croisements (comme dans les algorithmes génétiques) dans le recuit simulé ou le bruitage. Ces
méthodes donnent souvent de bons résultats en des temps de calcul acceptables. Ainsi, pour
certains tournois non pondérés pour lesquels on connait I’indice de Slater (voir plus loin), le
recuit simulé ou le bruitage déterminent une solution optimale en quelques secondes pour des
tournois a plusieurs centaines de sommets (mais ces tournois, construits par des substitutions
décrites plus loin, ont des propriétés tres particulieres ; néanmoins, une descente ou une
méthode spécifique comme celle de A.F.M. Smith et C.D. Payne, évoquée au paragraphe
suivant, échouent assez fréquemment sur ces tournois).

Des méthodes approchées liées au probleme ont aussi été proposées. C’est le cas par
exemple de la méthode de A.F.M. Smith et C.D. Payne ([75]) pour le probleéme de I’ajustement
d’un tournoi en un ordre total (probleme de P. Slater). Elle exploite le résultat suivant, que I’on
peut trouver par exemple dans le livre de J.W. Moon ([67]) :

PROPOSITION 23. Soient T un tournoi non pondéré et soit (x, y) un arc de T ; soient s(x) et
s(y) les scores de x et de y respectivement. Si s(y) est supérieur ou égal a s(x), alors I’inversion

de I’arc (x, y) dans T entraine une diminution du nombre de 3-circuits égale a s(y) — s(x) + 1. ¢

On notera que ’inversion d’un arc appartenant & un 3-circuit peut bien slir en créer de
nouveaux. Le résultat de la proposition 23 tient compte de ce fait et la quantité s(y) — s(x) + 1
représente en fait le nombre de 3-circuits détruits moins le nombre de 3-circuits créés par
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I’inversion de I’arc (x, y). A.F.M. Smith et C.D. Payne tirent donc profit de ce résultat pour
identifier des arcs dont I’inversion va rapprocher le tournoi d’un tournoi transitif : on inverse
I’arc (x, y) (ou, en cas d’égalité, un des arcs choisi arbitrairement) qui maximise s(y) — s(x) ; on
procede ainsi tant qu’il y a des 3-circuits (puisqu’un tournoi est transitif si et seulement s’il ne
contient pas de 3-circuit). Il ne s’agit que d’une heuristique, dont la complexité peut étre
majorée par O(n3) (une bonne structure de données permet d’obtenir une meilleure complexité),
et qui échoue parfois dans la recherche d’un ordre de Slater, comme I’a montré J.P.N. Phillips
dans [68] a I’aide d’un tournoi & 10 sommets (un autre exemple a 8 sommets est donné dans
[9] ; pour des valeurs plus petites de n, on peut trouver des tournois pour lesquels leur
algorithme ne donne qu’une partie des solutions optimales quand on fait varier les arcs a égalité
a une itération donnée, ou encore fournit des ordres n’ayant pas tous la méme distance au
tournoi initial). Cette méthode est généralisée de deux fagons au cas des tournois pondérés
([9)) : dans la premiére généralisation, on divise s(y) — s(x) + 1 par le poids de I’arc (x, y) ;
dans la seconde, on remplace s(y) — s(x) + 1 par la différence entre le poids des 3-circuits que
I’on détruit en inversant (x, y) et le poids des 3-circuits que I’on crée, puis on divise cette
différence par le poids de (x, y). La seconde généralisation est plus longue a mettre en ceuvre
que la premiére mais donne souvent de meilleurs résultats. Cependant, ces variantes donnent en
général des valeurs nettement moins bonnes que les métaheuristiques évoquées plus haut, y
compris dans le cas non pondéré.

Pour mémoire, on mentionnera aussi les méthodes relativement rudimentaires
développées par W.D. Cook et M. Kress, seuls ou avec divers auteurs (I. Ali, I. Golan, .
voir [27] par exemple) pour approcher un ordre de Slater. Utilisant le fait qu’un ordre de Slater
définit un chemin hamiltonien du tournoi, ils congoivent un algorithme en O(n2) dans [27]
améliorant un ordre total qui ne posséderait pas cette propriété, par exemple obtenu par un autre
algorithme proposé dans [27] et fond€ sur une amélioration de 1’ordre de Copeland (c’est-a-dire
défini par I’ordre décroissant des scores ; I’amélioration en question consiste a départager les
sommets de méme score en considérant le sous-tournoi qu’ils engendrent et en appliquant la
méme méthode a celui-ci ; une variante (en O(n%)) est proposee qui consiste, quand on rencontre
des sommets de méme score s, a examiner le sous-tournoi engendré par tous les sommets non
encore traités au lieu de celui induit seulement par les sommets de score s). Ils appliquent aussi
des descentes utilisant ce que nous avons appelé plus haut des décalages. Ils comparent ces
variantes a la méthode proposée par S.T. Goddard ([35]) et concluent que celle-ci est moins
bonne (ce qui n’est pas forcément trés étonnant et ne constitue pas au demeurant un argument
d’efficacité trés convaincant).

Cette derniere modifie elle aussi la méthode de Copeland en essayant d’éliminer les ex
equo. Pour cela, en appelant A = (ay;) la matrice d’adjacence du tournoi a traiter, on calcule les

matrices (appelées par S.T. Goddard les matrices de j-connectivité) A; = (a,{,) définies par

j+1 _
A} =A et, pour tout j > 1, pour tout k et tout I, ajy; Zakq + Zalq X ay ; on mene ces
q=1 g=1
calculs jusqu’a un indice j tel que tous les aj, soient distincts (ce qui peut ne jamais se

produire) ; on adopte alors I’ordre induit par les aj;. (On remarquera que cette méthode rappelle
celle que J.-F. Laslier appelle la solution du long chemin dans [61] ; les différences sont qu’on
n’itere pas jusqu’a I’infini et qu’il ne s’agit pas tout a fait des puissances de A.) On peut se
demander si la méthode de S.T. Goddard est tout a fait appropriée pour la recherche d’un ordre
de Slater, ou si elle ne constituerait pas plutdt une autre solution de tournoi...

Plus fouillée que les précédentes est la méthode récemment mise au point par
M. Kaykobad, Q.N.U. Ahmed, A.T.M. Shafiqul Khalid et R.-A. Bakhtiar dans [55], toujours
pour le probléme de Slater (mais elle ne semble pas difficile a généraliser aux tournois
pondérés). Cet algorithme, dont la complexité est évaluée par les auteurs 2 O(n6) (ou O(n) si
on accepte de consacrer une place mémoire en O(n3) pour conserver le résultat de calculs
intermédiaires), améliore un ordre total (éventuellement aléatoire) en en déterminant un qui ne
soit pas améliorable par des décalages (ce qui entraine qu’il respecte le principe du chemin
hamiltonien). Bien qu’il s’apparente ainsi a la proposition 4, il fait intervenir d’autres
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transformations que les décalages de sommets un a un. Il utilise la notion de coupe : une coupe
dans un ordre total O est une bipartition de I’ensemble des sommets séparant 1’ensemble M des
meilleurs (selon O) sommets de I’ensemble Pg des pires (toujours selon O). La valeur de la
coupe est le nombre d’arcs allant de My vers Pp moins le nombre d’arcs ayant 1’orientation
opposée. Constatant que, pour étre optimal, un ordre total ne doit pas contenir de coupe de
valeur négative, les quatre chercheurs cités ont congu un algorithme construisant un tel ordre, a
I’aide d’échanges intervertissant les sommets de My et ceux de Pp quand une coupe (Mo, Pp)
de valeur négative (ou parfois de valeur nulle) est trouvée dans I’ordre courant O. L’ordre
d’examen des coupes permet d’aboutir & un ordre total possédant la propriété énoncée plus haut.

On peut encore citer les algorithmes développés par S. Poljak et D. Turzik dans [70] et
par S. Poljak, V. Rodl et J. Spencer dans [69]. Dans [70] est présenté un algorithme récursif
qui s’applique a plusieurs problémes d’optimisation, dont la recherche d’un graphe sans circuit
dans un graphe orienté. Etant donné un graphe G = (S, A) pondéré par une fonction ¢ positive

ou nulle, il permet, pour les problémes considérés et pour certaines valeurs d’un réel A compris
strictement entre O et 1, d’exhiber un graphe partiel H = (S, B) tel qu'on ait :

ZC(b) > A 2c(a)+1_)’

beB acA
minimum (par rapport a c¢) de G. Dans le cas de la recherche d’un graphe partiel sans circuit

d’un graphe orienté antisymétrique avec ¢ qui est la fonction constante égale a 1, ils trouvent
que A = 0,5 convient. Ils obtiennent ainsi un algorithme qui sélectionne dans un tournoi au

nn-1 n-1 . .. (n—-1)2
+ arcs sans circuit, et donc qui inverse au plus - arcs pour

a(G), ot a(G) est le poids d’un arbre couvrant de poids

moins

obtenir un ordre total. Quant a 1’algorithme qui se trouve dans [69], il s’agit d’une belle (et non
triviale !) application des méthodes probabilistes au méme probléme. Les auteurs de cet article
en déduisent un algorithme en O(n3.logn) qui détermine (au moins pour n assez grand) un

n(n-1) + nn
4 8vn

arcs.

graphe partiel sans circuit avec au moins arcs du tournoi, et donc un ordre

total obtenu en inversant au plus

n(n-1) n\n
4 8vn

En ce qui concerne la troisi¢éme voie possible (rechercher des familles polynomiales
d’instances), il semble qu’il y ait peu de travaux effectués jusqu’a maintenant. On trouvera
néanmoins dans [19] deux algorithmes en O(n) (y compris pour la saisie du graphe, sous une
forme appropriée bien siir) permettant de déterminer I’indice de Slater et un ordre de Slater pour

tout tournoi T avec o(7) = 1 pour I’un (trés simple) et o(7T) = 2 pour 1’autre (nettement moins
sympathique). Plus d’audace conduit a poser la conjecture 7 (dont on notera qu’elle n’est pas
incompatible avec une éventuelle NP-difficulté du probléme de Slater) :

CONIJECTURE 7. Soit o un entier fixé. La détermination de 1’indice de Slater des tournois T
avec o(7) = o peut se faire en un temps polynomial (par rapport a n).

Il existe aussi une famille simple de tournois pour lesquels la résolution est immédiate :
ce sont les tournois parfois appelés les circulants. Ils sont obtenus en plagant les n sommets sur
un cercle et on trace les arcs en tournant toujours dans le méme sens, en commencgant par la
périphérie. Plus formellement, les circulants sont les tournois dont les sommets peuvent étre
numérotés de 0 a n — 1 de fagon a avoir les propriétés suivantes (les quantités qui suivent
s’entendant modulo ») : si n est impair, il existe un arc d’un sommet j vers tout sommet k tel
qu’on ait j <k <j+ (n—1)/2 ; sin est pair, un sommet j bat les sommets k tels qu’on ait
J <k <j+n/2sijest compris entre O et n/2 inclus ou tel qu’on ait j <k <j + n/2 sinon. Le
dessin suivant montre les tournois circulants a 4 et 5 sommets.
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3 2 4 3

11 est facile de constater que les circulants sont réguliers si n est impair ou quasi réguliers sinon
(1a réciproque étant fausse). On sait donc, d’apres la proposition 5 que, si #n est impair, tout
sommet d’un circulant est vainqueur de Slater. La proposition 24 précise I’indice de Slater et la
forme des ordres de Slater pour les circulants.

PROPOSITION 24. Soit T un circulant dont les » sommets sont numérotés comme ci-dessus.
1. Si n est impair, i(T) vaut (n2 — 1)/8. De plus, un tel tournoi admet n ordres de Slater, de la
forme (en considérant les termes suivants modulon)j>j+1>..>j+npour0<j<n-1.

2. Si n est pair, i(T) vaut (n2 — 2n)/8. De plus, un tel tournoi n’admet qu’un ordre de Slater, de
laforme 0>1>..>n.

Preuve. On peut constater dans les deux cas que la valeur proposée pour i(T) est égale a o(7). A
I’aide de la proposition 18, on peut conclure que ces quantités fournissent des minorants de

i(T). L’examen des ordres proposés montrent qu’ils sont a une distance de 7T égale a o(7). Cela

permet de conclure simultanément qu’on a i(T) = o(T) et que les ordres proposés sont bien des
ordres de Slater de T. Le fait que ce sont les seuls n’est pas prouvé ici et est laissé aux soins du

lecteur qui pourra, par exemple, procéder par récurrence... *

Fort de la proposition 8, on peut étendre la proposition précédente aux tournois dont les
composantes fortement connexes sont des circulants.

Il existe une autre famille de tournois réguliers particulierement intéressants : les tournois
des résidus quadratiques. Ils sont définis lorsque n est un nombre premier congru a 3 modulo 4
(par exemple 7, 11, 19, 23, 31, etc.) ; dans un tel tournoi, dont on suppose encore les sommets
numérotés de 0 a n — 1, un arc est orienté de j vers k si k — j est congru a un carré modulo n.
Tous les sommets jouent un méme rdle ainsi que toutes les paires de sommets. Comme tous les
tournois réguliers, tous les sommets sont vainqueurs de Slater. On ne connait pas I’indice de

(n—1)_n«/2(
4 2

Slater de ces tournois, mais un bon minorant, minorable par 1+ log, n), est

calculé dans [3] (on pourra le comparer au majorant de /(n) donné par le théoréme 8).

THEOREME 11. Soit n un nombre premier avec n = 3 (modulo 4) et soit T, le tournoi des

résidus quadratiques A n sommets. Alors on a : i(Ty) 2 %ﬁ _ ol log2 "]_zl_logz nWn. e

Une autre fagon de procéder pour exhiber des familles d’instance pour lesquelles on
connaitrait I’indice de Slater et au moins un ordre de Slater consiste a partir d’un ensemble
d’arcs E puis a construire des tournois admettant E comme ensemble d’arcs retour. C’est ce qui
est fait dans [10] (voir aussi [50]). On y trouve entre autres des constructions de tournois
admettant comme ensemble d’arcs retour certaines configurations comme des chemins, des
étoiles, des arcs disjoints, des graphes bipartis complets, des chemins alternés, des circuits
alternés, des arborescences et des ordres totaux. Il est clair qu’on connait immédiatement
I’indice de Slater de ces tournois (c’est le nombre d’arcs de la configuration a partir de laquelle
on a construit le tournoi) et un de leurs ordres de Slater (I’inversion des arcs de la configuration
de départ en donne un). La difficulté est plut6t alors de reconnaitre si un tournoi donné est
isomorphe & un des tournois que 1’on peut ainsi construire (rappelons qu’on ne connait pas la
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complexité du probléme consistant & savoir si deux graphes sont isomorphes (voir [34]) ; d’un
point de vue pratique, cela signifie qu’on ne sait pas le faire en un temps polynomial). La méme
difficulté apparait pour les tournois que 1’on peut construire par substitution. Cette opération,
aussi appelée composition ([67]) ou produit lexicographique ([15]), peut €tre décrite d’une
fagon plus générale (que dans les références citées) comme suit : on part d’un tournoi R a g
sommets et de g tournois Sj (1 < j < g), on remplace chaque sommet de R par un des g tournois
S;j puis on relie les tournois S; conformément a 1’orientation des arcs dont les extrémités sont les
sommets que les S; viennent de remplacer (tous les arcs ont donc la méme orientation entre deux
tournois de type S;). La définition 7 décrit une substitution plus formellement.

DEFINITION 7. Soient R un tournoi & g sommets et Sy, S, ..., S4 g tournois ayant

respectivement.my, my, ..., mg sommets. Notons ry, 13, ..., q les sommets de R et s7, ..., s,’,,l,

ceux de S; (1 <j < q). La substitution de Sy, S2, ..., 4 aux sommets de R est I’opération qui
consiste & construire un tournoi T = (X, U), que nous noterons T = R®[Sy, ..., §4], ayant

q
1 1 2 2 .y
n= ij SOMMELS © X, «vvy Ximys Xis ovvs Ximgs eens Xfocnes x,‘f,q ; les éléments de U sont

j=1
définis par : (x,“, xf,") e Usi{fu=wet (s,", sf) est un arc de S, } ou {u #w et (r,, ) est un
arc de R}.

La figure suivante illustre le résultat d’une substitution.

Sl S2 S3 T

Il est possible d’exprimer I’indice de Slater de R®[S1, ..., 4] en fonction des indices

de Slater des S;j (1 <j < g) et de I’indice de Kemeny du tournoi R” obtenu en pondérant les arcs
(7, v) de R par le produit m;.my (ainsi pour I’exemple précédent, les poids a attribuer aux arcs

de R pour obtenir R”seraient 6, 2 et 3). La proposition 25 ([49]) précise cette relation :

PROPOSITION 25. En reprenant la définition de R’ ci-dessus, on a :

q
(R[S, ... Sgl) = X, i(S;) +K(R) ¢
j=1

Il est donc facile, a I’aide de la substitution, de construire des familles de tournois avec
un nombre quelconque de sommets et d’indice de Slater connu. Reste, comme il est dit plus
haut, & pouvoir identifier ces tournois obtenus par des substitutions...

Ceci établit en outre un lien supplémentaire entre probléme de Slater et probléme de
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Kemeny, et pourrait suggérer une nouvelle approche pour démontrer que le probleme de Slater
est NP-difficile ; on notera cependant que, par rapport a la démonstration proposée dans la
premiére partie, on dispose de moins de liberté pour choisir le poids des arcs : alors qu’on
pouvait choisir les n(n — 1)/2 poids indépendamment les uns des autres, le choix est ici restreint
a n valeurs indépendantes (une pour chaque sommet).

Le corollaire suivant, correspondant au cas ol les S; sont tous isomorphes a un méme
tournoi S (c’est en fait dans ce cas qu’est définie la substitution dans [15] et [67]) répond, en la
corrigeant, 3 une conjecture énoncée par J.-C. Bermond dans [15].

COROLLAIRE 10. Soit R un tournoi & g sommets et soit un tournoi § a8 m sommets. Alors, en
répétant g fois le tournoi S dans la substitution, on a : i(R®I[S, ..., S]) = ¢.i(S) + m2.i(R). ¢

COROLLAIRE 11. Soit T un tournoi 2 n sommets. On pose T! =T et, pour k 2 1,

T%+1 = T*Q|[T, ..., T] ou T est répété n fois. On a alors, pour tout k> 1 :
2k-1 k-1

i(T%) = ﬁ——l"—i(T) N

7. NOMBRE MAXIMUM D’ORDRES DE SLATER

Du point de vue de la théorie des votes, il peut €tre intéressant, voire indispensable, de
connaitre non pas seulement une solution optimale, mais toutes les solutions optimales. Nous
allons consacrer cette derni€re partie au nombre maximum d’ordres de Slater qu’un tournoi (non
pondéré) peut posséder.

En ce qui concerne les ordres médians des tournois pondérés, le cas est vite réglé : il
suffit de considérer un profil tel que le tournoi associé n’ait que des pondérations nulles (un tel
profil existe d’apres les caractérisations de B. Debord rappelées dans la premiére partie) ; il est
clair qu’alors tout ordre total est médian et qu’il y a donc n! solutions optimales.

11 est facile de voir que le nombre maximum d’ordres de Slater que peut admettre un
tournoi peut étre exponentiel par rapport a n a ’aide de la proposition 8. Considérons en effet
un tournoi a n = 3g sommets constitué de g composantes fortement connexes toutes isomorphes
a un 3-circuit ; comme un 3-circuit admet trois ordres de Slater, la proposition 8 indique que ce

tournoi posséde exactement 39 = 373 = e(In3)3 ordres de Slater (avec (In3)/3 n 0,37). On peut
obtenir plus d’ordres de Slater en considérant les tournois obtenus par substitution. Appelons
N(T) le nombre d’ordres de Slater qu’admet un tournoi 7 si T n’est pas pondéré, le nombre
d’ordres médians de T sinon. Le théoréme 12 ([49]) donne un minorant du nombre d’ordres de
Slater d’un tournoi obtenu par substitution en fonction des caractéristiques des tournois de
départ.

THEOREME 12. Soit R un tournoi a q sommets et soient g tournois Sy, §2, ..., $4. Soit R’le
tournoi pondéré obtenu en pondérant R comme pour la proposition 25. On a alors :

9
NR®[Sy, ..., S) 2 N(RH[N(S)) .
j=1

COROLLAIRE 12. Soit R un tournoi & g sommets et soit un tournoi S. Alors, en répétant g fois
le tournoi § dans la substitution, on a : N(R®[S, ..., S) 2 N(R)[N($)]?.

Preuve. Il suffit d’appliquer le théoréme 12 en constatant que, les arcs de R”ayant tous le méme
poids, les ordres médians de R’ sont les ordres de Slater de R et réciproquement. ¢
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COROLLAIRE 13. Soit T un tournoi 2 n sommets. On pose T! =T et, pour k 2 1,

nk—l

T%*1 = T*Q[T, ..., T] on T est répété n fois. On a alors pour tout k> 1 : N(T%) > N(T) "1 .e

Appelant N(n) le nombre maximum d’ordres de Slater qu’un tournoi & n sommets peut
posséder, on obtient ainsi un minorant de N(n), au moins pour certaines valeurs de n (en
nombre infini), en choisissant habilement le tournoi de départ T. Ainsi, en choisissant pour T
un 3-circuit et en remarquant qu’alors 7% posséde 3 sommets, on obtient, pour toute valeur de
n puissance de 3 : N(n) 2 3(+1)2 = g(nIn3-13)/2 (avec (In3)/3 n 0,55). En fait, quand le tournoi
R dans lequel on effectue la substitution est réguher (donc avec un nombre impair de sommets)
et si les tournois S; (1 < j < 3) ont tous le méme nombre de sommets, on a un résultat plus
précis que celui du théoréme 12, comme le montre le théor¢me 13 ([49]).

THEOREME 13. Soit R un tournoi régulier 3 ¢ sommets et soient g tournois Sy, S2, ... Sq

q
ayant le méme nombre n de sommets. On a alors : N(R®[Sy, ..., Sg]) 2 n. N(R)H N(Sj). ¢
j=1

On choisissant Sy, S; et S5 isomorphes & un 3-circuit et en répétant la substitution k — 1
fois A partir d’un tournoi R lui aussi isomorphe 2 un 3-circuit, on obtient un tournoi & n = 3%
sommets possédant un grand nombre d’ordres de Slater. On peut montrer par récurrence le
corollaire 14 ([49]).

COROLLAIRE 14. Soit k un entier et soit n = 3. En utilisant les notations du corollaire 13,
3n—-2logzn-3
soit T = Cé‘ ou Cj est un 3-circuit. T est un tournoi a n sommets tel que N(7) = 3 4

¢

On en déduit 1’inégalité : N(n) 2 exp|:l43 (3n—2logzn — 3)] quand n est une
puissance de 3 (le coefficient de n dans ’exponentielle vaut (31n3)/4 n 0,82).

Pour un tournoi donné, on peut minorer son nombre d’ordres de Slater a 1’aide de son
groupe d’automorphismes. On peut voir un automorphisme comme une fagon de renommer les
sommets du tournoi tout en préservant I’orientation des arcs de celui-ci. Plus précisément :

DEFINITIONS 8. Un automorphisme ¢ d’un tournoi T = (X, U) est une bijection de X dans X

telle que 1’arc (¢(x), @(y)) appartient & U si et seulement si (x, y) appartient a U. Le groupe
d’automorphismes de T est I’ensemble des automorphismes de 7.

Cet ensemble forme un groupe pour la composition de bijections. Il est montré dans [67]
que le cardinal de cet ensemble est impair. Un automorphisme étant une fagon de renuméroter
les sommets sans changer la structure du tournoi, on a le théoréme 14 :

THEOREME 14. Soit G(7T) le groupe d’automorphismes de 7. Alors N(T) est un multiple de
IG(T)I.

Preuve. Soit O = x; > x; > ... > x,, un ordre de Slater de T et soit ¢ un automorphisme de 7. Il
est facile de voir que @(0O) = ¢(x1) > @(x3) > ... > @(x,) est aussi un ordre de Slater de T, et
différent de O si ¢ n’est pas I’identité. De plus, si ¢; et ¢, sont deux automorphismes distincts,

01(0) et 92(0) sont deux ordres de Slater distincts. A partir d’un ordre de Slater O, on peut
donc obtenir IG(T)! ordres de Slater. Soit E la relation définie sur les ordres de Slater de T par :
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OEOQ’ & 3 ¢ automorphisme de T tel que O = (0. 1l est aisé de vérifier que E est une relation
d’équivalence. D’apres ce qui précede, chaque classe d’équivalence contient IG(T)! ordres de

Slater de T. Les classes d’équivalence étant disjointes, on obtient le résultat. .

En corollaire, on peut minorer N(n) par le maximum g(n) du cardinal de G(T) quand T
décrit I’ensemble des tournois & n sommets. On connait un encadrement asymptotique de ce
maximum (voir [67], ol se trouvent aussi les valeurs précises de g(n) pour 1 <n <27 etun
encadrement un peu plus précis mais moins synthétique) :

PROPOSITION 26.0na: 3 < lim g(m)'/" <2,5. .

n—+oo

Puisque g(n) est un minorant de N(n), cet encadrement peut donner un minorant de N
plus intéressant que celui obtenu par le corollaire 14 si la limite de 1a proposition 26 est plutdt

proche de 2,5 (en effet, In2,5 > 0,92 alors que InV3 < 0,55).

Pour avoir un majorant de N(n), on peut utiliser le fait qu’un ordre de Slater définit un
chemin hamiltonien du tournoi (corollaire 4). On connait I’ordre de grandeur du nombre
maximum de chemins hamiltoniens qu’un tournoi & n sommets peut posséder. Le résultat
suivant est montré dans [2] ; il correspond & une conjecture énoncée par T. Szele en 1943
([79]), lequel avait montré que la limite du théoréme 15 existe et est comprise entre 0,5 et 0,6.

THEOREME 15. Soit c(n) le nombre maximum de chemins hamiltoniens que peut posséder un

1/n

. . c(n

tournoi & n sommets. Ona: lim [Ll] =0,5. 3
n—o+e| n!

En fait, ce que N. Alon montre a I’aide d’une approche probabiliste, c’est d’une part
qu’il existe un tournoi ayant au moins n!/2"-1 chemins hamiltoniens et d’autre part que c(n) est

majoré pour tout n par c.nVn.n!/2"-1 o @ est une constante. A propos des chemins
hamiltoniens d’un tournoi, rappelons (cas particulier d’un résultat de L. Rédei cité dans [67])

que tout tournoi poss¢de un nombre impair de chemins hamiltoniens. On connait aussi les
premiéres valeurs de c(n) : ¢(3) =3, c(4) =5, ¢(5) =15, ¢(6) =45, c(7) = 189 (voir [67]).

Pour les tournois T avec o(T) € {1, 2}, on peut montrer les résultats suivants ([47] et

[48]) :

PROPOSITION 27.

1. Le nombre maximum d’ordres de Slater que peut admettre un tournoi T avec o(7T) = 1 vaut
%(ZL(n+3)/2J + (_1)|_(n+1)/2_|).

2. Soient ry, r; et r3 les trois racines de 1’équation 3 = 5r2 +2r+4=0(r; n 4,32 ;r, n 1,27 ;

r3 n —0,59). 1l existe trois constantes ¢, f3, Y telles que, pour tout n, il existe un tournoi T a n
sommets et avec o(T) = 2 vérifiant : N(T) = a. nl™/4] + B. nln/4l 4 Y. nlr/4l ¢

Pour finir, nous posons un problé¢me relatif aux tournois qui admettent un nombre
maximum d’ordres de Slater :

PROBLEME. Quels sont les tournois 4 n sommets possédant N(n) ordres de Slater ?
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