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Math. Inf. Sci. hum., (32° année, n° 125, 1994, p. 41-57).

SUR LES TREILLIS DE COXETER FINIS

C. LE CONTE de POLY-BARBUT!

RESUME — Bjorner (1984) a montré que l'ordre faible de Bruhat défini sur un groupe de Coxeter fini
(Bourbaki 1969) est un treillis.

Dans le cas du groupe symétrique Sn ce résultat (treillis permutoédre) a été prouvé par Guilbaud -
Rosenstiehl (1963).

Dans ce papier nous montrons que des propriétés connues des treillis permutoédres peuvent s'étendre a tous
les treillis de Coxeter finis et qu'inversement des propriétés démontrées sur tous les Coxeter finis ont des
retombées intéressantes sur les permutoédres.

En particulier, les Coxeter finis sont tous pseudo-complémentés et ont une congruence dont le quotient est
une algeébre de Boole. Le résultat de Solomon sur une sous-algeébre de l'algébre de groupe concerne cette méme
congruence.

Dans le cas du permutoédre l'équivalence "méme premier tableau de Young" est une sous-équivalence de celle
associée a la congruence.

Nous montrons également que les treillis de Coxeter sont semi-distributifs.

SUMMARY — On finite Coxeter lattices.

Bjorner (1984) has pointed out that the weak Bruhat order of a finite Coxeter group (Bourbaki, 1969) is a
lattice.

In the case of the symmetric group Sn, this result (permutohedron lattice) was proved by Guilbaud-
Rosenstiehl (1963).

In this paper we show that several known properties of the permutohedron lattices hold for any Coxeter
lattice.

Especially we will show that Coxeter lattices are pseudo complemented, so that any Coxeter lattice has a
congruence whose quotient is a boolean algebra. Solomon's result (1976) on a subalgebra of the group algebra
concerns the same congruence.

In the case of the permutohedron the equivalence "same first Young's tableau" is a subequivalence of that
equivalence associated with the congruence

Using the pseudo complementation and an isomorphism property of intervals we will show that Coxeter
lattices are semi distributive.

Properties that hold for every Coxeter lattice are especially interesting in the permutohedron case.

INTRODUCTION

Les groupes de Coxeter finis comportent quatre familles infinies et six groupes isolés.

La plus connue de ces familles infinies est celle des groupes symétriques finis Sn ou groupes de
permutations d'ensembles finis, avec pour systéme générateur les transpositions d'éléments
adjacents dans {1,...,n}. Ces permutations peuvent étre étudiées sous leur aspect ordinal et
sous leur aspect théorie des groupes. c'est donc essentiellement 1'objet permutoédre qui est
concerné ici. Cet objet, 'ensemble des ordres totaux avec une proximité qui se traduit entre autre
par la distance de Kendall est justiciable d'une lecture combinatoire (structure d'ordre, de treillis)
mais également d'une lecture algébrique.

1 C.AM.S. - 54, bd Raspail 75270 PARIS Cedex 06
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Cette double lecture se retrouve pour tous les Coxeter finis et la confrontation des deux
points de vue permet d'ailleurs d'obtenir quelques résultats. La possibilité d'application de ce
genre de mathématique aux Sciences Sociales tient au fait que le permutoédre est la structure sur
laquelle viennent se situer "naturellement” des données organisées selon des ordres totaux :
votes, choix selon plusieurs criteres, ordres de préférence etc...

I- LES ORDRES SUR LES GROUPES DE COXETER

Ce paragraphe reprend des définitions et résultats figurant dans Bourbaki [5] et Bjorner et
Wachs [4] Nous donnons quelques démonstrations qui ne sont pas toutes dans les ouvrages
cités.

DEFINITION 1

Un groupe de Coxeter (W,S) dont I'opération est notée multiplicativement et 1'€lément neutre e
est défini par un systéme générateur S du groupe W et des relations entre générateurs vérifiant
les conditions 1) et 2) :

1) tout élément s de S est d'ordre 2 :
VseS, s2=e

2) pour s, s'€ S soit m(s,s") 'ordre de ss' (si m(s,s") est fini, c'est le plus petit entier tel
que (ss')™ (5,5 = ¢). Soit I l'ensemble des couples de S tels que m(s,s") soit fini.
L'ensemble S et les relations (ss')™*) = ¢ pour (s,s") dans I forment une présentation
du groupe W (cf. Bourbaki p.12). En d'autres termes W est quotient du groupe libre engendré
par S, par l'équivalence définie par la donnée des m(s,s'). En particulier, S est un syst¢me
générateur minimal.

DEFINITION 2
La longueur l(w) d'un élément w de W est le plus petit entier r tel que w soit le produit de r
éléments de S.

Siw=s,..s, avecliw)=r

s1...5, est dite décomposition réduite de w.

QUELQUES RAPPELS
-l(w) =l(w-1) car si s;...5, est une décomposition réduite de w, s;...s; est une

décomposition réduite de w-1.

-lww) Slw) +I(w') :
si §,...s, est décomposition réduite de w et s';...s"y une décomposition réduite de w'
$51...5y §'1...87 est égal 2 ww' mais n'est pas forcément une décomposition réduite.

-VseSet Vwe W Isw)=Ilw)t1
- Un segment d'un produit s;...s, d'éléments de S est un produit d'éléments consécutifs
Si Siy1...5i+j dela suite sy, 52 ,..., Sr.

Tout segment d'une décomposition réduite est une décomposition réduite.

Dans le cas fini, W admet un seul élément de longueur maximum, noté w,. Cet élément est
d'ordre 2 car I(w,) = I(wyV et peut étre caractérisé par :
VseS liswy)=1lwy)-1
on a également :
lwo s) = l(wo s)1) = (s wo) =1I(wo) - 1.



43

et: Y we W:lwwy)=Ilwyw) =lw,) - Iw).

LA CONDITION DECHANGE

On désigne sous ce nom l'assertion :

Soientw € Wets € S tels que I(s w) < I(w).

Pour toute décomposition réduite s,...s, de w il existe un entier j tel que :

12j2r et ss,..sj1 =5 .51 (Bourbaki, p.15).

Cette condition d'échange que nous utiliserons a plusieurs reprises est fondamentale car elle
caractérise les groupes de Coxeter :

THEOREME 1 (Bourbaki p. 17)
Pour que (W,S) soit un systtme de Coxeter il faut et il suffit qu'il satisfasse a la condition
d'échange.

Exemple d'utilisation de la condition d'échange

De toute décomposition réduite s; ...sr de w on peut extraire une décomposition réduite de sw,
dans le cas l(sw) < Iw.

s §; ...5, n'est pas une décomposition réduite de sw qui est de longueur r-1, mais 3 j :

§81 ... Sj.1 =81 ... 5
$S8S8 ... S =881...5.1 5
= 1. §j-1=881...5
Sw=gs §1... Sj e Sy = 81 wen Sjit Sjal Sy

et §y ..Sj.1 Sj+1 ... Sy (noté également sy ... §j ... s, , § signifiant que le terme s; est
supprimé) est une décomposition réduite de sw extraite, par suppression de s; de la
décomposition réduite de w.

En appliquant plusieurs fois la condition d'échange on obtient le résultat suivant : [Bourbaki,
ex. 1, p. 36] de toute de’composition non réduite s,... s, d'un élément w on peut extraire une
decomposmon réduite Sicty~Sick) ol j(1),...,j(k) est une suite croissante d'entiers compris
entre 1 etr.

DEMONSTRATION

Soit i le plus grand entier tel que s; s, ,...s, soit non réduit. Alors

I(s; Siy1e ) <I(si,y ... spyet, par application de la condition d'échange, il existe j
compris entre i+1 et k et s, .. sJ . 8¢ est une décomposition réduite de si §i4 ... S

En itérant le procédé de droite a gauche on obtient le résultat.

LE GRAPHE DE CAYLEY DE (W,S)
C'est le graphe dont les sommets sont les éléments de W et les arétes les couples (w,w') tels
que w' = sw pour un élément s de S.

(On remarque que 1'on a également sw' = w et que le graphe de Cayley n'est pas orienté).
On appellera graphe étiqueté le graphe de Cayley dont chaque aréte (w,sw) est étiqueté par s.

Ce graphe de Cayley que I'on appellera graphe de Cayley a gauche admet un dual : le graphe
de Cayley a droite dont les sommets sont également les éléments de W et les arétes les couples
(w,w'") tels que w' = ws.

L'application qui a tout w fait correspondre w™! est un isomorphisme entre les deux graphes
de Cayley :
w=sw& W)'=wls.



44

LES ORDRES FAIBLES DE BRUHAT SUR W
Sur W l'ordre faible de Bruhat a gauche < est défini par :

w, <Lw, 3s,,..,5, €85
Wy =5,..5, W,

et I(s;..s, w) =lw) +i Vi, 1<i<r

la relation de couverture < de cet ordre :

w {w, & 3s et w,=sw, avec lw,) =1(w,) +1
coincide avec le graphe de Cayley a gauche orienté par les longeurs croissantes. L'ordre faible
de Bruhat a gauche est la fermeture transitive du graphe de Cayley a gauche orienté par les
longueurs ; le diagramme ou graphe de couverture de € coincide donc avec le graphe de Cayley
a gauche orienté.

Les arétes du diagramme peuvent €tre étiquetées comme dans le graphe de Cayley.
Dualement 1'ordre de Bruhat a droite < est défini par :

W, <gw, = 3s,..5,€8S

W, =w, 5.5, et (w s.5)=Ilw)+iVil<i<r

Ici encore 1'application w = w'! est un isomorphisme entre <; et <g.

Dans la suite nous entendrons, sauf précision, par ordre sur W l'ordre faible & gauche mais
tout résultat sur <; est transférable en un résultat sur < en raison de I'isomorphisme.

L'ORDRE FORT DE BRUHAT
Un troisi¢me ordre que nous n'utiliserons pas dans cet article a été tres étudié (3], [4], [14] :

SoitT={wswl,we W,se S}.
T est I'ensemble des conjugués des éléments de S, noté encore ensemble des réflections.

L'ordre fort de Bruhat < est défini par
w,<w, & 3t,..1,€T

wy=t..tw, et Yi,l1<i<r
It yetw) > UG, o twy).

L'ordre fort contient les deux ordres faibles.
Les trois ordres sont des ordres gradués (i.e. toutes les chaines maximales entre deux éléments
comparables ont méme longueur), admettent e pour minimum et le rang d'un élément w, ou
longueur des chaines maximales entre e et w est égal a la longeur de w, pour les trois ordres.

LES INTERVALLES DANS L'ORDRE FAIBLE

Dans l'ensemble ordonné (W,<;) I'étude des intervalles se rameéne entiérement a celle des
intervalles de minimum e. Nous donnons une démonstration du résultat suivant (Bourbaki
remarque p.10 et Bjorner et Wachs [3]) :

Soit w; <w, et [w,,w,] lintervalle de minimum w, et de maximum w,. La
translation a droite Tw;! qui a tout élément w de [w \,w ,] fait correspondre w wil est un
isomorphisme de [w,w,] dans [e, wyw;l].
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Montrons que :
Wi Susv Sw, = esu wil Svwlsw, wl
L'ordre w, <u<v <w, implique l'existence d'une décomposition réduite de w,
"passant" par v, u, w; en ce sens que cette décomposition réduite est partitionnable en
segments d,, d,, d;, d, et w,=d, d, d, d,

v =d,dyd,
u =d3d4
wy=d,

Les translatés a droite par w;! de ces quatre éléments, soit : w,wi, v wil, u wil et e ont
des décompositions d, d, d;,d, d;,ds;, @ réduites, puisque segments de la
décomposition réduite d, d, d; d, donc :

esu w;l <v wil < w,w!

La translation Tw1! est injective comme toute translation dans un groupe.
11 reste 2 montrer que V a,b: e<as<bswwy = w <aw <bw <w,

On considére une décomposition réduite de w,w;! et sa partition en segments d';, d',, d';
telsque: b=d,d, a=d5.
Les deux décompositions réduites d, d, d; et d', d', d'; comportent le méme nombre de
termes de S, égal 2 la longueur de w,wi! etw, =w,wiw, =d'  d',d'y;d, est une
décomposition réduite de w, ;

dOIlC . Wl = d4 S a Wl = d'3 d4 S b W1 = d'z d'3 d'4 S W2.= d'l d'z d'3 d4
et Tw;t dontla réciproque est Tw, est un isomorphisme de [w ,w,.] dans [e, w,w;].

Dans 1'étude des groupes de Coxeter, les ensembles W* ol
Ws ={we W, Il(ws)=1(w) +1} jouent un role important. Nous démontrons le lemme
suivant :

LEMME 1
sSw & weg WS

DEMONSTRATION

=

si s <w, il existe une décomposition réduite s,...5, 5 de w etws =5,..5,5 5 =5.. 5,
et l(ws) =I(w)-1 donc w ¢ W+,

=

si wa& WS, l(ws)=1lw)1

et l(ws)! = l(ws) =1l(w)-1 =Il(w1)-1

(ws)! =sw! et lacondition d'échange peut s'appliquera w-l et s wl:

si s,..s; estune décomposition réduite de w-!, sw! admet une décomposition réduite
Sy ..8; o S €L S §p... 8.5 est une décomposition réduite de wil .D'ol sy ... S... 8,8
est une décomposition réduite de w et w > s.

De plus, la translation & droite par s est une bijection entre WS et Wss et WS U Wss =W,
Eneffet: w e W& = ws ¢ WS car [(wss) = l(w) < l(ws)
et d'apres le lemme :
w ¢ WS = w25 donc il existe une décomposition réduite w=s, ... s, s
et ws = 5, ..585 =8, ... 5,; lwss) =1l(w)=I(ws)+1 dou wse WS et
w e Wss,
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Nous en déduisons les résultats suivants :

LEMME 2
La translation a droite par s est un isomorphisme entre le filtre Wss = {w,w2s} et l'idéal
Ws = {w,w £s} qui forment une partition de W.

Lorsque W est fini Wss est l'intervalle [s, wy] et W* l'intervalle [e,w,s] :

LEMME 2'
Dans le cas fini, pour tout élément s de S, W*® et WSs sont deux intervalles isomorphes qui
forment une partition de W.

LEMME 3 (Bourbaki)
Siwe Wiets'w ¢ WS alors s'w = ws

DEMONSTRATION
W4 contient [e,w] donc s'w §w et s'w>w.Ilexiste w'e WS et s'w=w's.

Soit s, ... 5,5 une décomposition réduite de s'w. D'aprés la condition d'échange
appliquée 3 w =s'(s'w) ilexiste s; et w = 5y .5, ... 5,5 et
weW D[Dw2s= s =5
w=s .85=w
s'w = ws.

LE TREILLIS FINI
Bjorner signale que dans le cas fini, W est un treillis pour l'ordre faible de Bruhat [3].

DEMONSTRATION
a) Tout W, fini ou non est un inf-demi-treillis, i.e. tout couple d'éléments de W a un plus grand
minorant commun pour l'ordre faible.

Tout d'abord tout intervalle [e,w] est fini car w est de longueur finie et ses décompositions
réduites sont en nombre fini. Soit w, et w, deux éléments non comparables (w, § w, et
w, § w)). Min(w,, w,) = {w,w <w, et w <w,}, ensemble des minorants communs,
est fini. C'est l'intersection des intervalles [e, w,] et [e, w,]. Si w, et w, n'admettent pas de
plus grand minorant commun ou infimum, l'ensemble Min(w, , w,) a plusieurs éléments
maximaux. Soient m un élément de longueur maximum et m' un élément maximal quelconque
dans Min(w,, w,). Nous montrons que m'=m ce qui implique w; A w, =m.

Supposons m'# m et dans l'ensemble Min (m,m') soit v un élément de longueur
maximum. On a v#m et v# m'. La translation a droite par v'! est un isomorphisme
entre [v,w,] et [e,w; v'!] etentre [v,w,] et [e,w, V1]

La démonstration se fera sur les translatés par v'! et une translation a droite par v donnera
le résultat cherché.

Si v est de longueur maximum dans Min(m,m') alors l'infimum de m v! et m'v!
este:
(A) mviAam'vl=e, car si un élément /, avec ! # e, appartenait 3 Min(m v'!, m' v-1),
son translaté a droite par v, soit lv, serait élément de Min(m,m") et strictement plus grand
que v, ce qui contredirait I'hypothese selon laquelle v est de longueur maximum.

Soient des décompositions réduites :
w,vi=g, o Sy Spep oo SIS AVEC M vi=s,,, e S S ' '
312(/\;)" =8y e 88 s s avee m'vil=sY s st s #s

e

doncmv'ie Wsetm' v € Ws

en raison
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par contrew, vl ¢ WS cars'<m'v! Sw,viet w,v! ¢ Wscars< mv! <w,v!
il existe donc un plus grand indice i, 1 <i < r-1
telque s; ... 5,5,y - S;SE WS et u=s;, .58, ..595€ W
Onestdans lecas su & W* et ue W¢
donc (Lemme3) sju=us'et:

wy,viZus'2mvls', avec Imvis)=Il(mv!)+1
m v1s' est donc un minorant de w, v-!, de longueur supérieure a celle de m v1. On
démontre, de 1a méme fagon, que m v'!s' est un minorant de w, v'!, en utilisant une
décomposition réduite s"; ... s"; §;,q ... 5; 5 de wy vl avec s# s'. En translatant
tout & droite par v, on obtient m v'!s'v, élément de Min(w,, w,) de longueur
supérieure a celle de m ce qui contredit I'hypothése selon laquelle m est de longueur
maximum donc
m=m'=w, Aw,.

b) Dans le cas fini W est un treillis.
Montrons que la translation a droite par w, est un anti automorphisme.

On a vu que l'unique €élément de longueur maximale est w, = w;! , que I(swy) = [(wy)-1,

swo<wy YV seS, et I(w wy) = l(wy) - I(w).

La translation a droite Tw, est une bijection et c'est une involution : Tw, o Tw, = identité
car w, est un élément d'ordre 2. Il reste 2 montrer :

Wl < W2 => WzWo < W1W0 .

Soit une décomposition réduite de w, "passant” par w, et w; :
Wo =81 oo Sp Spyg o Sj sj+l v Sk
avec W2 = S”_l vee Sj s]'+l .ee Sk
et W, = sj+l vee Sk
Wo = Wil = Sg o Sjy1 Sj oSpy Sp oo Sy
leO = Wlel = Sj .ee s,.+1 s, voo sl
W2W0 = W2W61 = Sr eee Sl.

Ces deux derniéres décompositions sont réduites et :

La translation & droite par w, est donc un anti automorphisme (transforme 1'ordre
< en ordre >) et transforme l'infimum de deux éléments en supremum de ses translatés a droite
par w,,. On a donc :

w, Vow, =(wwoAw,ywg) wy et W est un treillis de minimum e, de maximum w, et
autodual c'est-a-dire isomorphe a son ordre dual.

L'application w = woww, est un automorphisme de la structure d'ordre [2] en méme
temps qu'un automorphisme interne pour la structure de groupe. La composée de cet
automorphisme par la translation a droite par w, est la translation & gauche par w, qui est
donc également un anti automorphisme pour l'ordre.

II - L'ALGEBRE DE BOOLE D'INTERVALLES

Dans ce paragraphe nous démontrons que dans W fini les supremum d'atomes et les infimum de
coatomes, avec e et w,, constituent deux sous algebres de Boole du treillis et qu'une famille
d'intervalles forme une partition de W, dont la relation d'équivalence associée est une
congruence pour la structure de treillis. Le treillis quotient est une algeébre de Boole isomorphe a
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l'algébre des supremum d'atomes et A celle des infimum de coatomes, et isomorphe a 1'algebre
de Boole P(S) des parties de 1'ensemble S. Les treillis qui ont ces propriétés sont dits pseudo-
complémentés cf. Chameni-Nembua et Monjardet [6].

La partition de W en deux intervalles isomorphes [s,w,] et [e,w, s] induit le résultat :
B) w>s& wi wys

Dans W, l'atome (ou élément de longueur 1) s est inférieur & tous les coatomes (ou
éléments de longueur /(w,) -1) sauf au coatome wy s, car les coatomes autres que wys ne
peuvent tre dans l'intervalle [e,w,s] et sont dans l'intervalle [s,w,], donc sont supérieurs
as.

De (B) on déduit que w, est le supremum des atomes (aucun élément inférieur & wy ne peut
étre le supremum des atomes puisque chaque coatome w, s n'est pas supérieur a I'atome s).

De (B) on peut également déduire qu'un élément w est supérieur aux seuls atomes s;
sj€ J < S si et seulement si il n'est pas inférieur aux seuls coatomes wy s;, s; € J, et donc si
et seulement si il est inférieur aux seuls coatomes wy s; , 5; € S-J.

Nous noterons wj le supremum des atomes d'une partie J de S

et: V s.Ssws< A wys avec A wosizwo( \ s‘.)=wows_J

s;€l 5;€8-J 5, €8-J s, €S-]

l'imervalle[ V s, A w, s‘] = [wy, wows_j]

s. €] SIES-J
i

est égal a (n W'jsj)n( n Wi
s;€J s, €8-J

car N W‘isj est I'ensemble des éléments supérieurs aux s;,s; € J, donc supérieurs a

5;€l]
\Y Sp c'est l'intervalle | V Sp Wl et N Ws; est I'ensemble des éléments qui sont
5; €] 5; €J s; €S-]
inférieurs aux coatomes ws;, s; € S-J, donc inférieurs & A ws,. C'est l'intervalle
s; €S-]

[e, N wos‘.] et I'intersection de ces deux intervalles est l'intervalle
$; €S-]

vV s., A W,s.| = [WJ, W()WS_J].
J sesy
s)' €J si

L'ensemble N W’ est souvent noté W) [4] et défini par W’ ={w, I(ws) = l(w) + 1,
sel
pour tout s € J}. W/ est appelé quotient 2 gauche de W par J et noté W/J. Il est connu (cf.
Bourbaki ex.3 p.37) que chaque classe de Lagrange a gauche de W par le sous-groupe W; de W
engendré par J a un seul élément de longueur minimum et que cet élément est un élément de W,

Réciproquement tout élément de W’ est élément de longueur minimum d'une classe de
Lagrange 2 gauche, d'oil le nom de quotient donné a3 W/,
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Nous noterons 9, l'intervalle [wj, wowg ;] ; ces intervalles peuvent encore étre définis par :
d={weWllws)=Ilw)-1 VYseJ et lws)=lw)+1 V se S-J}

Par construction tout élément de W appartient 4 I'un de ces 27 intervalles (IS| = n).

Montrons que ces 21 intervalles sont disjoints et tous différents du vide.

On sait (Bourbaki, corollaire 4 p. 20) que les sous-groupes paraboliques notés W, ou sous-
groupes engendrés par une partie I de S ont les propriétés suivantes :
WiNW, =W VLI'2S et W,estun groupe de Coxeter.

DEMONSTRATION
Si pour I #T', on avait W; = Wy, = W, I ouT' ne serait pas systtme générateur minimal et

W, ne serait pas un groupe de Coxeter.

Nous démontrons que les sous-groupes paraboliques sont des intervalles de W.

Soit w; le plus grand élément du groupe W;. On sait [5] que la longueur de w; dans W;
est égale a la longueur de wy dans W.

w; € W, implique I'existence d'une décomposition réduite de w; dont tous les éléments
sont dans I

Soit w un élément de W tel que e <w < wy. 1l existe une décomposition réduite de
W= S8;...5, §...8" avec w =s'[,...5'. Or toutes les décompositions réduites d'un

élément contiennent exactement les mémes éléments de S [5]. Donc s',...,s", € Tet
w e Wi Wi est bien un intervalle de W, Wi=[ew].et 2= w;= VvV 5, # V s,
s; €1 s; €T
Les 2" bornes inférieures des intervalles 9 sont donc différentes et ces 2" intervalles sont tous
non vides, d'intersection vide deux a deux et constituent une partition de W en 2" intervalles.

Nous démontrons le résultat suivant :

LEMME 4

Les supremum d'atomes, avec e, constituent un sous-treillis de W isomorphe a l'algébre de
Boole (ou hypercube), (P (S),U,N) des 2" parties de S avec l'union pour supremum et
l'intersection pour infimum.

A chaque partie I de S associons, par I'application &, 'lément V s, =w; de Weta @
s5; €1
associons e.

¥
II—-»Vsi

s; €1

Faunn = v s = (V sl.) V(v si) car le V est une opération associative
s; €IUI' I I

FANT)

(V si) A (v si) car V s, est le plus grand élément du groupe de Coxeter er
I r Inr

or Wi =W N W, etle plus grand élément de l'intervalle Wy, qui est sous-treillis deW et
de Wyest l'infimum de w; et de wy.
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Les V d'atomes, avec e, constituent bien un sous-treillis de W, isomorphe a ®(S). C'est

donc un hypercube a 2" €léments et le complémentaire de V s, est Vs,
I 5; €81

Par l'anti-automorphisme w => w wyles V d'atomes sont transformés en A de
coatomes qui constituent avec w, une algébre de Boole.
L'application f de W dans l'algebre des V d'atomes définie par :
fiw) =V des atomes supérieurs & w
est un morphisme surjectif de treillis et la partition W/f est la partition en intervalles 9;.

LEMME 5
L'application f de W dans l'algébre de Boole des supremum d'atomes définie par :
f(w) = supremum des atomes inférieurs a w est un morphisme de treillis surjectif et la

partition WIf est la partition en intervalles 9.

La relation d'équivalence ~ (étre dans le méme intervalle 9;) est une congruence pour la
structure de treillis :
wedetwed = wVw e 4
wAw € 9
w V w' est supérieur aux seuls atomes de 1 U J et inférieur aux seuls coatomes w, s,
s;€ S-(IVJ) tandis que w A w' est supéricur aux seuls atomes de I N J et inférieur aux

seuls coatomes w,s; s;€ S-(INJ).

La relation d'équivalence ~ peut s'exprimer de nombreuses fagons dans ces treillis dits
pseudo complémentés [6] :

W, ~Ww, & w; et w, sontsupérieurs aux mémes atomes.
& w; et w, sontinférieurs aux mémes coatomes.
& w,; et w, ontun complémentaire commun.
& w, et w, ont mémes complémentaires.
Dans ces treillis 9; et 95, sont mutuellement complémentaires.

Nous étudions maintenant quelques propriétés supplémentaires de cette congruence dans les
Coxeter finis.

Partitionnons les arétes d'adjacence de < (les arétes du diagramme de <;) en deux

classes,
laclasse A, des arétes de <; seuletlaclasse A, des arétes qui sont arétes d'adjacence a la

fois dans <; etdans <.

LEMME 6

a) Les classes connexes du graphes (W,A,) coincident avec les intervalles 9,
b) Toute aréte de A, est aréte d'adjacence entre deux éléments de W appartenant a deux

intervalles 9; et 9y distincts.

En d'autres termes, les arétes de A, sont les arétes intra-classe de la congruence et chaque
classe est connexe en tant qu'intervalle dans < ; les arétes de A, sont les arétes inter-classes.

Notation : nous noterons indifférement 9; ou 9, un intervalle, classe de la congruence dont

w; ou w estun élément.
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Démontrons le résultat équivalent :
w' et w adjacents dans <; et 9w 9w & w' et w adjacents dans <, et <g
soit [(w') = I(w) + 1.
=
As5e S:w=sw et IW)=Iw)+l
4,29, AseS;w'2s et whs.
Il existe une décomposition réduite s, ... s,s de w' et d'apres le lemme d'échange :
W =58 8 5SS 8S
$1 - §; ... s estune décomposition réduite de w
whs = s5;=5
w =g, ... 5, estune décomposition réduite de w

w'=ws avec I(w") =Il(w)+1
et w<pw'

=

w et w' adjacents dans <; et <3 avec w<w' = 3Js5s5, w=sw=ws'
alors s' § w, sinon il y aurait une décomposition réduite w =35, ... 5,5' et
w'=§,..5s's' =5 ..5, etonaurait w' <z w contrairement aux hypotheses donc
ssg¢wetd,=9,.

Corollaire

Tout couple d'éléments d'un intervalle 9; peut étre reli€ par un chemin fini dont les arétes sont
dans le graphe d'adjacence de <; seul.

Exemple. Pour le groupe symétrique S, , groupe de permutations de {1,2,...,n} avec pour
systtme générateur S les n-1 transpositions (i,i+1) i € {1,..,n-1} et pour l'ordre <,
un intervalle 9, correspond a I'ensemble des permutations dont les montées et descentes sont
associées a I ; le Corollaire traduit le fait que si deux permutations p, et p, on la méme
séquence de montées et descentes, on peut passer de p; 4 p, par une succession d'échanges

de termes i, i+1, voisins dans l'ordre 1 < 2 < ... < n mais non adjacents dans les ordres
associés aux permutations concernées.

En particulier les transpositions de Knuth [10] (transpositions qui laissent fixe le deuxi¢éme
tableau de Young associé a une permutation) sont des transpositions du type précédent et la

partition en classes de Knuth est une sous partition de la partition en intervalles 9,.

Pour le permutoédre, c'est-a-dire S, avec l'ordre <;, un intervalle 9; est composé de

I'ensemble des inverses des permutations figurant dans 9; pour < et ce sont les premiers
tableaux de Young qu'il faut considérer.

On déduit de ce résultat un algorithme simple de construction de toutes les permutations
ayant une séquence de montées-descentes donnée (cf. § IV).

Les classes descendantes [4] D’I définiespar: IcJcS
DJI ={weW, lws)=Ilw)-1 Vsel et Iws)=Iw)+l Vse S-J}
sont des unions d'intervalles 9.

D! est un intervalle du treillis:Dle e = | Vs, A wgs

o K
IcKdl sel s € S-]



52

dans le quotient booléen les classes 9, ,I ¢ K ¢ J forment un intervalle de ®(S) isomorphe &
®J-I).

Les intervalles W’ = [e, wyw,] sont des cas particuliers de classes descendantes :
Wi =DSJ.

Les intervalles 9;,I < S jouent un rdle particulier dans 'algébre du groupe W [15], [13].
IIs constituent une sous algébre de 1'algébre du groupe. Ce résultat signifie que si un élément
d'une classe 9y est produit de C;; fagons d'un élément d'une classe 9; par un élément
d'une classe 9d; alors tout €lément de 9y est également C;; fois produit d'un €lément de 9,
par un élément de 4,.

Dans l'algebre du groupe on a 1'égalité :
© Ixd= 3 Cijk I«
KcS

Dans le groupe symétrique S, et pour l'ordre a droite, 9 est I'ensemble des permutations
ayant une séquence de montées-descentes associée @ K et (C) traduit le fait que toute
permutation de montées-descentes associées & K est produit du méme nombre Cj;y
(éventuellement nul) d'une permutation de montées-descentes associée & I par une permutation
de montées-descentes associée a J.

Dans les Coxeter finis les intervalles complémentaires 9; et 95, sont anti-isomorphes.

III - LA SEMI-DISTRIBUTIVITE DES TEILLIS DE COXETER FINIS

Nous étendons ce résultat (la semi-distributivité), démontré dans le cas du groupe symétrique
[7], a tous les Coxeter finis.

Rappelons [1] qu'un treillis T est distributif si :
VxyzeT: xVOAD=xVyY)AEV?2)
xAQVI=xAy)V xA2).

Chacune des deux égalités précédentes implique 1'autre.

On sait également qu'un treillis est distributif si et seulement si il n'admet aucun sous treillis
dutypeloull:

Les treillis de Coxeter associés aux groupes (W,S) tels que m(s,s') =2 pour tout couple

s,s' € S sont des algeébres de Boole ou hypercubes dont il est bien connu qu'ils sont
distributifs.
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Nous montrons le résultat suivant :

LEMME 7

Les hypercubes ou algeébres de Boole sont les seuls treillis de Coxeter distributifs. En effet si il
existe au moins un couple (s,s") d'éléments de S tels que m(s,s') > 2, le sous groupe
parabolique engendré par s et s' est un sous groupe diédral et son treillis associé, sous
treillis du treillis W est un polygone & 2m(s,s") sommets, planté en e et gradué. Ce treillis
admet des sous-treillis de type II et n'est pas distributif. W ne I'est donc pas non plus.

Par contre :

LEMME 8
Les treillis finis de Coxeter n'admettent aucun sous treillis du type I.

En effet si W admettait un sous treillis du type I les translatés a droite par x! des sommets
de ce sous treillis seraient un sous treillis isomorphe, de maximum yx!, de minimum e et de
sommets intermédiaires axl, bx! et cx!.

On ne peut avoir deux de ces cinq sommets dans le méme intervalle 9 de la congruence, e
étant le seul de sa classe.

Si ces cinq sommets sont dans cinq classes distinctes la restriction a ces cinq classes du
treillis booléen quotient serait un sous treillis du type I ce qui est impossible dans un treillis
booléen.

Il n'y a donc pas dans W de sous treillis de type L.

Les treillis de Coxeter ne sont donc pas distributifs a 'exception des hypercubes mais ne
contiennent pas de sous treillis du type L. En fait :

LEMME 9
Les treillis de Coxeter finis sont semi distributifs.

Nous démontrons la A distributivité, a savoir :
xAa=xAb = xA@Vb=xAa=xAb.
Supposons x Aa=xA b.

L'intervalle I=[xAa,xV aV b]
avec xAa=xAb=xAaAb,estisomorphe 2 son translaté a droite I' par (x A a)’! :
I'=[e, xV aV b)(xA a)l]

Notons u' le translaté A droite par (x A a)! detout uel
I'=[e,xVaVb]
aetbel = abel
et X Aa'=xAb=e
si x' € 4; l'ensemble des €léments de W dont I'infimum avec x' est e estl'intervalle
[e, wow;]

a' et b' appartiennent a cet intervalle donc a' V b' également et x' A (a'Vb') =e eten
translatant a droite par x A a on obtient :

xA@Vb)=xAa.

La V semi distributivit¢ se démontre aisément grice a I'anti-automorphisme de W.
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WO = WS-J VWJ

WoWj

seS-J

WoWgy= A Wy
s€S-]

wy= V s
SelJ

E=WaWI AW W g
Un schéma du treillis W avec les intervalles :
[e,w;] = W) isomorphe & [wow;, wol
[e,wow;] = W! isomorphe & [w),w]
[wy,wews ;] = 9; anti isomorphe & 9g; = [wg ,wow]
[e,wowg ;] = WSJ isomorphe & [wg ;,w]
[e,wg ;] = Wy ;isomorphe & [wowg ;, Wyl

IV - CAS DU PERMUTOEDRE

Le schéma précédent, avec ses isomorphismes et anti-isomorphismes d'intervalles est
naturellemnt valable dans le cas particulier du permutoédre ou W est le groupe Sn des
permutations de {1,2,...,n} avec pour syst¢tme générateur S les n-1 transpositions :
S={1 2),2 3),...(n-1 n)}.
Pour tout choix de J — S, Wj est isomorphe 2 un produit direct de groupes symétriques et
son ordre latticiel : [e,w;] est isomorphe au produit direct des permutoédres associés.

Par exemple si J = {(12),(23),...,(r - 1 r)} W;est isomorphe a Sr et son treillis est
isomorphe au permutoédre Pr.

L'identité e estla permutation 12 ...netwy=nn-1...1,wy=r r-1..1 r+1l.n,
wowj est la permutation "miroir” de wy :
wowy =n..r+1 1.r-1 r
wyps=12.r-1 nn-1..r
et wowg_j est la permutation miroir de wg_j.

En outre, comme dans dans tout Coxeter fini, par le jeu des translations a droite, tout
intervalle [w;,w,], avec w; < wj est isomorphe a l'intervalle. [e, w, w 1], de plus petit
élément e et & l'intervalle [w; w1 wy,wg] de plus grand élément wy,.
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Le calcul de tout intervalle d'un permutoédre peut donc se ramener a celui d'un intervalle
"accroché" au maximum du treillis et d'un intervalle "accroché" au minimum.

De méme toute partie convexe définie dans le graphe de Cayley non orienté par deux
éléments quelconques wi,w,, c'est-a-dire 1'ensemble des permutations sur les chemins de
longueur minimum allant de w; aw, est isomorphe 2 la partie convexe obtenue par translation
a droite pour tout w et en particulier isomorphe aux intervalles non orientés

[e, wy will[e, wy wyrll [wy wil wowgl et [wy wyl wo,wgl.
LES INTERVALLES 4,

Les intervalles 9; dans le permuto¢dre (ordre <;) se calculent aisément a partir de n'importe
quelle permutation p de l'intervalle en n'utilisant que les arétes d'adjacence dans <; qui ne
sont pas arétes d'adjacence dans < , c'est-a-dire en échangeant deux termes adjacents dans p
a condition que ces termes ne soient pas consécutifs dans l'ordre 1 < 2... < n. En particulier les
transpositions de Knuth (méme premier tableau de Young) sont de ce type et les classes de

Knuth partitionnent l'intervalled; .

La figure A est l'intervalle 9, 34 dans le permutoédre Ps, les traits pleins figurant les
classes de Knuth. La figure B est l'intervalle 4,5 34y dans l'ordre <g et est composé de

I'ensemble des permutations inverses de celles de 9y, 34y, dans le groupe S;. C'est également
I'ensemble des permutations dont les descentes sont associées A (12) (34), donc dont la

séquence de montées-descentes est - + - +. Les classes de Knuth (pour le 2€ tableau de Young)
sont également en trait plein.

52314 42351

(45)) (45))

42315 42315

(34) (34)

32415 42135

21435

Figure A Figure B
Intervalle 4y, 34y dans < (permutoédre) Intervalle 9,5 34, dans <g = ensemble

des permutations de méme séquence
- + - + de montés descentes

Les arétes en traits pleins correspondent aux Les arétes en traits pleins = méme
transpositions de Knuth (méme premier tableau de Young) 2¢me tableau de Young
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Nous indiquons, sur un exemple
Un algorithme de construction de l'ensemble des permutations de séquence de montées
descentes donnée, c'est-a-dire d'un intervalle 9; dans <g
exemple :n=9 J={(12),(23),(45),(56),(67),(89)}

9; est l'intervalle, dans <g des permutations dont les séquences de montées descentes est :
R

Pour construire le plus petit élément my de 9 :
- écrire la séquence : R P
-lesélémentsde129: 1 23145 6 7189
- sectionner en segments au niveau des + et prendre 1'ordre inverse sur chaque segment soit
my=3217654098.

Dualement pour obtenir le plus grand élément M; de 9; écrire les éléments de 9 a 1
sectionner au niveau des - et prendre l'ordre inverse sur chaque segement :

+
91 8 1 7 6 | 51 413 211
SoitM; =986 754231

Puis construire 9y, a partir de m; par exemple. Les permutations de 9; "juste au dessus" de
my s'obtiennent a partir de mj; en échangeant les éléments i, i+1 non adjacents dans mj et
tels que i soit avant i+1, on obtient ainsi :

4217653938 321865497
(34) (78)

321765498
en itérant le procédé on est assuré d'obtenir tout l'intervalle qui est une partie connexe de
<R - <r- La encore on peut repérer les classes de Knuth (2¢me tableau).

L'ensemble des minimums my, J S, des intervalles 9; constitue la sous-algébre de Boole
des V d'atomes (dans < et <g car ce sont des involutions) et les Mj la sous-algebre de Boole
des A de coatomes dans<g. L’ensemble des inverses des Mj, dans le groupe S, est la sous
algebre de Boole des A de coatomes dans < .

Les ordres blackiens par rapport a l'ordre 1 2...m qui forment un sous treillis distributif a
2n-1 €léments dans le permutoedre constituent, pour <g un systéme de représentants des 201

classes 9; et un sous treillis booléen dans <g. L’ensemble des ordres blackiens est 1’union
des intervalles

g(12) (23)....(n-1 n) 9(23) (34)...(n-1 n)>--- g(n-l n)’ gz :

Le premier de ces intervalles est réduit a la permutation wy =n n- 1... 1 et le dernier a la
permutation identité e = 12..n. Les inverses, dans le groupe, des blackiens, les ordres
unimodaux (constitués d'une séquence croissante suivie d'une séquence décroissante) forment
un sous treillis distributif pour <g et un syst¢me de représentants pour les classes 9; ainsi qu'un
sous treillis booléen pour <; (méme remarque pour les ordres unimodaux constitués d'une

séquence décroissante suivie d'une séquence croissante et pour leurs inverses dans le groupe qui
sont les ordres coblackiens).
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