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Math. Inf. Sci. hum. (31° année, n° 122, 1993, p. 5-19)

EFFET DES ERREURS DE MESURE
SUR L'EVALUATION DE L'EFFICACITE
D'UN TRAITEMENT

v

Christian HEUCHENNE!

RESUME — L'effet d'un traitement T sur une compétence Y peut étre exprimé par le coefficient de régresswn
partiel Byr avec contréle de la compétence initiale X. Quand Y et X sont mesurées avec erreurs pary et X, cet effet
se manifeste par le coefficient By dans la régression de'y sur T et X. Le biais entre Byt et Pyr est explicité, discuté

et montré systématique si X et T sont corrélés. L'importance de bien spécifier le modele, dont une condition
nécessaire et suffisante d'identification est donnée, est mise en évidence.

SUMMARY — Effect of measurement errors on the efficiency assessment of a treatment.
The effect of a treatment T on a skill can be conveyed by the pam'al regression coefficient Byt with controlling the
initial skill X. Where Y and X are measured with errors by y and X, this effect is revealed by the coefficient Pyt of
the regression of y onto T and X. Bias between Byt and Byt is made explicit, discussed and shown one-sided if X
and T correlate. Importance of good specification of the model, of which a neccessary and sufficient identification
condition is given, is emphasized.

1. EXPOSE DU PROBLEME

Dans la littérature anglo-saxonne, les mises en garde contre l'usage irréfléchi de la technique de
régression multiple pour évaluer 'efficacité d'un traitement pédagogique sont nombreuses [Cook,
Campbell].

Dans un rapport fondé sur cette méthode [Mingat], il est avancé que la rééducation en GAPP
(groupes d'aide psychopédagogique) a un effet nocif sur le niveau scolaire. Cette conclusion a été
vivement contestée pour des raisons plus sentimentales ou sociales que scientifiques [Le Monde de
I'Education].

L'article présent se veut une mise au point formelle de la question. Il a pour objectifs de
démontrer que

a) pour juger correctement l'impact d'un traitement sur une compétence imprécisément
mesurée, il faut soumettre les observations a un modele qui prend compétences initiale et finale au
titre de variables latentes ;

b) l'effet apparent biaise 'effet réel ainsi dégagé dans un sens privilégié quand la compétence
initiale est entachée d'erreurs dans sa mesure et oriente la sélection des sujets traités, ce qui est
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toujours le cas si le traitement est une remédiation destinée aux individus les plus faibles ou un
enrichissement destiné aux individus les plus forts.

Concrétement nous mettrons en question, aprés bien d'autres, 'usage répandu d'évaluer
l'efficacité d'un traitement spécial T sur le rendement scolaire par la régression d'un posttest y sur
T et divers prétests x;, la conclusion se limitant a peu de choses pres a interpréter le coefficient brut

Byr de y sur T avec contrdle des x;. Le danger est trop grand en effet que les inévitables erreurs de

mesure affectant y et les x; apportent une distorsion importante et systématique de B,r par rapport a
un coefficient net reflétant le gain ou la perte di a T de la compétence réelle, aprés neutralisation de
la compétence initiale, c'est-a-dire le facteur mesuré par les x;.

Nous remercions A. Grisay, chercheur en pédagogie expérimentale a I'Université de Li¢ge, de
nous avoir remis sur une piste de cet éternel probléme en sciences humaines.

2. PRESENTATION DU MODELE

La question est : l'intervention d'un traitement extrascolaire (remédiation a l'intention des faibles,
enrichissement a l'intention des forts) modifie-t-elle telle compétence des sujets ?

Soient T le traitement, X la compétence avant I'application de T, Y la compétence apres cette
application. La question pourrait &tre résolue sans probléme en effectuant une régression de Y sur
TetX

Y =Byr T+ ByxX +§ (1)

Clest le coefficient Byr qui est au centre de l'intérét car il évalue l'influence spécifique de T sur
Y, la compétence initiale X étant neutralisée. En effet, quand on retire de la compétence finale Y la

part évidemment due a la compétence initiale (terme Byx X) et l'impact d'autres variables
déterminantes qui sont négligées, inconnues ou aléatoires (résidu §), il reste 1'effet propre de T
(terme PyrT).

Selon que Byr est positif, nul ou négatif, on en conclura que le traitement T est favorable,
indifférent ou défavorable a la compétence.

En fait - et ceci nuance décidément la netteté de 1'équation (1) - une compétence se révele sous
de multiples aspects et est donc mesurée par divers indicateurs plus ou moins faillibles. Dans le
contexte présent, X (resp. Y) se manifeste sous forme de prétests (resp. posttests) x; (resp. y;) et la
théorie classique des mesures congénériques [Bollen, p. 208] pose les relations

X =A; X+ §; (2)
yi= )\j Y + & (3)
Les , et g sont les erreurs de mesure de la psychométrie. A un niveau plus fin, rien n'empéche

méme que les x; ou y; soient les items d'un test.
Schématiquement, ce que trop d'auteurs se bornent a faire, c'est la régression d'une mesure

globalede Y
y= 2 P Yj 4)
j
sur T et les observations x;

y=ByiT+Y, Byixi+ 5)

Ils interpretent alors le coefficient By; en ignorant I'existence des erreurs de mesure.



Ce n'est pas B,r qu'il faut regarder, mais bien By obtenu apres avoir dégagé X et Y de la
gangue de leurs mesures faillibles x; et y;. Autrement dit, X et Y doivent étre considérées comme
des variables latentes (facteurs). L'étude présente n'a évidemment de sens que si I'ensemble des x;
(resp. y;) ramasse bien l'entiéreté de ce qu'on met dans le concept de compétence initiale (resp.
finale) ; 1a réalité de la variable construite X (resp. Y) en dépend.

Par contre, on peut croire que T n'est pas affectée d'erreur car cette variable résulte d'une
imposition humaine volontaire. T peut étre, par exemple, le temps d'administration du traitement.
Une version plus rudimentaire, mais encore correcte, code la dichotomie traité ou non par deux
valeurs arbitraires (usuellement 1 et 0).

On est amené naturellement & combiner trois modeles :
- une analyse factorielle des x; qui en induit leur substance premiére, la compétence initiale X ;
- une analyse factorielle des y; qui en induit Y;
- une régression de Y sur T et X.

On entre alors dans un modele, dit de structure de covariances, qui permet d'estimer

notamment le coefficient net Byr. Les seules conditions essentielles imposées a ce modele sont
routinieres :

1) non corrélation des erreurs de mesure aux variables fondamentales
cov($;,Y) = cov(d;,T) = cov($; X) =0 pour tout i
cov(g;,Y) = cov(g;,T) = cov(g;,X) =0 pour tout j

2) non corrélation du résidu aux explicateurs de Y dans (1)
cov(E,T) =cov({,X) =0

Cette derni¢re exigence n'est pas innocente. Elle postule en somme que tout déterminant de Y autre

que T et X, placé par définition dans , n'est associé ni & X, ni & T. C'est une simplification de la
réalité dont il faut avoir conscience pour apprécier la démonstration qui suit. Le paragraphe 8 pallie
cette faiblesse mais est moins décisif.

Notons que sont permises a priori des corrélations non nulles entre toutes les erreurs de

mesure, y compris entre les J; des prétests et les €; des posttests. Le réalisme y invite car des traits
différents, ici X et Y, peuvent étre mesurés par une méthode identique ou similaire.

La métrique des variables Y, T, X (parce qu'elles sont latentes) et y (parce que les poids p; de
(4) ne sont définis qu'a une constante de proportionnalité pres) doit €tre fixée ; elle le sera tout
bonnement en demandant que ces variables soient réduites, c'est-2-dire de moyenne nulle et de
variance unité. Une conséquence agréable de cette définition d'échelles est la possibilité de

comparer directement By et Byr.

Enfin, pour simplifier les écritures et sans nuire a la généralité¢ du raisonnement, toutes les
variables observées x; et y; seront aussi supposées réduites. Toutes les covariances, a 1'exception
de celles portant sur une erreur de mesure, seront donc des corrélations.

De ces contraintes résulte déja

1 =2 + var(e)
en posant

Ay =2, pi €=, pj¢;
j j



puisque, comme ses composants g;, € est non corrélé avec Y de variance unité et que,

par (4) et (3)
(ZpJ >Y+ Y pig =My Y+e

j

Dans la théorie classique de la mesure, lf, est la fidélit€ de y vis-a-vis de la compétence finale vraie
Y.

3. RELATION ENTRE COEFFICIENTS BRUT ET NET

Jusqu'ici on a mis en lumiere que l'influence de T et X sur Y passe, dégradée par 1'imprécision des
mesures, dans la régression de y sur T et 'ensemble des x; (équation 5). Quelle est la relation entre

le coefficient brut Byt de (5) et le coefficient net Byt de (1), et quels ingrédients entrent dans cette
relation ?

La formule bien connue fournit

—_ -1

PyT - PxT Zxx P

Byr = DL DAL Zxx Py Q
1- PxT Zxx PxT

oﬁ pyr est la corrélationde y et T,
PxT est le vecteur colonne des corrélauons piT entre les xjet T,
pr est le vecteur ligne transposé de p,T,
Zxx est la matrice des corrélations pix de x;et xy,
Exy est le vecteur colonne des corrélations pjy entre les x; et y.

En notant A le vecteur des saturations A; de (2), les égalités

pitr =cov(h X + 8;, T) = A4 cov(X,T)+cov(d;,T) = A pxT @)
se résument en
axT = pxr A

ou, cela va de soi, pyr est la corrélation de X et T.
Pour le dénominateur de (6) on a donc

I RS T
PxT Zxx PxT =p)2(T)" ZXX)"

DA . 2 \
La quantité A Zxx A mérite d'étre baptisée, — appelons la Ax —, car c'est la fidélité de
I'ensemble des x; par rapport a la variable latente X que ces indicateurs sont censés mesurer. En
effet

cov(x;X) = cov(A;X+8;,X) = A; cov(X,X) + cov(8;X) = A4

d'ott I'on tire que le coefficient de détermination de X par les x; est
(variance de X prise en compte par les x;)/(variance de X) =

Sov (x,X) Tk Gov (k. X) /1= A T A



Poursuivons l'exploration de (6).

Piy = cov(xyy) =cov(A; X + 8;, Ay Y +¢€)
=Ai Ay cov(X,Y) + A; cov(X,€) + Ay cov(;,Y) + cov(d;.€)
=Ai Ay pxy + cov(5;€)
en notant pxy la corrélation de X et Y.

Ecrivant encore 8 le vecteur des erreurs 9; de (2), la version vectorielle des équations
précédentes est

axy = Ay PXY A +cov(0,€)
L'expression B;T Z;lx axy au numérateur de (6) est donc

pxr A Zix (Ay pxy A +cov(8,€)) = pxT A Ay pxy + pxT A Tx COV(3,8)

Reste a expliciter pyt de (6), puis la méchante expression

A Z;lx cov(d,e) .
Pour pyr il vient immédiatement
pyT =cov(AyY + ¢, T) = Ay cov(Y,T) + cov(e,T) = Ay pyT
ou, cela va de soi, pyt estla corrélation de Y et T.

La derni¢re démarche est la plus subtile. Constatant que la partie "nette" AX du vecteur X
assemblant les composantes de (2) a ét€ implicitement résumée en

A X = A2 XA = Eh AK) /
on définira naturellement une erreur scalaire globale § de I'ensemble des indicateurs x; par
BN T8/ ®)
Les plus futés verront que ce qui est évoqué ainsi est la combinaison linéaire deé Xi
A EhF Ay = A Sk X 48)/ A=A X + 5

qui maximise la fidélité (ici A2) vis-a-vis de X. En d'autres mots, du point de vue régressif, le

vecteur X des x; est équivalent A cette unique variable réduite. D'ailleurs les incroyants seront
convaincus par la réussite technique qui suit.

pik = cov(x;,Xk) = cov(Ai X + &, A X + Oy) = AAx + cov(d;,0k) (9)

soit, en notant O55 la matrice des covariances entre §;,
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) ) Zex=A A+ 055
On en déduit successivement

-

A Zhx 055 = A Ty CExx-A A)=A-( ZexA)A=(1-AD) A

—

et la variance de (8) :

— - O

A T 055 = A Zix Gre-A A)=A-(A ZxMA=(1ADA  (10)
En désignant par ps la corrélation des erreurs scalaires d et €,
A E;lx cov(d,e) = Ax cov(A Z;lxﬁ / Ax, €) = A cov(d,€) = A V 1-7&,2( v 1-?»)2, Pse

Portant tout cela dans (6) et tenant compte des expressions de pyT, pxy livrées par les
équations, dites normales, résultant de covariances prises en (1) :

pyr =Byt +Byxpxt  Pxy =PByrpxr+PByx (11)

il vient finalement

pxrV1-A% Ay V1-A2 Byx-Ae V1-A) pgo)

Byr = Ay Byt + T (12)
1- Mxpxr *
4. DISCUSSION DU BIAIS ENTRE LES DEUX COEFFICIENTS
Récrivons (12) sous la forme compacte
Byr =Ay Byr + —-—————px;ﬂ (13)
1- Apkr
od t=V1-22 Ay V142 Byx-Ax V1-A2 pgo)

dépend des parametres de mesure Ax, Ay, Pse et du taux linéaire Byx de croissance de Y en X.

Dans cette formulation de By, le terme A, Byt est clairement interprétable : il manifeste une

atténuation de l'effet net Byr, d'autant plus grande que y mesure mal la compétence finale (7\3 estla
fidélité de y par rapport a Y).

Plus énigmatique en (13) est le biais additif

pPxXTT

2
1- Ax P)z(T

o=

dont le signe est celui de pxTt puisque |Ax | <1 (par (10)) et | pxr!l<1.
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Ce biais o est dii A la conjonction d'une corrélation pxT entre compétence initiale et

traitement, avec des erreurs dans la mesure de X (T est généralement non nul quand la fidélité A2
est inférieure a 1).

Les circonstances ol o s'évanouit sont intéressantes a scruter car (13) se réduit alors a

Byr =MByr avec  0<A <1

ce qui entraine que coefficients brut et net ont méme signe et que Byt < Byt . Ceci permettrait de
conclure sans ambiguité A un effet nocif, nul ou bénéfique de T sur Y dont la magnitude serait
cependant atténuée par 1'infidélité de y.

Interprétons les deux cas ol cela arrive.

1) pxT = 0. Compétence de départ et traitement ne seraient pas corrélés. Ce phénoméne ne
s'observe qu'exceptionnellement dans un relevé passif de données naturelles.

Dans un contexte de plan expérimental, cette situation est cependant artificiellement créée par
assignation au hasard des modalités du traitement aux individus, ce qui rend T indépendante de la
variable X contemporaine. Ce constat est rassurant car il était escompté.

2) A2 = 1 qui annule T et .. var(8) = 1- A2 =0 (équation 10) implique S=A Zyxx & /Ag =0
(équation 8), donc & = 0.

La mesure de X serait réalisée fidelement par ses indicateurs x;, avec des erreurs 0; nulles. Faut-
il ajouter que c'est un idéal ?

Quand pxT#0 et l,z‘ < 1, que peut-on dire du signe du biais additif a ? Ici se place le point
crucial de la thése que nous défendons : T sera le plus souvent positif.
T est négatif, nul ou positif selon que Pyx est inférieur, égal ou supérieur a

Or dans les faits,

1) Byx est certainement positif et vraisemblablement proche de 1 car,a T constant, a tout le
moins la compétence finale Y est fonction croissante du niveau de départ X.

2) pse est borné supérieurement par 1 et souvent voisin de 0, car il n'y a guére de raisons

que les erreurs de mesure aux prétests 0; et aux posttests € soient globalement trés corrélées entre
elles.

En particulier, la positivité de t sera assurée quand Byx > 0 et pge < 0, ou bien quand Byx > 1 et
les posttests sont au moins aussi fideles que les prétests (Ay = Ay).

A présent, revenons & notre contexte ou le traitement est une variable observée qui s'adresse de
maniere privilégiée a des sujets de compétence extréme. Il s'agit d'un enrichissement qui s'adresse
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aux plus forts, ce qui implique certainement pxt positif, ou au contraire, d'une remédiation qui
s'adresse aux plus faibles, ce qui implique siirement pxt négatif.

A priori, Byt devrait pouvoir de maniére égale sous-estimer ou surestimer Byr. Or la
symétrie théorique des possibilités est maintenant rompue en acceptant I'hypothese trés plausible

que T>0: o alesigne de pxt eton peut avancer raisonnablement que seront plus fréquentes
dans la réalité les situations suivantes.

1) Quand T est un enrichissement, o.> 0.

Quand By est positif, Byt maintient cette positivit€. Quand Byt est négatif ou nul, Byt le
surévalue.

2) Quand T est une remédiation, o. <0.

Quand Byt est positif ou nul, Byt le sous-évalue. Quand Byt est négatif, By maintient cette
négativité.

Ceci démontre un phénomeéne pervers relevé empiriquement depuis quelque temps :

1 tnsmeltntinn An

R _
1iMCIpreiaiisii GC  pyT tend ve

pessimiste pour une remédiation.

arti issement

o Farm
w1l ul;vnlxlxoovllnenn Y

"The point to be emphasized here is that the use of standard regression approaches often results in
unwarranted conclusions of harmful treatment effects when "compensatory” treatments are
evaluated where the persons receiving the treatment do less well than controls at the pretest.
Similarly, they often lead to unwarranted conclusions of beneficial impact when programs are
evaluated where the initially more fortunate group has greater exposure to the treatment...”

[Cook, Campbell, p. 301]

Quand le traitement est une répartition en filiéres fortes ou faibles, ce phénomene est également
relevé dans [Slavin].

5. ESTIMATION DU COEFFICIENT NET

Ce qui préceéde montre assez qu'on ne peut se satisfaire du coefficient brut Byt et qu'il faut
pousser l'analyse jusqu'au coefficient net Byr.

Le modele présenté ci-avant est un modeéle de structure de covariances [Bollen, chap. 8] car il
combine

- des mesures des variables latentes exogeénes X et T par les équations (2) et I'identité

T=AT+86r Ar=1  var(dy) =0
qui exprime que T est a la fois variable observable et facteur;

- des mesures d'une variable latente endogene Y par les équations (3) ;

- une structure causale linéaire entre X, T, Y par I'équation (1).

Dans ce modele les paramétres a estimer sont les saturations A; et A; , les covariances et
variances d'erreurs
Ok = COV(Si,Sk) ejk=COV(€j,8k) 9j1=C0V(£j,€1)
la corrélation pxr, les coefficients Byt et Pyx, la variance résiduelle var(£). Des logiciels tirent

les estimations de ces paramétres de la matrice des covariances entre variables observées T, x;, yj.
Différentes méthodes d'estimation (moindres carrés, moindres carrés pondérés, maximum de
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vraisemblance, etc) sont disponibles et les programmes permettent de confronter le modele aux
données par des épreuves d'ajustement (chi carré).

Voici un exemple d'application de cette procédure [Meuret].

L'échantillon est constitué de quelques milliers d'éléves suivis de 6 en 5¢ de colleéges. Le
traitement T est I'appartenance a une ZEP (zone d'éducation prioritaire); la variable exogene X est
une compétence scolaire initiale PRE mesurée par 4 prétests en frangais et 4 prétests en
mathématique ; la variable endogéne Y est la compétence scolaire finale POST mesurée par 2
posttests en frangais et 2 posttests en mathématique. Les erreurs de mesure des tests de méme
nature pouvaient étre corrélées, y compris entre prétests et posttests. En outre sont intervenues
comme covariables explicatives de POST la catégorie socio-professionnelle des parents, la
nationalité et I'dge, variables observées identifiées a des facteurs car supposées €tre mesurées sans
erreur.

Le modele a été traité par le logiciel LISREL [J6reskog, S6rbom]. Les coefficients By et

Byx ont été estimés A -0.042 et 0.940. Le coefficient brut ByT estimé dans une régression
multiple "naive" était - 0.130.

6. IDENTIFICATION DU MODELE

Subsiste la question de la spécification du modele. De ce point de vue (mais nullement de celui de
l'estimation), l'identification des paramétres By, Pyx est visiblement équivalente par les équations

(11) a celle des parametres pyT, PxXY-

Les équations reliant les quantités observables aux parameétres sont alors les équations (7) et

© piT = AipxT Pik = Aikk + Ok
et les suivantes déduites immédiatement des équations (2) et (3)

cov(y;,T) = pjt = AjpyT cov(yjX) = Pjk = MAPxy +Ox  cov(ypy) =pji =AM +
Gjl

On reconnait dans ce syst¢me 1'équation d'une analyse factorielle confirmatoire

[Bollen, equ. (7.5)] I2=ADA'+O ol
100
1 ! A=lonol x
L=| pir Pik Xj i yf
pT Pik Pt | 00n] 7
T xk y1 TXY
0
= { pxr 1 ] X ik 81
pyr prx 1 Y 0 ij ejl €
T X Y

o &

Dans cette généralité, le modele est sous-identifié. Il n'est donc estimable et falsifiable qu'en
ajoutant des contraintes a priori sur ses parametres.

pPxT, PyT (0u BYT) et pxy (ou Byx) doivent évidemment rester libres car ils marquent les
relations interrogées entre T, X et Y. Puisque
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2

. . 2 C s . .
contraindre les fidélités A} ou A; des mesures x; ou yj revient & contraindre les variances 6;; ou

8. Les covariances d'erreurs de mesure 8jx, 6jk, 0; sont donc les seuls paramétres auxquels
des liaisons puissent &tre décemment imposées. Celles-ci seront communément des fixations a une
valeur a priori, le plus souvent 0.

Dans ce cadre pratique (ne fixer que des covariances d'erreurs), montrons que pour que le
modele soit identifié il faut et il suffit qu'au moins un 8;x = cov(d;,0y) avec p;r Pkt # 0, au moins

?.n ée,-k = cov(g;,0x) avec pjr Pt # 0 et au moins un 85 = cov(g;,€;) avec pjr piT # 0 soient
ixés.

Si tout O;x est laissé libre, fixer certains des ©jx, 9j;, voire tous, n'empéche pas que les
transformations

)‘-i - a)Li PXT — pXT/a Oik - eik + )\.i lk(l - a2) pPxXy — pxy/a

ot a#(,*1 laissent invariantes les équations
pir=hipxT=(al;)(pxT1/2)
Pik=Aihk+Bik=(ak;)(aly)+(Oi+AiAy (1-a2))
Pik=AAPxyY+O8jk=Aj(aAk) (Pxy/a)+B;k

Si tout 6, est laissé libre, fixer certains des 0ik,0;,, voire tous, n'empéche pas que les
transformations

Pxy 2 pPxy+a B — O - alj A
ou a#() laissent invariantes les équations
Pik=AApxy+0ik = AjAk(pxy+a)+(Bjk-aljAy)

Si tout 6j) est laissé libre, fixer certains des Ojy, 6;x, voire tous, n'empéche pas que les
transformations

Aj—a\ pyr—pyra 8,— 81+ A Mi(1-a2)  pxy - pxy/a
ou a#(,*1 laissent invariantes les équations.

Réciproquement la fixation d'un Bi, d'un 6j, et d'un 6 permet de tirer une valeur définie
pour les autres parametres.

Pour 01,=cov(8;,8,), supposons que pitp21#0. Une valeur fixée de 01, est choisie de telle
sorte que

0 <———plTp2T <1

12912
PIT=MPxT  Par=haPxT  P12=MA2+61p donnent

pxT = / PiT P2t 20
p12 - 612
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On obtient alors A;=p;T/pxT .ensuite les autres O =pix-Airx
Avec p11#0, une autre option est de fixer 8;1=var(8;) dans ]0,1[ qui livrera JLI:Vl_ﬂi,
pxT=P17/A1, le reste étant identique.

Parall¢lement la fixation d'un 6;=cov(g;,€1) avec pjrpir#0 suffit & fournir successivement
pyt#0, les A, les autres 6;;.

Enfin on peut fixer 63,=cov(es,0;) quand on a trouvé un y; et un x; tels que p3rpo1#0. Les
démarches précédentes ont déja donné les A; dont A3=p31/pyt#0, et les Ay dont Ap=po1/px120. Il
P32 - 632

vient finalement pxy =
A3 My

puis les autres 9jk=pjk-ljkkpxy.

7. IMPORTANCE DE LA SPECIFICATION DU MODELE

Ainsi tout ensemble de données observées laisse au moins trois degrés de liberté a la spécification
pour engendrer divers modeles identifiés possibles qui auront chacun leur propre coefficient net

ByT.
Par (11)

BYT=pYT‘PX2YPXT (14)
1- pxr
est fonction des corrélations entre variables fondamentales. Un point important de la procédure

empirique sera le choix préalable de liaisons entre certains 8y, 8, 6;; puisque ce choix
conditionne en bout de course la valeur estimée de Byr.

L'exemple suivant est édifiant & cet égard. Supposons que les observations aient généré la
matrice suivante des corrélations

1 T
0.792 1 X1
0.792 0.64 1 X2

0 0 0 1 y3

Ici Y est mesuré par un seul indicateur y3. La variable y construite par (4) est forcément ys.
Comme

pyr =p3r=0 Exy = (p13, p23) = (0,0)
(6) donne le coefficient brut By1=0.

Pour identifier le modele, spécifions d'abord que 0,;, covariance des erreurs de mesure de
Xy et Xxi, soit nulle. Les cinq équations

piT = 0.792 = )\.1pXT P11 = 1= 7\,% + 01 P2T = 0.792 = A, pxXT
2
P21 = 0.64 = 12;\,1 + 921=7\,27\,1 P22 = =X + 922

fournissent

pxT = vplTp2T7 P21 = 0.99 }\.1 = kz =0.8 911 = 922 =0.36
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En fixant ensuite 033
p3z=1 =7k§ +0;3 donne Az3=+41-03;

par =0=A3pyr donne pyr =0

Une fois que 03 a été fixé, les deux dernieres équations
p31=0=2A3A; pxy + 031 p32=0=23 A2 pxy + 032 c'est-a-dire

031= 03, 03, <inf{0.64(1 - 0.992) (1 - 633), 0.18033)
livrent pxy =-0631/(0.841 - 033), d'ou par (14)

0.9965,

0.8(1-0.99%) V1-633

LCS parametres U33 et U31 sont SpCLlIle dI'DllI'dll'CmCﬂl d u:u pl't:b qu llb UUIV@I]L prbchC d
définie positivité des matrices

1 (1
Pxr 1 = | 0.99 1
# 1
Pyr Pyx ! 0 I
o > 0.8 33 _
et
011 0.36
051 037 = 0 0.36
031 032 033 031 631 0633

On vérifie aisément qu'il faut et il suffit pour cela que
03, <inf {0.64(1 - 0.99%) (1 - 833), 0.18633)
condition qui, pour 633 > 0.066, autorise |931| / m <0.8 W
et donc des IByrl aussi grands que 0.99 / V1-0.992 = 7.01
Par exemple, avec 633 =0.1, on peut prendre 63; =+ 0.1 qui donne Byt =% 6.55

Le contraste possible entre Byt =0et Byt vient de la forte corrélation entre compétence
initiale et traitement (pxt = 0.99) conjuguée a une corrélation entre compétences initiale et finale
masquée dans les observations (p3; =0 =0.8A3 pxy + 03;) par l'association des erreurs de leurs
mesures (031).

La legon de ce petit exemple est dure : avec des données plausibles qui engendrent un
coefficient brut nul, des modeles compatibles, exactement ajustés, peuvent fournir des coefficients
nets non nuls extrémement différents suivant la spécification imposée aux erreurs de mesure (ci-

dessus par le canal de 0;7,033,03).
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8. EXTENSION A D'AUTRES COVARIABLES

I1 peut y avoir des variables autres que T et X qui influencent Y. Des exemples ont ét€ cités dans le
paragraphe 5. Tenir compte du vecteur R de ces covariables supplémentaires complique diablement
les choses quand R est imprécisément mesuré.

On peut montrer que Pyt se présente encore comme somme de AyByr et d'un biais additif qui
est le produit scalaire de (pxr,BRT) par un vecteur contenant tous les paramétres de mesure et les
coefficients de Y sur X et R. Le signe de ce biais devient totalement imprévisible.

Mais supposons seulement que les covariables supplémentaires de R soient mesurées sans

erreur. Regroupant dans le vecteur C=(T,R) le traitement et ces variables nouvelles, simultanément
latentes et observées, les deux équations de régression & comparer, correspondant a (1) et (5), sont

Y=Byc C+Byx X+{  y=PBycC+ X Byixi+{
i

Conduisons alors les calculs comme dans le paragraphe 3 en lisant systématiquement T comme
le vecteur C. A (6) correspond

Y "l 1 - "l .
Byc = (Pcc - Pxc Zxx Pxo) (pyc - Pxc Zxx Pxy) ou

—

Pcc est la matrice des corrélations a I'intérieur de C,
P,c est la matrice des corrélations entre X et C,

Pyc est le vecteur des corrélations entre y et C.
Tenant compte de
Pxc =A pxc ob pxc estle vecteur des corrélations entre X et C,

pyc = ky pyc ou pyc estle vecteur des corrélationsentre Y et C

et des équations normales correspondant & (11)

—

pyc = Pec Byc + Byx pxc pxy = Byc pxc + Byx

on obtient la version plus générale de (12)

- — '1 g
Byc =2y Bre +—— e P
1 - Ax pxc Pcc pxc

ou le dénominateur est toujours positif et ol T est la quantité critique discutée

dans le paragraphe 4.
1 pr - XT
Pcc=[_, pRT} ch=[£ }
PrT Prr PXR

entrainent pour la premiére composante de 1'égalité ci-avant



18

(pxT - i—)’)‘m PRy PRT)

(1-A2 Bxc Pec pxc) (1 - prr PRR PRT)

ByT = ky Byr +

Admettant encore que T est positif, le signe du biais additif est celui de la corrélation partielle
de X et T avec neutralisation des variables de R :

—! -1 —
PXT- PXR PRR PRT

Vv (1 - pxr PRk pxr) (1 - PrT PR PRT)

PXTR =

Ainsi, si toutes les covariables autres que la compétence initiale sont exactement mesurées, la
thése précédente peut Etre encore soutenue.

9. CONCLUSION

Un phénomene pervers, observé depuis longtemps, est ici mathématiquement mis en évidence. Si
l'effet réel d'une remédiation (resp. enrichissement) est nocif (resp. bénéfique), le sens de l'effet
apparent est conservé tel quel; par contre, si l'effet réel d'une remédiation (resp. enrichissement)
est bénéfique (resp. nocif), 1'effet apparent est atténué, et son sens peut tre renversé.

Cette perversité due aux erreurs de mesure ne peut €tre corrigée que par une spécification
correcte d'un modele fondamental o jouent deux variables latentes au moins, les compétences
initiale et finale "vraies". Comme celui-ci est chroniquement sous-identifié, cela exige de lui
imposer des contraintes a priori. La difficulté est déplacée au plan théorique.

Le chercheur devra, préalablement aux observations et aux calculs, décider sur des bases
uniquement substantielles que telles erreurs des mesures ont telles covariances. Entreprise
responsable et délicate car elle est lourde de conséquences sur I'évaluation de l'efficacité "vraie".

Il reste 2 escompter que les indicateurs x;, y; des compétences initiale et finale soient assez

familiers pour pouvoir y détecter incontestablement des erreurs J;, €; non corrélées. A défaut d'un
ensemble suffisant de telles informations, et seulement a titre exploratoire, 1a moins mauvaise
stratégie semble de partir du modele le plus serré ot toutes les corrélations d'erreurs soient d'office
annulées. Les indices de modification [Bollen, p. 299] pourront alors guider un relichement de
paramétres injustement fixés, en vue d'améliorer I'adéquation du modele.
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