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Mat. Inf. Sci. hum., (30° année, n° 118, 1992, p.33-52)

CONCEPTION ET ANALYSE DE LA FORME LIMITE
D’UNE FAMILLE DE COEFFICIENTS STATISTIQUES
D’ASSOCIATION ENTRE VARIABLES RELATIONNELLES

1ére partie

Isragl-César LERMAN*

RESUME — Cette étude offre une large vision de synthése prospective ; mais aussi, des résultats techniques
précis sur une famille trés générale que nous avons élaborée de coefficients d’association entre variables
descriptives relationnelles a partir de leur observation empirique sur un ensemble O d’ objets élémentaires. Un
méme coefficient est obtenu @ partir d’ une forme de normalisation statistique par rapport a une hypothése
d’absence de liaison, d’ un indice brut d’ association. Ce dernier suppose une représentation de type ensembliste des
deux variables relationnelles a comparer. Le cas ou les deux variables sont unaires introduit et pose clairement le
probléme. Nous étudions particuliérement le cas ou les deux relations induites par les deux variables sont
binaires. Ce cas est d’ une extréme utilité en analyse des données qualitatives. La normalisation suppose le
centrage et la réduction par I’ écart type de I'indice brut aléatoire. C’est une expression particuliére de la variance
de ce dernier qui permet de mettre en évidence la forme limite du coefficient d’ association dans des conditions
qu’on appréhende clairement. On considére avec soin les cas trés importants de la comparaison de deux variables
qualitatives nominales ou ordinales. L’ expression limite permet de se rendre compte d’ un point de vue purement
formel de la nature de la normalisation ainsi effectuée. Nous abordons ensuite un cas assez général de
comparaison de deux relations q-aires pour lequel I’ essentiel des calculs est fourni. Enfin, nous exprimons les
recherches actuelles et développements futurs, en situant la place de ce travail dans I'aspect “classification
hiérarchique” de notre approche en analyse des données.

PREAMBULE — Cet article est divisé en deux parties qui se suivent dans deux numéros consécutifs. La
premiére partie concerne surtout I’ aspect conceptuel et la seconde les aspects plus techniques de I’ analyse de la
forme limite ainsi que les extensions et I aspect prospectif. En conséquence, les références aux formules dans la
deuxiéme partie, qui commence avec le paragraphe 4, concernent directement la premiére partie.

SUMMARY — Elaboration and analysis of the limit form of a family of statistical association coefficients
between relational variables. I
This study gives a large synthesis view and prospective on a very general family of association coefficients
between descriptive relational variables, that we have elaborated. On the other hand, very accurate technical
results are provided. We assume the empirical observation of the descriptive variables on a set O of elementary
objects. A given coefficient is obtained by a statistical normalization of a raw association index with respect to a
hypothesis of no relation (or independence). The raw index s is conceived from a set theoretic representation of
the two relational variables to be compared. The case where the two variables associated are unary, provides a
clear setting up of the comparison problem. We particularly analyze the case where the two relations on O,
induced by the two descriptive variables to be compared, are binary. The latter case is extremely useful in
qualitative data analysis. The normalization of the raw index s takes into account the distribution of the random
raw index S under an independence hypothesis. The reduction of the “centred” index [s- E(S) where E denotes the
mathematical expectation] is done with the standard deviation Yvar (S). It is specific expression of the variance
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var(S), which enables to set up the limiting form of an association coefficient, under natural asymptotic
conditions. Then, we carefully study the very important cases where the descriptive variables are nominal or
ordinal qualitative. The limit expression permilts to realize the nature of the normalization, from a purely formal
point of view. Next, we take up the study of the general case of the comparison of two g-ary relations. Accurate
results are given in the latter context. Finally, we express our current research and their future developement ;
more particularly by situating the place of this work in our approach of data analysis by means of hierarchical
classification.

PREAMBLE — This paper is divided into two parts, which will appear consecutively in this and the next
issues of the journal. The first part will be mainly concerned with the conceptual framework. The second part
will be devoted, on one hand to the analysis of the limit form ; and, on the other hand, to the extension and the
prospective of the approach. Then, in the second part -which starts with the section 4-, we refer to the formulas
established in part one.

1. INTRODUCTION GENERALE ET OBJECTIF DE L’ETUDE

Le contexte est celui de la comparaison de deux variables descriptives a et b, observées sur un
ensemble O d’objets élémentaires, sur lequel elles sont définies. Généralement, et pour étre
comparables, a et b se présentent comme deux applications de 1’ensemble O dans un ensemble
C de codes ou de catégories, qui correspond a ce qu’on appelle, I’échelle des valeurs.
L’ensemble C peut étre muni d’une structure plus ou moins riche ; donnons en quelques
exemples :

- préordre total ou partiel sur C

- préordre total ou partiel sur tout ou partie de C x C, ce préordre suppose la possibilité
d’appréhender et d’ordonner les différences entre catégories ;

- graphe orienté ou non, sur C ;

- etc...

Pour une vue plus compléte, mais dans le cadre de la théorie du mesurage, on pourra
consulter [Suppes & Zinnes 1963].

Cette structure sur C induit une relation, éventuellement valuée, sur O et, dans notre
démarche, qui s’inscrit dans le cadre de 1’ Analyse combinatoire des données [Arabie & Hubert,
1992, a paraitre], nous ne retenons d’une variable descriptive que la relation qu’elle induit sur
O, via la structure dont se trouve muni C. D’autre part et surtout, a cette relation nous
associons une partie -éventuellement valuée dans R- de O 9, si g est Iarité de la relation. Ce
sous-ensemble de O 7 a une structure particuliére, compte tenu de la spécificité de la relation.
Un exemple simple sur lequel nous reviendrons est celui d’une variable qualitative nominale, ou
C ne se trouve muni d’aucune structure. Dans ce cas, la variable induit une partition sur
I’ensemble O, qui définit une relation d’équivalence a laquelle nous associons son graphe qui
est une partie structurée de O? ; en effet, n’importe quel sous-ensemble de O2 ne correspond
pas 2 une relation d’équivalence. Le sous-ensemble de OZ, ainsi associé i la variable qualitative
nominale est appelé “représentation ensembliste de la variable”. 1l s’agit bien d’une
représentation au sens mathématique du terme ; puisque la correspondance schématisée ci-
dessus, détermine bien une bijection entre 1’ensemble des variables qualitatives nominales
pouvant étre définies sur O et I’ensemble des sous-ensembles de O? dont chacun peut étre
interprété comme le graphe d’une relation d’équivalence.

Un autre exemple moins simple -que nous avons effectivement trait€ [Ouali 1991]- est celui
ol on suppose que I’ensemble P,(C) des paires ou parties a deux €léments de C, est muni
d’un préordre total qui traduit de fagon ordinale les ressemblances entre catégories. Dans ce cas,
la représentation ensembliste de la variable est une partie structurée de O4. Nous allons y
revenir.
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En vérité, en analyse des données qualitatives, on recouvre la totalité des situations en
considérant ¢ = 1,2,3 ou 4. Dans ce dernier cas (g=4), la représentation se situe le plus
directement au niveau de (O x 0)2, puisqu’il s’agit -de la maniére dont cela se présente dans la
pratique - d’une relation binaire sur tout ou une partic de O x O. Une telle relation est
généralement de préordre total (ou partiel) et se trouve induite par une variable d’un type
nouveau ; la variable “préordonnance” que nous avons [Lerman & Peter (1985), Lerman (1987
a)] en méme temps que d’autres [Chah(1984),(1985)] introduite et rendue opérationnelle
[Peter(1987), Ouali(1991 a)(1991 b)]. La donnée de ce type de variable suppose une
structuration de C au moyen d’un préordre total sur tout ou une partic de O x O. Dans la
mesure ou on code un tel préordre total a partir d’une fonction ordinale telle que par exemple le
“rang moyen”, on se trouve ramené 3 une valuation particuliere sur O x O. De sorte que la
portée de cet article sera assez générale en se limitant a considérer les cas g=1 et g=2. Nous
ferons néanmoins entrevoir des aspects de calcul concernant le cas le plus général [cf. § 6.2.].

Soit la relation discréte ou valuée sur I’ensemble O des objets, définie par une variable
descriptive a. Désignons par R() sa représentation adoptée au niveau de O%. Nous avons
déja signalé que dans le premier cas (discret) R(x) est une partie en général structurée de O7 et
dans le second cas (valué), R(c) est une pondération ayant en général des caractéristiques
particulieres, sur OY. Le cas discret peut, d’un point de vue technique, apparaitre comme
particulier du cas valué ; il suffit de considérer la valuation définie par la fonction indicatrice de
R( ) dans O%. Cependant, il faut bien distinguer d’un point de vue logique les deux cas. On
pourra introduire ici I’ensemble Q, de tous les ensembles (resp. valuations) de 09, susceptibles
de représenter une relation (resp. valuation) de méme type combinatoire que o.

D’autre part, pour des raisons de clarté combinatoire dans 1’expression de la démarche des
calculs qui en découlent et de leur interprétation, il importe de donner a la représentation R(o),
la forme la plus compacte qui soit. Ainsi, : en reprenant I’exemple ci-dessus, si a est une
variable qualitative nominale a k modalités (ou valeurs) respectivement codées 1,2,...j,....k ;
la relation induite par a sur O est une relation d’équivalence ou de partition qu’on peut, pour
spécifier, noter . On peut également noter ©(0) = {O;/ 1 < j <k}, la partition sur O définie
par t,ou O; = {o/0€ O eta(o)=j} est 'ensemble des objets ou la valeur de la variable
aestj1<j<k. Aulieu de O x O, on peut considérer ici I’ensemble plus réduit
012} = P,(0) des parties a deux éléments de O, pour représenter T par 1’ensemble des
paires d’objets que la partition réunit ; soit :

R(m =Y, {P2(0j)/15jSk} Q)
(somme ensembliste)
Un autre exemple concerne le cas ol a est une variable qualitative totalement ordinale a k
modalités qu’on codera respectivement 1,2,...,.,...,k. Il s’agit ici du cas ou 1’ensemble C ci-
dessus des valeurs est totalement ordonné. La relation o induite par a sur O, est une relation de

préordre total qu’on peut, pour spécifier, noter ®. Si on admet la représentation de w par
I’ensemble des couples d’objets (0,0°) tel que o précede strictement o’ pour,,on a :

R(n):Z{ongh/lsg <h Sk} 3)

Une autre représentation que nous considérerons ci-dessous correspond a une valuation
prenant ses valeurs dans {-1,0,1} que nous notons x, définie comme suit :

1 si 0;<o0; (pour w);
X = 0 si o;~o0;j (pourw); 5)

-1 si 0;>0; (pourw);
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ou I ={1,2,...,i,...,n} indexe I’ensemble O des objets, de cardinal n ; et ou, < (resp.~)
indique la relation de précédence stricte (resp. équivalence), relativement 2 .

On peut, toujours dans ce cas de comparaison de deux préordres totaux, proposer, en
s’inspirant de [Giakoumakis & Monjardet (1987)], d’autres valuations ; mais, ot il importe,
pour que notre démarche générale de normalisation statistique s’applique, que le coefficient
d’accord entre deux préordres totaux A, et @ se présente sous la forme d’un produit scalaire
A<x,y>, I x I, entre les deux valuations s, x et y, respectivement associées a ® et @.

Pour introduire cette démarche, il y a lieu d’associer a la structure A sur O - définie par une
méme variable a - I’ensemble € de toutes les structures de méme type combinatoire que o.
Ainsi, si o est une partition n(0O) sur O, & peut étre I’ensemble de toutes les partitions sur
0.1y a lieu d’autre part, de définir une mesure de probabilité Pe sur & de fagon a “respecter”
les caractéristiques cardinales de la structure o. Ainsi, par exemple, si ©(O) est une partition
dont on suppose - sans restreindre la généralité - qu’elle est en classes étiquetées et si #(T) est le
type (i.e. la suite ordonnée des cardinaux des classes) de la partition ; alors, 1a mesure de
probabilité P¢, peut étre concentrée et uniformément répartie sur I’ensemble des partitions en
classes étiquetées de méme type #(t). Nous reviendrons en étant plus précis sur ce point au
paragraphe 2 ci-dessous.

Dans ces conditions, le schéma général de comparaison (on dit encore d’association) de
deux variables relationnelles a et b, que nous avons au cours de notre recherche fait émerger,
répond au diagramme suivant que nous allons ci-dessous commenter.

(a,b) 2 (a.,p) 2 [R(a) ,R(B)] € Qo x Q2
-> 5= s(a,B) = card [R(av) N R(P)]
(resp. <R(ar), R(B)>)

@) 22 @B e @Pq) X (B, Pg)

= § = s(o*,B*) = card [R(a*) N R(B*)]
(resp. < R(0*), R(B*) >)

s -E(S)
_— 5
Yvar(S) ®

Figure 1

Q(a,p) =

o, R(a) et Qg [resp.B, R(B) et Qg] ont déja été définis ci-dessus. s = s(o,B) est ce
que nous appelons : indice “brut” d’association. Il se présente sous la forme du cardinal d’une
intersection card(X N Y), respectivement d’un produit scalaire <X,Y>, selon que les deux
relations de méme arité a comparer, sont discrétes et valuées.

(A,Pg) [resp. (B,Pg)] étant défini et associé & o (resp. B), comme indiqué ci-dessus,
o*(resp. B*) est un élément aléatoire pris dans (&,Pq ) [resp. (B,Px)] qui est associé a
o(resp. B). D’autre part, a* et B* sont indépendants de sorte que nous disons que (o*, B*) est
associ€é a (o) dans une “hypothése d’absence de liaison” (h.a.l.).
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S= s(o*,p*) est I’indice brut aléatoire dont 1’espérance mathématique et la variance sont
respectivement notées E(S) et var(S).

Q(a,B) est I'indice s “centré et réduit”, par rapport 2 une hypothése d’indépendance.

On rappellera au paragraphe II ci-dessous les résultats de 1’application de ce diagramme dans
le cas de la comparaison de deux relations unaires sur O. On considérera en particulier la forme
limite de §(a.,B) dans le cas ol I’ensemble O est considéré comme un échantillon aléatoire de
taille croissante d’une population infinie ®. Plus précisément, on substituera & ’ensemble O
des objets, une suite croissante en taille {O™/n > 1} de parties de P, telle que la partie O™,
de cardinal n, définit un échantillon aléatoire (exhaustif) de taille n de ®.

L’objet technique de cet article qui re?rend le rapport de recherche [Lerman 1987b] consiste a
dégager la forme limite de Q(a™,B™) dans le cas ou les deux relations A comparer sont
binaires (discrétes ou valuées) ; toutes les deux symétriques ou bien, toutes les deux
antisymétriques. Plus précisément, si X={x;;/(iyj) € I x I} et Y={y /(i) € I x I}
sont les deux codages ou valuations respectivement définis par a( et ), on suppose 1’une
ou I’autre des deux situations suivantes :

[V G e T x I (i=x;) A 0 =Yji) (6)
[V Gh)elxI] =~ XA @i =-Y;) @)

Signalons que 1’indice centré [s - E(S)] donne exactement le numérateur du coefficient T de
M.G. Kendall [Kendall 1970], en cas de comparaison de deux variables “rang” a et b qui
induisent deux ordres totaux et stricts sur I’ensemble O des objets. La normalisation proposée
par M.G. Kendall consiste a rapporter I’indice centré a sa valeur maximale. Certains chercheurs
tels que L. Hubert [Hubert 1983] consideérent qu’un coefficient d’association entre deux
variables qualitatives doit nécessairement avoir la méme forme que celle proposée par M.G.
Kendall. C’est-a-dire, dans le contexte général décrit ci-dessus :

s(o,B) - E [s(a*,B*)]

(o,B) = ,
M [s(o*,B*) - E [s(o*,p*)]

®

ou JM[s(o*,p*)] est la valeur extréme maximale de la distribution de s(a*,B*).

Nous avons bien considéré, dans des situations parfois trés difficiles, le probléme de la
découverte de TN [s(o*,p*)] [Lerman 1987b, 1988], en y apportant une solution de type
algorithmique récursive. Les deux cas de figure que nous avons étudiés sont d’une part, celui ol
o et B sont des partitions et d’autre part, celui ol et sont des préordres totaux. Le premier cas est
repris par H. Messatfa dans sa thése [Messatfa 1990] avec un apport méthodologique en termes
de programmation linéaire. Le second cas nourrit I’article de V. Giakoumakis et B. Monjardet
[Giakoumakis & B. Monjardet 1987]. Ces auteurs développent un point de vue métrique
unificateur englobant un large ensemble de coefficients proposés ; mais oll, la normalisation - au
dénominateur du coefficient - par une quantité majorant la valeur maximale du numérateur, ne
tient pas le plus étroitement compte de la contrainte de structure que représente un préordre total.

Pour nous, les deux types de normalisation [cf. (5) et (8) ci-dessus], méritent d’étre
considérés et étudi€s. Nous serons ici concernés par la normalisation statistique au moyen de
Yvar (S), pour la définition d’un coefficient d’association.

Ainsi, par rapport au diagramme précédent (cf. Figure 1), il est intéressant de situer les
différents coefficients d’accord proposés dans la littérature. On se posera notamment la question
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de connaitre leur espérance mathématique et leur variance par rapport A une forme donnée de
I’hypothese d’absence de liaison.

Quelle que soit 1’expression formelle proposée d’un coefficient d’association entre variables
qualitatives, Goodman et Kruskal [Goodman & Kruskal 1963] proposent de fagon intéressante
I’étude de la distribution d’échantillonnage de 1’indice calculé au niveau de I’ensemble O des
objets, par rapport 2 sa valeur théorique au niveau d’une population ®, dont O est considé
comme un échantillon aléatoire. Plus précisément, on considére une suite infinie {O o™ lj 2 ‘l§
d’échantillons aléatoires de méme taille n, d’'une population de taille infinie ®. S’l x;(o,B
désigne la valeur calculée d’un coefficient d’association entre les deux structures et sur O;"
respectivement définies par les deux variables a et b & comparer, il y a lieu d’étudier la
distribution {Y; (a, B)/j 2 1} par rapport a la valeur y(o,B) définie au niveau de la
comparaison entre o et B sur ®. Curieusement, les auteurs précités n’avaient pas considéré une
telle étude dans le cas de la comparaison de variables (on dit encore “attributs”) définissant des
relations unaires sur 1’ensemble décrit. Nous avons montré dans [Lerman 84] toute la richesse
de cette étude que nous faisons intervenir apres la découverte de 1’expression formelle du
coefficient Q(ct,P), & partir du diagramme de la figure 1 ci-dessus ; et, précisément, de la mise
en évidence de la forme limite de Q[a®), ()] par rapport & n dans des conditions exprimées
précédemment (cf. §2 ci-dessous). D’ot, un des aspects de I’intérét de dégager la forme limite
de Q[a™, B(™] dans le cas ol o et B sont des relations binaires de différents types.

Un autre aspect statistique important plus directement li€ a 1a nature de notre approche a un
caractere plus intrinséque. Il concerne, pour n fixé, I’étude de la distribution de ’indice aléatoire
O(a*,B*) :

s(o*,B*) - E(S)

Yvar(S)

et, de la tendance asymptotique d’une telle distribution lorsque le cardinal #» augmente. Dans des
conditions assez générales et le plus fréquemment -mais pas toujours- quant a la nature
combinatoire et cardinale des deux structures a associer, une telle distribution est
asymptotiquement normale 7 (0,1) [Wald et Wolfowitz 1944, Noether 1949, Hajek 1961,
Lerman 1977, 1981, Mielke 1979, Daudé 1990].

O(a*,p*) = ; ®

2. COMPARAISON DE DEUX VARIABLES RELATIONNELLES UNAIRES

2.1. Structure aléatoire

I1 s’agit du cas ou les deux variables (on dit également “attributs™) a et b sont toutes les deux de
“présence-absence” (on dit encore booléennes) ou bien, “quantitatives”. Dans le premier cas
(a,b) induit un couple de parties [O(a),0(b)] de parties de ’ensemble O des objets et dans
le second cas (a,b) induit un couple de valuations sur O, que nous noterons (x;,y;) ; ou

x={x;lie I}
(resp. yy= (yifie I}

ou, rappelons-le, I ={1,2,...,i,...,n} indexe I’ensemble O.

Relativement a une méme variable observée définissant une structure M sur O (partie ou
valuation), nous allons spécifier la correspondance

n ->n*e(E,Pg)
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considérée au paragraphe 1. m* est la structure aléatoire associée a 1| de fagon 2 “respecter” la
cardinalité de n. Cette structure est ici soit une partie d’un ensemble, soit une valuation sur ce
dernier.

() Partie aléatoire

Désignons par &€ le sous-ensemble de O représentant M. On pose m = card(&). Au couple
(8,0) on associe - comme cela sera préc1sé ci-dessous - un couple aléatoire d’ensembles
(X,0%), ou X c O*.

Nous avons dégagé trois modeles aléatoires fondamentaux de choix du couple (X,0*)
chacun respectant d’une certaine fagon la cardinalité (m,n) du couple (8,0) [Lerman, Gras et
Rostam 1981, Lerman 1981]. Ces trois mod¢les sont respectivement notés N,, N, et N3 ; N,
(resp. N,) est plus “diffus” que N, (resp. N;). Nous allons rapidement les rappeler.

N, : Pour ce modele al€atoire, la réalisation O, de O* est I’ensemble O des objets. X est
un élément aléatoire dans I’ensemble P,,(O) des parties de O de méme cardinal m. Iy a (r’:z )
de telles parties. D’autre part, 1a probabilité est uniformément répartie sur P,,(O).

Figure 2

N, : Pour ce modele aléatoire la réalisation O, de O™ est toujours ’ensemble O des objets.
Si on regarde 1’ensemble 20 des parties de O organisé par inclusion, ol un méme niveau est
formé des sous-ensembles de méme cardinal, le modele N, correspond a charger toute la
probabilité sur le niveau m du treillis ; alors que le modele N, diffuse la probabilité sur
I’ensemble des niveaux. Le niveau k est affecté de la probabilité binomiale :

(:l)uk(l-u)"'k ol p=m /n0<k <n. (1)

D’autre part, pour k fixé, cette derni¢re probabilité est uniformément répartie sur I’ensemble
des( n ) sommets du niveau k. Ainsi, tout se passe comme s’il s’agit d’un modéle aléatoire de

choix a deux pas ; le premier concerne le choix du niveau et le second, celui de I’élément (qui est
une partie de cardinal k£ de O) dans ce niveau.



N3 1ls aglt ici d’un modele aléatoire a trois pas :
- Le premier consiste a associer a 0 un ensemble aléatoire O* dont on spécifie seulement la
loi de 1a variable aléatoire g = card(O ) qui est de Poisson de parametre n :

Pr{v=I} = "’ re Q)

- Sachant O™ = O, de cardinal ly, le deuxiéme pas consiste dans le choix aléatoire d’un
niveau associé 3 & dans ’ensemble des parties de Oy. Ce choix se fait selon le modéle
binomial

Pr{K=k}=(’,g)u" (1 - ik 3):

ol, rappelons-le, p =m/n et ou k=1,2,...,],.

- Sachant O* = 0, de cardinal I, et K = k, le choix aléatoire de X se fait uniformément
au hasard sur le niveau k du treillis des parties de O,,.

(ii) Valuation aléatoire
Nous allons a présent mettre en évidence les correspondants des modéles N,, N, et N; dans le
cas ou la donnée est une valuation :
xp={x;/iel}, @)
ou, rappelons-le encore une fois, I={1,2,...,i,...,n} indexe ’ensemble O des objets.

N,: Pour ce modele, 1’élément aléatoire de base sera une permutation ¢ sur / ; c’est-a-dire,
une autobijection sur /. ¢ est un élément pris dans 1’ensemble G,, muni d’une probabilité
uniformément répartie, de toutes les permutations sur /. Il y a n! permutations
[n! = card(Gp)].

L’image :
o () =[c(1), (2),..., 6(1),....0 (n)] &)
est également appelée “permutation” de /.
A la suite (xy,X5,...,X;,...X,,) des valeurs observées, ¢ associe la suite aléatoire :

Xs() = [x 6 (1)X 6(2)re++X 0 (i)s--X c(n)] 6)

N,: Pour ce modéle, a la suite (1,2,...,i,...,n) des étiquettes, on associe une suite aléatoire
de n étiquettes que nous noterons comme Suit :

L ¥ .
I% = (i),ig seeesif yeees in) )
oulesi z , 1 £j < n, sont mutuellement indépendants et ol pour chaque j, 1 <j<n,ona:

Prij=k="1, ®)
pour tout k = 1,2,...,n

L’objet aléatoire (7) permet d’associer & la suite des valeurs observées
(X1X95---5Xj5--sX,), 12 suite aléatoire :

xl. = (x‘-;,x‘-z'...,x,'j‘,---,xi,,') (9)
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N;: Pour ce modele, on commence par associer a n, un entier aléatoire v dont la loi est de
Poisson de parametre n [cf.(2) ci-dessus].

Pour v =1 fixé, on considére un vecteur aléatoire aux composantes mutuellement
indépendantes :

Iy = (i3s3 sl seeerd]) (10)

qu’on peut supposer déterminé aprés [ tirages aléatoires indépendants ; ou, pour tout
j=12,...,1;

Pri; =i)=1, (1)
quel que soit i = 1,2,...,n.

Le troisiéme pas du modele est semblable a celui N, ci-dessus. Plus précisément, pour /

*
fixé, a la suite / ! des étiquettes aléatoires, on associe la suite
xlz‘ = (x,-;,x,-;...,x,-;,...,x,-_-) (12)

de / variables aléatoires indépendantes et de méme loi définie par la distribution empirique
{x;/ie I}.

Finalement, & la suite (x;,Xy,...,X;,...,X,) des valeurs observées se trouve associée la
suite
Xpp = (60Xig s X5 sX i) (13)

doublement aléatoire en raison de 1’aléa sur et de celui (11) ci-dessus.

Revenons 2 (i) ci-dessus. On peut montrer, qu’en représentant le sous-ensemble & de O
par une valuation, au moyen d’un vecteur (formé de zéros et de uns) indicateur de & dans O, on
peut retrouver, a partir de N,, N, et N; de (ii), N;, N, et N5 de (i). Mais il importe de
distinguer clairement (i) de (ii) ; faute de quoi, tous les phénomenes combinatoires inhérents a
(i), seront marqués dans (ii).

Le modele aléatoire de choix correspondant & N, rappelle la technique de rééchantillonnage
du “Bootstrap” [Efron 1986]. Cependant nous y parvenons de fagon tout a fait indépendante a
partir de [Lerman, Gras & Rostam 1981, Lerman 1981p], dans une vision, un contexte et un
objectif fondamentalement différents.

2.2. Coefficients d’association

Nous allons considérer les coefficients d’association Q(a,B) qu’on obtient dans le cadre du
schéma de la figure 1 du paragraphe 1 [cf. (5) § 1]. Nous supposons que a* et B* sont produits
selon le méme type N; de modele aléatoire (i = 1,2 ou 3). H; désignera I’hypothése d’absence
de liaison (on dit encore d’indépendance) correspondante au modele aléatoire de choix
N;j (=1, 2 ou 3).

(i) Cas discret
Les deux attributs a et b a associer sont ici de “présence-absence” (on dit encore booléens). La

représentation de 1’attribut a (resp. b) est le sous-ensemble O(a) [resp. O(b)] des objets ou
a (resp. b) est présent.
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Désignons ici par n(a) [resp. n(b)] le cardinal de I’ensemble O(a)[resp. O(b)] et par
p(a) = n(a)/n [resp. p(b) = n(b)/n] la proportion des objets ou 1’attribut a (resp. b) est
présent. Introduisons de plus I’attribut a (resp. b) opposé a a (resp. b). O(a) [resp.O(b)] est
le sous-ensemble des objets complémentaire de O(a) [resp. O(b)] dans I’ensemble O. Nous
noterons n(a) [resp. n(b)] le cardinal de O (a) [resp. O(b)] et par p(a) = n(ayn
[resp.p(b) = n(b)/n] la proportion des objets ou I’attribut a (resp. b) est absent.

L’indice brut se met ici sous la forme :
s = s(o,B) = card[O(a) N O(b)] (14)
et, par conséquent, celui aléatoire, sous la forme :
S = s(o*,B*) = card[X N Y] (15)

ou (X,Y) est un couple de parties aléatoires indépendantes, associé au couple [O(a),0(b)]
dans I’hypothése d’absence de liaison H; (i = 1,2,3) (¢f. ci-dessus).

Nous avons établi [Lerman, Gras et Rostam 1981, Lerman 1981] que la loi de probabilité de
S est hypergéométrique, binomiale ou de Poisson, selon que i =1,2 ou 3. Désignons par

E; [s(a*,B%)] = Els(o*,B+) / H] (16)
et
var; [s(o+,B*)] = var[s(a+,p*) / H] , (17)
On a, quel que soit i,
E;i [st@ * p ) X210 _ paypie), a8)

mais, var {s(o*, B*)] dépend de i :

var, [s(@ * B *) @)L r@n(®) n(®)

n%(n-1)
D P(a) p@p®) p®) , (19)
var (s (o*,p*) = n p(a) p(b) [1 - p(a) pb)] , (20)
et
vars (s (o*,*) = n p(a) p(b), (21)

En confondant (n-1) et n, I’indice “centré et réduit” (statistiquement) se met dans chacun
des cas sous la forme

Qiab)=Yn riab), i=1,20u3 (22)
ou
p(a A b) - p(a)p(b)

ri(a,b) = — —
~p(a) p@)p(b) p(b)

(23)

_p(aAb) p@nb)-pb Abp(anb)
Vp(@) p(@p(®) p(b)
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avec des notations que I’on comprend ; c’est-a-dire, oll e = ¢ A d est Iattribut booléen résultant
de la conjonction des deux attributs booléens c et d.

Le coefficient r,(a,b) n’est autre que celui de K. Pearson. On a d’autre part,
pa A b) - p(a) p(b)
ra(a,b) = (24)
T V@ p® 11 - p@ pO)

et
ry(a.b) _pa /V\pb()T)Z_E:_;_ pb) 25)
On peut aisément établir que
p(a A b) - p(a) p(b) < Vp(a) p(@) p(b) pb) ; (26)
D’autre part, on a
p(@) p@) p(b) p(b) < p(a) p(b) [1 - p(a) p(b)] < p(a) p(b) (27)
de sorte que

Irl(a,b) 12 lr2(a,b) > |r3(a,b) I (28)
toutes les inégalités ci-dessus étant en général strictes.

On peut remarquer en passant que si

p(a) <p(a) et p(b) <p(b)
alors : _
rl((_l b ) = rl(a:b) (29)
mais
r@,b) <ry(a.b) (30)

Ainsi, toutes choses logiquement égales par ailleurs, 3 quantifie davantage la ressemblance
entre attributs rares. Cette propriété traduit notre perception intuitive de la ressemblance. Elle se
trouve en accord avec 1’optique de la théorie de 1’information.

(ii) Cas valué
Les deux attributs v et w & associer sont ici “quantitatifs” ou “numériques”. Conformément a

ci-dessus, nous désignons par (x;y,) le couple de valuations sur I’ensemble O des objets,
défini par le couple de variables :

xi={x;/el} et yliel}, (31
ou I={1,2,...,i,...,n} indexe O.

Désignons par i et 0,2 (resp.p, et 0,2 la moyenne et la variance de la distribution des
valeurs x (resp. y;). Soient a présent

’ (32)

et

* * *
Yy =YY e



les deux valuations aléatoires obtenues dans le cadre de I’hypothé&se d’absence de liaison
H;(i=1,2 ou 3).

Si I’indice brut se met sous la forme :

§ =<x,y,>= 2 xy;; (33)
1<i<n
celui, aléatoire, s’écrit :
S =<xj,y;>= Z x;y; ; (34)
1gj<sv

On pourra aisément préciser sa forme dans le cadre de chacun des modeles aléatoires
NN, et N3 [cf. (ii), § 2.1], respectivement sous-jacents & Hy, H, et Hj.

Ainsi, sous I’hypothése H,, v =net S s’écrit :

(0.0 = 2 XoyXx (35)
1<i<n
ou © et T sont deux permutations aléatoires indépendantes sur /, conformes au modele N;. En
vérité, la distribution de S est la méme que celle, de I’'une ou de I’autre des deux variables
aléatoires duales :

sUa®) = Y Xy et S(Old) = Y, Xou¥i (36)

L’étude de la tendance asymptotique d’une telle distribution fait 1’objet d’un célébre théoréme
de la statistique non paramétrique [Wald & Wolfowitz 1944], [Noether 1949] et [Hajek 1961].
C’est, sous des conditions trés générales que cette tendance asymptotique est normale.
L’espérance mathématique et la variance exactes de la distribution commune de s(0,7),s(/,,, T)
et s(o,1,) sont :

ES)=np 1, 37)
et
g2 2.2
varl(S) ——”—n 5 0,0 (38)

ou on a noté S la variable aléatoire commune.

L’indice brut s, centré et réduit se met sous la forme [cf. (5) § 1] :

s - E(S)
Y var,(S)

ou ry(v,w) n’est autre que le coefficient de corrélation de Bravais-Pearson.

O1(v,w) = =Yn-1 ri(v,w) (39)

Revenons a (i) ci-dessus, si on code le sous-ensemble O(a) [resp.O(b)] au moyen d’une
valuation v (resp. w) qui correspond a sa fonction indicatrice dans O, il est clair qu’on
retrouve ry(a,b) [cf. (23)] a travers r;(v,w). On remarquera toutefois que lorsque la
permutation © (resp. T) décrit I’ensemble G,, des n! permutations sur I = {1,2,...,i,...,n},
une méme partie X (resp. Y) associée a O(a) [resp. O(b)] est décrite [n(a)!]x[n(a)!]
(resp. [n(b)!] x [n(b)!]) fois.
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Considérons a présent I’hypothése H, d’absence de liaison. On a toujours v = n et ;
conformément a (ii) du paragraphe 2.1, I’indice aléatoire S se met sous la forme

SU*T*) = <Xy >= D, X030 (40)
1<j<n
* * * * * % * * . , .
ou I*= (il,i2,...,i]. seensly ) €L I'*= (i'l,i'z,...,i'.,...,i'n) sont deux suites aléatoires
indépendantes obtenues conformément au modele N,[cf.(ii) § 2.1].

En utilisant le théoréme central limite, on peut montrer que sous des conditions trés
générales, la tendance asymptotique de la loi de S est la loi normale. La moyenne et la variance
exactes de S sont, respectivement,

ES)=np u, (41)
et '
vary(S) = n(oi ci + ”3 Gi +u§, Gi) (42)

On pourra noter avec intérét que E(S) et var(S) se réduisent respectivement a
n p(a)p(b) et a n p(a)p(b) [1-p(a)p(b)] [cf. (18) et (20) de (i) ci-dessus], dans le cas
ou les valuations v et w correspondent respectivement aux fonctions indicatrices de O(a) et de
O(b). Ici encore, on pourra comparer les cardinalités respectives de 1’espace de 1’échantillon
dans les cas (i) et (ii). Il s’agit de 2" pour le choix de la partie aléatoire X (resp. Y) associée
a O(a) [resp. O(b)] ; mais il s’agit de n” pour le choix de x« (resp. y#).

Il reste a considérer I’hypothése d’absence de liaison H3, ou v devient une variable
aléatoire enti¢re de Poisson de parametre n [cf. (2), (i), § 2.1]. Dans ces conditions, 1’indice
brut aléatoire S se met sous la forme

SUVIYY= Y, Xty 43)

1gj<v

Ici encore, on pourra établir aisément que la loi de probabilité de S tend -dans des conditions
tres générales- vers la loi normale. D’autre part, un calcul simple montre que 1’espérance
mathématique et la variance de S se mettent respectivement sous la forme :

E(S)=n jix pty (a4)
et

vars(S) = n(0% + 13) (05 + 1j) (45)

On peut alors constater que E(S) et var(S) se réduisent respectivement tous les deux a
n p(a)p(b) [cf. (18) et (21) de (i) ci-dessus], dans le cas ou les valuations v et w
correspondent respectivement aux fonctions indicatrices de O(a) et de O(b).

Considérons a présent les indices statistiques Q,(v,w) et Q3(v,w), résultant du centrage
et de la réduction de I’indice brut s, respectivement par rapport aux hypotheéses H, et H(cf.
(5) § 1]. On obtient les formes suivantes :

Q2(v,w) =1 rp(v,w) (46)
et
Q3(v,w) =V r3(v,w) (47)
p(v,w) - Hx Hly
Vool + 22 + pdol

ra(v,w) = (48)



et
4 (V,W) - Hx “'y

r3(v,w) =
V(02 +12) (62 +p2)

(49)

ol p(v,w) représente le rapport s/n ; en d’autres termes, le numérateur commun de
ro(v,w) et de r3(v,w) représente la covariance entre les deux variables numériques v et w.

Comme rj(a,b),ry(a,b) et r3(a,b) [cf. (23), (24) et (25)], ri(v,w), ro(v,w) et
r3(v,w) [cf.(39),(48) et (49)] sont des coefficients “purs” qui ont le sens d’une corrélation.
Plus précisément et d’autre part, par rapport a ’optique considérée dans 1’introduction, d’un
échantillon aléatoire O de taille croissante, d’une population de taille infinie ®, r;(a,b),
ro(a,b) et r3(a,b) [resp. ri(v,w), ry(v,w) et r3(v,w)] tendent vers leurs valeurs
théoriques, pi(a,b), py(a,b) et p5(a,b) [resp. p;(v,w), pa(v,w) et p3(v,w)] calculées
au niveau de ®.

3. COMPARAISON DE DEUX VARIABLES RELATIONNELLES BINAIRES.
3.1. Structure aléatoire

Faisant suite a I’introduction générale, une variable relationnelle binaire sur I’ensemble O des
objets élémentaires, se trouve représentée par une partie structurée ou une valuation plus ou
moins spécifique de O x O. En continuant a désigner par I ={1,2,...,i,...,n} ’ensemble
d'indexation de O, on peut exprimer tout de suite que la structure aléatoire binaire sur O, va
éwre le reflet de celle définie a partir de /, au moyen des modeles Ny, N, ou N [cf. (ii), §2.1
ci-dessus].

Nous allons toutefois et plus précisément, directement définir la structure aléatoire binaire, en
distinguant comme ci-dessus, le cas discret du cas valué.

(i) Partition aléatoire
Sans restreindre la généralité, nous supposerons que la partition donnée sur O est en classes
étiquetées :

1|:={0j/15js k} 1)

Nous désignons par #(m)=(ny,n,,...,n;,...,n;) le type de la partition & ; c’est-a-dire, la
suite des cardinaux de ses classes :
nj= card(Oj), )
pour tout j = 1,2,....k.

*
N, : le modele aléatoire N, consiste & associer a ®, une partition aléatoire m, dans
I’ensemble P(n;f) des partitions en classes étiquetées de type ¢ = #(r) ; on a

card [P(n ;)] =;'——£—'!_n_' 3)
Lonln,

Nous avons envisagé dans [Lerman 1981] I’extension des modéles aléatoires N, et N4
pour le choix d’une partition aléatoire associée a x. F. Daudé [Daudé 1990] a précisé une telle
extension au niveau de la construction d’une table de contingence aléatoire, croisant deux
variables qualitatives. Notre expression ci-dessous sera assez différente ; en effet, elle s’ajustera
a ’expression ensembliste qui précede et concernera de fagon séparée et indépendante chacun
des deux cotés du tableau de contingence.
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N, : On commence par considérer la suite des proportions {p;/1 <j <k}, ou p;=nj/n.
On considére ensuite les probabilités multinomiales de la forme :

n ! my . m2 mj mg 4
PUEPYEX . X P X X Pt (4)
milma!...myl.. .my! 1 72 J

Cette probabilité qu’on pourra noter P(mj,my,...,mj,....m;) est celle que la partition
aléatoire . .
T, = (0;/15 ) <k) )

associée a ®, soit de type (ml,mz,...,mj,...,mk) ; c’est-a-dire, que
(¥j = 1,..0) , card(0;) = m; ©6)

Maintenant, étant donnée la suite (m,m,,....m jpeeesl ) la partie 0: est un élément
aléatoirg pris uniformément au hasard dans ’ensemble des parties, de méme cardinal m;, de O.
Pour 0l = 01 , 02 est un élément aléatoire dans 1’ensemble, muni d’une probabilité uniforme,
des parties, de méme cardinal m,, de I’ensemble (O - O,). Plus généralement, pour

01=07,0,=03,..,0;,=0};

0’.' est un élément aléatoire dans 1’ensemble, muni d’une probabilité uniforme, des parties, de
méme cardinal mj, de I’ensemble

o-[ ¥ 02 , 1<k (somme ensembliste)
1<hsj-1

N, : Le premier pas de ce modele aléatoire a trois pas a déja été€ exprimé en (i) du
paragraphe 2.1.

- Sachant O*=0, de cardinal [, les deux pas suivants du modele sont ceux de N,, avec,
au lieu de n, on a [, ; les valeurs des pj=n;/n, 1 < j < k, restant les mémes.

(ii) Valuation aléatoire

Introduisons ici 1’ensemble
M ={Gj)/1<i#j<n) )

des couples d’indices & composantes distinctes. Une valuation binaire qui correspond a un
graphe orienté valué sur I’ensemble O des objets, se présentera pour nous soit sous la forme
d’une pondération x sur /1% ;

. 2
[iane 1), ®)
soit sous la forme d’une pondération x sur 2=1 x I :
[x,/iper x1), ©)

mais, dans ce dernier cas, on supposera que la valeur de x sur la diagonale {(i,i)/i € I} est
constante (x; = c, pour tout i =1,2,...,n). L’indice final [cf. (§) § 1] est invariant quelle que
soit la valeur finie de la constante. Néanmoins, il faut étre cohérent ; et, dans la situation qui
nous concernera ici de la comparaison de deux valuations symétriques ou antisymétriques [cf.
(6) et (7), §11, nous poserons :



(V ie I)x;=1, dans le cas symétrique
(resp. x; = 0 dans le cas antisymétrique).

On peut dés lors signaler que la forme (8) est plus adaptée dans I’introduction de I’hypothése
d’absence de liaison a caractére permutationnel N; ; alors que (9) rend plus souple
I’introduction des hypothéses d’absence de liaison N, et N.

Comme nous 1’avons mentionné ci-dessus, Ny, N, et N3 qui s’expriment au niveau de /,
ont déja été spécifiés ci-dessus [cf. (ii) § 2.1].

La valuation aléatoire associée a (8) dans le cadre de N, s’exprime comme suit :

(oo G € 12} (10)
oll ¢ est une permutation aléatoire sur / qui a déja été spécifiée en (ii) du paragraphe 2.1.
La valuation aléatoire associée a (9) dans le cadre de N, prend la forme suivante :

(x;*is/ 1< jk < n) (11)

ou I* = (i; /1 £j < n) est une suite de n indices aléatoires indépendants déja définie ci-
dessus [cf. (7) de (i), § 2.1].

La valuation aléatoire associée a (9) dans le cadre du modéle N5 s’écrit comme suit :

{(xir i/ 1S4k <) (12)
ou la suite aléatoire I*, =(i* j/ 1 <j < v) est précisée dans (ii) du paragraphe 2.1.

En représentant la partition ®© au moyen d’une application f, faisant correspondre a chaque
objet, I’étiquette de la classe a laquelle il appartient, on retrouve les trois modeles aléatoires N;,
N, et N; du cadre (i) ci-dessus, a partir de celui (ii) ou on se trouve.

3.2. Indice brut aléatoire et suite 4 donner

Nous allons considérer le cas de la comparaison d’un couple de valuations sur 1(2] (resp.IxI) de
la forme (8) [resp.(9)]. Nous désignerons ce couple de valuations comme suit :

X ={x;j/Gj) e J) (13)
et

Y={y;/ (ij) € K} (14)
ot K désigne I[2] ou bien I x I. D’ailleurs, comme nous 1’avons déja mentionné, nous
pourrons étendre de fagon cohérente une valuation sur /121, A une valuation sur I x I, en
posant la valeur d’une constante sur la diagonale de I x 1.

Conformément au schéma de la figure 1 du paragraphe 1, I’indice d’association brut entre X
et Y se met sous la forme

<XY¥>=Y {xjyi/ G e K). (15)
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Pour I’hypothése d’absence de liaison H;, nous considérons K = I12] ; de sorte que
I’indice brut aléatoire S; prend la forme suivante :

56,0 = <X}.Y] > = 3 {xeyo() Yoy () € 1P} (16)

oll, précisons-le, ¢ et T sont deux permutations aléatoires indépendantes prises dans
’ensemble G,,, muni d’une probabilité uniforme, des ! permutations sur /.

La distribution de <X;,Y> est identique 2 celle commune des deux variables aléatoires
duales <X |,Y > et <X,Y > (voir par exemple [Lerman 1981y, chap.2].

Pour H,, nous considérons K=I x I ; de sorte que I’indice brut aléatoire S, s’exprime

comme suit :
SU* 1% =<X3,Y3 > =D (x; i yizis/ 1S5,k <n) (A7)

by ik

N

* RS o % ok
ou 1 =109,k seenin

¥

* LT . 1]
et I =100, e 0i's

sont deux suites aléatoires indépendantes, conformément au modele N, [cf.(ii),§ 2.1].
Pour H3, nous considérons K =1 x I; de sorte que I’indice brut aléatoire S3 s’écrit :
SUAVIY) =<X"3,Y 3> =3 (X i/ 14,k <v) (18)
ol les deux suites aléatoires :
* .* . * . * . *
IV = (zl,zz,...,zj ,...,1v)

I'* (.'#.'* .k .
v i 1,l 2,...,1 j,...,l

et

sont conditionnés par le méme entier aléatoire . Pour v=1,1 ;' et] ’; sont deux suites aléatoires
indépendantes, conformément au modele N5 [cf.(ii), § 2.1].

Revenons a ’indice aléatoire S; qui seul, nous concernera ici dans la suite. Il est a notre
connaissance apparu pour la premiere fois dans une étude trés spécifique de H.E. Daniels
[Daniels 1944] concernant 1’association entre les coefficients pg de Spearman et T de M.G.
Kendall. G. Lecalvé [Lecalvé 1976] s’en inspira pour proposer une extension de nos
coefficients d’association entre variables qualitatives. Nous avons repris cette étude de fagon
plus précisément combinatoire [Lerman 1977, 1981], ce qui nous a conduit & une expression
formelle claire des moments de la distribution de S, Nous ignorions alors la contribution de N.
Mantel [Mantel 1967] qui - dans une optique de régression - considére 1a méme statistique S1 et
en donne les deux premiers moments E(S;) et var(S;). Cependant, la nature formelle de notre
expression de var(S;) est assez différente de celle de N. Mantel. Nous ignorions également
I’intérét de L. Hubert - qui était au courant du travail de N. Mantel - pour la statistique S;
L. Hubert considere cette derni¢re dans une optique de test d’hypothése pour I’épreuve de la
conformité entre deux matrices de proximité [Hubert 1983, 1987].



Comme nous I’avons déja exprimé dans I’introduction générale, notre optique concerne la
mise en évidence d’un coefficient d’association entre deux variables relationnelles valuées, a
partir de

s -E (S1)
X.Y) = ——=, 19
Q Yvar (S7)

ou s =<X,Y> [cf.(15)] et ol E et var désignent respectivement 1’espérance mathématique et
la variance [cf.(5) §1].

Nous avons pu nous rendre compte que dans le cas de la comparaison de deux relations
unaires, le coefficient @(X,Y) peut s’écrire sous la forme :

QX.Y) =vn rX.Y), (20)

ou r(X,Y) est un coefficient indépendant d’un effet de taille, qui a le sens d’un indice de
corrélation. Sous des conditions trés générales r(X,Y) tend vers sa valeur
théoriquep(X,Y) calculée au niveau d’une population infinie P, lorsque I’ensemble O des
objets est un échantillon aléatoire de taille croissante.

La premi¢re question fondamentale est de savoir s’il en est de méme pour la comparaison de
deux variables relationnelles binaires. Dans ce demnier cas, il y a lieu de dégager I’expression
formelle de r(X,Y) et étudier son comportement. A cette fin, nous mettrons en évidence une
décomposition de var(S,), en éléments positifs, chacun d’un ordre fixé par rapport a n. Il
s’agira ensuite de “voir” cette expression limite dans différents cas de figure, relevant notamment
de la comparaison de variables qualitatives.

r(X,Y) a ainsi le sens d’un coefficient de corrélation ; c’est-a-dire, en d’autres termes, de
mesure de la concomitance des deux relations X et Y. On peut d’autre part remarquer que dans
le cas unaire et quelle que soit I’hypothé¢se d’absence de liaison H; (i=1,2 ou 3), le coefficient

VOi(X X) x Q(Y,Y)

n’est autre que celui de K. Pearson dans le cas discret (booléen) et celui de Bravais-Pearson
dans le cas valué (numérique). Dans ces conditions et en tenant compte de ce que la réponse a la
question posée est positive, on peut considérer les deux types de coefficients r(X,Y) et
r'(X,Y) dans le cas binaire et méme dans le cas g-aire, ou g est un entier fixé quelconque.

Comme nous I’avons mentionné dans I’introduction générale, nous allons étudier le cas ou
les deux valuations X et Y sont toutes les deux, soit symétriques, soit antisymétriques [cf. (6)
et (7), § 1]. Nous considérerons ensuite I’application des résultats obtenus a deux cas qualitatifs
importants et de base ; celui nominal et celui, totalement ordinal. Pour ce dernier, on envisagera
également une représentation qui ne correspond pas a un codage antisymétrique tel que celui (7)
du paragraphe 1. On cherchera d’autre part, & présenter une extension relativement a une
situation originale de comparaison de deux relations g-aires. Pour conclure, nous ferons état de
travaux trés récents menés dans le cadre de théses qui poursuivent et développent le présent
travail.

Considérons ici I’indice brut centré [s-E(S;)], numérateur de Q(X,Y) [cf(19)]. On a

E(S)) = nl2 py py, 22)
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ol nl2l =n(n-1) et o Py (resp. Hy) représente la moyenne de la valuation X (resp. Y) sur
1121, Plus précisément, on a

(1]
(2]
(3]

(4]
(5]
(6]
[7]
(8]
(9]
(10]
[11]

[12]
[13]
[14]
[15]

(16]
(17]

(18]
[19]

pr=—Lo 3 {xy G e 1)
n

(resp.uy =123 byt Gy € 121) 23)
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