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Math. Inf. Sci. hum., (30e année, n° 117, 1992, p.29-47)

COALESCENCE FLOUE FONDEE SUR DES
R-REGROUPEMENTS MAXIMAUX

Abdelwaheb REBAI!

RESUME - Les concepts d'éléments R-ressemblants @ un prototype X et de R-regroupement d'objets
introduits dans cet article, sont basés sur la notion de relation de S-comparaison R définie au moyen d’un indice
scalaire de similarité défini entre sous-ensembles flous. Cette relation tient compte du fait que la similarité et la
non-dissimilarité des sous-ensembles flous ne sont pas en général des synonymes. Une technique de coalescence
floue basée sur des R-regroupements maximaux est également introduite.

SUMMARY - Fuzzy clustering based on maximal R-bunches
The concepts of R-likes of a prototype X and R-bunch of objects introduced in this paper are based on the
notion of a so-called S-comparison relation R whose definition is based on the distinction between fuzzy sets
similarity and nondissimilarity. In this paper, the author introduces the basic concepts together with a fuzzy
clustering technique based on maximal R-bunches.

1. INTRODUCTION

Pour analyser un phénomene d'une maniere classificatoire, nous recourons a un regroupement
des différentes entités de base qui contribuent a I'étude de ce phénomene dans des classes
significatives et moins hétérogeénes. Or, quand il s'agit de regrouper des objets donnés dans des
classes appropriées de similarité, nous nous trouvons, inévitablement, amené a adopter 1'une des
trois attitudes possibles, suivantes :

1 - une attitude classique qui consiste a affecter chaque objet & une classe et une seule, les
agglomérats ou «clusters» formé€s sont, alors, disjoints et I'agglomération ou coalescence est dite
classique ou conventionnelle ;

2 - une attitude qui tolére 'appartenance des objets a plus d'une classe, les agglomérats formés
sont, alors, empiétants ; et

3 - une attitude qui tolere l'appartenance des objets a plusieurs classes possibles, tout en
spécifiant leurs degrés d'appartenance a chaque classe, les agglomérats formés sont, alors, flous
et la coalescence est dite floue.

Dans le présent article, nous introduisons une méthode de coalescence (cf. figure 1) qui tient
compte des différentes considérations suivantes :
1 -la similarité et la non-dissimilarité des sous-ensembles flous ne sont pas tout a fait des
synonymes (cf. [3]) ; 'homogénéité des agglomérats a former va donc dépendre de deux seuils
donnés a l'avance, un seuil pour la similarité et un seuil pour la non-dissimilarité ;
2 -cette méthode va permettre de construire des agglomérats non nécessairement disjoints et
d'induire des agglomérats flous ;

1Département des Méthodes Quantitatives, faculté des Sciences Economiques et de Gestion, B.P. n°® 69 Sfax 3028
Tunisie.
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3 - le nombre d'agglomérats a former n'est pas fixé a 1'avance, mais au contraire il est déterminé
par la méthode utilisée.

2. PRETRAITEMENT DES DONNEES

Dans toute la suite, Q va désigner une partie finie d'un univers donné d'objets,
D = {d,, dj,...,d;} sera un ensemble de k descripteurs classifiants, et I va indiquer
l'intervalle unité [0,1].

Des(X) = (d;(X), dy(X),...,dg(X) ), ott d,(X) désigne le score de l'objet X pour le
descripteur d,, va étre la description de l'objet X, i.e., un vecteur de données cardinales
relatives a X.

X = (1 (d1(X))/d 1 (X),Ha(dp())/dg(X),.... 1 (e XK))/dg (X)), ol p(dp(X)) est e
degré de rapprochement de d,.(X) du score le plus désiré du descripteur d, pour r =1,
2,...,k, va étre le profil flou de X. Le degré de rapprochement p,(d, (X)) peut €tre déterminé
en utilisant, par exemple, l'une des fonctions standardisantes suivantes proposées par Zeleny [7].

*

d X) d i
H, (dr X)) =--L e L (dr X)) = 3 ’X (échelle rapport),
d LX)
.
d ) -d & -d @ ,
H, (dr X)) = —’—**——*’—, T (dr(X ) = ’—**—’—*— (échelle intervalle),
dr - dr dr - dr

-1

(e  d&
ur(dr(X))= 5 T"'m

sk *
ou dr (resp. dr ) est le maximum (resp. le minimum) des scores atteints par le descripteur d, ;
et df une valeur idéale de Coombs pour d,.

Exemple. Supposons que les scores de trois objets X, Y et Z par rapport a trois descripteurs
d;, d, et d; sont donnés par la matrice 1. Le niveau le plus désiré pour d; est le maximum 20,
pour d, le minimum 5 et pour d; une valeur idéale de Coombs €égale a 10. La matrice 2 donne
alors les profils flous de ces trois objets.

d;y dy dj 20 5 10
X[ 20 10 5 X 1 5 8
Y| 10 5% 20 } Y 5 1 .44 ]
ZL 5 20 10* ZL 25 25 1
Matrice 1 : Description des objets Matrice 2 : Profils flous des objets

3. S-COMPARAISON D'OBJETS

Indice scalaire de similarité entre sous-ensembles flous
Rappelons maintenant la définition d'un indice scalaire de similarité entre sous-ensembles flous
telle qu'elle est présentée dans [3].
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DEFINITION Soit A un ensemble donné et ® (A) l'ensemble des parties floues deA. Un
indice scalaire de similarité entre deux sous-ensembles flous X et Y définis sur A est une
application S* : P(A) x P(A) > 1, vérifiant :

i) S*(X.Y) = 1 si et seulement siXAY =0 ;

ii) Si X et Y ont des supports disjoints alors S*(X,Y)=0;

i) S*(X.Y) = $*(X.X),

iv) $*(X,Y) dépend d'une évaluation scalaire deX AY ou d'une évaluation scalaire de
XUVYeeXUY.

Dans la définition précédente, A désigne une différence symétrique et X désigne le
complémentaire flou de X. Un évaluateur scalaire de sous-ensembles flous est une mesure floue
dans le sens de Sugeno [5], i.e., une application g : ®(-A) > I vérifiant :

) g@d)=0;
ii) g(rAA)=1;et
iii) Si A< B, alors g(4) < g(8).

A présent, il nous est possible de définir un indice scalaire S de similarité entre objets en
utilisant un indice scalaire S* de similarité entre leurs profils flous, en posant
S(X,Y) =S*(X,Y). La valeur de S(X,Y) va dépendre de la facon de construire les
profils flous X et Y ainsi que de l'indice scalaire S* de similarité choisi entre sous-ensembles
flous. Nous aurons, en particulier :

SXX)=1,et
ii) SX,Y) = S(Y,X).

Relations de S-comparaison d'objets

A partir de I'indice scalaire S de similarité, il est possible de construire, entre autres, un indice S
dit de non-dissimilarité entre X etY, en posant : § (X,Y) = S * XY ) et il convient de
S1gna1cr que S(X,Y) = S *(X,Y) ne fournissent pas, en général, la méme information, ce
qui rend leur usage simultané plus significatif pour toute coalescence d'objets. Si nous nous
donnons un seuillage o = (0;,0,) pris dans I x I, nous pouvons définir une relation binaire Y.,
qui véhicule et synthétise une certaine information sur la satisfaction des seuils a; et o,
respectivement par la similarité et la non-dissimilarité des objets X et Y de la fagon suivante :

S (X,Y) = :1 SN 20, et SXN2a,
0 sinon

La relation Y, que nous venons de définir sera appelée relation de S-comparaison construite

R . o g . S . . 1 2
a partir de l'indice scalaire S de similarité, «plus fine» que les deux relations 3, o ©t Ea

. . 1 2
définies par : ’

1 51S(XY)>0£ et z (XY)— 1 s1S(XY)>oc
0 sinon 0 sinon

S, X.D) =

. 1 2 A ~ .
Remarquons que les relations 2, o, et Z% peuvent &tre obtenues a partir de Y, en posant

respectivement o = (aq, 0) et o = (0, ay).

Nous pouvons également définir une relation 8 de la fagon suivante :

0, (X.Y) = 1siSX20 e SXY)2a,

. 1
0 sinon
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La relation 6, que nous venons de définir sera dite relation de S-comparaison « moins

. . 1 2
fine» que les relations ¥ et Za,‘
1

L'introduction d'un seuillage o et de deux types de relations de S-comparaison «plus fine»
et «moins fine» va permettre d'enrichir l'analyse. En effet 'usager peut essayer plusieurs
seuillages et voir ce que peut donner une coalescence basée sur une S-comparaison «plus fine»
ou «moins fine». Une telle analyse n'est certainement pas possible en recourant a une méthode
de coalescence fondée sur un indice unique et surtout ne nécessitant pas 1'usage d'un seuillage.

4. R-REGROUPEMENTS DE Q

Dans toute la suite R va étre une relation de S-comparaison et R(£2) la matrice de ressemblance
des éléments de 2 qui lui est associée.

DEFINITION. Soit M, = [m,-j] une n x m-matrice, alors I, sera dite une {0,1}-matrice si
et seulement si mjj = 1 0ou 0 pour tout (i,j) € {1, 2,...,n} x {1, 2,....m}.

DEFINITION. Etant donnée une {0,1}-matrice W, , alors la ligne i et la colonne j de M,
seront dites incidentes si et seulement si  mjj = 1. En particulier, une ligne i incidente avec
toutes les colonnes de M, sera dite une ligne compléte

Remarque. R(Q2) est une {0,1}-matrice carrée, symétrique dont toute ligne i est incidente avec
la colonne i correspondante.

DEFINITION. Nous appelons L-matrice toute {0,1}-matrice carrée, symétrique qui
posséde au moins une ligne compléte et dont toute ligne est incidente avec la colonne
correspondante.

DEFINITION. Soit M, une {0,1}-matrice et M,' une sous-matrice extraite de M, , alors M,
sera dite compléte si et seulement si toutes ses lignes sont complétes.

DEFINITION. Soit M, une {0,1}-matrice et M,' une sous-matrice extraite de M, , alors M,
sera dite premiére si et seulement si T\,' est compléte et maximale.

DEFINITION. SoitX € Q, on définit l'ensemble L(X) des R -ressemblants de X dans
QparLX)={Ye Q/RX,)Y) =1}.

Remarque. R(L(X)) est soit une matrice compléte, soit une L-matrice
DEFINITION. On définit I'ensemble des objets R-isolés de Q par :
ISOL(Q)={Xe Q/ LX) =X}.

Un objet X appartient donc a ISOL(Q2) si et seulement si I'ensemble de ses R-ressemblants
dans Q est trivial (i.e. un singleton).

DEFINITION. Soit M, la {0,1}-matrice associée @ une S-comparaison R donnant lieu au
moins @ un élément non isolé et G(M, ) l'ensemble des sous-matrices carrées, complétes,
extraites de M, , alors nous désignerons par M ,,(M\,) lI'ensemble des éléments de T(M,)
possédant le plus grand nombre possible de lignes et de colonnes.
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DEFINITION. Nous appelons R-regroupement d'objets de Q toute partie B de Q telle que
la matrice R(B) soit compléte.

DEFINITION. Un R-regroupement B sera dit maximal dans Q si la matrice R(B)est une
sous-matrice premiére de R(2).

DEFINITION. Nous appelons P.G.R (plus grand R-regroupement) de Q tout R-
regroupement B dont la matrice R(B) appartient a M, (R(Q)).

PROPOSITION 1. Tout P.G.R. de L(X) est maximal dans 2.

Preuve. Montrons que si B est un P.G.R de L(X) alors il n'existe pas de R-regroupement B'
maximal dans Q tel que B' > B. Soit donc B un P.G.R extrait de L(X), alors B contient
nécessairement X, autrement B U {X} sera un R-regroupement extrait de L(X) dont la
matrice R( B U {X}) contient la matrice R(B) donc R(B) ne peut pas appartenir a
M (R(L(X))) ce qui contredit le fait que B est un P.G.R de L(X).

Supposons maintenant que B ne soit pas maximal dans €2, alors il existe un R-regroupement
B' maximal dans Q tel que B' > B. Deux cas peuvent, alors, avoir lieu

(@ B'\B)N LX) =B ou((b)B'\B c LX), o L(X) est le complémentaire de L(X) dans
Q.

Si(B'\B)NLX)=DalorsB"=8B U [(B'\B) N L(X)] sera un R-regroupement
extrait de L(X) dont la matrice R(B") contient R(B) donc R(B) ne peut pas appartenir a
M < (R(L(X))) ce qui contredit le fait que B est un P.G.R de L(X) d'ou le cas (a) ne peut
pas avoir lieu.

Si B'\B ¢ L(X), alors R(B') ne peut pas étre compléte car les colonnes des objets
Y e B'/B ne sont pas incidentes avec la ligne de X d'ou B' n'est méme pas un R-
regroupement et donc B' ne peut pas étre maximal dans Q. En conclusion B est maximal dans

5. PARTAGE DE #,(T.)

Notons :
#o(]) le nombre de zéros figurant sur la ligne / ;
#,(c) le nombre de zéros figurant sur la colonne c ; et

#o(TN,) le nombre d'entrées nulles de la matrice TN,.

DEFINITION. Soient | et I' deux lignes quelconques de T\ alors nous poserons 1<y, I'
si et seulement si #y(l) > #y(I'). En particulier, nous désignerons par L, ((T\, ) l'ensemble
des lignes de M\, telles que 1 <y I' pour toute ligne I' & Ly d M.).

Notons Ix (resp. ¢y ) laligne ( resp. colonne ) de T\, associée a l'objet x, alors nous aurons :
1 - #(Ix) = #o(cx)
2 - Le nombre de zéros associ€ a l'objet x est

#o({1y , ey }) = #(1) + #o(cy) = 2 #y(L) = 2#y(c,)



3- #(M)=3, #(L) = 3 #4(c)

xe2 xeQ

* * *
DEFINITION. Soit (n,ng) € No X No vérifiant ny < n, ol NO est l'ensemble des
entiers naturels pairs strictement positifs , alors on dit que (ny,...,n;) est un k-partage
ordonné de n en entiers naturels pairs strictement positifs, bornés par ny si et seulement si on a :

Si Ia condition n; 2...2 n; n'est pas réalisée on dit qu'on a affaire a un k-partage de n en
entiers naturels pairs strictement positifs, bornés par ny

2 ' c . . .
Notons Part_ (n) I'ensemble des partages ordonnés de n en entiers naturels pairs strictement
positifs, bornés par ng

* %* *
PROPOSITION 2. Pour tout triplet (n,mg,ng) € Ny x N, x N vérifiant my < ng < n
ona:

2 2
Partmo (n) c Partno (n)

Preuve. Tout partage ordonné de n en entiers naturels pairs strictement positifs, bornés par m,
est aussi un partage ordonné de n en entiers naturels pairs strictement positifs, bornés par n
des que la condition my < ng est vérifiée.

DEFINITION. Nous appelons fragment de #o(M,) associé a une k-séquence d'éliminations

......

et définie par :
j=k
xiho(TL) = 21 a,,(n)
J=
oupourp < j-1
ay(n)) = #0({1,(‘), c"ij} /ELIM(M,) = {x,-l,..., x,-p})

et pour tout j :
nj= #0([1,(1] , cx‘.j}).

ELIM(TM,) est I'ensemble des éléments dont on a supprimé la ligne et la colonne.

DEFINITION. Deux k-séquences XipoeeeoXig et YiprsYiy seront dites équivalentes si et

.....

PROPOSITION 3. Soit x;;..., X;, une k-séquence d'éliminations successives, alors

tk

m=p
a,(n)=(1-x50). [nj +22, Rx; Xij) - 2p]

m=1
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oul={1,2,..,k} et x;estla fonction caractéristique de 1.
Preuve. Si je I alors 1-%1()=0 et a,(n;) =0, donc I'égalité

ap(nj) =(1- xl(j)) . [nj +2 = R(xim, xij) - Zp] a lieu.
Sije Ialors 1-y5(j) =1 etil estfacile de remarquer que
n. siR(x. ;x.)=1
ll l]

a,(m) = n-2 siR(x. ;x.)=0
i) Wy

d'ou a,(n;) peut s'écrire a;(n;) =n; + 2 [R(xil,x,-j) - 1] de méme

a,(n)) peut s'écrire ay(n;) =a;(n) + 2 [R(xiz,xij) - 1] donc

az(nj) =n; +2 [R(xil,xl-j) -1] + 2 [R(x,-2,x,-j) - 1]

az(nj) =n;+ 2 [R(xil,xij) + R(xiz,xij) - 2] ainsi de suite, jusqu'a 1'obtention de la formule

m=p

8,(n) = (1-3,() - [n;+2 3, R(<; %) - 2pl.

m=1

Conséquences.
1 - Le fragment de #(MN, ) associé a la k-séquence Xj eeeiKjy SCTA
j=k =k-1 J=k

Frage oy GgMN =2 m+ 2 X Rex.x)-k-Dk

j=1 t=1  j=t+l

2 - Les k-séquences X; ,...,X;, et X;

i i1y~ Xigy U © est une permutation de {1,2,...,k}

sont équivalentes.

3 - Si les éléments de la k- séquence Xj oeeerXig forment un R-regroupement, alors le fragment

de #,(TN,) associ€ a cette k-séquence sera :

j=k
Frag(*.-,,...,x.-k) (#(M)) = 2 n, .
Jj=1
DEFINITION. Une k-séquence x;,....x;, sera dite suffisante pour partager #,(7\.) si et
X; )(# (m)) = #o(m).
£ 0

(ny,a;(ny),....a5.1(ny)) sera, alors appelé k-partage de #,(M ) réalisé par la séquence
xil,...,xik.

seulement si Frag
N1

.....

N.B. Toutes les matrices TN, qui seront considérées dans les propositions suivantes sont non
completes et sans €léments isolés.
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PROPOSITION 4. Notons Suff(#,( )) 1'ensemble des séquences suffisantes pour partager
#o(M.), alors Suff(#,(M,)) = G.

Preuve. Nous allons faire un raisonnement par récurrence. Soit r 1'ordre de la matrice TN, .
Pour r = 3, les seules matrices de ressemblance non complétes et sans éléments isolés sont les

trois L-matrices suivantes :

abec abec abec
, a[l101 , a[110 , a[l11
Mi=b{011 Mo=b| 111 M3=bj110
cl111 011 cl101

Prenons a titre d'exemple la L-matrice (m’i , NOuUS aurons #0(‘111,?) =2;
#o({lc,)) = #o({1,cp)) =2 ; etil est clair que

#o(M) = #o({Luea)) = #o({lpcp)) = 2.

A 3 3 .
donc Suff(#, (T,)) # @. Il en est de méme pour TN, et TMN.5; . Supposons maintenant que pour
toute matrice de ressemblance d'ordre < r - 1, non compléte et sans éléments isolés, nous avons

Suff(#,(M)) # @.

Soit X € Q tel que n, = #,({l,,c,}) > 0 et soit M., = M \ {/,,c,} alors
#o(M ) = #5(M) - n, et Suff(#y(M,)) # @ et d'apres I'hypothése de récurrence il existe
une séquence y;,,....yi, € Suff(#y(M. ,)) et donc la séquence XsYipoeesYig € Suff(#,(M,))
d'olt Suff(#,(M.)) = .

PROPOSITION 5. Soit XipseXiy € Suff(#,(M )), alors il existe une g-séquence
Yips-+Yig telle que pour tout re {1,2,...,q}, nous aurons y; = Xig(s) ou G est une

permutation de {1, 2,...,q} et telle que YipYig fournit un partage ordonné de #,(TN,).

Preuve. Nous avons n; = #y({l,; ,c,. }). Désignons, alors, par Yi, un élément Xiia de
7

I'ensemble { x,-l,...,xiq} qui satisfait n; = max "j‘ Posons ELIM(M, ) = {y,-l} et cherchons

70
J
m;=#o({1, ,cp. } / ELIM(M ) = {yil}). Désignons par y, un élément xij de
i T 2 1
I'ensemble {x; ,....x; } \ {x;. } qui satisfait m; = maxm . etc. . Nous pouvons ainsi
ll lq ljo -’1 ] J

déterminer une g-séquence Yigres Yig équivalente a XipseeoXiy €1 réalisant un partage
ordonné de #,(T,).

PROPOSITION 6. Notons Ord(#,(TN,)) I'ensemble des séquences suffisantes réalisant un
partage ordonné de #,(TN, ), alors Ord(#,(M,)) # @.

Preuve. Cette proposition est une conséquence directe des propositions 4 et 5.

DEFINITION. Une k-séquence suffisante XjpseniXjy S€TQ dite minimale dans Suff(#,(T, ))

si et seulement si toute q-séquence YipYig (ou q < k) n'est pas suffisante.
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DEFINITION. Un partage quelconque de #,(M.) sera dit réalisable si et seulement s'il
correspond a un partage de #,(M,) fourni par une séquence suffisante.

DEFINITION. Un p-partage de #,(M,) sera dit réalisable minimal si et seulement si tout q-
partage de #,(M,) (ot g< p) n'est pas réalisable.

Exemple illustrant les définitions précédentes : Soit Q = {a, b, c, d, e} et soit N, = R(Q) la
matrice suivante :

abcde
al10110
bj]01011
cl10100
dif11010
elL01001

alors nous avons

1 - #y(M)=12;

2- L gM)={c,e};

3 - K*¥(M,) = {c} ou K*(T,) = {e} ;

4 - Les séquences a,c,e et b,c,e sont suffisantes pour partager #,(TN.).

5 - Les séquences b,c,d et c,d,e ne sont pas suffisantes.

6 - Le 2-partage (6,6) n'est pas réalisable.

7 - Le 3-partage (4,4,4) est réalisable par la séquence b,c,e ; et le 4-partage (4,4,2,2) est
réalisable par a,d,b,e.

8 - Frag, q(#o(M.)) = 10 et Frag, . 4)(#o(M.)) = 10.

Soit K{(T) pour j = 1,....s les P.G.R de Lipg(M.) et M., = MAU  (cy).

xeK,
Notons K*(TN, ) le KJOO(‘ITL ) tel quon ait #y(ly) > #¢(ly) pour xe Lje(M ]-0)) et

y € Linf(‘m,j)), ou je {1,...s\{Jo}.

PROPOSITION 7. Soit K un R-regroupement de K*(TM,).

Posons TM.r; = M\ U {1,,¢y}, alors nous avons K*(T.ry) = K*(T) \ K.
yekK

Preuve. Supposons que K*(T.) = {x;;, ..., xiro} et ELIM(T, ) = { xil,...,xiro} en prenant

[={1,..,r1} et en posant p, = #0({ly,cy}), ouye L (M) nous aurons d'aprés la
proposition 3 :

Osij<r

al(n-)= pysi ry+1<j <r,

m=r,
n+ 2 [ 2 R(x‘.m,x‘.j) - rl} sir,<j

m =1
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Soit N le nombre d'éléments de Ly,¢((TM,) qui pourraient former un R—-regroupement avec
les éléments {xil,...,x,-,1 }, alors nous avons N < inf(#(L;,¢(M.)) - g, rg - r1). Or, parmi
ces N éléments aucun ne peut étre R-ressemblant aux éléments {x,-,1 + 1,...,x,-,0}, autrement
nous aurons r; + (rg - r1) + 1 =rg+ 1 éléments formant un R-regroupement de L;,(TN.) ce
qui est impossible car #(K*(M,)) = ry, donc # (K{)(‘Iﬂ. ry) = rqg - ry pour tout P.G.R.,
K/ (Mry), de Ly Tory).

Si {xir1+1,...,xir0} est le seul P.G.R. de L;;¢((M r,), alors nous aurons
K*(M ry) = {x,-rl+1,...,x,~,0}. Si {x;

'r1+1""’xir0] n'est pas unique, le simple fait que
{xil,...,xirl} U K{)(‘IILrl) # K*(IN,) impliquera immédiatement que K{)(mrl) = K*(M.ry).
DEFINITION. On dit qu'une k-séquence Xiy,---sXiy €St une Li,~séquence si et seulement si
1 - les qo premiers éléments appartiennent @ Li,d(T o), ot M o:= M., les q; éléments

suivants appartiennent @ L« M. 1),..., les q, derniers éléments appartiennent @ Ly, (M,,) , et
2 - les conditions suivantes sont satisfaites

i=r
q; =k,
i=0
Vpe(0,12,..r):M_:= M\ U l,c
( ) p jel() {"; ",}
i=p-1
ou I(p) = {1 D qi}avec la valeur initiale 1(0) = @.

i=0

DEFINITION. On dit qu'une Linf-séquence Xj,»eees Xip €St Une Ly,c-séquence optimisée si

1
et seulement si nous avons V p e {0,1, 2,..,r}: qp = #(K*(‘ITLp)) et Vje I(p+1)\
I(p): Xi; € K*(M, p)- Désignons, alors par ELIM*(TN,) une telle séquence.

PROPOSITION 8. Soit K un R-regroupement de K*( ) et soit ' = m\U {ly.¢y},
yeK

alors nous avons ELIM*(M,' ) = ELIM*(M,)\K

Preuve. Supposons que ELIM*(T,) = {x:,...,x:} et K = {xI,...,x:}, ou r < g, alors par
définition de ELIM*(N\,) nous aurons : les g, premiers éléments appartiennent & K*(N.) avec

N

#(K*(M )) = q¢, les g, €éléments suivants appartiennent a K*(T ;), avec
#(K*(M 1)) = q4,..., et les g, derniers éléments appartiennent a K*(TN ,), avec
#K*(M, ) = q,.

Or, d'apres la proposition 7 nous avons K*(,") = K¥(TM,)\K = {x:+l,..., x; } et comme
0

nous pouvons récrire TN, ; sous la forme

m=m\ U (o),
yeK*(M")
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il s'en suit que {x:H, v x:} = ELIM*(M.".

THEOREME 1. Soit T\, une matrice de ressemblance non compléte et sans €léments isol€s,
alors ELIM*(TN,) fournit un partage ordonné réalisable minimal de #,(TM.).

Preuve. Soit M, une matrice de ressemblance d'ordre r et montrons ELIM*(M, ) fournit un
partage ordonné réalisable minimal de #¢(N, ). Pour cela nous allons faire un raisonnement par
récurrence. Pour r = 3, les seules matrices de ressemblance non complétes et sans €léments
isolés sont les trois L-matrices suivantes :

abc abec abc
3alOl 3a110 3a111
Mi=b{011 Mo=»bl111 M3=b{110
cl111 clo11 cl101

Prenons a titre d'exemple la L-matrice 'm,:;, nous aurons #o(mi) =2;
L) = {a,b), K*(M?) := (a) ou K*(M>) := (b); ELIM*(M}) := {a} ou

ELIM*(.’) := {b};
#o({lca)) = #o({ly,cp)) = 2 ; etiil est clair que

#0(T2) = #({psc,)) = #o({lucp)) = 2.

Chacun de ces deux 1-partages de #0('m,i) est un partage réalisable minimal selon une L;
¢ e o 3 3 .
séquence optimisée a ou b. Il en est de méme pour TN, et TN.;. Supposons maintenant que
pour toute matrice de ressemblance d'ordre < r - 1, ELIM*(T,) fournit un partage ordonné
réalisable minimal de #(M,) et montrons que le résultat reste vrai pour une matrice TN, d'ordre
r. Supposons que ELIM*(M,) = {x:,...,x:} et posons T, '= T \ {l: ,c;} nous aurons
1 1

#o(M ") = #(M) - ”1* et d'aprés la proposition 8, ELIM*(M ') = {x;,x:} donc d'apres
I'hypothe¢se de récurrence {x;,x:} fournit un partage ordonné réalisable minimal de #y(TN, ).

. * * 's * * 2 wdall :
Soit (n2,...,ns) ce partage, d'ot (n,,...,n ) est un partage ordonné réalisable de #,(TN,) et il
reste 3 montrer qu'il est réalisable minimal . Pour ce faire, soit x;i,...,X;;, un €élément de

Ord(#(T.)). Si #(K*(M,)) = ry et si ry est le nombre d'éléments de la séquence X;i,...,X;;
formant un R-regroupement de L; (TN, ), alors nous aurons r; < #XK*(M,)) = r,. Soit ‘Il'l,x:
la sous-matrice de TN, obtenue par élimination des r; éléments x: ,...,x:l et soit T x;, la sous-
matrice de T, obtenue par élimination des r; premiers éléments de la séquence XigseensXig »
alors si nous posons

Po = #y({ly.cy}) ol y € Ling(M), px; = #o({ly,cy)), ol y € Lipe(M x)) et
px; = #0({ly,cy}), ouye L, (M X; ), nous aurons 238 pr:. D'apres I'hypothese de

récurrence, ELIM*(M,") = { x: N ,...,x:} fournit un partage ordonné réalisable minimal de

gl
#o(M,) - ripoy et d'apres la proposition 2, nous avons
2 2
Part (#o(M) -ripg) € P art, x:" (#o(TN) -r1po)
n

. . . . * * .
donc s - ry <k - ry, et par suite s <k ce qui signifie que le partage (n, - n ) est réalisable
minimal et le théoréme 1 est prouvé.
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Remarque. La recherche d'une séquence minimale d'éliminations successives basée sur la
notion de K*(7M, ,) présente un grand intérét lorsque les tailles des L; (M, ,) rencontrés sont
réduites, autrement nous aurons a utiliser la méme démarche pour détecter I%*(‘ITL p) & chaque
itération.

Obtention d'un P.G.R de Q

Pour obtenir un P.G.R de Q, il suffit de déterminer ELIM*(TN, ), ot M, = R(L) et de poser
P.G.R = Q \ ELIM*(M,).

Exemple. Soit Q = {a, b, ¢, d ,e, f, g} et soit TN, = R(L2) la matrice suivante :

—_O = O = R
O—=,~,k O ~=OC
—— = O O = O
—_— O = O = e

O b O i = )
bt ek D bt ik e O by

E_
1
0
1
1
1
1
1.

Q@ 0 A0 o e

I

Posons #5()) = #, ({1, | HELIM (M) = )

Recherche de ELIM*(T,)

. .40 1 2 3
objetj #,() #,() #G) # ()

a 4 2 0 0
b* [6] 0 0 0
c 4 2 2 0
d* 4 4 0
e 4 4 2 0
fx 4 0 0
g 2 0 0 0

* indique les éléments de ELIM*(M,)
[] indique les éléments du partage ordonné réalisable minimal

Dans cet exemple, nous avons L (T, ) = {b} et K*¥(M,) = {b}, donc on élimine b, nous
aurons alors M. ; = M\ {/,cp), Linf(M 1) = {d,e.f} et K¥(M ;) = {d.f}.

Comme #O(’m, 1) = #(l)(d) + #(l)(f) = 8, nous aurons a €liminer d et f.

D'ou la L, séquence optimisée sera ELIM*(M,) = {b,d,f} et le P.G.R= {a,c,e,g}.
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6. UNE COALESCENCE FLOUE EN DEUX PHASES

L'ensemble Q' = Q \ ISOL(Q) constituera le support d'allocation, i.e., I'ensemble des objets
qui vont former les R-regroupements non triviaux. Il s'en suit qu'une condition nécessaire et
suffisante pour qu'au moins un R-regroupement non trivial existe, est que : ISOL(Q) # Q.

Nous allons construire tout d'abord une quasi-partition de Q' [1], i.e. un recouvrement de
Q' par des R-regroupements maximaux non nécessairement disjoints tels que la suppression
d'un R-regroupement quelconque fait qu'il existe au moins un objet qui ne figure pas dans la
réunion des R-regroupements qui restent .

Soit J = {1,...,c}, un ensemble d'indices, pour tout i € J, nous posons J(i) = J\{i},
alors dans notre contexte, la définition de quasi-partition peut s'‘énoncer de la fagon suivante :

DEFINITION. Une famille de R-regroupements B;ou i€ J,forme une quasi-partition

de Q' si et seulement si nous avons :

o=Us ea(vieg): U 8. cQ"
i€y i

Obtention d'une quasi-partition

La premiére phase qui va suivre, va nous permettre de construire cette quasi-partition de £ par
des R-regroupements maximaux et nous fournit, par la méme occasion une technique de
coalescense ou l'appartenance a plusieurs classes est possible .

La premiére phase
Pas 1 :Former R(L2).
Pas 2 : Identifier ISOL(L2).
Pas 3 : Former Q'= Q\ISOL().
Pas 4 : Extraire TN, = R(Q"). Si #,(R(Q")) = 0 alors STOP, sinon aller au pas 5 fin si.
Pas5 :Qp:=Q';By:=0;r:=0;
tant que Qr\( U lk) # () faire poser Q,,; = Q,\( U Bk)
0<k<r 0<k<r
1 - si r+1 est impair alors choisir dans €2, un objet X; , ayant le pluspetit nombre de

R-ressemblants dans € sinon choisir un objet X; , ayant le plus grand nombre de R-
ressemblants fin si
2 - extraire un P.G.R, B, ,, de L(X;
r=r+1;

fin tant que

r+l)

Obtention des R-regroupements flous induits.

A partir de la quasi-partition déja obtenue a la premiere phase, il nous est possible de construire
une partition floue induite en utilisant la deuxi€éme phase qui va suivre. Nous obtenons ainsi une
technique de coalescence floue. La définition de partition floue (Cf. [2,6]) peut s'énoncer comme

suit :
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DEFINITION. Une famille de c sous-ensembles flous A; = (u;(X)/X,X € Q},

i=12,..,c forme une c-partition floue de S si et seulement si pour tout objet X de Q

nous avons :
i=c

2 RX) =1
i=1

Deuxiéme phase
Soit {B,,B,...,B_} une quasi-partition de €2 obtenue a la premiére phase, nous abordons la

deuxiéme phase suivante, i.e., obtenir une partition floue {¥,,F,,....,F.} de £ en sorte que la
fonction d'appartenance de chaque ¥ pour j =1,2,...,c, soit déterminée a partir des B g de la

facon suivante : (VX e Q)et (Vje {1,2,..,c)}), nous poserons :

0 siX ij
by, (X) =
Y {sx,v) *Sx,n)
e siXeB
— i
\ Y Y {sx.y *5x.n) )
B eB(X) ZeB,

ou B(X) est I'ensemble des R-regroupements B, contenant X et % est 1'opérateur «min» si la

relation de S-comparaison choisie est «plus fine» ou l'opérateur «max» si la relation de S-
comparaison choisie est «moins fine». L'avantage de cette démarche est qu'elle nous assure que

pour tout j =1, 2,...,c et pour tout ¢ de [0,1] la &-coupe de F;reste un R-regroupement.

PROPOSITION 9
Soit a = (0ty,0,) un seuillage, X un objet et p le nombre de R-regroupements contenant X.

Notons n; le cardinal du i#me R-regoupement (i = 1,...,p). Nous aurons alors dans le cas
d'une S-comparaison «plus fine» et pour k = 1,...,p les inégalités suivantes :

n,. inf (al,az) < g X <inf 1, n,
> n k inf (a,00)) Y, n,

1<i<p 1<i<p

Dans le cas d'une S-comparaison «moins fine» il faut remplacer inf(ot;,0)) par sup(o;,0).
Preuve. Supposons que la S-comparaison considérée soit «moins fine», nous aurons alors

pour tout k€ {1 ...,p} et pour tout X € By,

inf () n, < D, {SX.Y) *SX.Y) <n, (1)
YeB,
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et
inf (@,0). Y, n, < 3 Y (SX2)*SX.2) <. n
1<i<p BeB(X) ZeB, 1<i<p
donc
1 > 1 - > 1 o)
inf (@,0). 2, n, Y, Y (SXD*SX2D) X m
1<i<p Brell(X) Zelr 1<i<p

d'ol le résultat en utilisant simulanément les encadrements ( 1 ) et ( 2 ) et le fait que
pFX) < 1. La proposition précédente nous montre I'impact du choix d'un seuillage sur les
degrés d'appartenance

7. EXEMPLE ILLUSTRATIF

Supposons pour illustrer 1a méthode de coalescence a deux phases décrite ci-dessus, que nous
désirons établir une typologie des minorités américaines décrites par les taux de chomages a
différentes dates . Onze groupes ethniques vont constituer les objets et les taux de chdmage des
années 1973, 1975 et 1980 vont constituer les descripteurs classifiants. Les données relatives a
cet exemple figurent a la Table 1, ou mb veut dire masculin blanc, mn masculin noir, mh
masculin d'origine hispanique, fb féminin blanc, fn féminin noir, fh féminin d'origine
hispanique. Les classes d'dge vont de 16 a 19 ans et de 20 a 24 ans. Dans cet exemple,

I'ensemble des objets sera I'ensemble Q = {mb16-19, mn16-19, fn16-19, mh16-19, th16-19,
mb20-24, fb20-24, mn20-24, fn20-24, mh20-24, fh20-24}.

choém 73 chém 75 chém 80
mb 6 - 19 12.30 18.30 16.20
mn 16 - 19 27.70 38.10 37.40
fn16-19 35.90 41.00 39.90
mh 16 - 19 19.00 27.60 21.70
th 16 - 19 20.70 27.90 23.70
mb 20 - 24 6.50* 3.20 11.10
fb 20 - 24 7.00 11.20* 8.50"
mn 20 - 24 12.80 24.70 23.80
fn20-24 18.30 24.30 23.40
mh 20 - 24 8.20 16.30 12.20
th 20 - 24 9.00 17.20 11.20

Table 1 - Taux de chdmage des minorités américaine (en %)
Source : Le Travail dans le Monde 1, Bureau International du Travail, Gengve, 1984 , page 48.
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Dans ce cas, les scores les plus bas sont les meilleurs car les descripteurs classifiants sont
*

’s . . x Y
des taux de chdémage, donc les fonctions standardisantes seront de la forme : f(x) = < ot x*
désigne le minimum observé pour chaque descripteur; et si nous choisissons l'indice de
similarité entre objets défini par :

2, min (y(d).41(d)
deD

2, max (i (d),py(d))
deD

SX,)Y)=

et si nous optons pour une S-comparaison « plus fine », nous obtenons, pour un seuillage o =
(0.70,0.70) la matrice de S-comparaison R (£2) représentée a la Table 2 (Cf. annexe).
L'ensemble ISOL(Q) = {mb20-24, fb20-24} est obtenu. Si nous choisissons fh20-24 parmi les
prototypes ayant le moins de R-semblables dans Q', nous obtenons la sous-matrice compléte
R (L(fh20-24)), d'ou By = {mh20-24, fh20-24} constitue un premier R-regroupement.
Maintenant, mn20-24 est le prototype ayant le plus de R-semblables dans Q1= Q'\B; nous

obtenons la sous-matrice R(L(mn20-24)) suivante :

& x = S g

b O : & .
mb16-1 1 0 0 1 1
mh16-1 0 1 1 1 1
fh16-1 0 1 1 1 1
mn20-2 1 1 1 1 1
fn20-2 1 1 1 1 1

ou I'élimination de mb16-19 donne lieu & une sous-matrice compléte et donc a un deuxi¢éme R-
regroupement B, = {mh16-19, fh16-19, mn20-24, fn20-24}. Mais Q' n'est pas encore couvert
par B, et B,, Si nous choisissons fnl6-19 comme prototype appartenant a
Q,=Q'\(B; U B,) et ayant le moins de R-semblables dans ', nous obtenons la sous-
matrice compléte R(L(fn16-19)), et donc nous aurons un troisieme R -regroupement B; =
{mn16-19, fn16-19}. Q' n'étant pas encore couvert par B, B, et B3, Q3 =Q'\ (B; U B,U
B;) est réduit a 'unique prototype mb16-19 qui donne lieu a la sous-matrice compléte
R (L(mb16-19)) et donc au quatrieme R-regroupement B,= {mb16-19, mn20-24, fn20-24}.
Ceci acheéve le recouvrement de Q'. La méthode de coalescence décrite ci-dessus, nous a donc
donné a la premiére phase pour un seuillage o = (0.70,0.70), ISOL(Q2) = {fb20-24, mb20-24}
et les R-regroupements empiétants suivants :
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B, = {mh20-24, fh20-24};

B, = {mh16-19, fh16-19, mn20-24, fn20 - 24} ;

B; = {mnl6-19, fn16-19} ; et

B, = {mb16-19, mn20-24, fn20 - 24} ;

et a la seconde phase : ISOL(Q) = {fb20-24, mb20-24} et les R-regroupements flous suivants :
F, = 1/mh20-24 + 1/fh20-24 ;

F, = 1/mh16-19 + 1/fh16-19 + 0.57/mn20-24 + 0.59/fn20-24

F; = 1/mn16-19 + 1/fn16-19 ; et

F, = 1/mb16-19 + 0.43/mn20-24 + 0.41/fn20 - 24 .

Pour un seuillage o = (0.60,0.60), nous obtenons a la premiere phase : ISOL(S2) = {fb20-24,
mb20-24 } et les R-regroupements empiétants suivants :

B, = {mb16-19, mh20-24, fh20-24} ;

B, = {(mnl6-19, fn16-19, fh16-19} ; et

B; = {mb16-19, mh16-19, fh16-19, mn20-24, fn20 - 24} ;

et a la seconde phase : ISOL(L2) = {fb20-24, mb20-24} et les R-regroupements flous suivants :
F; = 0.39/mb16-19 + 1/ mh20-24 + 1/ fh20-24 ;

F, = 1/mn16-19 + 1/fn16-19 + 0.35/ fh16-19 ; et

F; = 0.61/ mb16-19 + 1/ mh16-19 + 0.65/ th16-19 + 1/ mn20-24 + 1/ fn20 - 24;

Pour un seuillage o = (0.50,0.50), nous obtenons a la premiere phase : ISOL(Q) = {fb20-24,
mb20-24} et les R-regroupements empiétants suivants :

B, = {mb16-19, mh20-24, fh20-24} ; et

B, = {mn16-19, fn16-19 , mh16-19, fh16-19, mn20-24, fn20 - 24};

et a la seconde phase : ISOL(L2) = {fb20-24, mb20-24} et les R-regroupements flous suivants :
F, = 1/mb16-19 +1/mh20-24 + 1/fh20-24 ; et

F, = 1/mn16-19 + 1/fn16-19 +1/mh16-19 + 1/fh16-19 + 0.57/mn20-24 + 0.59/fn20-24.

8. CONCLUSION

La littérature sur la classification abonde de techniques dont la plupart sont des techniques
d'agglomération dites conventionnelles. Or, pour de nombreuses raisons mathématiques et
pratiques, il est devenu plus avantageux de considérer des méthodes de coalescence donnant lieu
a des agglomérats flous ou a la limite empiétants. Les concepts et la méthode de coalescence
décrits dans le présent article nous permettent :

a) de construire des classes de similarité dites

1 - empiétantes,

2 - u - différenciées, i.e., les degrés d'appartenance des différents objets a ces classes ne sont
pas tous égaux a 1;

3 - R - homogenes, i.e., R(X,Y) = 1, d&s que X et Y sont pris dans la méme classe.

b) de mettre en évidence les éléments isolés, les éléments centraux (i.e., dont 'appartenace a
une classe est totale ) ainsi que les €léments périphériques (i.e., appartenant a plusieurs
classes).

De tels concepts et une telle méthode de coalescence trouvent facilement en l'analyse
économique spatiale, entre autres, un terrain d'application, étant donné que l'espace
géographique flou est un espace différenci€ et recouvrable ( cf.[4]).
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Figure 1 - Organigramme de la méthode de coalescence floue a deux phases
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ANNEXE
16-19 20-24
mb mn fn mh fh |mb fb mn fn mh fh
mb | 1 1 1
mn 1 1 1
— fn 1 1
*
©° o h 1 1 1 1
th 1 1 1 111
mb 1
b 1
S mn 1 1 1 111
S
N
fn 1 1 1 111
1 1
th 1 1

Table 2 - Matrice d'une S-comparaison plus fine pour o = (.7,.7)
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