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Math. Inf. Sci. hum., (29¢ année, n°113, 1991, p.35-55).

IMPLICATIONS PARTIELLES DANS UN CONTEXTE

MICHAEL LUXENBURGER*

RESUME - Nous présentons une extension de la théorie des implications entre
attributs binaires aux implications partielles. A partir de données expérimentales on
s'intéresse non seulement aux implications (globales), mais aussi aux "implications avec
quelques contre exemples”. Les implications partielles offrent une possibilité d’extraire
des informations supplementaires. Elles permettent de "modéliser” la fréquence relative
d’une implication, non-valide pour toutes les données, et donnent par conséquent plus
d‘information que les implications (globales). On caractérise dans le cadre mathématique
de la théorie des treillis ces ensembles d'implications partielles qui proviennent de
données. Puis on définit la cohérence d’un ensemble d’implications, ce qui permet d'un
point de vue informatique d‘explorer les implications partielles. Enfin on s'intéresse a
la construction d’une famille minimale, une base d'implications partielles, dont on donne
une borne supérieure du nombre d’'éléments.

SUMMARY - Partial Implications of a Context

We introduce a generalization of the theory of implications between attributes to partial
implications. In data analvsis the user is not onlv interested in (global) implications,
but also in "implications with a few exceptions”. Partial implications offer a possibility
to represent these additional informations. They can model the relative frequency of
implications which are not valid for the whole data. As a consequence they give more
information about the data than just the (global) implications. We can characterize
those sets of partial implications which arise from real data. This characterization
gives us a possibility of an "exploration” of partial implications by computer. In this
connection we are interested in a minimal representation and are searching for bases
of partial implications.

I. CONTEXTES ET TREILLIS DE CONCEPTS

.

Une fagon courante de représenter des connaissances consiste a établir des corres-
pondances entre objets et attributs. Cette construction peut étre formalisée dans le
langage ensembliste. On dit qu'un triplet (G,M.,I) est un contexte, ou G et M sont
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des ensembles et I une relation entre G et M (I‘;GXM); les éléments de G
(resp. M) s’appellent objets (resp. attributs ), et glm sera lu "l'objet g a l'attribut m”.
On définit

AT:={meM /gIm pour tout gcA} (ASG)
B'Y:={geG /glm pour tout mc¢B} (BEM)

Les opérations .7: P(G)—>P(M) et .*: gj(M)—xg)(G) forment une correspondance de
Galois entre G et M et les opérations .N:g)(G)——)fy(G) avec A—AT—— AT
et AT PM)—>P(M) avec B—>BH—>B'" sont des fermetures de P(G) et P(m)

T et

(resp.). Mais dans la suite, on utilisera le méme symbole ' pour les opérations
v, et ” au lieu de T et VT,

On appelle alors une paire (A.B) concept (du contexte (G,M,I)), si A’=B et B'=A
(et AcG, BcM). A (resp. B) peuvent &tre entendus comme Il'extension (resp. la
compréhension) du concept (A,B). Alors les extensions et les compréhensions sont
les ensembles fermés de 9(G) et g)(M) (resp.).

Enfin. la hiérarchie des concepts est donnée par
(A,.B;)=(A,.B,):=A cA, (=B 2B,).

L'ordre < constitue un treillis complet sur l'ensemble $(G,M,I) des concepts du
contexte (G,M,I). Il est noté ﬁ(G,M,I) et baptisé treillis de concepts (aussi treillis
de Galois par Barbut[2]). (CF. Birkhoff[4], Barbut et Monjardet[3], Wille[7,8] pour
consulter les résultats concernant les correspondances de Galois associées a un contexte,
et le treillis de concepts). Les infimums et supremums sont décrits par

i/e\I(Ai’Bi)=( [ '(iDlAi)')
(Ai’Bi)=((iDIBi)I’ iplBi)

iel

Les implications entre parties des attributs sont définies comme suit:
A implique B (noté par A—>B):<=A'cB’ (=B"'cA)[5,6].

Rappellons que la fonction de M&bius y; d'un ensemble ordonné (L,<) est la
fonction y, :LxL—Z , déterminée de fagon wunique par uL(x,x)=1 et
uL\'._\')= —ZyuL(z,y) (x<y) [1]. L’ensemble des éléments sup-irréductibles

X<z=
(inf-irréductibles) d’un treillis (L,<) est noté J(L) (resp. M(L)), et 1>m signifie que
1 est un voisin supérieur de m daus L (1 couvre m).

II. IMPLICATIONS PARTIELLES

I1.1. Définition

Souvent, les tableaux de données (c’est-a-dire ici des contextes) sont trés larges
et les treillis de concepts correspondants sont "trop grands”, car ils gardent toute
I'information contenue dans les données.
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Dans ce cas -mais pas uniquement- on s'intéresse aux implications (et dépendances)
partielles, qui sont des implications (et dépendances) valides dans un sous-contexte
(H,M.,J), ot HEG et J=(HxM)nl. Si H=G, on obtient les implications "globales”.
Pour établir une notion appropriée de précision d’'une implication partielle, les cardinaux
des extensions des concepts sont importants. Avec la notation

[(B]=1B’I (BcM)
[B] est le nombre d'objets geG, qui ont tous les attributs meB, et la valeur

_[B]1_IBI
P(B)"%@':]L IGI

donne la fréquence relative d'avoir tous les attributs meB. Avec

[(B,uB,]
P(B,IB )= ————[131]2 si [B,]*0

1 autrement

on peut définir une sorte de proportion conditionnelle. On utilisera parfois la notation
[(B.B)1=[B] pour (B".B)cH(K).

Les implications partielles sont alors des triplets (Bl,Bz,p), ou B,,B, sont des parties
de M et p=P(B2|B1) est la précision de 'implication partielle. Une implication partielle
est notée BI—E*BZ.

DEFINITION . J(£(K))={A—BB/A,BcM, p=P(BIA) } est I'ensemble des implications
partielles de FH(K).

I1.2. Propriétés des implications partielles
On peut établir une valuation v des arétes du treillis de concepts correspondant avec
V((Bl'.Bl).(Bz',Bz)):P(BlIBZ) pour des compréhensions B,DB,.

Dans le diagramme de Hasse, on peut écrire les précisions sur les arcs (voir
les Figures 1 et 2). On a alors

PROPOSITION 1. ("transitivité” et "commutaltivité” des précisions dans le diagramme ):
Soient MI,MZ,M3,M4QM des compréhensions avec MIQMZ, M1§M3 et M2§M4.
M,EM . Alors P(M,IM )*P(M,IM,)=P(M IM,)=P(M;IM )*P(M,IM,).

Démonstration:
(i): [M,1=0: Alors [M,]=[M,]=[M, =0, donc P(M,IM,)*P(M,IM,)=1=P(M,, IM,).
(ii): [M,1#0, [M,]=0: Alors [M,1=0, [M,uM,J=0, [M,uM, =0, donc
P(M,IM,)*P(M, IM,)=P(M,IM,)*0=0=P(M, IM,).
(iii):[M, 1#0+[M, J: P(M,IM,)x P(M, IM,)= [%ﬁuﬁzj*%ﬁgd )
Mi=MasMy [M,] [MuM,] [M,uM,]
(M, 1" [M,] =~ [M|]

=P(M, IM,).
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Dans un diagramme de Hasse, on n’indique que les traits reliant les éléments
adjacents dans la relation d'ordre et non ceux qui s'en déduisent par transitivité. La
Proposition 1 montre, que les précisions de ces dernieres sont aussi "superflues”.

Remarque. On n'a pas la transitivité usuelle pour les précisions des implications
partielles, c'est-a-dire que:
A—E5B, B—9>C, A—ZX>C = pxq=r n'est pas toujours vrai.
Contre exemple: H:=1{(1,i)/i=1,...,5}u{(2,i)/i=1,...95}, M:={a,b,c}, (j.i)Ja:=j=1, (j,i)Jb pour
tout (ji)eH. (ji)Jc:ie=j=2. Alors f{a}—i>{b}, {b}—2235{c}, mais {a}—2>{c} (voir
Figure 1).

(1,1)....,(1,5) | X | X
(2.1),...,(2,95) X (X

(1,1) (2,95)

Figure 1. K=(H,M,J) et le diagramme de Hasse de £ (H,M.J) et
la valuation avec les précisions des implications partielles.

Il y a aussi des exemples ol p*xq>r: soit M:=={a,b,c}, G={1,...,14}, gla:e=ge{l,...,9},
glbiege {1.4,5,...,12}, gle:e=ge {1,3,11,12,13}.  Alors {a}—Z42—— {p}, {b}—349s{c},

{a} 95!¢} dans (G,M,I) (voir Figure 2).
a|b |c
1 | X | X
2 | X
10 X
13 X
4.5.6,7,89 | X | X
3| X X
11.12 X | X
14

Figure 2. K=(G,M,I) et le diagramme de Hasse de f(G,M.I) et la
valuation avec les précisions des implications partielles.

Les précisions des implications partielles obéissent a d'autres “régles” que la
commutativité et la transitivité (dans le diagramme):
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PROPOSITION 2.
(i): Soient ASB des compréhensions avec P(BIA)=0. Alors B=M.
(ii): Z P(BIA)*uﬁ(K)((B',B).(A',A))ZO pour toute compréhension A, ol e K)
{BeM/B=B'2A}
" est la fonction de Mobius du treillis F(K).
(iii): Soient A,BESM des compréhensions.
Alors 1-P(AIANB)-P(BIANB)+P(AIANB)*P((AUB)"'1A)20.

Démonstration: (i): P(BIA)=0 veut dire [B]=0, alors B'=(, alors B=B''=(3'=M.
(ii): 0s1A"1= ) [B *ugy((B'B).(A",A)).

{BEM/B=B''2A}

[A]#0= 0< [Bl, ((B",B),(A",A)) = > P(BIA) * ((B’,B),(A",A)).
{B;M/BZ=B":A}[A] “EK) {BsM/BZ:B":A} “;ﬁ(x)

[AJ=0= P(BIA)=1 pour tout B=B"2A. Alors Z P(BIA)*uﬂk)((B',B),(A',A))=
{BcsM/B=B'2A}

0 si ACM

=2 uﬂk)((B'.B).(A',A)F{ U d A

{BeM/B=B''2A}

(iii):soient [AnBJ=ny+n +n,+ny, [Al=ng+n,, [Bl=n,+n , [(AUB)"]=nO avec ng,n;,n,,n;€N.

C’est-a-dire que ny=[(AuB)"’] représente le nombre d’objets qui ont les attributs (AuB)",

n,=[A}-[(AuB)“], n;=[B]-[(AuB)”], ny=[AnB]-[A]-[B]+[(AUB)’]. On a

0<(ny*+n +n,+n3)-(ng+n,)-(ny*+n, )+n,.

(I): ng+n;+n,*+n3=0 (= ng=n;=ny7n;=0). Alors
1-P(AIANB)-P(BIANB)+P(AIANB)*P((AUB)“IA)=1-1-1+1x120 et on obtient I'affirmation.

(1m): nytn +n +n,*#0: on peut diviser l'inégalité par ngytn +n,*ny et on obtient

Osl— n0+nL _ n0+112 + 110 _

llo"'ll 1"'112"‘1‘13 n0+n1+n2+n3 l‘lo*"lll"'ﬂ2+ll3

=1 -P(BIANB)-P(AIANB)+P((AuB) “IAnB)=1-P(BIAnB)-P(AIANB)+P(AIANB)*P((AuB)1A).

Remarque: les implications sont des implications partielles avec la précision 1:
A——B:=A'CB'=A'CA'nB'=A'c(AuB)=A"=(AuB)<=[Al=[AuB]= P(BlA)=1.

Si on a P(AIAnB)=1, on obtient 1-1+P(AIAnB)*[ P((AUB)'1A)-1]20 avec la Proposition 2 (iii),

donc P((AuB)”IA)=1 (méme si P(AIAnB)=0, puisque ca entraine A=M (2(i)) et puis

(AuB)“=A ). De plus, on a A 1 >B, B L>C = A—1>C. C'est-a-dire qu'on
obtient toutes les regles pour les implications globales comme un cas particulier. De

plus. P(BIA)=P(CUBIA) pour tout CSA, alors A—BB = A—BCuB pour tout CcCA.

En particulier A—bBB <= A—2PBAUB, donc si on connait les implications partielles

A—PEB, o ACB, on connait toutes les implications partielles. C’est la raison pour
laquelle on se restreint aux implications partielles A—bB B avec AcCB.

11.3. Cohérance d’un ensemble d’'implications partielles
Avant de chercher des bases d'implications partielles, on s’'attaquera a une autre
question: A quelles conditions est un systéme Je {K—bBL/KcleM, pe@Qnl0,1]}



cohérent, c’est-a-dire qu'il existe un contexte K avec JSJ(H(K)) 2 On dira également
que ce systeme est réalisable.

DEFINITION . ’

a) Une réalisation d'un ensemble JS{K—BL/KCLSM, peQn[0,1]1} est un contexte
K=(GM.,I) avec J<I(F(K)) (=(K—BLeJ= P(LIK)=p dans K)).

b) Deux réalisations (G,M,I), (H,M,]) seront dites équivalentes, si

IBYl 1{geG/glb pour tout be B}
- es
IBY1 |{geH/glb pour tout be B}|

B (GM1)=3(£ (HM,])), cest-a-dire si
constant pour n'importe quel BEM. Alors il existe p.qeIN tel que pIBII=qIBJ|.

Par exemple, le contexte (G,M,I) avec M:={a.b,cl. G:={(1,i)/i=1,2}u{(2,i)/i=1,...,38},
(j.i)Ja:=j=1, (j,i)Jb pour tout (ji)eG, (ji)JJc:<=j=2 est équivalente & celui de la Figure 1.

Le Théoréme suivant va caractériser les ensembles cohérants d'implications qui
proviennent de données, c’'est-a-dire ceux qui sont une partie des implications partielles
d'un contexte pertinent.

THEOREME 3. Un ensemble JS{K—DBL /KcLcM, peQn[0,1]} est réalisable si et
seulement si on peut résoudre le systéme de conditions suivant pour les variables pL ,
ol p €Qnf0,1] , KCLEM:

(i) { Z ;;g*(-l)'N\O'ZO pour tout OSM.
NeM/N20

(ii) p11<_=0 = pII\‘I=1 pour tout KSLENcM

(iii) pf_) =pOK*pII<_ pour tout OcSKcLeEM

(iv) p‘E=p si K—BLed

On utlllse la notation pL et non pas p(LIK), afin qu'on ne puisse pas confondre les
variables p et les fréquences relatives P(LIK).

Les conditions (i)- (iii) sont des conditions forcées par les Propositions 1 et 2. Le Théoréme
montre que ce sont les conditions caractéristiques des implications partielles.

Démonstration: soit K une rea]isation de J. On montrera que cette réalisation remplit
les conditions (i)-(iv). Définissons pL-— P(LIK). Alors on a (1V)
.(m) est une conséquence de la Proposition 1 et de pL pL

Soit p =p ,,—O, alors L'=M A cause de la Proposition 2(i). Puis
L 'L

PII:,:PII:;:,=P(N"IL")=P(M|M)=1, alors (ii).
0 si N¥N”
N):= [N]=
nN) I1{geG/{g}' =N}l si N=N" [N] Z n(K)

M2K2N

0<n(0)= ) [N]uﬁ(M a.+) ((MANN),(M\0.0))= D [N](-1)'N O,
M2N20 MINZO
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On obtient l'affirmation (i) avec une démonstration pour chaque cas ([0]=0, [0]%0)
comme dans la preuve de la Proposition 2 . Ceci acheve une direction de la démonstration.
Soit {pllf/KCLQM} une solution du systéme de conditions. On va construire un contexte
K avec J<J(£(K)).

o |1 sipP=0 (=) (@ \
= LcM) . z=P.P.C.M. /LeMt.
i min{ peIN / p*pfelN} si pf +0 i

n(L)==z*p%€N (LcM) sera le nombre d'objets du contexte K qui auront les attributs L

(et peut-étre d'autres attributs en plus), et

IL\ K|

k(L)=) n(K)g g n, oy (MMKK)L(MALL) = >~ n(K)(-1) (LcM) sera le nombre

M3RaL M2K2L
d'objets qui auront exactement les attributs L (et pas d'autres attributs). Alors on a
k(L)20 & cause de la condition (i) et k(L)eN, car n(K)eN.
GN= {Nl,...,Nk(N)}, G::NQMGN , NJ.ImN:meN pour NJ.CG, meéM (voir I'exemple 2 la
fin de la démonstration et Figure 3).
Il reste & montrer: K——2LeJ=p=P(LIK) dans (G,M.,I).

Soit K—Led. Si n(K)#0(= p2+0), PLIK)=2kL. 207 () x(iy)
° ' P m";é" SRl

Si n(K)=0, on a P(LIK)=1 et p2=0, puis p‘f(g)l:p.
Ceci achéve la démonstration.

Exemple: Considérons les attributs M={ab,c} et IJ={@—2LI{a}, 3—2435{b},
{a,b}—14s{ab,c},{b}—245{b,c}}). Une solution du systdme de conditions est obtenue
par une modification de la méthode du simplexe.

kL
K P ) {a} {b} {c} | {a.b} | {a,c} | {v,c} |{a.b,c}
@ 1 2/3 | 273 | 479 | w3 | /9 | 479 | 1/9
{a} - 1 172 | we | 172 | 176 | 176 176
{b} - 1/2 1 273 | 12| w6 | 273 | 1/6
{c} - 1/4 1 1 174 | 174 1 174
{a,b} - - - - 1 1/3 173 | 1/3
{a,c} - - - - 1 1 1 1
{b,c} - - - - 174 | 174 1 1/4
fa,b,c}] - - - - - - - 1

et on obtient

L %] {a} b} {c} fa.b} | {a,c} | {b,c} ]ia.b,c}
? | 1 3 3 9 3 9 9 9 |=z=9
n(L) 9 6 6 4 1 4 1
k(L) 0 3 0 0 2 0 3 1
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Donc G={{al,.{a},.{a};.{a,b},.{a,b},.{b.c},.{b,c},.{b.ct; {abich; ). On a alors construit une
réalisation de J (voir Figure 3).

{a}, {a},{a}; | X
{a,b},.{a,b}, | X

{b.c},, {bic},.{biel
{abe}, | X|X|X

x

~
b

{a.b} {a,b 1) fb.cl.{bicly . bicl,

173 174

{a,b.c},

Figure 3. Une réalisation (G,M,I) de
J={@—2435{a}, p—2435{b},{a,b}—14{a b.chfb}—245{b c}} et un
diagramme de Hasse de J(G,M,I) et la valuation avec J(£(G.M,I))=23.

Le Théoréme 3 donne une possibilité “d’explorer”de fagon conversationnelle les
implications partielles d'un ensemble M d‘attributs. L'ordinateur demande la fréquence
relative d’'une implication partielle et 1'expert la donne (s'il peut) ou la laisse de cbté
et donne la réponse plus tard (si c’est encore nécessaire). L'ordinateur peut déterminer
d’autres précisions avec le systéme de conditions du Théoréme 3 et pose seulement les
questions non superflues.

I1 suffit de munir I’ensemble Imp des implications partielles d'un ordre total (par exemple

I'ordre lexicographique sur les prémisses et les conclusions).

Une ébauche d'un algorithme serait alors:

(1) I=g

(I1) calculer la limite inférieure |, et Ia limite supérieure 1® de la précision p de
la premiére implication partielle P—>5CeImp\J.

(111) demander la précision pe[1,.°] de l'implication partielle P—E>C.

(1v) J<Julimplications partielles qu'on peut déduire de J avec les
conditions (i)-(iii) du Théoréme 3}.
(V) Si Imp=J, fin: J est l'ensemble des implications partielles de 1'ensemble

M d‘attributs; sinon, continuer en (II).
Malheureusement il est trés couteux (en temps) de calculer les implications partielles
qu'on peut déduire de J.

III. BASES D'IMPLICATIONS PARTIELLES

Dans la suite on essaie de trouver un systéme minimal de générateurs des implications
g

partielles d'un contexte a partir duquel on peut calculer toutes les autres implications

partielles d’'une manieére rapide et simple. Dans [5]. 1'auteur a résolu ce probleme
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pour les implications (globales). C’est la raison pour laquelle on se restreint aux
implications partielles propres, qui ont une précision p<l. Si on a une base des implications
globales et une base d'implications partielles propres, on a aussi une base pour toutes
les implications partielles (c’est 1'union de les deux bases).

Par définition de [B] et & cause de B'=B"”" on a [B”]=[B] et Bl—-E’B2<=>B1"—E>B2".
Ceci entraine que les précisions des implications partielles propres avec une "prémisse”
ou une “"conclusion” qui ne sont pas des compréhensions, sont “superflues”.

Donc on va se restreindre aux implications partielles propres A—PB ol A et B sont
des compréhensions et ACB.

I11.1. Définitions

3<l(£(K))== {K—>BL/KCL sont des compréhensions de $(K)} s'appellera 1'ensemble des
implications partielles propres.

Evidemment, on a A—P5Be 3<1(§(K))=p<1, car [B]<[A]. Par contre, si P(BIA)<l
on a A"—=B(AuB) e 3°(L(K)).

On dit qu'on peut conclure une implication partielle K—DBL de 3J
(noté J-K—>L), si on ne peut résoudre le systéme de conditions du Théoréme 3
que pour la valeur p§=p.

Un enslemble Jc3 <1(ﬁ(l())ld'implications partielles propres est un systéme de générateurs
de I°NB(K)) , si I3 HB(K)).

Un systeme de générateurs J est une base, si J est minimal avec cette propriété.
COROLLAIRE 4. J-rK—bBL <chaque réalisation de J est une réalisation de

JU{K—DBL } «: JeK—5BL .
La démonstration résulte du Théoréme 3 .

C'est-a-dire que chaque modeéle (i.e. contexte) de J est aussi un modele de

Ju{K—bBL}.

Dans la suite on introduit le graphe Gr(J) pour J§3<1(£(K)), qui est défini comme
suit:

DEFINITION . Pour J§3<1(£(K)), Gr(J)=(X,U), ot X:={NcM/N compréhension de
L(K)}, U={(K,L)eXxX/K—BLed ou L—BKeJ pour un pe@n[0,11}.

Alors Gr(J) est isomorphe 2 un sous-graphe du graphe de comparabilité de £(K).



{8} {b}

{a,b} {b,c}

{a,b,c}

Figure 4. Gr({@—=2435{a}, p—2435{b} {a,b}—14>{a,b,c} {b}—245{b.c}}) (voir
aussi Figure 3).

PROPOSITION 5. Soit J§J<1(£(K)) . S’il y a un cycle dans Gr(J) , il existe une
implication partielle i€J avec J\{ilEi.

Démonstration: soit {Mg,....M_ } un cycle dans GI(J) (k22). C’est-a-dire que. MO,...,Mk
sont des compréhensions de f(K) avec M————‘—l—>M €3 ou M, —L1->M €3

pour i=0,....k (a®b:=a+b mod (k+1)).
¢J (sans perte de généralité), alors

(o1 €3 (Ml@l-M ne
te{ M, ——>Mle1}

(i):p?‘m= 0 pour un i€{0,....k}. Soit M, —9,M,
1
Mn‘!'l

peut pas étre une prémisse), et alors 3\{M —-——-—>M

0
. P,
(ii): pf$l¢0 pour tout i€{0,....,k}. Soit MO—-—L—>Mk€J (sans perte de généralité) et
1

i®l

=M a cause de la Proposition 2(i). Puis Ml@z————)M

iel

[ pl,, i M—J—1->Ml@1 €J

i®l

p. = ; pi i€10,....k-1} . Alors
! »l/p‘iq’l si M, ,,—M,e3

0
p M.
I\{M, ——gk->Mk}t:{M ———k—>Mk}, parce que [—‘—1110 pour tout i€{0,...,k-1} et

k-1 LM, ]
M, ] [M M 7
L k] [ ] (M, ] | ﬂp' est constant pour chaque réalisation

[M][M] ' [Mkl =0 |
de J\{M, —L—>M}

I11.2. Propriétés des bases d’implications partielles
COROLLAIRE 6. Soit 323! ($£(K)) une base de I°'(H(K)). Alors 131<1E(K)I-1.

Démonstration: si IJIZIZQ(IK)I, il y a un cycle dans Gr(J). A cause de la Proposition 5,
il existe une implication partielle i€J avec J\{il=i, donc J n’est pas minimal.
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PROPOSITION 7. 3§3<1(£(K)) est un ensemble générateur, si
(i) Gr(J) contient un arbre maximal
(i) M est la conclusion d’'une seule implication partielle appartenant a J.

Démonstration: si Gr(3J) contient un arbre maximal, il y a pour chaque KCLEM un “chemin”

1 1
P, . P.
K=M.M,....M =L avec M;—2l—>M._ €I ou M, —2M, € I (i=0,...,n-1).

Puisque M est la prémisse d'une seule implication partielle appartenant a J, on a M,;*M
pour i=0,...,n-1. Alors au plus p? '=0. Si p’ '=0 on a P(LIK)=0, et si p* '#0, on a

n-1
P(LIK)= J] p avec p comme dans le cas Il de la preuve de la Proposition 5.
i=0 1 1

C’est-a-dire qu'on peut calculer P(LIK). La deuxieme partie est nécessaire: un ensemble
J tel que Gr(3J) soit connexe n'est pas nécessairement un ensemble générateur:

Soit K:=({a,b},{a,b},#) et I={@—142s{a} {a}—L>{a,b},{b}—L>{a,b}}. Alors Gr(3J)
est un arbre maximal, mais J n'est pas un ensemble générateur, puisqu'on ne peut pas
conclure la précision p de l'implication partielle P—L->{b} (voir Figure 5).

@
1/2 p
a 3 {a} {b}
0

{a,b}

Figure 5. fi({a,b},{a,b},#) et la valuation avec
J={@—142>{a}, {a}—L—>{a,b},{b}]—L—>{a,b}} et Gr(2).

Ils existent des bases 3§3<1(£(IK)) avec IJI<I£(IK)I—1:
soit  G={l....,4}, M={a,b,c} , glare=ge{l,...3}, glb:=ge{2,3,4}, glc:e={3,4} et
J={@—3435{a}, p—3445(b} {a,b}—1425{a,b,c},{b}—2435{b,c} e T° (L (G M,1)).
A cause de la Proposition 2(iii) (ou & cause de la condition (i) du Théoréme 3 avec
0= et O={a}), on a

<1-p@ - 1P +p? xp®) =1-3/4-3/4+3/4xpfP} =1/4x(3xgb} -2 o} »9/3,
0<1- B o By *Plan Papr /3% 02, 2). done p

{b} {b} {v} ab} {b} {b} {b} b}
<1- - * =1- -2/ =1/3- , <2/3.
et 0<1 Iisz} p{b,c}+p{ab} I%a,b,c} ! p{ab} 2/ 3 p{a.b}*l/z 173 1/2*p{a,b} done l;{a,b} 273
Une réalisation est donc possible seulement pour p?;}b}=2/3.

Alors Jr {b}—=2435{a b}, et Jullb}——=2435{abl} est un systtme de générateurs,
car Gr(Ju{{b}——=2%43>{a,b}}) est un arbre maximal (voir Figure 6).



Figure 6. £({1,....4},{a,b,c},]) et la valuation avec
J={@p—3445{a}, p—3445{b} {a,b}—1£25 {a,b,c},{b}—2L3{b.c} ).

Donc, on peut “calculer” quelques précisions de plus, dans certains cas. Mais la
Proposition suivante montrera que la borne I@(K)I—l est "précise”.

PROPOSITION 8. Soit L un treillis fini quelconque. Alors il y a un contexte K avec
Lef(K) tel que toutes les bases 3§J<1(£(IK)) des implications partielles propres ont
pour cardinal IL|-1.

Démonstration: pour keL définissons n(k)==2ILI2h(k). ou h(k) est la hauteur de k dans
L (c’est-a-dire le nombre des é1éments d'une chaine maximale entre k et OL). On pose
Go={kpk (ol G= U G o M=L, kjIim:esksm. Alors Lxf(K,;) avec K =(G,M.],).

Supposons qu’il existe une base 3§3<1(£(Kl)) avec |1JI=<ILI-2. Alors il y a au moins
2 composantes connexes Z,,Z, dans Gr(J). On choisit sans perte de généralité 2,2,
tels qu'existent M,eZ, , M,eZ, avec M,EM,. Dans la suite on va construire une

deuxiéme réalisation K, de J qui n‘est pas équivalente a K-
2n(k)+2(2n(r)-m(r)) si keZ,

Définissons m(k):= r<k
n(k)+Zl£n(r)-m(r)) si keZ,

r<

Alors 1/2#*n(k)<m(k)<3n(k): Démonstration par récurrence:
h(k;)=0: m(k)e{n(k),2n(k)}. 0
h(k;)=hel: 1/2n(k;)<n(k J(1-gip) siL) 27D (122 = fkc )- 21L1(21L1)2" <

< n(k;)-ILImax{n(k)/k<k ;}(3-1) Sn(ki);ngn(r )=n(k )+ }:k—zn(r )<
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(z)n(ki )+ ZlSn(r }m(r)) = m(ki)(;)Zn(ki% Zk(Zn(r)-P(Tr))S 2n(k,}+3/2%IL] max{n(k)/k<k,} =
r< i r< i
((x): hypothése de récurrence)

2(h+1) 2h 1y 2(h+1) LI - i
< 2(21IL) T +372% L 21L1)“ 7 < (21L1) (2+3/2—(2|LI)2)- n(k,)(2+537 <3n(k,).
Donc, m(k)>0 pour tout keL (car n(k)>0). De plus m(k)eIN.
H;= “l’""]m(k)}’ H==kl€JLHk, M:=L k lm:=k<m. Alors L= fi(H,M,1,).

Alors, il y a deux réalisations (G,M.I,), (HM.I,) non-équivalentes de J, c’est-a-dire
3e3°1(GM.I,). 3 (HM,L,) , mais I°Y(G,M,1,)* 3"} (HM,L,), puisque M,—B>M, dans
(GM.1,) mais Ml~—ﬁ>M2 dans (H,M,1,) pour M(Z,, M,¢€Z, avec M,cM, et p*0
(voir I'exemple suivant).

Soit. L=({@,{a}.{b},{a,b}.{b,c}.{a,b,c}},2) (voir la Figure 7) et J={@—EUaliB) (o1
@ P({bh1®) >{b}.{a.b) P({b,c}i{b}), fa.b.cl.ib) P({a.b.c}l{a.b})‘{b’c}}gj<l(£(Kl)) avec
K, construit comme dans la démonstration de la Proposition 8. Les valeurs n(1) sont
ajoutées au diagramme de la Figure 7. Alors P({a}1g)=(12%+122+1)/(120+2x12%+2%12%+1),
P({b}1@)=(124+2%122+1)7(128+2x12%+2x122+1), P({b,c}1{b})=(12%+1)/(12%+2x12%+1),
P({a,b.c}i{a.b})=1/(12%+1), Z,={{a,b}, {a,b,c}}, Z,={@, {a}.{b}, {b.c}}, et M,:={b}c{a,b}=:M,,.
Avec les valeurs m(1) (qui sont ajoutées au diagramme de la Figure 7) on peut construire

le deuxiéme contexte Kz- Alors on a

(S o)A T a(k)=(122+1)7(12%+2%12%+1)=20(122+1) 7( 2¢12* +412242) =
ks{a,b} k={b}

2x( T m(k)/( = m(k)).
k={a,b} k= {b}

2x%12%-12%-]

o} 12*

{a}
0 2%12% 1272

124
2¢12%12%+1

Figure 7. L=({@.{a}.{b}.{a,b}.{b,c},{a,b,c}}.2) et les valeurs n(1) et m(1)
de la démonstration de la Proposition 8.



IV. CHARACTERISATION DES TREILLIS L DONT TOUTES LES BASES ONT POUR
CARDINAL |LI-1

Dans la suite, on va caractériser les treillis finis L dont toutes les bases d’implications
partielles propres de chaque contexte K tel que f(K)xL ont pour cardinal ILI-1.

THEOREME 9. Soit L un treillis fini avec ILI-1J(L)Is2. Alors 1JI=ILI-1 pour toutes les
bases Jg:lq(ﬁ(lK)) des implications partielles propres de chaque contexte K tel que

H(K)=L.

Démonstration: supposons qu'il existe un contexte K avec JS(K)xL et une base
3§3<1(£(IK)) avec |JI<ILI-2. Alors il y a au moins deux composantes connexes Y,Z
dans Gr(J). On va construire une deuxiéme réalisation de J.

Soit O ) le nul du treillis (K) et 1;&(||<) 'universel. Pour keJ(H(K)), k, signifie le
voisin inférieur (déterminé uniquement) de k.

(1): 1G(KN\IL(K)) 1=2. Soit 5(K)\J(£(K))={Oﬂk).v} et soit veZ (sans perte de

généralité) . Définissons (voir I'exemple a la fin de la démonstration)

s20

(201 ) 2y

(2[1&"()]—1)/2[1&'()] §<0

J+1)/72[1
§:= Z [k]*uﬁ(K)(k’v)’

{k<v/keZ}

(pour k=(A,.B,)ef(K), on utilise de nouveau la notation [k]=[(A,,B,)]=IB,’| comme
dans le paragraphe II.1)

[k]keZ [kI” si k=0
[k]"==[f* O RK)= ] KTk si keJ(L)
[k] kez S 1] (rv) si ke
SR 1L

Alors: n(k)>0 pour keJ((£(K)):

[k]—[k*]-[k*]/Z[lﬁ(K)] §20 ]

Ll =Lk 2‘[[k]—[k]/z[l,g(uq]—[k;.J s <0 J>m [L*]— 720 fear T-Di o)

1(k)20 pour k=0 AK) [o]”'z(2[13(”()]—1)/2[13“()]*[o]zo,
n(k)20 pour k=v: n(v)-[v]"'+ S [r] uﬁ("()(r.\’):

=[v]7+ z [T *u‘ﬁ(K)(r v+ 2 [ *“;(K)(’ V)

{r<v/rez} {rev/rez}

'-'[V]"' Z [r]*u£(K)(r V)"f* Z [r]x xp

{r<v/rez} {r<v/rez} £(|K)( v)

Lv]+ 2 [r]*uﬁ(,,()(r viHI-1)x 2 [r]xu

{r <v} {r<v/rez} ‘ﬁ('K)(r V)

ﬁ(k)==2[lﬂK)]*n(k), alors n(k)eIN pour chaque kcL.

n(v)+(f-1)*s2n(v)20

H= U {l,,..15)) . 1 =(A,B) Jm:=meB.
kEﬂlK)i 1 n(k) r r

Alors, on a trouvé une deuxieéme réalisation (H.M.J) de J, qui est non-équivalente
K. ce qui est contradictoire.
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(11): 15 (KN I(FZ(K))1=1, c’est-a-dire (K) \J(£(K))={0§(K)}. Alors f3(K) est une chaine

et on peut continuer avec f:=(2[1

L(K)

]+l)/2[1£(|<)] comme dans le cas (I).

Exemple: soit L=({@.{a},{a,b}.{a,c},{a,b,c},{a,b,c.d},2), K; le contexte

alblc]|d
{abel, (XXX
{ab},|X [X
{acl facl,[X | |X
?,

et J={@—2455{a} {a}—1425 {a,b}.{a,c}—143>5{a,b,c}.[a.b,c}—2>{a,b,c,d}}. Une construction
obtenue comme dans la preuve du Théoréme 9 avec Z={@,{a},{a,b}} fournit s=-3+1<0,
alors f=(2%5-1)/(2%5)=9/10 et

@ {a} | {a,b} | {a,c} |{ab.c}fab,cd}
[~ 5 4 2 277101 9/10 0
(1) 1 2710 [11/10 {18710 9710 | o
a) | 10 2 11 18 9 0

Une deuxiéme réalisation de J est alors le contexte K,

{ab,c};..... {ab.cly
{a,b} ..., {ably,
{ac},...{acl 4
Py Pio

{a};, {a},

d

X
X

XX x|

~

{a,b,c,d}

{a,b,c

Figure 8. L=({@®,{a},{a,b}.,{a,c}.{a,b,c}.{a,b,c.d}.2). J={@—2£55{a} {a}—14L25{a b},
{a.c}—1435 {a,b,c}{a,b,c}—C>{a,b,c,d}} et les valeurs [1] etkzllf(k).



PROPOSITION 10. Soit L un treillis fini tel qu'existent v,weL\J(L) avec v>w>0,. Alors,
on peut construire un contexte K avec J(K)xL tel qu'il existe une base JC:I “1(&(K)
d'implications partielles propres avec |JI<ILI-1.

Démonstration: soit L un treillis fini et v,weL\J(L) avec v>w>0;. Alors il existe
VoW WoELavec w>w Wy, V>V ,V, et V2w, Vi= L<v/p (k,v)*0}, W— lk<w/u k,w)#0}
(voir les Figures 9 et 10).

Cas 1: il existe k<w avec p(k,v)>0 (évidemment p(k.w)=-1). Soit (sans perte de généralité)
w(w,,v)>o0.

K:= (J(L)U{O} M(L), Ln(.I(L)u{O}><M(L))) Donc £(K)=L . Dans la suite on construira un
systeéme de générateurs J<I“!(B(K)) avec IJI=ILI-2.

3 fwe BRI WA w1 ] T =P e (vaw)ulwl .

=p(kily)
L K /ke VUW U{w, w1

J=JuJull, Py L1} . Alors 13J1=ILI-2.

On montrera qu'on peut calculer la précision p (vou' Figure 9). L'inversion de Mdobius

fournit 0 uL(L w)[k] car wel(L) ([kI= I{rEJ(L)U{Ol/r k}l; voir paragraphe II.1), et

la division par [w]>0 fournit P(w;Iw)= X uL(k,vs)*P(Hw) parce que uL(wl,w)=—1 (w,<w).
“'l*kSW

D'aprés le Théoreme 3(i) on a

v w w “'— N a—
(1):0< kgwul_(k,w)* p, » donc pwls WIESW uL(k,w)* P~ “_l%sng(k,w)*P(klw)- P(w,Iw), alors

(+) pxls P(wllw).

(11): OskgvuL(k,V)*pz 2 opfkvipy + X p(kovepr 4 (Wl,V)*p

K VAW ke W\ {w; }
= X plkv)pl+ 2w (kvixplxp) wp (wyvixpl xpY et alors
ke VAW k ke W\{wl} L w k L w wy
(avi PO B2 ——b |5 ey o3 alvdegtepy ]
1 UL(Wl,V)*PW keviw - keW\{wl}
_1 R
= ek, v)*P(klv)+ 2 w. (k, v)¥P(wIv)*P(klw) | =P(w,Iw)
UL(Wl-V)*P(WW) [ch\W { ke WA, .'“I}L '
P(wll\\-')

et donc p’ =P(wlw), c’est-a-dire J-{w w. } et alors Jr 3 <YL(K)).
W 1 1
1

Exemple: avec le treillis de la Figure 9 on a Vi={v. V). "2’“’1}' W={w,w1,w2,0},

4/5 3/5 2/3 1/3 0}

- 3/5
J={v Vi v Vo V Wy, W

W, w alors

_ AV _aV Vg W —1_" _ P w W “
0<1 pVl pV2+pW%'%pW =1-3/5 4/S+3/S*pwl, donc p“122/3, et
0<1-p¥ -p¥ +p¥=1-p¥ -2/3+1/3, donc p* <2/3.

w1 W2

1 "1
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VIVZWWZ
0 [x]x|x]x
w, [X[X]x
w,| [x[x[x
VIX
V2 X

Y0

Figure 9. Un exemple pour le cas I de la démonstration
de la Proposition 10, K=(J(L)u{0},M(L).< n(J(L)u{0}xM(L))).

Cas 2: Vk<w: u(k,v)<0. Soit (sans perte de généralité ) w minimal avec O<w et weJ(L).
(k1

(21L1) T si k<w
N 2ILI*1 X (21L1) o)/ r<v,r,sw] si k=v, et v, *w
n(k)-- I<w 2 : i 2
0 si keJ(L) ou k=w
1 si. ke J(L)\(wI\{v,}

K:=( kyL {kl,...,kn(k)},L,I) avec k;Im:=k<m.

v =P(klw = = P(kI
3= (TP WA (w1 ) 3= BT e (AW, .
_ V =p(w,lv) V2 - ,
QUJU{V Pw1 wy Wi Y, Py P(WI‘Z)ﬁw} si W¢V2
Aj = — V =p(w,lv)
JuJuiv Pwy 1 Wl} si w=v,

Donc, dans Gr(guj), v et w ne sont pas dans la méme composante connexe. Elargissons
3 A& un svstéme minimal J. (par exemple on prend

1

_ p, L=P(kil;)

J=JuJuf1, —=X L k/keVuwu{wlu{l 1)) . Alors 131=ILI-2.

On montrera qu'on peut calculer p et p (voir Figure 10).
2 1

Dans la suite on va démontrer ce résultat seulement pour le cas v,*w. On obtient la
preuve pour le cas v,=w en supprimant p:'vZ . P(wlv,) et le produit qui contient p(w,v).

Prgp.l v—>w €3 Th.3_(iii) , _
On a P(w, Iw)*P(wiv,)*P(v,Iv) =" P(w,Iv) = X"l = :;plz *p‘:l_
vzv—>w€:|
= P(wlv,)* p“,’z* pz‘v’l, donc
(o) pzz* p:l=P(wl Iw) *P(v,Iv) car P(wlv, )#0.

Comme dans le cas 1 on obtient

(+) p::lﬁ P(w,Iw).
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D'aprés le Théoreme 3(i) on a

0 2 p (kwv)*p’= 2 w(k,vppY + 2w lkv) xpreu (w,v)xp) +
ksv L k keVAW\{vy,w} L Pi keVnW\{wl} P L "1
+u (vo, v)x pf,z+ uw.ov)xp? =
= 2 ulkvpep! + 2 wlk,v)*pl ¥pr2x pVa u (wy,v)kpY +
kEVAW\{v,,w} k keVn WA\ {w} L Yo W k Lv w
+uL(v2,v)¥ pV2+pL(w,v)* pzz* p‘:2=
v v
=p, [-1+y (w,v)xp 2+p 2% 2z ulkv)xpl 1+ 2 (K, v)xp+
Ve L Y keVAW\{w; } 7 keviw\ {vp,w} T Py
+U'L(wlvv)* p‘:1=
=p, [ 1+u (w,v)* P(wiv,)+P(wiv,) * X M (k. v P(klw)]+ uL(wl,v)*P(wllv)
keVnW\{w }

+ 2 Uékv)* P(klv)=
keVAW\ {vy,w
et :E\ cause de (*) (voir ci-dessous) on a ¢ {va,wi

P’ 2)[1-;1 w,v)* P(wiv,)-P(wiv,) * X L v)* P(klw)] 1
v L
2 keVnw\{wl}
*[ > L(k,v)* P(kIv)+ uL(wl,v)*P(wllv)]=P(V2Iv) et alors

keV \W\{vz,w}

(++) p“:z <P(v,lIv).

(*) a cause de -1+uL(w,V)*P(wlv2)+ P(wiv, ) * > uL(k,v)*P(kIw)s
KeVAaW\ {w }
- I(wI\(k]i-1 . 1
<-l+ N N T 2|Ll ) Ny

KEVAWN\ {w; }

2 1 1 R .
S-1+|LI*IL1*( 2|L|) 4 S === <0 (u,(k,v)<0 pour k<w, luL(l\,v)Ilel
et I(w]\(k]123 pour k<w, k&w).
A cause de (0),(+).(++) on obtient p“: = P(v,lv) et pV;:P(wllw) et alors
v W 1
P, =P(v,lv) P =P(w, Iw)
I {v —22 2 >V, W ht ! w, ). Mais
P, =P(v,Iv) P =P(w,lw)
= A% v -
Jui{v —22 2 >V, W 1 ! w,} est un systtme de générateurs

de 3<1(§§(K)), donc 3P3<1(§(K)). Ceci acheve la démonstration.

Exemple: soit L le treillis de la Figure 10. V={v,v,v,u}, W={w,w w,,0},
%162+ #(2%162+1)+
J={v " V__(,Z_lb_Z_MLLLLZ_lb_lJ_L\,u
2, (2%162+1)+ W, v, (2*162+1)/(17t(2*162+1)) W,
W_uﬁudmmwz W_LA_Z__LG_LL)O}
0<1-py -pY +p} =1- ((2*162+3)/(17*(2*162+1)+1)—p;:2+((2*162+2)/(17*(2*162+1)+1),
alors V5(17*(2*162+1))/(17*(2*162+1)+1) et

0<1p -p +p p - (162+1)/(2%162+1)+1/(2%162+1), alors “’<(162+1)/(2*162+1)

De plus (162+1)/(17*(2*162+1)+1) Py -p *pz*p“‘p *p *(2*162+1)/(17*(2*162+1)),

donc p;2=(17*(2*162+1))/(17*(2*162+1)+1), et p::,l=(162+1)/(2*162+1).
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Figure 10. Un exemple pour le cas II de la démonstration
de la Proposition 10 et les valeurs n(1).

Avec la Proposition 9 et la Proposition 10 on peut vérifier le

COROLLAIRE 11. Soit L un treillis fini. IL\J(L)Is2<13J1=ILI-1 pour toutes les bases
33°HB(K)) des implications partielles propres de chaque contexte K avec &(K)=L.

V. CONCLUSIONS

On a donné une limite supérieure pour le cardinal |J| d'une base J des implications
partielles propres d'un contexte K et construit une classe de treillis, ou cette limite
est atteinte, mais nous ne savons pas donner explicitement une base des implications
partielles propres dans tous les cas. C'est-a-dire que le probleme de trouver une base
“canonique” reste ouvert. La solution de ce probléme n'est pas facile, parce qu'on ne
peut pas encore donner une limite inférieure pour le cardinal d'une base (voir ci-dessous)
et de plus. il peut exister deux bases differentes J,Ic3<'(H(K)) avec I(JI%II|
(par exemple, I={@—34+—{b} {a}——2L35{abl.{b}l——=2L35{a b}, (b}—=2L35{b,c},
{b,c}——1425{a,b,c}} est une deuxiéme base d’implications partielles propres du contexte
K de la Figure 6 avec II|=5, par contre la base J de la Figure 6 a cardinal 1J1=4).
C’est la raison pour laquelle on doit construire les ensembles J dans la démonstration
de la Proposition 9 d'une fagon dispendieuse.

Une limite inférieure pour le cardinal d'une base est donnée par 1/2%(J(L)nM(L)),
parce que chaque é1ément doublement irréductible doit €tre la prémisse ou la conclusion
d'une implication partielle propre d'une base J:

Si ({h}",{n}”)eJ(ﬁ(Gl,Ml,Il)nM(ﬁ(Gl,Ml,Il) n'était ni prémisse ni conclusion d'une
implication partielle propre appartenant a J, on trouverait une deuxieme réalisation K,
non équivalente (G,=G,u{g/geG;}, M,=M,, IL,=1u{(gm)/gl,mi\{(h.,n)} et alors
[11y =201 | pour 1#({h}",{n}") et [11y =201]y -1 pour 1=({h}",{n}")).



Mais cette limite inexacte n'est pas trés intéressante, puisqu’ils existent des treillis
L, ou J(L)nM(L)=0.

Mais on assume, que [J122/3(If3 (K)I-1) pour chaque base J§J<l(£(l<)). Par contre,
pour chaque néIN on peut construire un contexte K et une base 3§3<1(£(K)), ol
I (K)I-1-1JI=n. Bien sfr, I £ (K)I va grandir avec n, mais le quotient 1J1/(If (K)I-1)
reste supérieur a 2/3.

Pour réprésenter les implications partielles propres d'un contexte K, on utilisera dans
la pratique des systemes de générateurs et pas forcement des bases J, ot |JI<If(K)I-1:
premiérement, les bases sont difficile a déterminer, et si on a une base J, ol
1J1<15(K)I-1, les précisions des autres implications partielles propres sont "difficile”
A calculer avec la condition (i) du Théoréme 3 (c’est trop couteux, en temps de calcul);
deuxiémement, on gagnera pas beaucoup de memoire (si 1'assumption sur la limite inférieure
n'est pas "trop mauvaise” ).

Un systéme de générateurs canonique est donné par J={@——BN/@+N et N est une
compréhension de K} (évidemment IJI=I§(IK)I-1). Pour des compréhensions KCLEM, on
a alors P(LIK)=P(LI®)/P(KI®), donc on peut calculer toutes les précisions trés rapidement.

Pour "simplifier” un treillis de concepts (et pour “filtrer” les informations et
implications partielles "significatives”), on a la possibilité de demander une implication
globale supplémentaire. Dans ce but on peut supprimer les objets qui contredisent la
nouvelle implication globale, ou on peut modifier la relation d’incidence.

Du point de vue mathématique, c’est la factorisation du treillis de concepts avec une
inf-congruence pertinente.

Exemple: regardez le contexte Figure 11. Si on alblc
demande 1'implication {a,c}———{b} et on supprime 11 XX
l'objet 2 ou si on modifie la relation d'incidence §X X
(T:=1u(2,b)), on obtient 1'implication globale = X1 X
{c}——=1{b} en plus. Figure 11

Quelles implications partielles va-t-on exiger, lesquelles sont significatives pour les données?
Avant tout, une implication partielle significative devrait avoir une précision qui est "grande”,
par exemple plus grande qu'un seuil donné par l'expert. Mais cette condition n’est pas
satisfaisante:

(I): 1a précision p=P(LIK) d’une implication partielle K————PL pourrait &tre grande
"par hasard™: si les ensembles d’attributs K,L sont indépendants (du point de vue statistique),
la grande fréquence rélative P(LIK) n'est pas spécilique pour les données.

(IT1): si on demande I'implication partielle K———L en plus (avec P(LIK) grand), on
_pourrait forcer une implication partielle KUN———LuN (pour un NcM), ot P(LUNIKUN)
est petit (voir les Figures 11 et 12).
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P( K UNUL IKUL) P(KULUNIKUN)

Figure 12

Puisque 1-P(KULIK)-P(KUNIK)+P(KUNIK)* P(KUNULIKUN)20, on a

1-HKuLIK) P(KULuN KuN) 1-P(KULIK)
PKUNIK)s~ e NoLion) €t PIKUNULIKUL ) S i * ToRKUNULIKON)

Par exemple. si on suppose P(KULIK)=0.95 et P(KULUNIKUN)=0.25, on obtient P(KuNIK s%
et P(KULUNIKUL)s& et alors [KUN]sse{K] et [KuNuLlsgs [KuLl, c'est-a-dire
I'implication forcée KUN——>KUNUL a une prémisse, qui a évidemment moins d’objets
que la prémisse de l'implication K——KuUL demandée. Dans la pratique, c'est 1'expert
qui devrait décider s’il accepte l'implication partielle forcée KuN——>KuUNUL ou non.
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