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Math. Inf. Sci. hum., (28¢ année, n°112, 1990, p.37-48)

SUR LE NOMBRE D'ELEMENTS DES NIVEAUX
DES PRODUITS DE CHAINES
ET DES TREILLIS PERMUTOEDRES

Bruno LECLERC!

RESUME - Les produits de chaines comptent parmi les ensembles (partiellement) ordonnés les plus
fréquemment rencontrés. On rappelle, avec des démonstrations en partie nouvelles, divers résultats exacts ou
approchés sur les cardinaux de leurs niveaux et sur le nombre de ses niveaux de cardinal maximum. Un
plongement avec de bonnes propriétés permet d'appliquer ces résultats aux niveaux du permutoédre (ordre faible de
Bruhat sur les permutations).

ABSTRACT - On the cardinalities of the levels of chain products and permutohedron lattices.
Cartesian products of chains are among the most frequently considered (partially) ordered sets. Several exact or
asymptotic results on the cardinalities of their levels, and on the number of their maximum cardinality levels, are
recalled. Several new proofs are proposed. An embedding with good properties allows us to apply these results to
the levels of the permutohedron (the so-called weak Bruhat order on permutations).

1. INTRODUCTION

Pour ¢ entier quelconque non négatif, on note ¢+] la chaine (ensemble totalement ordonné€)
{0<1<2<...<c}ac+l éléments, qui seront parfois assimilés & des nombres entiers. Le
produit de m chaines P = (¢;+1) X (co+1) % ... X (¢,,+1) est le produit cartésien des chaines
¢1+l, ..., ¢, +1. On suppose sans perte de généralité que chacune de ces chaines a au moins
deux éléments : ¢; 2 1 pouri =1, ..., m. Soit x = (xy,X,,...,X,) un élément de P, avec

x; € ¢;+1 ; on pose r(x) = X, x;. P est partiellement ordonné selon l'ordre produit usuel :
pour deux €éléments X = (X1,X2,...,Xp)s ¥ = (V1,Y2,-.-»Y ) de P, on a x <y si et
seulement si x; <y; pouri=1,...,m.

Les produits de chaines tiennent une place importante parmi les ensembles (partiellement)
ordonnés finis couramment considérés ; donnons deux exemples simples, mais bien différents,
de situations ou ils apparaissent :

- I'évaluation de candidats ou d'alternatives selon plusieurs critéres totalement ordonnés revient a
situer ces candidats dans un tel produit ;

- pour un nombre entier p = p{' p3* ...p5r, 0l py, ..., p,, sont les facteurs premiers de p ; le
treillis des diviseurs de p, munis de l'ordre de divisibilité, est isomorphe au produit de m

chaines P = (¢;+1) x (co+1) x ... X (¢, D).

1 CAMS-EHESS, 54 bd Raspail 75270 PARIS CEDEX 06
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Les résultats concernant ces ensembles ordonnés revétent donc en général un grand intérét.
La simplicité de leur définition leur confére une structure réguliere, beaucoup plus simple a
priori que, par exemple, celle du treillis des partitions, ou celle du treillis des ordres totaux
(treillis permutogdre). Ils constituent en fait une des généralisations les plus immédiates des
treillis booléens, dont ils conservent bon nombre de propriétés.

La figure 1 ci-dessous donne les diagrammes de Hasse des produits 3 x 4 (a), 2x 3 x 4 (b)
et2x2x5(c).

a b c

Figure 1

L'étude d'un produit de chaines P, et notamment l'obtention de ses parametres, n'est
cependant pas toujours immédiate. Appelons antichaine de P tout sous-ensemble A de P dont

les éléments sont deux a deux incomparables, et soit o(P) la largeur de P, c'est-a-dire le
cardinal maximum d'une antichaine ; c'est aussi, d'apres le théor¢me de Dilworth, le nombre
minimum de chaines requises pour partitionner P. Pour tout entier ¢, on définit de méme une
t-antichaine comme un sous-ensemble A, de P dont au plus ¢ éléments sont deux a deux

comparables et le nombre de Dilworth o(P) comme étant le cardinal maximum d'une
t-antichaine.

Rappelons qu'un ensemble ordonné P est dit rangé s'il existe une fonction de rang entiére
non négative r sur P telle que r(x) = 0 pour au moins un élément (minimal) de P, et que, si
x couvre y dans P, alors r(x) =r(y) + 1 (on dit que x couvre y siy <z <x entraine

y = z). Il est immédiat que si P est un produit de chaines (¢;+1) x (¢,+1) X ... X (¢,,%1), la
fonction r définie plus haut posseéde bien ces propriétés : x couvre y si toutes les coordonnées

de x et de y sont égales, sauf une pour laquelle on a x; =y; + 1. Pour P rangé et x € P,
r(x) est le rang de x ; la hauteur h, ou h(P), de P est alors le rang maximum d'un élément
.de P ; par exemple, pour un produit de chaines, ona h =X, ., c, Pour tout entier

k € [0,h], le niveau P, de P est I'ensemble des éléments x de P tels que r(x) = k. On
note n, le nombre d'éléments de P, et on pose n, = 0 pour tout entier k ¢ [0,k] ; on pose

aussi v = max; n,.

Une construction de De Bruijn et al. (1951) permet de voir qu'un produit de chaines P est
un ensemble ordonné "fortement de Sperner”, c'est-a-dire que ¢ (P) est égal au cardinal de la
réunion des ¢ plus grands niveaux de P ; en particulier, & = v. La détermination des
parametres o (P) se rameéne donc a celle des cardinaux des niveaux. Toutefois, le calcul de ces
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cardinaux, qui se pose dans bien des contextes (statistique, analyse hiérarchique...), n'est pas
immédiat ; ainsi, Lerman donne dans son livre de 1981 une formule particulierement compliquée
et qui est, en fait, peu utilisable en pratique.

Un probléme voisin est celui du dénombrement des niveaux de cardinal maximum (pour les
exemples de la figure 1a, b, c, il y a respectivement 2, 1, et 3 tels niveaux) ; sa solution n'a été
donnée qu'assez tardivement, et avec des démonstrations assez sophistiquées (Griggs 1984).

Le propos de cet article est de présenter ou rappeler quelques résultats, peut-étre
insuffisamment connus, sur la distribution, exacte ou approchée, des cardinaux des niveaux
dans les produits de chaines, en proposant parfois de nouvelles approches pour leur obtention.

Notre point de départ est une récurrence élémentaire, bien connue, permettant le calcul des
cardinaux des niveaux d'un produit de chaines. En reprenant cette récurrence dans un cadre un
peu plus général, on réobtient d'abord, par des moyens tout a fait élémentaires, l'essentiel des
résultats de Griggs mentionnés plus haut (théoréme 5). On s'intéresse ensuite au calcul approché
des cardinaux des niveaux lorsque le nombre de chaines du produit augmente. On applique un
théoréme "limite-central” bien choisi pour donner une condition nécessaire et suffisante
particuliérement simple pour que la distribution des cardinaux des niveaux tende vers la loi
normale (théoréme 6). On retrouve alors une formule asymptotique due 8 Anderson pour le
calcul de .

Un plongement canonique du treillis permutoedre dans le produit de chaines 2x 3 x ... x m,
établi par Le Conte de Poly-Barbut (1990 - ce numéro), permet d'appliquer également ces
résultats a cet autre ensemble ordonné.

Le lecteur intéressé pourra trouver un grand nombre d'autres résultats sur les produits de
chaines dans les livres de Engel et Gronau (1985, chapitre 3) et de Anderson (1987, chapitre 4).

2. PRODUIT DIRECT D'UN ENSEMBLE ORDONNE ET D'UNE CHAINE.

Dans ce paragraphe, nous considérons la situation, plus générale que celle de l'introduction,

ot I'ensemble ordonné P = P’ x (¢c+1) est le produit direct d'un ensemble ordonné P’ et de la
chaine (c+1). Nous allons établir que certaines propriétés de P’ se transmettent alors a P. Un

élément de P est noté x = (x'y), avec x'€ P'etje ¢,+1 ; on retrouve le cas précédent

avec P’ = (¢;+1) x ... X (12 D).

Tout d'abord, supposons que P’ est rangé, de fonction de rang r’ ; alors, P est aussi
rangé, sa fonction de rang r étant donnée par r(x) = r((x’j)) = r'(x’) +j et son niveau

P’, étant I'ensemble {x"€ P’:r'(x’) = k}; la hauteur h de P est donc h’ + c, h’ étant la
hauteur de P’. Soit n’, le cardinal de P’ ; on pose n’, = 0 pour tout entier k ¢ [0,h].

PROPOSITION 1 (Folklore). Les nombres n, s'obtiennent en fonction des nombres n’, par
I'une ou l'autre des récurrences équivalentes :
N = Logice Wi 1)
WL RS IR e 2

Preuve. (1) est immédiat a partir de r((x’y)) = r'(x) +j; (2) en découle.o
Une interprétation de ce résultat est de dire que le nombre n, est une "somme mobile" au

sens de la moyenne mobile de la statistique : c'est la somme de ¢ + 1 termes consécutifs
(certains pouvant €tre nuls) parmi les n’;.



On dira que P est unimodal (quant aux rangs) si la suite finie ny, ny, n,, ..., n, estla
concaténation d'une suite non décroissante ny, ..., n, et d'une suite non croissante n,.,, ...,
ny, et que P est symétrique (quant aux rangs) sionang=n,<n;=n, <...<n, =
Ny < ... (la symétrie ainsi définie implique I'unimodalité). Dés que la propriété d'unimodalité
est vérifiée par P, les niveaux de P de cardinal v sont consécutifs ; on note ¢ le nombre de
ces niveaux ; plus généralement, pour tout ensemble ordonné rangé R, q(R) sera le

nombre de niveaux de R de cardinal maximum V(R). On pose V' = max, n’, = V(P’)
et soit ¢’ = q(P’) le nombre de niveaux de P’ de cardinal V',

PROPOSITION 2. Si P’ est unimodal (resp. symétrique), alors P est unimodal (resp.
symétrique).

Preuve. La suite des n, commence par étre croissante : ny =n’y;n, -ny=n’; >0.
Supposons que P’ est unimodal et soit i pour lequel elle décroit, c'est-a-dire que l'on a
] ’ ’ ’ A
niq-n; <0, donc, dapréfs (2), n’; . >n’;,,. Dans ce cas n’;, , ne peut €tre que dans la
partie décroissante de la suite des n’,, dou n’, , <n’,,.
. ’ . . — ’
Si n’; . est encore dans la partiec croissante,ona n;, ,-n; ,=n";,-n'; 1S
’ ’ . ’ ’ . .s

n'iq-ni . < 0. Sinon, on a n i—c+1 2n'; , et donc .ni+2 - Ny S 0 ; ces dernieres
inégalités restant vraies pour les différences de rangs suivantes, la suite des n, ne peut se
remettre a croitre.

. ' . . - ’ - ’ _ ’
Si P' est symétrique, on a : ny = Toieo ' = Logice M hrcri = 2ogice P hecoksi

’

C

= ZOstc "k = Mhp CC qui établit la symétrie de P.o

On s'intéresse maintenant au nombre ¢ des niveaux de P de cardinal v. Les deux
propositions suivantes permettent de déterminer ce nombre, connaissant g’ et c¢. La partie (i) de
la proposition 4 généralise aussi I'un des résultats donnés dans le livre de Anderson.

PROPOSITION 3. Si P’ est unimodal et si on a ¢ < g’, alors P a exactement ¢’ - ¢ niveaux
de cardinal v; on a de plus dans ce cas v= (c+1)V.

Preuve. Soit j le plus petit entier tel que n'j =Vv';avec ¢<q et k telque j+c<k<
j+q-1l,onan, =Xy . n';=(c+1)v'. A partir de la récurrence (1), il est clair que

cette valeur est la plus grande que puisse atteindre le cardinal d'un niveau de P.o

PROPOSITION 4. On suppose que P’ est symétrique et que, de plus, n',,, = n’, implique
soit n’, = 0, soit n’, = V. Alors :

(i) de méme n,, = n, implique soit n, = 0, soit n, = v.
"(ii) Si ¢ 2 q’, P a exactement un (pour h pair) ou deux (pour h impair) niveaux de cardinal
maximum V.

Preuve. Montrons d'abord la partie (i). D'aprés la récurrence (2), I'égalité n, , = n, implique
n'yq = 1, et dans tous les cas :

sin’,,; =0, onaaussin’,= 0 pour tout i inférieur a k, etdonc n, ;, =n, =0;
siny,,=n’,_=V,onan’;=Vv pour tout i compris entre k - ¢ et k+1, et donc n,,, =
n,=(C+Hv=v.
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Supposons que n’,,; = n’, implique soit n’, = 0, soit n’, = v". Outre l.es cas précédents,
on ne peut avoir, quand n, , =n,, que k-c =h"-k - 1. Ce qui signifie que h =h'+ ¢
est impair et que l'on a k = (B-1)/5 et k+1 = (A+1)/5, ce qui, avec la symétrie, entraine bien
Pyl =M= V.

Pour (ii), remarquons que, d'aprés la symétrie, s'il y a plusieurs niveaux de cardinal v, ils
sont "centrés" autour de la valeur h/2 = (h'+c)/2 :il y a donc un entier j tel que l'on a
j<(B+c)py et j+1 2 (B+C)/y, et n;=v. D'od n;=n,,,, tandis que, du fait que ¢’ <c,

on ne peut avoir n’; = n’;,; = v. On applique alors la partie (i) précédente.n

3. CAS D'UN PRODUIT DE CHAINES.

Les résultats précédents s'appliquent immédiatement & un produit de m chaines P =

(c1+1) x (ca+1) x ... X (¢,p+1) (on pose dans ce paragraphe, et seulement dans ce paragraphe,
€;2Cy 2 ... 2Cp). Le niveau (¢,+1), est de cardinal 1 si 0 < k <c¢,, et de cardinal 0
sinon ; la récurrence de la proposition 1 permet de calculer les cardinaux des niveaux de

(c1+D) x (cp+1), puis de ceux de (¢;+1) x (co+1) x (¢c3+1), et ainsi de suite... tant que les
nombres m et ¢;, i = 1,..., m ne sont pas trop grands. De méme, les propositions 2 a 4 ont
pour conséquence le résultat suivant :

THEOREME 5 (Griggs 1984, Engel et Gronau 1985)). Soit le produit de chaines P =
(1D x (1) x ... x (¢,ptl). Alors :

(i) P est symétrique.

(i) ny,, = n, implique soit n, =0, soit n, = v.

(i) Sic,+1 > X, ;cm C;» le produit de chaines P a exactement g = 1+l - Xoiom C;
niveaux de cardinal v = nzsism (c;+1) ; sinon, P a deux niveaux de cardinal v si h est

impair et un seul niveau de cardinal v si h est pair.

Preuve. Pour m = 1, la chaine (¢;+1) est symétrique et vérifie la condition (ii) ci-dessus ; a
partir de la proposition 2 et de la partie (i) de la proposition 4, on en déduit par récurrence sur

m, en prenant P’ = (¢;+1) x (¢o+1) x ... x (¢,,.1+1), que P posséde ces mémes propriétés.
Le cardinal maximum d'un niveau v = & est donc €gal & ny,; si h est pair, et & ng, ), si h
est impair.

Le nombre de niveaux de cardinal maximum de la chaine ¢;+1 est g(c;+1) =c;+1 > ¢, ;
d'apres la proposition 3, on a donc g((¢;+1) x (c+1)) =¢; + 1 - ¢, et v((¢;+1) x (co+1))
=c,+ 1.

De méme, sic; + 1- ¢, > ¢y, Clest-a-dire sicy + 1> ¢y + c3,ona:
g((c11) X (cpt1) x (c3+1)) = ¢;+1 - ¢cy-c3, et :

V((€1+1) x (cp+1) X (c3+1)) = (c; + 1)(c5 + 1),
et ainsi de suite tant que ¢, + 1 reste strictement supérieur a 3., C;.
Mais si l'on a, par exemple, ¢; + 1 < ¢, + c5, alors, d'aprés la partie (ii) de la proposition

4, q((c1+1) x (cy+1) x (c3+1)) <2, et on voit facilement que ceci entraine g(P) < 2.a
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Exemples :

1) pour m = 3, on peut développer complétement le calcul de v. On obtient :

V= (c,+1)(c;+1) - K/4, avec :

K =0 si c;+1 > cy+cy ; K = (c3+cy-c))(c3+cy-c142) si ¢ +1 < cy+cy et si
Cy+Cy-cy estpair ; K = (cy+cy-cy+1)7 si ¢y +1 S cytey et si cy+cy-cy est impair.

Evidemment, pour m = 4, la situation devient plus complexe...

2) Nous dirons que P est un (m,c)-hypercube (on dit aussi, dans un certain contexte, une
algebre de Post)sic;=cy,=...=c,=c;pourc =1, la récurrence (1) devient n, , =
n', +n'y,, : clest celle des nombres binomiaux. Pour ¢ quelconque, les cardinaux des

niveaux du (m,c)-hypercube constituent une généralisation de ces nombres. Par exemple, pour
¢ =5, le cardinal n; du niveau P, correspond au nombre de fagons d'obtenir le score k+m,

en jetant m dés & jouer du modele ordinaire. La table suivante donne les nombres n;
correspondants pour 1 <m<4:

m k01 2 3 4 5 6 7 8 910 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
1 1 11 1 11

2 1 2 3 4 5 6 5 4 3 21

3 1 3 6 10 1521 2527272521 1510 6 3 1

4 1 4 10 20 35 56 80104125140 146 140125104 80 56 35 20 10 4 1

Le (m,c)-hypercube posséde deux niveaux de cardinal v si le produit mc est impair, un
seul sinon.

3) Le produit de chaines 2x 3 x ... x m a m! éléments. La table suivante donne les nombres
n; correspondants pour 2<m <5 :

m k0O 1 2 3 4 5 6 7 8 910
2 1 1

3 1 2 2 1

4 1 356 5 31

5 1 4 91520222015 9 4 1

Certains lecteurs ont sans doute reconnu ce tableau de nombres, sur lequel nous reviendrons
au paragraphe 6 ci-dessous.

4. APPROXIMATION PAR LA LOI NORMALE.

Les résultats précédents ont permis d'établir quelques propriétés de la suite des n,(P) et de
proposer un calcul de ces nombres par récurrence, au moins pour m pas trop grand. Le calcul
des probabilités fournit des outils efficaces pour I'approximation du nombre d'éléments de P de
rang compris entre deux valeurs données.

On s'occupe ici de dénombrements et la probabilité que nous introduisons consiste
simplement a considérer que tous les éléments de P sont a priori équiprobables. Lorsque x
parcourt 'ensemble des éléments de P, chaque coordonnée x; est donc vue comme une
variable qui prend les valeurs 0, 1, ..., ¢; avec la méme fréquence 1/(0i+1)’ indépendamment
des autres variables Xj, j # i. La variable r(x) se trouve donc &tre une somme de m variables
indépendantes.



43

La moyenne ; et la variance V; de la variable x; sont celles de la loi discréte uniforme :

< k C; & k2 C; 2 Ci (C,' + 2)
P = = 2 , et ‘/‘ = - (—) = — ., 3
S s Sl (Eoc,-n) 2 12 )

La moyenne u et, du fait de l'indépendance, la variance V de r(x) s'obtiennent par
sommation sur i ; nous notons s 1'écart-type (racine carrée de la variance) de r(x) :

M= ZC.-=g,V=iZc,-(C.-+2),ets=/T’. 4
i=1

12,’:]

Quand m augmente indéfiniment, la variable (re0)-py s tend vers la loi normale (ou loi de
Laplace-Gauss), de moyenne 0 et de variance 1, pourvu que la suite des variables (x;)i; 5....
satisfasse les conditions de 1'un des théorémes "limite-centraux”. En fait, nous pouvons donner
une condition particuli¢rement simple, nécessaire et suffisante pour avoir cette convergence.

THEOREME 6. Une condition nécessaire et suffisante pour que la distribution de la variable
r(x) tende vers une loi normale de moyenne Lt et de variance V est :

. Cm
Lunm_,m-; =0 )]

Preuve. Nous montrons essentiellement que (5) équivaut  la condition de Lindeberg (1922 ; cf.
par exemple Feller 1950, Hennequin et Tortrat 1965 ou, pour 1'énoncé seul, Rouanet et Leclerc
1970). Dans le cas discret qui nous intéresse, cette condition prend la forme suivante, dans
laquelle 1a seconde sommation porte sur les valeurs de & :

. | m k- )2
pour tout £> 0, Limy 00— Y, (- 1)
Vi=l -‘2"-2|k -pil>es Gt 1

=0. 6)

Dans le cas général, (6) équivaut a la conjonction de trois propriétés :

(i) la convergence vers la loi normale évoquée ci-dessus ;
() Vo oo
(iii) Vm/y — 0.

La propriété (ii) est vérifiée dans le cas qui nous intéresse puisque, du fait que ¢; 2 1 pour
tout i, V croit indéfiniment avec m. La propriété (iii) est immédiatement équivalente A (5), qui
est donc une conséquence de (6).

Réciproquement, si (5) est vérifiée, nous pouvons prendre, pour € quelconque, m

suffisamment grand pour avoir Ci/g < 2¢, donc €s 2 Ci/y, pour tout i 2 m;. Alors, la
condition (6) est vérifiée, car elle porte sur une expression ot la sommation sur i ne prend en
compte, pour m 2 my, qu'un nombre fini et décroissant avec m de termes non nuls.

Enfin, il est connu en théorie de 1'addition des variables aléatoires qu'en 1'absence de la
propriété (iii) ci-dessus, on ne peut avoir de convergence vers la loi normale de la variable r(x)
que si la variable x,, tend elle-méme vers la loi normale, ce qui n'est, par hypothése, pas vrai

ici.o
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Donnons une interprétation géométrique simple a la condition (5) : on associe au produit de
chaines P un parallelotope rectangle 2 m dimensions dont les longueurs des cotés sont les
nombres c; ; alors (5) équivaut a ce que le rapport de la longueur de tout c6té a celle, égale 2

yZi ¢? , de la diagonale du parallélotope, tende vers zéro.
Le cas le plus simple ou cette condition est vérifiée est celui o ol les ¢; sont bornés (pour
tout i, ¢; < ¢ fixé). Une autre situation sera considérée au paragraphe 6.

5. CALCULS APPROCHES.

1 &2
Rappelons que la loi normale est définie par la densité f(§) = ——e 2 . Cette fonction
{2z
atteint son maximum, égal a L , pour & = 0. En tenant compte du parametre d'échelle s, et

Jo

du cardinal n de P, on retrouve une formule asymptotique pour v due & Anderson (1967) :

n =\/—§ I (ci+1) N
sy2rx Y ci(ci+2)

Dans le cas du (m,c)-hypercube, on obtient 1a forme particuliére (8) ci-dessous :

V=

Lo ey 8)
mc(c+2)

Soit P(u) = I:of(é)dﬁ la fonction de répartition de la loi normale, et soient j et j* deux
entiers tels que 0 < j <j’ < h. On approche le nombre d'éléments de P contenus dans les
niveaux j a j’, inclus, par la quantité :

i’ +0,5— i—0,5-
1 jaigy Pl = i@ L2228 ) - o( T22F ), ©)

En particulier, on obtient ainsi une approximation du nombre ¢(P). Par exemple, pour h pair
et t impair, on prend j = 2h--1)/ et j* = 2h+1+1)/5 (le lecteur trouvera aisément les
valeurs de j et de j’ correspondant aux autres cas).

Pour ¢ = 1, on obtient ainsi une approximation, par intervalles cette fois, de v=a ; elle
est en principe plus précise que celle donnée par (7). Si P est tel qu'aucun des c; n'est
supérieur ou égal a la somme de tous les autres, on obtient, si & est pair, c'est-2-dire si seul le

niveau h/y est de cardinal maximum v;

1 1
v=n[& 7 )- -5l (10)

et si A est impair, c'est-a-dire si les niveaux (h+1)/2 et (h'l)/z sont ceux de cardinal

maximum V:
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V= (IO )- B 2 ). (10)

Quand P a plus de deux niveaux de cardinal v, I'usage de 1'approximation normale n'est
pas raisonnable, puisque cet usage est lié a la propriété (5) ; d'apres le théoreme 5, si g > 2, le
maximum des c; ne peut étre considéré comme petit devant la somme des autres.

Exemples. Illustrons l'emploi de l'approximation normale en donnant, dans deux cas
particuliers, les valeurs exactes de v obtenues a partir de la récurrence (2) et les valeurs

approchées obtenues a partir des formules (7),0u (8), et (10) ; on a utilis€ la table de P(u) du
recueil de Abramowitz et Stegun (1965).

Exemple 1)
P estle (4,5)-hypercube : n = 1296, h =20 ; on a v = 146.
v =151 par (8) [1'""erreur” est d'a peu pres 3,4%] et v= 150 par (10) [2,7%].

Exemple 2)
m=5;cl=c2=3,c3=c4=5,c5=6,d'oi1n=4032eth=22;onav=440.
v =458 par (7) [4,1%] et v=455 par (10) [3,4%].

Comme on pouvait s'y attendre, 1'approximation normale est meilleure dans le premier cas,
ou les nombres c; sont égaux ; dans les deux cas, le paramétre m est encore trop petit pour
qu'elle puisse étre trés bonne.

6. APPLICATION AU PERMUTOEDRE.

Le treillis permutoedre S, est un sous-ordre couvrant, et conservant les mémes niveaux, du

produit de chaines 2 x 3 x ... x m (Le Conte de Poly-Barbut 1990 - ce numéro). La figure 2 ci-
dessous illustre cette propriété : le tracé du diagramme de Hasse de S, peut y étre comparé a

celui du produit de chaines 2 x 3 x 4 donné par la figure 1(b).

Les cardinaux des niveaux du permuto¢dre S, sont donc les mémes que ceux du produit de
chaines correspondant. Ainsi, une formule de récurrence donnée par Kendall (1962 ; cf. aussi
Guilbaud et Rosenstiehl 1963) pour le calcul de ces cardinaux se retrouve en particularisant la

proposition 1 aucasou P =P'xmavec P'=2x 3 x... x (m-1).

On sait que S, et S3 ont deux niveaux de cardinal maximum (et S, un seul). Alors, pour
m 2 3, les inégalités m - 1 2 2 2 ¢(S,,.;) permettent de montrer par récurrence, en utilisant la
proposition 4, que S,, n'a pas plus de deux niveaux de cardinal maximum.

Les résultats du paragraphe 4 permettent de retrouver simplement des propriétés connues du
coefficient T de corrélation des rangs de Kendall. Du fait des fortes symétries du permutoedre, la
distribution de ©(0,,0,), ou O, et O, sont deux ordres totaux pris indépendamment au

hasard équiprobable, se ramene a celle de t©(0,0,), ou O est 1'élément minimum du treillis
permutoedre (l'ordre total de référence) et O, un ordre total pris au hasard équiprobable, et

4r(01)

lona: 0,01) =1 - ———— .
%0, 01) o —
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La moyenne u et la variance V de la variable r(O,), rang de O, dans le treillis
permutoédre S,,, s'obtiennent alors immédiatement par particularisation des formules (4) ci-
dessus ; on retrouve des expressions connues pour U et pour V (dans l'article de Guilbaud et
Rosenstiehl, une coquille s'est glissée dans I'expression de la variance) :

mm+1)2m+7)

7 (11)

1 m
e V= —Yii+2) =
€ 12;§11(l )

L'expression (11) de la variance a deux conséquences. D'abord, la forme asymptotique (7)
pour le cardinal maximum d'un niveau prend 1'expression particuli¢re (12) suivante :

(m+1)!
V=
Y am(m+1)2m +7)

(12)

Ensuite, il est intéressant de noter qu'elle entraine que la condition du théoréme 6 est

satisfaite par le produit de chaines 2x 3 x ... x m+1, et ce bien que la suite des c;, qui est
exactement celle des m premiers entiers 1, 2, ..., m, n'y soit pas bornée. Nous venons donc
d'obtenir une démonstration tout a fait différente de celle de Kendall (op.cit.) de la convergence

vers la loi normale de la distribution du coefficient 7 de corrélation des rangs (sous hypothése
""nulle", c'est-a-dire d'équiprobabilité), un fait qui est a la base d'un test non paramétrique parmi
les plus connus.

Terminons avec un exemple analogue a ceux de la fin du paragraphe S :
m=6; c;=i, pouri =1, 2,..., 6 (niveaux du permutoedre §;), d'ou n = 7! = 5040,
h=21et v=>573; on obtient :
v = 630 par l'approximation (8) [9,9% d'erreur] et v = 619 par l'approximation plus fine
9" [8,0%].

Ce cas ou c; = i est assez défavorable, car les nombres c; ne peuvent guere étre considérés
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comme proches entre eux. On trouve dans les manuels de statistique non paramétrique des tables

pour le calcul du coefficient 7 jusqu'a m = 40, tables équivalentes, on I'a vu plus haut, a celles
de la distribution exacte des cardinaux des niveaux du permutoédre S,,: au dela de cette valeur,
I'approximation normale est considérée en statistique comme largement suffisante en pratique.

7. CONCLUSION

Comme il a été dit plus haut, si les résultats donnés ci-dessus ne sont pour la plupart pas
nouveaux, nous avons pu proposer pour plusieurs d'entre eux des démonstrations qui nous
paraissent originales. Ainsi, la démonstration de Griggs du théoréme 5 ci-dessus repose sur le
fait que les produits de chaines ont une propriété, classique en théorie des ensembles ordonnés
mais assez sophistiquée, dite propriété "LYM" (pour laquelle on pourra & nouveau se reporter
aux livres de Anderson et de Engel et Gronau, ou a celui de Barthélemy et al. 1991). La preuve
de Engel et Gronau repose, elle, sur une récurrence sur m, mais nous semble néanmoins moins
élémentaire que celle donnée ici. Notons que Griggs montre aussi que, pour g <2, P est
strictement de Sperner, c'est-a-dire que les seules antichaines de cardinal maximum sont des
niveaux, un résultat que Engel et Gronau attribuent de leur coté a Clements (1968).

Dans son livre, Anderson précise que la formule asymptotique (8) s'obtient "by using
complex variable methods". C'est bien cette démarche que 1'on a reprise en utilisant le théoréme
de Lindeberg, qui se montre a partir des fonctions caractéristiques (transformées de Fourier). Ce
dernier n'est sans doute pas le plus connu des théor¢mes limite-centraux et il nous parait
intéressant d'en signaler une application directe, a la rencontre du calcul des probabilités et de la
théorie des ensembles ordonnés.

Par ailleurs, le plongement du permutoédre dans un produit de chaines parait avoir un intérét

certain. Il rend par exemple le calcul de la variance du coefficient T tout a fait immédiat.
Retrouver la convergence vers la loi normale de la distribution des niveaux est moins
élémentaire, puisque nous devons recourir au théor¢me de Lindeberg. Mais on peut noter que
pour montrer cette convergence, Kendall utilise de son c6té un autre résultat fort, celui selon
lequel la convergence des moments entraine celle en loi.

Notons que nombre de problémes résolus dans les produits de chaines ont pour analogues
dans le permutoedre des questions ouvertes. Le probleme le plus connu est de savoir si S, est

ou non un ordre de Sperner, c'est-a-dire si 1'égalité a(S,) = v(S,,) est vraie pour m
quelconque (cf. Griggs 1988). On trouve en fait peu de renseignements sur 1'état de cette
question dans la littérature ; nous avons pu vérifier & la main que S5 est partitionnable en
chaines symétriques, donc fortement de Sperner (la méme constatation est immédiate pour S5 et
facile pour S4). On peut de la méme fagon poser d'autres questions telle que la suivante : le
cardinal maximum d'une antichaine A de S,, "sans compléments", c'est-a-dire ne pouvant
contenir simultanément un ordre O, et son inverse est-il toujours €gal & n,),, si A est pair et

d nepyy)n =V si hestpair ?
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