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Math. Inf. Sci. hum., (28¢ année, n°111, 1990, p.61-71)

SUR DIVERSES FORMES DE LA "RE,GL,E DE CONDORCET"
D'AGREGATION DES PREFERENCES

Bernard MONJARDET!

RESUME - Nous appelons ici régle ou procédure de Condorcet la procédure d'agrégation d’ordres des
préférences individuelles en un ordre collectif consistant a chercher un ordre recueillant le nombre maximum de
suffrages sur toutes les préférences par paires qu'il exprime. La définition précise de cette procédure et la raison de
son appellation se trouvent dans l'introduction. Le reste du texte présente de multiples formes équivalentes pour
la définir et donne des indications historiques et bibliographiques sur ses redécouvertes ultérieures.

ABSTRACT - On several forms of the "Condorcet's rule" of aggregation of preferences.
This note bears on a rule of aggregation of individual preferences into a collective preference called here "the
Condorcet’s rule” and often called in the litterature of social choice "the Kemeny's rule” or the "median
procedure”. First we give a definition of this rule and why it is now attributed to Condorcet. Then we give about
twenty five equivalent definitions of this rule and some historical and bibliographical comments on its many
subsequent rediscoveries.

1. INTRODUCTION

On considére une assemblée V = {1,....1, s,....v} de v "votants" ; chaque votant exprime ses
préférences sur un ensemble X = {1,...i, j, k, ...n} de n"objets" (candidats, options, etc...). On
suppose que cette préférence est toujours un ordre strictement total sur X ; autrement dit, c'est
une relation O sur X, transitive (1 O jet j O k impliquent i O k), asymétrique (i O j implique
jOci ol O¢désigne la relation complémentaire de O, i.e. O¢ = X2 - Q), et strictement totale

(i#jetiO°jimpliquent j O i). Comme dans la suite nous ne considérons que des ordres
strictement totaux, nous les appellerons simplement des ordres ; noter qu'ils sont antiréflexifs

(pour tout i, i O° i). On note Ox ou simplement ® l'ensemble des n! ordres définis sur
X (IX1] =n).

Sii et j sont deux €léments distincts de X et que pour le votant rde V, on ait i Oy j, on dit que
r préfere i a j. On pose :
Vl]= |{I’€ V:iO[j}I

v;j est donc le nombre de votants de I'assemblée préférantia j.

1 Université Paris 5 et CAMS, 54 boulevard Raspail 75270 Paris Cedex 06
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On consideére le probleme d'optimisation (C) suivant, ou "probléme de Condorcet" (cf. plus
loin la raison de cette appellation) :

Chercher un ordre C de O tel que
(C) pX vij = Max P vijl
iCj o€ ® i0j

Pour un ordre O donné la quantité 2 vjj est la somme pour chaque couple -ipréféréaj-de
i0j

l'ordre O, des nombres de votants qui préferent i a j ; c'est donc une mesure de 1""accord" de
l'assemblée si O est retenu comme ordre collectif, agrégation des ordres individuels des votants.
11 est alors naturel de choisir comme ordre collectif un ordre maximisant cet accord, c'est-a-dire
un ordre solution du probleme (C). Un tel ordre sera aussi appelé, pour des raisons explicitées
ultérieurement, ordre médian des ordres Oy,...Oy,...Oy.

Il existe un cas ou la solution du probleéme (C) est trés simple. Considérons la relation
majoritaire (stricte) M associée aux préférences des votants : i M j si et seulement si vjj > vji. Si
cette relation majoritaire est sans circuit, c'est-a-dire, si par exemple, il n'existe pas i, j, k avec
iMj,j Mketk Mi, elle est contenue dans un ordre partiel strict (obtenu par "fermeture
transitive" de M), et lui méme prolongeable, de différentes fagons, en un ordre (strictement
total) ; les ordres médians sont alors tous les ordres obtenus de cette maniere. En particulier si le
nombre de votants est impair et la relation majoritaire transitive, elle constitue 1'unique ordre
solution du probléme (C).

On sait que la définition de cette relation majoritaire remonte a8 Condorcet, ainsi que la mise
en évidence du fait que cette relation peut présenter des circuits, ou en termes de préférences des
intransitivités. Dans le texte de 1952, ou en particulier Guilbaud montrait I'importance du travail
de Condorcet, il dénommait "effet Condorcet” ce phénomene. Lorsqu'il y a effet Condorcet la
relation majoritaire ne peut plus définir (directement ou par complétion ordinale) la préférence
collective, si tant est qu'on exige de cette derni¢re d'étre un ordre, condition naturelle dans les
problemes de décision. Il faut donc trouver un autre moyen d'agréger les ordres individuels en
un ordre collectif. Et Guilbaud ajoutait (p. 50) : "Condorcet ne peut se résigner a conclure qu'on
ne peut attribuer aucune opinion cohérente au corps €lectoral...... Il cherche un moindre mal,
c'est-a-dire parmi toutes les opinions cohérentes , celle qui est appuyée par le plus grand
nombre possible de suffrages"”. Comme ici "opinion cohérente" signifie ordre (total), on voit que
Guilbaud attribue a Condorcet la régle définie par le probléme d'optimisation (C) : maximiser la
somme des suffrages vj; sur toutes les préférences i O j d'un ordre O. On sait qu'on a pu en fait
hésiter a attribuer cette régle a Condorcet lui-méme ; s'il existe dans 1'Essai un ou deux
passages, correspondant a la citation de Guilbaud, ou Condorcet semble clairement désigner
cette méthode pour résoudre le probleme de 1"'effet Condorcet", il en est d'autres nettement
moins clairs ; d'autre part les méthodes explicites de calcul qu'il donne pour obtenir I'ordre
collectif ne conduisent pas nécessairement a une solution de (C), lorsque v est supérieur a 3 (ce
n'est guere étonnant, compte tenu de la difficulté que peut présenter ce calcul). C'est donc plus a
partir d'une compréhension globable de la démarche de Condorcet, notamment dans ses aspects
probabilistes, qu'on est fondé a croire que Condorcet est I'inventeur de la procédure définissant
ce que nous appelons les ordres médians (cf. a ce sujet Young, 1988 ainsi que ce numéro de

Mathématiques, Informatique et Sciences humaines et Crépel, 1990)2. Dans la suite les

2 Nous n'oublions pas les contributions originales de Michaud (1982, 1985) qui se proclame ardent défenseur de
Condorcet. Tout en basant son argumentation sur la phrase de Guilbaud citée dans l'introduction, il estime que cet
auteur a "ignoré le sens profond” de I'effet Condorcet, et que plus généralement avec beaucoup d'autres (Kendall,
Arrow, etc..) il a cru en l'impossibilité d'une régle d'agrégation acceptable, régle justement fournie par Condorcet.
(Nous lui laissons bien sir la responsabilité de ces affirmations, qui entre autres nous semblent révéler une
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termes régle ou procédure de Condorcet désigneront donc toujours l'association a un profil
d'ordres individuels des ordres médians, i.e. des ordres solutions du probleme (C). Redisons
que cette regle coincide exactement avec la régle majoritaire (dite aussi communément regle de
Condorcet) lorsque celle-ci donne un ordre (strictement total), et que dans les autres cas elle peut
conduire a plusieurs ordres solutions (phénomeéne qui ne semble pas avoir été remarqué par
Condorcet).

L'objet principal de ce texte est de donner une liste de problémes d'optimisation sur

I'ensemble Oy des ordres qui, étant équivalents au probléme de Condorcet, définissent la méme
regle d'agrégation. Comme d'une part la formulation "moderne" du probléme (C) est assez
récente et que d'autre part il est trés simple mais non toujours évident de montrer que les
différents problémes d'optimisation considérés sont équivalents, ceci explique que la procédure
de Condorcet ait été retrouvée plusieurs fois sous des appellations variées et de fagon
indépendante, la "régle de Kemeny" étant I'exemple le plus connu de ces redécouvertes.

Dans la section suivante, nous donnons les définitions et notations nécessaires. En particulier
nous introduisons deux codages vectoriels des ordres. Dans la troisiéme section, nous donnons
la liste des problémes d'optimisation équivalents au probléme de Condorcet et la preuve de ces
équivalences. La derniére section comporte des indications historiques et bibliographiques sur
les problémes présentés.

2. DEFINITIONS ET NOTATIONS

X = {1,..d, j, ...n} ; V={1, .r,s,.v}

O© = {n! ordres (strictement totaux) définis sur X}

IT = (04,..-0p,...0y), o1 O € O pour tout r € V, est appellé un profil d'ordres
OV = {(n!)Y profils IT }

Pour i, j distincts, éléments de X, on pose :

vij=Hre V:iOpj}l ; ona vy+vj=v

Wij = Vjj - Vji = 2V - V =V - 2v5

W+ij = Wij - min(vij,vji) = wij Si. wij 20
=0 siw;<0

Pour deux ordres O et O' de O, on pose :

d,(0,0) =10A0'I=10-0'l +10'- Ol
1
dg(0,0) = -2—dA(O,O) =10-0'1=10"- 0l

4d,(0,0")

T (0,0) =1- ._H(-;IT
dy (0,0 est la classique distance de la différence symétrique entre deux relations ; sa moitié
dg(0,0") est le nombre de (paires en) désaccords entre O et O', i.e. le nombre de paires {i,j}

2.2 N\

d'objets pour lesquelles i est préféré a j dans un ordre et j préféré a i dans l'autre ; elle varie donc
entre O et (g) Normalisée pour varier de + 1 en cas d'absence de désaccord entre O et O', 2 -1 en

certaine incompréhension de 1'analyse subtile que Guilbaud fait du théoréme d'Arrow).



cas de nombre maximum de désaccords entre O et O', elle donne le classique tau de Kendall t
(0,0") entre les ordres O et O'. Il est aussi bien connu que dg(0O,0") est identique a la distance
des "transpositions consécutives" entre deux ordres (totaux), c'est-a-dire au nombre minimum
d'inversions de deux objets consécutifs, permettant de passer du premier ordre au second.

Pour un profil IT = (01,...Or,OS, ...0,), on pose :

1(0,,0y)

v(v-1)

1(0,0,)
KM= 2 —— um=2 X

oev: VY (rs}gV
K(IT) est la moyenne des tau de Kendall prise sur tous les couples d'ordres du profil IT ; U(IT)
est cette méme moyenne, mais prise sur toutes les paires d'ordres. K et U sont deux coefficients
de concordance entre les ordres du profil reliés par la formule (évidente) :

vK-1

v-1

U s'appelle aussi le coefficient de Kendall-Ehrenberg du profil IT.

Nous définissons maintenant deux codages associant a tout ordre de ® un vecteur de
l'espace euclidien Rn(r-1) ;

- le codage caractéristique : O = xO
11 est défini en posant

Li=1 ©i0j Li=0& joi

La suite xO des valeurs x2ii (ordonnée suivant un ordre arbitraire mais fixé des couples) est

n(n-1) n(n-1)

donc un vecteur de RMM-1) 3 —5— composantes égalesa 1, et composantes

nulles ; on l'appelle vecteur caractéristique de O. SiIl = (Oy,...0p,...Oy) est un profil, on note
Xy le vecteur associé a O, et X(IT), ou simplement X, la suite (xi,...,X,...Xy) des vecteurs

v

X

caractéristiques des x, ; on note x (I1), ou simplement X, le vecteur moyen X = 2 < ses
=1

coordonnées sont les n(n-1) nombres Vij @i#)).

- le codage caractéristique centré : O > yO

11 est défini en posant y i = x%ii - x| soit

yi=1i0j yi =-1&jo0i
Le vecteur yO de R(-1) ainsi défini est appelé le vecteur caractéristique centré associé a l'ordre
O. On note Y(IT) ou simplement Y, la suite (yq,...Yp-..yy) des vecteurs centrés associés aux

ordres d'un profil IT = (Oy,...0,,...0,) ; on note Y(IT), ou simplement y le vecteur moyen :
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v

- y ..
y = 2 -\-,r- ; ses coordonnées sont les n(n-1) nombres wj; (i%]).
r=1

Dans l'espace euclidien Rn(-1), dg dénote la distance euclidienne, |Itl| la norme du vecteur
t, <t,t'> le produit scalaire des deux vecteurs tet t'; on note d; la distance de la norme L entre
deux vecteurs, i.e. la somme des valeurs absolues de leurs différences de coordonnées. Nous
donnons sans démonstrations (elles sont toutes élémentaires) quelques relations liant les
quantités introduites ci-dessus.

(a) 2 Vi + Z \ =vn(l;l)

i0j joi

® 2 v= 21 d,(0,0)

iOj
1 1
© da(0,0)=2dk(0,0) = = di(yy) = 3 df (vy) = dg (xx)

<yy'> . d5Y)
n(n-1) 2n(n-1)

(d 0,0 =cos (y,y) =

v -
_V<yy> vilyll
(e) rgl cos (yr’y) - n(n-l) - 1_ cos G’y)

[n(n-1)]2

3. PROBLEMES D'OPTIMISATION EQUIVALENTS AU PROBLEME DE CONDORCET.

Tous les probléemes d'optimisation sur ® que nous allons lister ci-dessous sont équivalents au
probléme de Condorcet. Comme celui-ci, ils se présentent sous la forme suivante :

Maximiser (ou Minimiser) sur l'ensemble ® des ordres une fonction dépendant du profil
IT = (0Oy,...0p,..Ov) donné et de I'ordre O considéré ; la fonction fait intervenir les différentes
quantités ou coefficients présentés dans la section précédente. Ci-dessous nous notons
simplement par x (respectivement y) le vecteur caractéristique (resp. le vecteur caractéristique
centré) associ€ a un ordre O arbitraire ; ses coordonnées sont donc notées x;; (respectivement
yjj- Certains problémes sont clairement équivalents ; dans ce cas ils ont ét€ mis sur la méme
ligne.

Nous commengons par la liste des problémes de maximisation, donc de la forme :

MAX [f(1,0) , 0 €0]
avec f(I1,0) égal a :
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1 Y v (1bis) Y v x5
i0j i#j

@ Y w (2bis) Y, Wi X;;
i0j i%j

3 D W @Gbis) Y, Wi x;
i0j i#j

@ Y, (0,0 (4bis) 2‘1 c0s(¥r,y)
r=1 r=

(5) K(I + O) (5bis)  U(I + O)

6 <y.,y> (6bis)  cos (¥, y)

Le probleme (1) n'est autre que le probleme de Condorcet de l'introduction ; en faisant
intervenir le codage caractéristique de l'ordre O, il s'écrit sous la forme (1bis), qui a 1'avantage
de faire apparaitre son caractére linéaire. Il en est de méme lorsqu'on écrit (2) ou (3) sous les
formes (2bis) ou (3bis). L'équivalence de (1), (2) et (3) résulte des relations Wi = 2vj-v et

w*j; = wjj - min (vj;,vji). Les fonctions (4) et (4bis) sont les mémes d'apres la relation (d).
L'équivalence des problemes (4) et (5) provient de 1'égalité (v + 1)2 KII+ O) = v2 K(II) +

23 1(0,,0) + 1; celle des problemes (5) et (Sbis) de la relation U = ‘_’Ii_l_l . La relation (¢)
=1 v-

montre 1'équivalence des problémes (4bis), (6) et (6bis). Reste & montrer par exemple

I'équivalence de (1) et (4) ce qui sera fait plus loin, en utilisant leur équivalence commune a un
probléme de minimisation.

Nous donnons maintenant la liste des problémes de minimisation :

MIN [f(T1,0), 0 € O]

avec f(I1,0) égal a :

) 20‘3 vi (Tbis) évﬁ X

(8) %‘; w; (8bis) %wﬁ X

® 2w ©Obis) 2, W} x;
i0j i%j

(10) 24,(0,0) (10bis) 2.4, (0,0) (10.3) Xd(y,y) (10.4) 2 dk(y,y) (10.5) X dp(x,%)
r=1

r=1 r=1 =1 r=1

(11) dg (x,%) (11 bis) dg (¥,y)
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L'équivalence des problemes (7), (7bis), (8), (8bis), (9), (9bis) se montre comme pour les
problémes (1), ...(3bis). L'équivalence de (1) et (7) est immédiate d'apres la relation (a) : de
méme pour (7) et les différents problémes (10), a partir des relations (c) et (d). D'autre part dans

l'espace euclidien R0(™-1), 1a formule de Huyghens permet d'écrire :

v v

21 d2 (y,y) = 21 & (.5 +v dEGy)
= =

on en déduit 1'équivalence des problemes (10.4) et (11bis) ; de méme pour (10.5) et (11). Enfin
le probléme de minimisation (10.4) est équivalent au probléme de maximisation (4) du fait de la
relation (d).

On peut remarquer que les codages caractéristiques des ordres utilisés ci-dessus sont
"sphériques” en ce sens que la norme des vecteurs correspondants est constante. La plupart des
équivalences montrées supra sont valables dans le cadre géométrique général d'un nuage de
points sur une sphere. En particulier elles sont valables lorsqu'on prend un autre codage

classique des ordres, celui défini dans R™ par les "rangs" ou les "scores" des objets de X ; on
obtient ainsi différentes caractérisations de la classique procédure de Borda, basée sur les
sommes des rangs, dont on reparlera plus loin (cf. a ce sujet, Monjardet, 1985).

Pour terminer cette section, notons que nous avons choisi une écriture relationnelle ou
vectorielle des problémes d'optimisation ci-dessus ; on aurait pu aussi prendre une écriture
matricielle, qu'on trouvera chez certains auteurs. Nous signalerons aussi plus loin une
présentation "permutationnelle” de certains de ces problémes, qui peut toutefois €tre assez lourde
a écrire. Enfin nous ne prétendons pas avoir €puisé toutes les formes d'écriture du probléme ; on
pourrait par exemple 1'écrire en termes de théorie des graphes ; nous avons aussi omis une forme
duale intéressante des problemes (7bis) et (8bis) (Merchant et Rao, 1977).

4. INDICATIONS HISTORIQUES ET BIBLIOGRAPHIQUES.

Faisons d'abord une remarque ; nous n'avons considéré ci-dessus que le cas étudié par
Condorcet ou les préférences individuelles et collectives des votants sont des ordres (strictement
totaux). Dans les textes dont nous allons parler, on considére souvent des cas plus généraux,
notamment celui ou ces préférences sont des préordres totaux (l'indifférence -transitive - est
admise). La procédure Condorcet peut bien siir Etre généralisée, de différents points de vue, a
ces cas. Mais pour ne pas alourdir cet exposé et rester dans le cadre qui €était celui de Condorcet,
nous ne considérons dans les exposés généraux que ce qui concerne le cas particulier des ordres.

On peut apparemment regrouper les différentes redécouvertes de la procédure Condorcet
autour de trois thémes : la notion de médiane dans un espace métrique (Kemeny, 1959, etc...) ;
l'idée de minimisation des désaccords ou de maximisation des accords (Brunk, 1960 a partir de
Kendall, 1955, etc...) ; 'utilisation du tau de Kendall (Hays, 1960, etc...).

Le fait que l'on puisse considérer la relation majoritaire définie par Condorcet comme une
médiane dans un certain espace apparait dés l'article de Guilbaud de 1952 ; c'est toutefois
'aspect algébrique de la médiane, plus que son aspect métrique, qui est développé (pour la
relation entre ces deux aspects, cf. Monjardet 1990). Inversement, Kemeny en 1959, (cf. aussi
Kemeny et Snell, 1962) pose d'emblée le probleme de la recherche de I'ordre collectif comme
celui de définir un espace métrique sur 1'ensemble des ordres, puis d'y rechercher 1'analogue des
médianes ou des moyennes en statistique ; par contre le lien avec la procédure majoritaire
n'apparait pas. Kemeny part d'une liste d'axiomes qu'on peut vouloir imposer a une distance
entre ordres et montre que cette distance est alors celle de la différence symétrique d, (O,0"),
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qu'il écrit sous la forme 5 d; (y,y"). 11 propose ensuite de rechercher 1'ordre le "plus proche"

des ordres donnés, cette proximité étant définie soit au sens de la somme des distances d'un
ordre considéré aux ordres donnés, soit au sens de la somme des carrés de ces distances ; le
premier choix est considéré comme la recherche d"'ordres médians” (en fait, ce terme n'est pas
dans Kemeny, mais dans les travaux frangais décrits ci-dessous) ; le second comme la recherche
d"ordres moyens". Le premier choix qui conduit au probléeme d'optimisation (10.3) correspond
donc a la procédure Condorcet ; Kemeny note qu'elle peut conduire a plusieurs solutions. Cette
"Kemeny rule", bien qu'assez connue aux Etats-Unis, grice au livre de Kemeny et Snell, n'y
suscitera des développements qu'a partir des années soixante-dix. Indépendamment, en France,
l'usage et les propriétés de la médiane métrique comme résumé de données ordinales avaient été
étudiés par Barbut (1961, 1966, 1967) puis différents auteurs (notamment Jacquet-Lagréze,
1969, 1971, Monjardet, 1973 ; cf. aussi Barbut et Monjardet, 1970, et Degenne, 1972) : ils

avaient en particulier considéré le probléme de la recherche des ordres médians (sous la forme
v

des problemes (10)), et noté la relation simple mais fondamentale Zl dg(0,,0) = %',_ v;;- De cette
= 1V)

relation découle notamment le fait mentionné dans l'introduction (et redécouvert maintes fois)
que lorsque la relation majoritaire est sans circuit, on peut en déduire les ordres médians (par
complétion) ; en particulier, si la relation majoritaire est un ordre c'est 1'unique ordre médian.
Notons a ce propos que d'autres régles que la procédure Condorcet satisfont & cette condition
d"'extension" de la régle majoritaire (cf. I'article de Bowman et Colantoni, 1973, cité ci-
dessous, et dans le contexte un peu différent des fonctions de choix collectif, Fishburn, 1977).
Des travaux sur les relations médianes du méme type que les travaux frangais avaient été aussi
mené en URSS en particulier grice 4 Mirkin (1974). On peut aussi rattacher a ce courant
métrique le travail de Bowman et Colantoni (1973) qui revient a considérer le probleme de
minimisation (11) avec une distance non nécessairement euclidienne et qui montre le caractére
linéaire du probleme (point déja remarqué par De Cani, 1969, pour un probléme plus général).
Notons enfin que dans Levenglick (1974), on trouve 1'équivalence entre les formulations 10.3
(régle de Kemeny explicitement citée) (6) et (11) de la procédure de Condorcet et que son travail
conduira a une remarquable axiomatisation de cette procédure (Young et Levenglick, 1978).

Passons maintenant au théme "Maximisation des accords" ou "Minimisation des
désaccords”, correspondant aux deux problémes équivalents :

Max 2 V;j» i-e. le probleme de Condorcet, et Min z Vi dans la deuxiéme formulation v;;
i0j i0j
représente le désaccord "local" de I'assemblée si i est préféré a j dans 1'ordre collectif, et il est
naturel de chercher 2 minimiser le désaccord "global" obtenu par sommation des désaccords sur
les couples de O. L'idée de minimiser des désaccords aussi bien pour trouver un ordre collectif
que pour sélectionner un ou plusieurs vainqueurs apparait dans un texte de Kendall (1955). Il
écrit, par exemple (page 43) : "When we have to select a subset of the n objects as "elected” we
shall in general, in the absence of complete unanimity, violate a number of preferences.
Circumstances force us to do to some extent. The problem is to do so to the least possible
extent". Cependant plusieurs de ses assertions (cf. notamment 7.f et 9, pages 48 et 49) semblent
indiquer qu'il pensait que les "ordres de Borda" étaient les solutions optimales du
probleme. Rappelons qu'un ordre de Borda est obtenu a partir d'un profil, en classant les objets
d'aprés 1'ordre induit par les sommes des rangs qu'ils ont obtenus dans les différents ordres

(sommes €égales aux quantités Z V;;), et en départageant de maniere arbitraire les ex equo
1#_]

éventuels. Rappelons aussi que la procédure de Borda ne satisfait pas a la condition majoritaire
de Condorcet, puisqu'elle ne donne pas nécessairement la relation majoritaire lorsque celle-ci est
un ordre ; c'était d'ailleurs la principale critique qu'en faisait Condorcet. La raison de l'erreur de
Kendall est toutefois intéressante. Il admet implicitement que la résolution du probléme de



Condorcet (sous la forme (7)) peut se faire de fagon séquentielle : on choisit comme premier

€lément de l'ordre cherché l'objet i créant le moins de désaccords z /S donc l'objet de rang
j#i

minimum ; puis parmi les objets restants, et sans recalculer les rangs, le second objet vérifiant le
méme critére, et ainsi de suite ; on aboutit bien ainsi, pratiquement par définition, a un ordre de
Borda. Notons qu'il serait plus naturel de recalculer les rangs a chaque itération, en supprimant
les préférences concernant les objets déja classés : on aboutirait ainsi aux "ordres prudents” de
Kohler, Arrow et Raynaud (1986). L'erreur de Kendall allait toutefois étre corrigée par Brunk
(1960), qui suivant " a suggestion of Kendall, that the number of expressed preferences which
are violated be minimized" écrit exactement le probléme de Condorcet - sous la forme (1) - et en
montre 1'équivalence avec la forme (7). La procédure Condorcet sous la forme (1), est encore
redécouverte en 1973 par Blin et Whinston, qui 1'appellent "The combinatorial optimization
criterion" (cf. aussi 1975) ; le second de ces auteurs avec Adelsman (1977), s'apergoit toutefois
que leur méthode est équivalente a celle de Kemeny, ainsi qu'a une version duale du probléme
(8bis), qu'on trouve dans Merchant et Rao (1977). On notera que plusieurs de ces auteurs
présentent le probléeme d'optimisation sous la forme de recherche d'une permutation de
I'ensemble X, ce qui peut conduire a des formulations assez lourdes.

Venons en enfin au troisiéme théme, ou la procédure Condorcet est redécouverte a partir de
l'idée de "corrélation" entre ordres. En fait 1'idée d'utiliser un coefficient de corrélation entre
ordres pour obtenir un ordre consensus semble liée 2 Kendall (1942). Celui-ci parle d'ailleurs,
comme Condorcet, d'estimation d'un "vrai" ordre ("true ranking") ; il utilise pour ce faire la
méthode de Borda évoquée plus haut. Mais il montre qu'un ordre O ainsi obtenu maximise la

v

quantité 2 p(0,,0) , ou p est le coefficient de corrélation de Spearman entre deux ordres. Si
=1

'on remplace ce coefficient p par le coefficient t, on aboutit au probléme de maximisation (4),
équivalent au probleme de Condorcet. C'est exactement ce que propose de faire le statisticien
Hays, dans un article paru la méme année (1960) et dans la méme revue (Journal of the
American Statistical Association) que celui de Brunk. Dans le méme ordre d'idées, au lieu de la
formulation (4), on peut aussi utiliser les formulations (5) et (5bis), qui consistent a chercher
I'ordre consensus comme celui qui ajouté aux ordres donnés maximise les deux coefficients de
concordance entre ordres basés sur le tau, a savoir K et U (ceci est par exemple noté dans
Marcotorchino et Michaud, 1979 et Barthélemy et Monjardet 1981).

Revenons a Hays pour signaler qu'il avait remarqué que résoudre ce probléme (4) était

équivalent 2 trouver l'ordre des lignes et des colonnes du tableau des n2 coefficients vjj, rendant
maximum la somme des termes au-dessus de la diagonale. Ceci n'est rien d'autre qu'une
formulation "permutationnelle” du probleme (1). Elle est intéressante car elle montre que ce
probléme est un cas particulier d'un probléme rencontré dans de nombreux contextes, par
exemple dans celui de la "triangulation” d'un tableau d'échanges inter-industriels : ayant un
tableau (carré) de coefficients c¢;; (1 <1, j < n), trouver une permutation des lignes et des
colonnes de ce tableau rendant maximum la somme des termes au dessus de la diagonale. On sait
maintenant que ce probléme général, comme le probleme particulier de Condorcet, est NP
complet, ce qui rend a posteriori quelque peu savoureuse la phrase de Hays, affirmant que la
recherche d'un ordre médian "may be done quite simply by putting the rank-order data into a
table showing the number of cases in which the row object is ranked above the column object
and permuting rows and columns (simultaneously, so that rows and columns show the same
order) until the sum of the entries above the diagonal is maximal”.

Notons toutefois que malgré son caractére difficile (qui ne pouvait étre connu en 1960) le
probléme de détermination effective des ordres médians a fait I'objet ces derniéres années de
progres sensibles (c¢f. par exemple, Reinelt, 1985, qui traite du probléme plus général évoqué
ci-dessus).
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Terminons cet exposé par deux remarques. Il est intéressant de constater que les trois
principales redécouvertes de la régle de Condorcet ont eu lieu pratiquement au méme moment
(1959-60), mais qu'une seule a été largement connue, celle de Kemeny, certainement a cause de
l'ouvrage de Kemeny et Snell ; on vérifie ainsi, une fois de plus, qu'une bonne idée connait
souvent plusieurs naissances indépendantes lorsqu'elle est miire, mais aussi qu'il ne suffit pas
qu'elle soit bonne pour qu'elle prospere. On a vu plus haut que le probleme d'optimisation de
Condorcet était un cas particulier d'un probléme d'optimisation combinatoire trés général, mais
consistant toujours dans la recherche d'un ordre ; dans une autre direction la notion d'ordre
médian peut s'étendre a beaucoup d'autres types de relations, et est notamment intéressante en
classification dans la recherche d'équivalences médianes ; on pourra trouver une présentation des
travaux - nombreux - menés sur la "procédure médiane" dans Barthélemy et Monjardet (1981,
1988).
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