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CONSENSUS EN CLASSIFICATION :
Une revue bibliographique

Bruno LECLERC1 et Guy CUCUMEL2

1.INTRODUCTION

Par "consensus en classification", on entend ici deux types de problèmes qui peuvent être
abordés séparément ou simultanément. Dans la suite, nous essayons de faire le point sur l’état de
chacun de ces deux thèmes.

- Agrégation de classifications : étant donné un v-uple r = (Cl, C2,..., C~) de classifications
du même type (partitions, hiérarchies, ...) sur un ensemble X à n éléments, chercher une ou

plusieurs classifications consensus, représentatives (en un sens à préciser) du v-uple r.
- Compatibilité de classifications sur X entre elles, ou de classifications avec des structures
d’autres types (données ou obtenues comme "sorties" d’analyses de données) : ordres, relations,
dissimilarités sur X. Il s’agit de définir des conditions d’accord entre structures de types variés,
et d’étudier l’obtention de tels accords.

On présente ici une revue, mise à jour en novembre 1987, des travaux sur ces questions, avec
une liste, répartie en six thèmes, d’un peu plus d’une centaine de références. Cette revue,
effectuée dans le cadre du GRECO CNRS 59 "Analyse de données", est sans doute assez
complète pour les références en langue française.

1 Centre d’Analyse et de Mathématique Sociales, EHESS, Paris.

2 CEREMADE, Université de Paris-Dauphine, Place du Maréchal de Lattre de Tassigny, 75775
PARIS CEDEX 16.
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Au plan international on espère n’avoir pas omis de publication notable. Cependant toutes
les remarques apportant des précisions ou des compléments seront les bienvenues. En

particulier, il est sûr que la partie VI de la bibliographie (logiciels) est ici insuffisamment étoffée.
Les auteurs ont bénéficié de suggestions et d’informations provenant des membres d’un

groupe de travail du GRECO mentionné ci-dessus. Ils les en remercient, notamment J.P.

Barthélemy, E. Diday, B. Fichet, A. Ibrahim, I.C. Lerman, B. Monjardet et M. Reinert.

2. AGREGATION DE CLASSIFICATIONS

L’agrégation de classifications peut apparaître comme un domaine d’application particulier de la
théorie mathématique de l’agrégation, jusqu’ici surtout développée à propos de l’agrégation des
préférences. Du point de vue statistique, on peut aussi la voir comme une recherche d’extensions

adéquates de l’idée de moyenne. La partie 1 de la bibliographie donne quelques références sur le
problème général de l’agrégation. On y trouve des travaux initiaux fondamentaux, des

présentations synthétiques et des travaux plus techniques s’appliquant à certains types de
classifications.

Concernant l’agrégation des classifications, on peut citer trois articles "pionniers", chacun
correspondant à un type de classifications à agréger, un domaine d’applications, et une approche
particulière :
. Régnier (1965) propose d’agréger les partitions suivant un critère métrique, en vue de définir
une méthode d’analyse de données qualitatives, comme on en rencontre souvent dans les
sciences sociales.

. Adams (1972) définit des règles de construction d’une hiérarchie consensus, en vue de
déterminer un arbre phylogénétique.
. Mirkin (1975) obtient, pour l’agrégation de jugements de ressemblance (relations
d’équivalences), une caractérisation axiomatique du type du célèbre théorème d’Arrow.

Depuis, le domaine a connu un important développement : nous donnons dans la partie II
de la bibliographie une quarantaine de références, presque toutes postérieures à 1980. En 1986,
un numéro spécial du Journal of Classification (vol.3, n’2) a rassemblé dix articles sur ce
thème. Au récent congrès de la Fédération Internationale des Sociétés de Classification (Aix la-
Chapelle, été 1987), une douzaine de communications lui étaient consacrées. La plupart d’entre
elles paraîtront sous forme d’articles du livre édité par Bock (1988).

Dans un article de synthèse de 1986, Barthélemy, Leclerc et Monjardet reprennent la
distinction entre trois approches esquissée plus haut : l’approche par optimisation, du type de
celle de Régnier, l’approche constructive d’Adams, l’approche axiomatique de Mirkin ; en
utilisant dans le cas des classifications les résultats généraux sur l’agrégation fournis par la
combinatoire des ensembles ordonnés (Barbut 1961, Monjardet 1980, Barthélemy et Monjardet
1981, Bandelt et Barthélemy 1984, Monjardet 1987), on obtient de nouveaux résultats, et une
présentation unifiée de nombreux résultats antérieurs, notamment ceux reliant plusieurs
approches ; on résout divers problèmes concernant la complexité des calculs de classifications
consensus ; on met en évidence l’importance pour ce domaine du développement des recherches
sur l’algorithmique dans les ensembles ordonnés.

Nous allons tenter de donner un aperçu de la littérature sur l’agrégation des classifications
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de types classiques : partitions ou équivalences, hiérarchies, arbres de Buneman ou hiérarchies
non plantées, hiérarchies stratifiées ou ultrapréordonnances, hiérarchies indicées ou

ultramétriques ; les trois paragraphes suivants correspondent aux trois types d’approches
précédemment signalés.

2.1. Approche constructive : les polynômes latticiels.
Les ensembles de classifications mentionnés ci-dessus sont naturellement ordonnés, avec des

opérations latticielles de supremum V et d’infimum A : treillis géométrique des partitions et
treillis d’ultramétriques qui le généralise ; demi-treillis à médianes (où le v n’est pas partout

défini) des hiérarchies, des arbres de Buneman et des hiérarchies stratifiées.

Les polynômes latticiels sont les fonctions d’agrégation de la forme

où iF est une famille de parties de {l,...,v} . Si iF est telle que F n F’

* 0, ~ est une famille majoritaire généralisée et le polynôme est bien défini dans tout demi-
treillis à médianes (cf. Barthélemy, Leclerc et Monjardet 1984a, 1986).

Ces polynômes formalisent bien les règles de consensus les plus classiques :
- Règles de quotas y = { F C { 1,...,v } / IFI &#x3E; q &#x3E; v/2) , dont, avec q = v/2, la règle
majoritaire.
- Règles oligarchiques : l if = 1, dont le consensus strict, ou unanimité, avec F = { 1,...,v } ,
et la règle dictatoriale, avec y= { F } et IFI = 1.

Ils ont donc été fréquemment considérés, notamment pour les partitions (Mirkin 1975,
Leclerc 1984, Fishbum et Rubinstein 1986, Neumann et Norton 1986a,b ; notons que les
formes fortes des nuées dynamiques utilisent la règle d’unanimité), les ultramétriques (Leclerc
1984, Neumann et Norton 1986a) et les hiérarchies (Nelson 1979, Margush et McMorris 1981,
McMorris et Neumann 1983, Neumann 1983), et aussi pour certains arbres de Buneman par
McMorris (1985).

De plus, des polynômes latticiels de partitions sont utilisés dans les méthodes de
consensus de hiérarchies proposées ou étudiées par Adams (1972), Stinebrickner (1984a,b,
1986), et Neumann et Norton (1986a).

Il se pose immédiatement le problème de la complexité du calcul de P(r). A partir des
résultats de Day (1981,1985) sur les opérations latticielles V dans les structures latticielles

considérées ici, Barthélemy, Leclerc et Monjardet (1986) ont montré que pour les cas importants
(règles de quotas et règles oligarchiques) ce calcul se fait en temps polynomial en n et en v. On a
mis dans la partie V de la bibliographie les articles où de tels problèmes de complexité sont
abordés.

Bien sûr, il existe aussi des méthodes constructives sans lien apparent avec les polynômes
latticiels, comme l’algorithme d’élagage de Gordon (1980, cf. aussi Finden et Gordon 1985,
Gordon 1986), ou la méthode de Lerman et Peter (1985) pour agréger un v-uple de partitions en
une seule hiérarchie indicée.
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2.2. Approche par optimisation : classifications centrales.
Dans sa méthode des partitions centrales, Régnier (1965) considère la métrique d sur les

partitions de X donnée par le cardinal de la différence symétrique des équivalences associées. Il

cherche une partition consensus C qui soit une médiane de r, c’est-à-dire minimisant la

fonction d’éloignement

Il propose une heuristique par échanges pour une solution approchée. Il montre aussi que le

problème se met sous la forme d’un programme linéaire en nombres entiers. Par la suite,
diverses heuristiques ou algorithmes exacts (pour n pas trop grand) ont été proposés
(Marcotorchino et Michaud 1981,1982, Schader 1981, Celeux 1984, Schader et Tüshaus 1986,
Wakabayashi 1986, Grôtschel et Wakabayashi 1987). Wakabayashi établit aussi la NP-

complétude du problème de Régnier.
Le prolongement naturel de ces travaux aux ultramétriques passe par l’usage d’une

métrique da définie par 1

G. Cucumel s’intéresse actuellement au cas a=2 sous contrainte d’ordre, correspondant à la
recherche d’une ultramétrique centrale au sens des moindres carrés et essaye d’établir dans

quelles conditions la solution du problème est équivalente à l’ultramétrique induite par la

hiérarchie du lien moyen.
Le problème de Régnier est un cas particulier de recherche d’une procédure médiane

(Barthélemy et Monjardet 1980, 1981, 1988). Il y a une situation où la règle majoritaire
correspond à une telle procédure : celle d’un treillis distributif (Barbut 1961, Monjardet 1980) ou
d’un demi-treillis à médianes (Bandelt et Barthélemy 1984), avec la métrique (dite latticielle)
naturellement associée à ces structures. La particularisation de ce résultat aux hiérarchies
(Margush et McMorris 1984) a donc des analogues pour les arbres de Buneman et pour les
hiérarchies stratifiées (Barthélemy, Leclerc et Monjardet 1986). La procédure médiane pour les
partitions et les ultramétriques à partir de la métrique latticielle a été peu considérée jusqu’ici. B.
Leclerc (1988b)a récemment établi quelques propriétés des médianes correspondantes.

Les approches métriques précédentes sont un cas particulier de celles reposant sur un
indice de concordance ("consensus index methods" de Day et McMorris 1985), comme celles

proposées par Stinebrickner (1984a, 1986). Parmi les articles présentant de tels indices, on doit

particulièrement signaler la synthèse de Rohlf (1982).
Max Reinert a posé un intéressant problème particulier d’indice de concordance. Si les Ci

sont des partitions d’ensembles Xi, tous parties d’un même vectoriel, un indice de concordance
peut ne prendre en compte que les centres de gravité des classes : un tel indice constituerait alors
une bonne mesure de la stabilité des partitions Ci.

En amont de l’étude des indices de concordance se trouve le vaste problème de la
comparaison des classifications : partitions (Boorman et Arabie 1972, Arabie et Boorman 1973,
Barthélemy 1977b, 1979a, Day 1981, Day et Wells 1984, Hubert et Arabie 1985, 1986),
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ultramétriques (Sokal et Rohlf 1962, Hartigan 1967, Hubert et Baker 1977, Leclerc 1981, Day
et Faith 1985), hiérarchies (Farris 1969, Phipps 1971, Robinson 1971, Williams et Clifford
1971, Bobisud et Bobisud 1972, Margush 1982, Leclerc 1985a,b), hiérarchies stratifiées

(Schader 1979, 1980), arbres phylogénétiques (Robinson 1971, Waterman et Smith 1978,
Robinson et Foulds 1981, Estabrook, McMorris et Meacham 1985, Day 1986b). Des

présentations unifiées portant sur plusieurs de ces ensembles ont été données par Boorman et
Olivier (1973) et par Barthélemy, Leclerc et Monjardet (1984a,b, 1986). La partie III de la

bibliographie donne les principales références sur les indices de concordances sur les v-uples de
classification et sur les distances entre classifications.

2.3. Approche axiomatique : les résultats arrowiens et les autres.

Après celui de Mirkin (1975) caractérisant la règle oligarchique pour les partitions, reformulé par
Leclerc (1984a) et redécouvert par Fishburn et Rubinstein (1986), de nombreux théorèmes "à la
Arrow" ont paru, dont Barthélemy, Leclerc et Monjardet (1986) ont souligné l’analogie :
caractérisation des règles oligarchiques pour les ultramétriques (Leclerc 1984), dualement

oligarchiques pour les partitions (Neumann et Norton 1986b), majoritaires généralisées pour les
hiérarchies (McMorris et Neumann 1983). Ces résultats sont effectivement des cas particuliers
d’un théorème arrowien dans les structures latticielles récemment établi par Monjardet (1987),
celui sur les ultramétriques étant légèrement à part.

D’autres résultats arrowiens, caractérisant la règle dictatoriale pour les hiérarchies
(Neumann 1983) ou pour certains arbres de Buneman (McMorris 1985) sont d’un type assez
différent.

L’approche axiomatique ne fonctionne pas seulement dans le cadre arrowien. On peut
noter deux autres types de résultats : Neumann et Norton (1986a) montrent que, parmi les

polynômes latticiels de hiérarchies indicées, seules les "oligarchies" satisfont un axiome de
"fiabilité" (faithfulness) proposé par Neumann (1983) et récemment reformulé par Vach et

Degens (1987).
S’inspirant du travail de Young et Levenglick (1978) sur les ordres médians, Barthélemy

et McMorris (1986) caractérisent la procédure médiane pour les hiérarchies ; la généralisation de
ce résultat vient d’être faite par Barthélemy et Janowitz (1988).

3. COMPATIBILITE. .

Les problèmes de compatibilité entre classifications, ordres, dissimilarités apparaissent
naturellement en analyse de données lorsqu’il s’agit de comparer visuellement plusieurs
structures définies sur un même ensemble d’objets. Ils connaissent un développement important
depuis 1980, à partir de problématiques d’origines diverses. Brossier (1980) définit clairement
la notion de compatibilité entre un ordre et une dissimilarité. Il pose en particulier un problème
d’ordonnancement des hiérarchies binaires, l’ordre des noeuds terminaux devant être aussi

proche que possible d’un ordre donné par une variable externe (ordinale, quantitative,
hiérarchie...). Son approche fait bien apparaître la problématique de la compatibilité comme un
aspect du consensus en classification. Diday (1982, 1983) s’intéresse à la notion de croisement
dans les représentations hiérarchiques et définit d’autres types de compatibilités entre ordres et
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dissimilarités. Diday (1984) et Bertrand (1986), dans leurs travaux sur les pyramides,
développent un aspect important de la compatibilité entre une structure de classification et un
ordre, celle-ci étant à la base de la définition même des pyramides. Ces travaux ont déjà inspiré
plusieurs auteurs (Durand 1986, Batbedat 1985, 1986).

3.1. Compatibilité entre classification et dissimilarité.
On renonce à évoquer ici la volumineuse littérature sur les dissimilarités associées à certains
types d’arbres de classification que sont les ultramétriques et les "distances arborées". Pour ces
dernières, qui sont moins connues, on pourra se reporter au livre récent de Barthélemy et
Guénoche (1988).

La définition de classes particulièrement compatibles avec une dissimilarité donnée est un
problème relativement ancien. Benzecri (1967) donne une telle définition, en mentionnant qu’elle
se trouve dans Apresjan (1966). Une définition équivalente est donnée par Jardine (1969 ; cf.
aussi le livre de Jardine et Sibson 1971, ch.12). Diday (1988) propose une définition du type
suivant : une classification C et une dissimilarité d sont compatibles si deux éléments d’une
même classe de C sont plus proches entre eux, au sens de d, que de tout autre élément
n’appartenant pas à la classe.

Une telle définition, soulevant quelques problèmes, a conduit à des approfondissements
ultérieurs (Batbedat 1987, Durand et Fichet 1988).

3.2. Compatibilité entre dissimilarité et ordre.
C’est l’aspect de la compatibilité le plus développé en analyse de données. Historiquement, c’est
Robinson ( 1951 ) qui s’intéresse le premier à ce problème de sériation, définissant les tableaux
dits depuis "de Robinson".

Brossier (1980) donne une condition de compatibilité entre une dissimilarité d et un ordre
0, équivalant à ce que la matrice associée à d puisse être mise sous la forme d’un tableau de
Robinson.

Diday (1982, 1983) propose deux affaiblissements de cette compatibilité ; la semi-
compatibilité et la compatibilité faible. Il développe l’aspect matriciel, généralisant ainsi les
matrices de Robinson, et montre que, dans le cas où d est une ultramétrique, les trois types de
compatibilité sont équivalents entre eux, et équivalents au fait que la chaîne hamiltonienne
associée à 0 est de longueur minimum.

A partir d’une propriété des arbres minimums établie par Leclerc ( 1981 ), on remarque que
la semi-compatibilité équivaut à ce que la chaîne induite par l’ordre 0 soit un arbre minimum.
Ceci est notamment indiqué par Gaud (1983) dans sa synthèse où elle étudie les propriétés de
minimalité de la chaîne valuée induite par la compatibilité entre d et 0. Elle reprend en particulier
les algorithmes de recherche d’un ordre commun sans croisement pour la comparaison des
hiérarchies.

Sur le plan algorithmique, Hubert et Golledge (1981 ; cf. aussi Hubert, Golledge et
Richardson 1982) proposent un algorithme transformant une matrice de dissimilarité en une
matrice la plus proche possible d’une matrice de Robinson. Guénoche (1988) propose plusieurs
heuristiques pour approcher un ordre Robinsonien, ou pour trouver une chaîne hamiltonienne de
longueur aussi faible que possible. Corge, Gourarie, Malatere et Normand (1983) font une
comparaison de différents algorithmes de ce type.
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3.3. Compatibilité entre classification et ordre.
Brossier (1980, 1986) aborde ce problème à propos de l’ordonnancement des noeuds terminaux
d’une hiérarchie. Diday (1983) et Bertrand (1986) précisent cette notion : un ordre 0 et une
classification C sont compatibles si et seulement si toute classe de C est un intervalle selon 0. Un

algorithme efficace avait été proposé par Booth et Leuker (1976) pour repérer si un ensemble de

parties de X est ou non un ensemble d’intervalles pour un certain ordre total sur X. La

problématique de l’obtention approximative d’un tel ordre remonte en fait à des travaux de D.G.
Kendall (1969).

Brossier donne deux algorithmes optimaux de recherche d’un ordre compatible avec une
hiérarchie. Diday décrit également un algorithme permettant de construire un ordre compatible
avec une pyramide si l’on connaît uniquement les paliers de celle-ci.

En remplaçant l’ordre 0 par un arbre A (au sens de la théorie des graphes), on est amené à
chercher à reconnaître si une famille de parties de X est un ensemble de sous-arbres de A.
Diverses caractérisations de telles familles ont été obtenues, certaines conduisant à des

algorithmes simples (Flament 1975, 1978, Duchet 1978, Acharya et Las Vergnas 1982, Leclerc
1987).

Reinert (1987) utilise une méthode de classification hiérarchique descendante sous
contrainte de compatibilité avec l’ordre induit par le premier facteur d’une analyse de

correspondance. Les partitions principales associées par Ibrahim et Schektman (1985, 1986) à
une analyse factorielle sont définies de manière plus complexe.

3.4. Compatibilité entre classification, dissimilarité et ordre.
Cette notion est introduite par Diday (1988) avec la définition d’un triplet (C,d,O) compatible
comme un triplet pour lequel la classification C, la dissimilarité d et l’ordre total 0 sont deux à
deux compatibles. Il développe un aspect intéressant de l’agrégation sous contrainte de
compatibilité, dans le prolongement de travaux de 1982 où un tel type d’agrégation était étudié
pour les ultramétriques. Il définit un algorithme de recherche de consensus entre des
classifications non nécessairement du même type.

La recherche, au lieu d’un ordre 0, d’un arbre (au sens de la théorie des graphes)
simultanément compatible avec des données de types divers est abordée par Leclerc (1987) ; il
aboutit à un modèle de compatibilité assez général : un arbre A est compatible avec une certaine
structure sur X si et seulement si A est un arbre minimum pour la préordonnance sur X induite
par cette structure. La plupart des types de compatibilité définis aux paragraphes précédents
entrent dans le cadre de cette définition.

3.5. Compatibilité entre classifications de divers types.
Parmi les divers problèmes de cette nature que l’on peut a priori poser, un surtout a fait l’objet
de développements, celui de la compatibilité d’un ensemble de dichotomies au sein d’une même
classification hiérarchique (Buneman 1971, Estabrook, Johnson et McMorris 1975, 1976a,b,
McMorris 1975, 1977, Estabrook et McMorris 1977, 1980, Day et Sankoff 1986) ; le résultat
fontamental est qu’il faut et il suffit que les dichotomies de départ soient deux à deux
compatibles.

Les références sur la compatibilité sont rassemblées dans la partie IV de la bibliographie.
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