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QUELQUES ASPECTS STATISTIQUES DES LOIS

DE PROBABILITE REELLES TRONQUEES A DROITE

Louis MAILHOT*

INTRODUCTION

L’origine de ce travail est dans le traitement statistique de données

recueillies par des psychologues auprès d’enfants handicapés mentaux : il

s’agissait essentiellement de comparer les performances de deux populations
de sujets à une même épreuve.

Nous avons constaté que les résultats obtenus par les deux groupes

étaient bien ajustés par deux lois gaussiennes de même moyenne, de même écart-

type, tronquées à droite (c’est-à-dire ne conservant de la c’ourbe "en cloche"

que la partie située à gauche d’un nombre a , éventuellement différent d’une

population à l’autre).

Cette situation nous a paru assez fréquente : en particulier les épreu-

ves déterminant un quotient intellectuel sont étalonnées de sorte que le ré-

sultat d’un individu pris au hasard dans la population de référence obéisse à

une loi gaussienne (de moyenne 100, d’écart-type 15 pour le WISC par exemple).
Dans ces conditions une loi gaussienne tronquée à droite paraît être un modè-

le mathématique privilégié pour le score d’une personne ayant un certain han-

dicap mental.

Pour répondre à la question des psychologues un test de Student nous a

paru inadapté (malgré sa robustesse) les conditions de normalité théorique-

ment nécessaires étant loin d’être vérifiées.... Nous avons eu recours à une

procédure non paramétrique, en l’occurence le test de Mann-Whitney.

*Département de Mathématiques Appliquées ,- Université de Clermont II
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Nous nous sommes néanmoins posé la question de l’existence d’un test

statistique plus puissant que le test de Mann-Whitney, adapté à cette situa-

tion : comparaison des points de troncature de deux lois gaussiennes réelles

de mêmes paramètres, tronquées à droite. Il nous a paru également intéressant

d’étudier l’estimation du point de troncature qui peut être considéré comme

un indice mesurant le degré de réussite d’une population à une épreuve.

Nous énonçons d’abord des résultats théoriques dont la démonstration

peut être trouvée dans notre thèse [7]. Nous en déduisons des conséquences sur
l’estimation ponctuelle et les tests d’hypothèses portant sur un point de tron-

cature. Nous abordons ensuite la comparaison de deux ou plusieurs points de

troncature d’une même loi : après l’énoncé de quelques résultats "connus" nous

étudions (par des méthodes de simulation) la puissance de trois tests. Notre

travail ne se limite pas à la troncature de lois gaussiennes mais les applica-

tions numériques données concernent essentiellement ce cas, si important dans

la pratique. 

1 - Définitions et résultats concernant la variance d’une loi réelle tronquée

1.1 - Nous verrons que la log-concavité de certaines fonctions joue un grand

rôle dans ce travail. Il nous paraît nécessaire d’en rappeler la définition.

DEFINITION 1 : Une fonction g : est dite log-concave sur une

partie convexe D de E si :

Remarques :

a) Cette définition est préférable à : "Log g concave" car elle s’applique
aussi aux points en lesquels g s’annule ; en particulier g étant à

valeurs dans nous conviendrons que 0 x 00 = 0 .

b) La log-convexité d’une fonction g se définit de manière analogue, en

renversant le sens de l’inégalité dans (1).

1.2 - Soit F la fonction de répartition (f.r.) d’une loi de probabilité

réelle d’espérance et de variance finies et soit A =  F(a)  1} .
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DEFINITION 2 : Pour un élément a de A nous définissons la f.r. de la loi

tronquée à droite en a par :

Si Y est une variable aléatoire (v.a.) de f.r. F, Fa(x) est la probabilité
de l’événement {Y  x} conditionné par {Y  a} .

Soit :

respectivement l’espérance et la variance de la loi tronquée à droite en a.

La propriété de croissance stochastique de la famille {F , a E A} implique
a

la croissance de la fonction M. Nous avons établi (voir [7] ) une condition
générale sur F pour qu’il en soit de même de la variance V.

Posons :

Dans le cas où F estcontinue nous avons la proposition suivante :

PROPOSITION 3 : V est croissante si et seulement si F[2 ] est log-concave.

COROLLAIRE a) Si F ou est log-concave, V est croissante.

b) Si F a une densité f log-concave, V est croissante.

Un cas particulier important de ce corollaire est celui d’une loi normale

0).

Nous avons un résultat analogue pour les troncatures à gauche : dans le cas

d’une loi de densité log-concave la variance est une fonction décroissante

du point de troncature. Nous en déduisons une conséquence intéressante sur

la variance W d’une loi de densité log-concave, tronquée bilatéralement. W

est en effet une fonction croissante de l’intervalle de troncature au sens

suivant :

Dans la suite de cet article, nous omettrons le plus souvent le qualificatif

"à droite" (toujours sous entendu) pour désigner les lois tronquées.
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Un résultat semblable pour certaines lois discrètes peut être démontré (mais

plus difficilement ...). Considérons une loi de probabilité ayant pour support
S un intervalle de Z ; sa distribution est f(k, pk), k G 91 -

PROPOSITION 4 : Sous l’hypothèse

V est croissante.

COROLLAIRE : Sous l’hypothèse

V est croissante.

Les lois de Bernoulli, binomiales, de Poisson vérifient cette hypothèse.

2 - Estimation ponctuelle du point de troncature

Différents travaux ont été faits à ce sujet. Nous citerons ceux qui nous ont

paru les plus intéressants et verrons des conséquences de nos résultats du

paragraphe précédent ; pour avoir une bibliographie plus complète le lecteur

peut consulter l’important ouvrage de M.G. KENDALL et A. STUART [6]. Les es-
timations fournies sont basées sur le maximum d’un échantillon de v.a.r. ;

nous verrons dans un prochain paragraphe qu’il en est de même pour les tests

d’hypothèses. Nous donnons d’abord quelques propriétés de ce maximum.

2.1 - Propriétés de la loi du maximum d’un échantillon de v.a.r.

Soit F une v.a.r. (pour le moment quelconque),

Fa la f.r. obtenue à partir de F par troncature à droite en a,
Il

un n-échantillon d’une

un n-échantillon d’une

sont les statistiques d’ordre corres-

pondant à X et Y respectivement et une v.a.r. dont la loi est obtenue à
*

partir de celle de Yk par troncature à droite en a.
*

LEMME 5 : Xn ont la même répartition. Il n’en est pas ainsi, en géné-

ral pour
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Démonstration : Pour k=n,

Remarquons que est donnée par :

La f.r. de ~k est définie par :

ne sont pas égales en général. Par exemple pour k=1,

tandis que :

La proposition 6 permet’l’introduction de lois tronquées dans certaines dis-
tributions conditionnelles d’un échantillon.

PROPOSITON 6 : Soit un n-échantillon d’une v.a.r. Y de den-

sité f, de f . r. F ; la statistique d’ordre associée ; alors

la densité de
. . , 

* 
, conditionnée par Y n est celle d’une statistique

d’ordre d’une v.a.r. X dont la f.r. est donnée par la tron-

cature de F en
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Démonstration : Soit La densité de

. . , 
* 

,

conditionnée par Yn est donnée par :

Nous venons de voir que :

avec, par convention, F(y0) = 0.

Dans le calcul de la dérivée nième , seul le terme correspondant à p = n-1

intervient (c’est le seul qui contient yn)·
Donc :

..... - .

Par suite :

lu

Par ailleurs soit X = (X1,..., Xn_1) un (n-1)-échantillon d’une v.a.r. X de

f.r. F (F tronquée à droite en y ) ; la densité de X est donnée par :
yn n

w
et celle de X , la statistique d’ordre associée, est :
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(calculs analogues à ceux vus plus haut) pour :

Nous avons donc bien

Bien sûr, s’il existe i  j tel que y. &#x3E; y.i J

Remarques : 
’

a) Nous n’avons pas de proposition analogue dans le cas discret. La distribu-
* * *

tion de (Y ~,... , y n- 1) conditionnée par Yn est alors donnée par :

Posons 1

Lorsque

soit

Par contre, si certains yi sont égaux, nous avons une expression différente ;
soit par exemple y, = y2 .

qui n’a pas la forme précédente.

b) La proposition 6 serait fausse si nous remplacions le (n-1)-échantillon par

un k-échantillon, k  n-1. Calculons par exemple :
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et : ·

d’où ·

2.2 - Estimation du point de troncature par la méthode du maximum de vraisem

blance.

~

Rappelons qu’étant donné un n-échantillon X = (Xl9 ... &#x3E;Xn) d’une v.a.r. X de

distribution fe(x), dépendant d’un paramètre 6 à estimer, l’ensemble des va-

leurs possibles de 0 étant 0 , la vraisemblance est la fonction de 0 dans
+ ~ ~ n

R+ qui, pour une valeur observée Î de Î associe à 0 le nombre L,(0)= 1 f (x.).R qui, pour une valeur observée x de X associe à 0 le nombre L f (xi
x Í=1 1

Une application T de l’espace observations dans e qui réalise un maxi-Une application T de l’espace des observations dans 0 qui réalise un maxi-
IV .

mum de L pour tout X est un estimateur du maximum de vraisemblance pour e :
x

Nous considérons ici le cas d’une f.r. F de densité f, le paramètre est le

point de troncature a, 0 est un intervalle delR. Pour une valeur observée



53

F-n étant une fonction décroissante de a, T(x") associe à X la plus petite des

valeurs possibles de a. Comme a Max(x.), nous prenons Max x., soit- 1 1

avec les notations ci-dessus :

De plus T est un estimateur exhaustif pour a. En effet rappelons qu’une con-

dition nécessaire et suffisante pour qu’il en soit ainsi est que pour toute

valeur observée % de X la vraisemblance puisse s’écrire comme le produit de
deux fonctions : l’une, g, dépendant seulement de a et de T(rx), l’autre, h,

~
seulement de x.

Prenant : 
-

nous voyons que

, . 
*

et en déduisons que X n est exhaustive pour a.

PROPOSITION 7 : Soit F une f.r. telle que f x dF(x)  00, a appartenant à
* 

R 
,.A et a’ = Inf( x/F(x) = F(a)} . Xn est alors un estimateur de a’ asymptoti-

quement sans biais et convergent.

Démonstration :

a) Une intégration par parties montre que l’espérance M(a) d’une v.a.r. de

f.r. F s’écrit :
a

*
Pour X nous obtenons donc :

n

et aussi :

*

X n est donc un estimateur biaisé de a et de a’. Par exemple, dans le cas

de la troncature d’une loi uniforme sur

étant alors non biaisé.
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Toutefois

Pour s’en convaincre, il suffit d’appliquer le théorème de convergence dominée

de Lebesgue.

La condition : implique

Or,

b) Montrons que X est convergent et pour ceci que var (X*) -&#x3E; 0. Des in-
n 

P q 
n

tégrations par parties conduisent à (voir [7] ) :

Tenant compte du fait que F(x)=F(a), nous obtenons :
- - -

Appliquant de nouveau le théorème de Lebesgue pour chacune des intégrales nous

constatons que lim var(X*) = 0. En particulier pour la dernière intégrale nous
n

avons :

fonction d’intégrale finie (car x2 dF(x)  +00 par hypothèse) et

COROLLAIRE :
*

a) Soit F strictement croissante sur A; alors pour tout a de A, Xn est un
estimateur asymptotiquement sans biais et convergent de a.

b) Soit F la f.r. d’une v.a.r. discrète dont les valeurs ai, iE Z, sont numé-
i

rotées par ordre croissant ; si les v.a.r. X., j=1,..., n ont pour f.r.* J

F a. alors X n est un estimateur asymptotiquement sans biais et convergent
1.

de 
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La proposition 8 établit une propriété de la quantité d’information de Fis-
, 

~
her apportée par le n-échantillon X sur a lorsque varie n ou a, dans le cas

où F a une densité f.

PROPOSITION 8 : La quantité d’information de Fisher IaÀa) apportée par le
~ 

1 2 x
n-échantillon X est proportionnelle à n . Pour n fixé, I~(a) est une fonction

v
décroissante (respectivement croissante) de a dans le domaine de log-conca-
vité (respectivement de log-convexité) de F.

Démonstration : Rappelons que

et :

soit :

Nous en déduisons la deuxième partie de la proposition. a

Remarques :
2013

étant exhaustive

b) La propriété d’additivité de la quantité d’information lorsque le support

ne dépend pas du paramètre étudié, n’est pas vraie ici :

. 
* 

PROPOSITION 9 : Lorsque F est log-concave, la variance de Xn est une fonction
croissante de a.

Démonstration : Supposant F log-concave, Fn l’est aussi. Or la f.r. de X
n

est (Fn) (d’après le lemme 5). La proposition 4 permet alors d’affirmer que
. 

a 
*

la variance de X est une fonction croissante de a. t
n
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. 
*

Conséquence : En tenant compte du fait que X est asymptotiquement sans biais,
l’inverse de la variance mesure pour n grand la précision de cet estimateur ;

la proposition 9 nous dit que lorsque F est log-concave, cette précision est

d’autant plus faible que la valeur à estimer est grande.

Pour n quelconque définissant la précision comme étant l’inverse de l’erreur

quadratique moyenne :

nous avons la proposition suivante :

, 
*

PROPOSITION 10 : Lorsque F est log-concave, la précision de Xn est une fonc-
tion décroissante de a.

Démonstration : Pour n fixé soit :

La f.r. de X* étant (Fn) , et Fn étant log-concave d’après l’hypothèse sur F,
n a ~

le premier terme est une fonction croissante de a. D’autre part, h(a)=a-E(Xn)n

est positif, et, h(a)

Or, si une fonction est log-concave, sa primitive qui s’annule en -00 est elle-

même log-concave : voir par exemple A. PREKOPA donc log-concave.

Par suite h est croissante ainsi que h2. Il en est de même pour g d’où la pro-

position.

2.3 - Amélioration de l’estimation de a

L’application de résultats importants établis par Blackwell, Rao, Lehmann et

Scheffé (voir par exemple M.G. KENDALL et A. STUART [6] ) a permis à R.F.TA-

TE d’obtenir un estimateur sans biais, de variance minimum de a, basé
* 

, , , , 

sur X , lorsque F a une densité f. D’une façon plus générale si est une
n

fonction de A dans 1R, dérivable, le seul estimateur sans biais de (a) est

donné par :
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Si C(a) = a, nous avons :

Remarque : Dans le cas de la troncature d’une loi uniforme, nous retrouvons

Pour une loi gaussienne O;1) tronquée en a, notons la ra(0;1),a

où M(a) = E(X ) est l’espérance d’une v.a. de loia

Il est en effet facile de vérifier que pour une telle loi :

Nous avons construit une table donnant BIf (t) pour n=10, 20, 30 et -3 ~ t ~ 3

par pas de 0.2 dans le cas d’une loi ~(0;1). Pour une loi " (m; cy) , nous
a a

avons :

Dans ce cas, nous calculons d’abord

donnera une estimation ponctuelle de a lorsque m et 6 sont connus.
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Tableau 1 - Valeurs numériques pour n=1~, 20, 30

(cas d’une loi 
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La table de %l n (t) dans le cas d’une loi gaussienne nous montre que

est alors croissante. Ce résultat est plus général.

PROPOSITION 11 : Pour n fixé, ~n est croissante (respectivement décroissante)
si F est log-concave (respectivement log-convexe sur A).

Cette proposition est une conséquence immédiate de l’expression de À n en
fonction de F et f.

Comme cas particulier, citons celui où F est la f.r. d’une loi exponentielle

négative. ~n est alors constante :

Days le cas d’une loi ra(o;1) nous donnons ci-après une valeur approchéea

de var(Tn), obtenue par simulation, pour différentes valeurs de a et de n.
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Tableau 2 - Estimations non biaisées de l’espérance et de la variance de

deux estimateurs du point de troncature a d’une loi gaussien-

ne (0;1), à partir de 50 échantillons de taille n.

La première colonne donne la vraie valeur de a, dans les deuxième et troisiè-

me figurent les estimations

de var (T ) ; l’estimation
n

se trouve dans la quatrième et celle,

, de var dans la dernière.

- -*
Notons que t donne une meilleure approximation de a que ne le fait x . Re-

marquons aussi la croissance de s’2 et s*2 en fonction de a : l’estimation

de a par Tn est d’autant plus précise que la valeur à estimer est plus faible.
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Pour a assez grand ( ~-~ 1) la variance de l’estimateur sans biais est très im-

portante ce qui constitue un sérieux handicap pour l’utilisation de Tn.
Suivant des travaux déjà anciens de M. QUENOUILLE, D.S. ROBSON et J.H.WHITLOCK

[10] ont construit d’autres estimateurs de a, certes biaisés , mais ne néces-
sitant pas le calcul de F(Xn) et f(Xn) donc très intéressants lorsque certainsn n

autres paramètres (m ou (j pour une loi normale par exemple) sont inconnus. La

condition de cette estimation est que F admette un développement de Taylor au

voisinage de a et F’(a) 0 pour tout a de A.

, , 
v 

, 

Partant d’un n-échantillon X, pour obtenir un estimateur dont le biais est

d’ordre n (k+l) il suffit de prendre :

pour k=0 nous retrouvons

et : o o

(ra PP elons que  - (X 1 ,..., X) n est la statistique d’ordre de X=(X1’... ,Xn)).
Cependant, le fait qu’interviennent plusieurs Xn i a en général pour conséquen -n-1 

nsequen-

ce une diminution de la précision. Robson et Whitlock ont en effet montré que
l’erreur quadratique est :

Toutefois, ’ pour k=0 et k=1, ’ T (0) et T(1)ont n la même erreur quadratique saufn n

_3
éventuellement pour les termes d’ordre n 3. Pour a assez grand, nous limitant

au terme principal (d’ordre n 2), nous remarquons encore que :
- si F est log-concave, l’erreur quadratique croît avec a donc la précision

de T(k)est une fonction décroissante de a
n

- si F est log-convexe sur A, ’ la précision de T (k) croît avec a.n

Dans le cas simple d’une loi uniforme sans biais ; , comparant sa préci-
n

sion à celle de T’ = X (aussi sans biais) nous constatons que :
n n n
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c’est à dire que T’ est asymptotiquement deux fois plus précis que .

n n

Nous terminons ce paragraphe en signalant d’autres travaux traitant de l’es-

timation de certains paramètres de lois tronquées lorsque a est connu ou non.

R.L. PLACKETT ~8 ~ s’est intéressé à l’estimation de À pour une loi de Pois-
son tronquée en a=1. A.C. COHEN et J. WOODWARD ~3 ~ établissent des
estimations de m et 0 pour une loi gaussiennev4im;J) tronquée à gauche en
un point a connu. A.HALD reprend dans ~5 ~ ces résultats et indique qu’il
peut être intéressant d’utiliser du papier gausso-arithmétique pour avoir

une valeur approchée de m, a et a lorsqu’est connu le (qui
est en quelque sorte le "degré" de troncature). Si H n est la fonction de ré-
partition empirique associée à un n-échantillon k d’une v.a r X de loi

nous avons :
a

donc :

avec :

Les points (x, ~ - 1 (T H n (x)) sont donc approximativement alignés pour x  a.

Sur le papier gausso-arithmétique portant x en abscisse (échelle arithmétique)
et en ordonnée (échelle gaussienne) 100 T Hn(x) nous obtenons une valeur ap-
prochée de m en prenant l’abscisse du point d’ordonnée 50 ; l’écart-type G

s’obtient en prenant la différence d’abscisse entre le point d’ordonnée 84.13

et m (ou le point d’ordonnée 15e87 et m). Si T est très faible, il peut

être nécessaire de prolonger au delà du point d’abscisse a cette demi-droite

pour faire ces estimations. Nous donnons ci-après deux exemples :

Le cas où F est la f.r. d’une loi discrète a été étudié en particuilcr par

C. CHARALAMBIDES [2] .
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Tableau 3 - Valeurs numériques utilisées pour la représentation sur

papier gausso-arithmétique

a) échantillon de taille 200 d’une v.a.r. e,/f(10;2)
tronquée en 11

b) échantillon de taille 500 d’une v.a.r. e,/r(20;3)
tronquée en 17

a) TAU = .691462461

b) TAU = .158655254
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Exemple a) :

100 T H200(xj)

Figure 1 - Echantillon de taille 200 d’une 

tronquée en 11
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Exemple b) : :

100 T 

Figure 2 - Echantillon de taille 500 d’une loi (~~(20:3)
tronquée en 17

L’estimation de m et 0 est d’autant plus délicate que T est faible
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3 - Tests d’hypothèses portant sur un point de troncature dans le cas

d’une seule population

~

Soit X = (X 1)...,)xn) un n-échantillon de la v.a.r. X de f.r. F . Pour la
1 n a

commodité de l’exposé et compte tenu de notre objectif (application à une loi

gaussienne tronquée) nous supposons que F est absolument continue par rapport

à la mesure de Lebesgue sur IR. La plupart de nos résultats sont encore vala-

bles sans cette hypothèse ; la différence essentielle est que dans certains

cas de lois présentant des masses ponctuelles (par exemple lois discrètes),

il est parfois nécessaire de faire un "tirage au sort" avant de prendre une

décision. Dans ce paragraphe, nous étudions les tests :

a étant un réel donné, 0  a  1.

*
Nous avons vu au paragraphe précédent que T = Xn est une statistique exhaus-n

tive pour a. Nos tests sont construits à partir de T par l’application du

lemme de Neyman et Pearson (voir par exemple l’ouvrage de T.S. FERGUSON [4],
page 201).

3.1 - a  ao contre H1 : a &#x3E; ao ; ; seuil a
201320132013 020132013201320132013 o 20132013201320132013201320131-20132013201320132013 o -201320132013201320132013

PROPOSITION 12 : Le test défini par le domaine de rejet HO :

un i formément le plus puissant (U.P.P.) pour tester HD contre H au seuil os ’

De plus il est convergent.

Démonstration : Appliquant le lemme de Neyman et Pearson au test entre hypo-

thèses simples : HÔ : : a = a contre H’ : 1 a = a~ 1 &#x3E; a au seuil a , nous obte-

nons pour domaine de rejet de H’ :

est tel que :
0



67

c’est à dire :

donc :

puisque C(a0) est indépendant de a~ nous en déduisons que ce test est unifor-

mément le plus puissant pour tester HO contre H1 : a &#x3E; ao au seuil a .

Par ailleurs, la fonction

est croissante ; donc :

Le test proposé est donc U.P.P. pour tester H0 contre H1.
Remarque : Une autre façon d’obtenir ce résultat est de vérifier que la fa-

mille {F , aéA) a un rapport de vraisemblance monotone et d’appliquer ensui-
a

te un théorème de Karlin et Rubin (1956) : voir [4] , p. 210. Ce test est

convergent c’est à dire que la probabilité d’une erreur de deuxième espèce

tend vers zéro lorsque n augmente indéfiniment. En effet cette probabilité

est donnée, pour a &#x3E; a , par :o

Pour effectuer le test, il n’est pas nécessaire de calculer C(a ) mais seule-
" 

0

ment F(t) et F(a ) où t est la valeur observée de T = X* n . H est rejetée auo n 0

seuil a si et seulement si F étant croissante la bor-

ne inférieure C(a ) du domaine de rejet de HO est inférieure à a ; elle est
o o o

une fonction croissante de n et décroissante de a . . Dans le cas particulier

de la troncature d’une loi ~-/f(0;1), nous avons obtenu, par inversion de ~ , ,

des valeurs approchées de C(a ) pour a = 0.05 , n=10 et n=50. Nous désignonso

par  (a 0) l’expression a - C(a ).o o o
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Tableau 4 - Borne inférieure du domaine de rejet de
H : "a a " au seuil 0.05
20130201320132013201320132013o20132013201320132013201320132013201320132013

Nous remarquons que X est croissante.

Ce résultat est plus général ainsi que l’indique la proposition suivante :

PROPOSITION 13 : Si F est log-concave la fonction À est croissante. Si F est

log-convexe sur A, À est décroissante.

Démonstration : D’après la définition de C(a), Log

En dérivant, nous obtenons : 1

Nous savons que C(a)  a. Supposant F log-concave, c’est à dire -f décroissan-r

te, nous voyons que C’(a) 1. Par suite, ’(a) - 1-C’(a) &#x3E;_ 0 prouvant que

À est croissante. De façon analogue, si F est log-convexe sur A, À’(a) _ 0 ·

Remarque : Dans le cas de la troncature d’une loi exponentielle négative (F

log-concave et log-convexe), nous vérifions que À est constante :

Fonction puissance de ce test

Rappelons qu’il s’agit de la fonction B n :IR -&#x3E; ~0,1 ~ définie par :
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Ici : o o

Nous donnons ci-dessous, pour un exemple, les courbes représentatives de

Figure 3 - Fonction puissance du test HO : a ~ 1 contre

seuil a = 0.05 pour des échantillons

de taille n=10 et n=50 d’une v.a.r. de loi 
- a F

PROPOSITION 14 : Au voisinage de ao la puissance du test proposé est une

fonction décroissante (respt. croissante) de ao lorsque F est log-concave

(respt. log-convexe sur A).

Démonstration :

a pour dérivée

donc

1(a0) est une fonction décroissante de a si F est log-concaven o o

décroissante), croissante si F est log-convexe sur A, d’où la proposition

puisque &#x3E; 0 1
n 0
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3.2 - Test Ho : a &#x3E; o contre H1 : a  ao au seuil a . °= 0 0

PROPOSITION 15 : Le test défini par le domaine de rejet R de H :PROPOSITION 15 : Le test défini par le domaine de rejet R de H- :
AI 0

mément le plus puissant pour tester H0 contre H1 au seuil a . C’est un test

convergent.

Démonstration : Appliquant le lemme de Neyman et Pearson au test entre hypo-

thèses simples :

nous obtenons pour domaine de rejet de

c’est-à-dire :

Le domaine de rejet de HO étant indépendant de a1 et la fonction
/ 0 1

étant décroissante (donc (3 (a) ~ a a0) nous en

déduisons le caractère U.P.P. du test de H 0 contre H1 au seuil a . . La fonc-

tion puissance de ce test est définie par :

Pour montrer la convergence du test, remarquons que quand n croît indéfini-

ment C(a ) tend vers a ; par suiteo o
le test est

bien convergent .. 

La borne supérieure du domaine de rejet de HO est inférieure à ao ; c’est une

fonction croissante de n et décroissante de a .

La proposition 13 est encore vraie ici pour Â(a) = a-C(a). La valeur maximum

de C est C telle que F(C ) = a . De même la proposition 14 reste vraie :
o o

l1(a )l Il est une fonction décroissante de a lorsque F est log-concave, crois-
1 n 0 0

sante de ao lorsque F est log-convexe sur A.

Les valeurs approchées de C(a ) sont les suivantes dans le cas de la tronca-

ture d’une loi gaussienne normalisée, pour a = 0.05 .
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Tableau 5 - Borne supérieure du domaine de rejet de

H : "a ~ a 
" 

au seuil 0.0520130201320132013201320132013 o

Figure 4 - Fonction puissance du test HO : a ~ 0 contre

: a  0 au seuil a - 0.05 pour des échantillons

de taille n=10 et n=50 d’une v.a.r. de 
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3.3 - Test H ; a = ao contre H : a # ao ; seuil OE .
0 

contre 1 a a ; seuil 1 ot .

PROPOSITION 16 : Le test défini par le domaine de rejet HO :

est U.P.P. pour tester H0 contre H1. De plus il est convergent.

Démonstration : Les expressions obtenues pour les fonctions puissances des

deux tests précédents -qui sont U.P.P.- exigent de vérifier que :

Pour a  a la propriété est triviale car C(a ) a la même expression que
o o

dans 2°.

par hypothèse donc :

La convergence de ce test est une conséquence immédiate de l’expression de

sa fonction puissance a

Notons que la proposition 14 reste valable dans ce cas aussi : la démonstra-

tion est facile en considérant les dérivées à gauche et à droite de P en a .n o

Nous donnons ci-après les représentations graphiques de la fonction puissan-
ce de ce test dans le cas de lois gaussiennes (deux valeurs de n).
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Figure 5 - Fonction puissance du test HO : a=1 contre

H1 : a~1 au seuil a - 0.05 pour des échantillons

de taille n=1~ et n=50 d’une v.a.r. de loi ~/JK (0:1)
Conséquence : Recherche d’un intervalle de confiance pour a : l (a)
Partant de la statistique exhaustive T = X n dont la valeur observée est t,

nous pouvons construire un intervalle de confiance de a basé qur le test

U.P.P. ci-dessus. Au seuil a nous prenons pour 1 l’ensemble des valeurs a0
telles que l’hypothèse H0 : a = ao ne soit pas rejetée lorsqu’on la teste
contre l’alternative H1 : a ~ a., au seuil ex, , la valeur observée étant t.

Donc :

où C(a) est tel que F(C(a)) = a1/n F(a).

L’application C : a -&#x3E; C(a) étant croissante (a et n fixés) la borne su-

périeure de la est un élément a1 de R U{+°°} tel que C (a1) 
= t c’est à dire :

En conséquence, ou bien F(t)  a1 /n et a 1 est un nombre réel (unique si F

est strictement croissante ; sinon nous choisissons a 1=inf la /F (a) =a- 1 /n F (t)l) ,
ou bien F(t) &#x3E; a1 /n : (2) n’a pas de solution ; nous prenons a 1 = +00 (le 

}’

seuil réel de l’intervalle de confiance est alors inférieur à a)~ou bien

F(t) = a nous prenons a - 1 
= inf {a/F(a) = 1} , a 

1 peut être fini ou infini.

En résumé, pour intervalle de confiance de a, nous prenons I(a) =[T, a1(T)]
(intervalle aléatoire) où a l (T) vérifie F(a1(T» = a F(t) si cette équa-

tion a une solution, sinon a1(T) - 
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Exemples :

a) Cas d’une loi uniforme sur ~0,1~ tronquée en a :

b) Cas d’une loi normale tronquée en a.

Supposons a = 0.05 ; n=10 et 50 ; pour différentes valeurs de t nous donnons

la borne supérieure approchée de 1 0.05 (a) (tableau 6).

Tableau 6 - Borne supérieure de dans le cas d’une

loi Ya(0;1)j’a

Dans ce cas particulier nous constatons que la fonction :

est croissante. Nous avons plus généralement la proposition suivante :

PROPOSITION 17 : Si F est log-concave r) est croissante ; si F est log-con-

vexe sur A, n est décroissante.

Dé monstration :
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3 - Test d’hypothèses portant sur deux ou plusieurs populations

Considérons k populations ~.,...~~A.(k ~ 2) et une v.a.r. de f.r. Fa.
sur W. obtenue par troncature en a. d’une f.r. F. Nous testons les hy-

1 1

pothèses :

fixé contre H1 : : a0 pour au moins

(valeur commune non spécifiée) contre

pour au moins un

Les résultats que nous rappelons ci-dessous obtenus notamment par D.R.BARR

[il, sont basés sur une propriété remarquable des lois uniformes. Soit

, de loi uniforme sur [0,11 , indépendantes, alors

obéit à une loi de X 2 à 2k degrés de liberté (voir par

exemple M.G. KENDALL et A. STUART [6]). Dans le but de tester (3) ou (4),

prenons un n.-échantillon1

est la statistique d’ordre correspondante. Il est alors

1

possible de montrer que sous l’hypothèse H0 de (3), la statistique :

obéit à une loi de XL à 2k degré de liberté.

Au seuil a le domaine de rejet de H0 associé à la statistique de test T
est de la forme lu sur une table de X 2 à 2k degrés de

liberté). D.R.BARR a montré qu’il n’existe pas de test U.P.P. pour (3)

(k ~ 2). Le test construit ci-dessus est sans biais mais il n’est pas U.P.P.

parmi les tests sans biais.

Dans le cas du test (4), en posant ; ’, la statistique :

obéit à une loi de X2 à 2(k-1) degrés de liberté, sous l’hypothèse H .0
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Le domaine de rejet de H 0 est encore de la forme C étant

obtenu par une table de X2 à 2(k-1) degrés de liberté.

Remarquons que la loi de T’, comme celle de T, n’est pas une approximation.
Par ailleurs D.R. BARR a montré que le test construit pour (4) est U.P.P.

parmi les tests sans biais pour k=2 ; pour k &#x3E; 2 il n’existe pas de test

U.P.P. même parmi les tests sans biais.

Dans le cas k=2 l’expression de T’ se simplifie un peu :

Pour avoir une idée de la puissance du test de Barr par rapport à deux tests

non paramétriques (de Mann-Whitney et de Kolmogorov-Smirnov) couramment uti-

lisés pour la comparaison des f.r. de deux v.a.r. nous avons effectué des

simulations.

Considérant l’hypothèse nulle HO : a1= a2 (non spécifié) et l’hypothèse alter-

native H1 : : a2 (seuil 0.05), nous avons calculé la fréquence de rejet de

H0 lorsque cette hypothèse est fausse, sur 200 échantillons ; chaque échan-

tillon est composé de 20 v.a.r. : n1=10 de loi (0;1) et n2= 10 de loi’ a. z

t a2 (0;1) ; et ceci pour différents couples (al,a2a2 ! z

Nous avons recommencé l’expérience avec 100 échantillons de taille 100

(avec n1= n2 = 50). Les fréquences de rejet obtenues figurent dans le ta-

bleau ci-après.
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Tableau 7 - Fréquence de rejet de l’hypothèse HO :"a~= a2" au seuil
0.05 dans le cas de deux lois gaussiennes· Y0;1)tronquées en 



78

Commentaire : La puissance du test de Barr est nettement supérieure à cel-

le du test de Mann-Whitney et surtout de Kolmogorov-Smirnov lorsque la tron-

cature de l’une au moins des deux lois est "assez forte" (par exemple en 0),

et ceci pour les deux tailles d’échantillons considérées. Pour des tronca-

tures plus faibles (a assez grand, par exemple a~ &#x3E;-_ 1, a2 &#x3E;-_ 0.8) les trois

tests ont des puissances voisines, mais faibles.

La supériorité du test de Barr n’est pas surprenante puisqu’il est spécifi-

que au problème posé.

Le test de Mann-Whitney est surtout intéressant pour des alternatives de po-

sition mais son utilisation est en fait plus générale.
Le test de Kolmogorov-Smirnov s’applique à des alternatives très générales
mais a une puissance faible pour des alternatives particulières.

Ci-dessous (Figure 6) nous représentons graphiquement le résultat de nos

simulations dans le cas n1 - n 2 = 10 ; a 1= 0.

Figure 6 - Fonctions puissances des tests, obtenues par simulations

2013201320132013’ Te s t d e Barr ; ~-_. ,-- T e s t de Mann-Whitney
- -- - Test de Kolmogorov-Smirnov
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Or donc :

si F est log-concave et alors ~’ (~) ~ 0

si F est log-convexe et alors ~’(t) _ 0

Pour terminer ce paragraphe, nous revenons sur les travaux de D.S. ROBSON

et J.H. WHITLOCK [~10~ qui ont donné une valeur approchée de la limite su-

périeure de confiance de a au seuil

c’est à dire :

Ceci permet d’obtenir des intervalles de confiance "approximatifs" de a :

où 01521 est un nombre quelconque compris entre 0 et a .

La longueur d’un tel intervalle est :

Comme nous avons :

La longueur de cet intervalle est : qui est inférieure à

pour tout

Le "meilleur" (i.e. de longueur minimale) intervalle de confiance approché

de a obtenu par cette méthode est donc [X* i5 (a)] . Ces auteurs montrentn 
&#x3E; 

n

que f n(a) est une limite supérieure de confiance exacte au seuil a dans le

cas de la troncature d’une loi uniforme.

Bien qu’il n’entre pas dans le cadre strict de ce travail, nous signalons
l’article de B.J. WILLIAMS [12] dans lequel est étudiée la perte de puis-
sance d’un test portant sur la moyenne d’une loi normale lorsqu’en fait il

s’agit d’une loi tronquée en a, pour diverses valeurs de a.
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