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Math. Sei. hum. (23° année, n°90, 1985, p.45-81).

QUELQUES ASPECTS STATISTIQUES DES LOIS
DE PROBABILITE REELLES TRONQUEES A DROITE

Louis MAILHOT

INTRODUCTION

L'origine de ce travail est dans le traitement statistique de données
recueillies par des psychologues auprés d'enfants handicapés mentaux : il
s'agissait essentiellement de comparer les performances de deux populations

de sujets a une méme épreuve.

Nous avons constaté que les résultats obtenus par les deux groupes
étaient bien ajustés par deux lois gaussiennes de méme moyenne, de méme écart-
type, tronquées a droite (c'est—a-dire ne conservant de la courbe "en cloche"
que la partie située a gauche d'un nombre a , éventuellement différent d'une

population a 1'autre).

Cette situation nous a paru assez fréquente : en particulier les épreu-
ves déterminant un quotient intellectuel sont étalonnées de sorte que le ré-
sultat d'un individu pris au hasard dans la population de référence obéisse a
une loi gaussienne (de moyenne 100, d'écart-type 15 pourle WISC par exemple).
Dans ces conditions une loi gaussienne tronquée a droite parait €tre un mode-
le mathématique privilégié pour le score d'une personne ayant un certain han-

dicap mental.

Pour répondre a la question des psychologues un test de Student nous a
paru inadapté (malgré sa robustesse) les conditions de normalité théorique-
ment nécessaires étant loin d'étre vérifiées.... Nous avons eu recours a une

procédure non paramétrique, en 1'occurence le test de Mann-Whitney.
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Nous nous sommes néanmoins posé la question de l'existence d'un test
statistique plus puissant que le test de Mann-Whitney, adapté a cette situa-
tion : comparaison des points de troncature de deux lois gaussiennes réelles
de mémes parameétres, tronquées a droite. Il nous a paru également intéressant
d'étudier 1'estimation du point de troncature qui peut &tre considéré comme

un indice mesurant le degré de réussite d'une population a une épreuve.

Nous énoncons d'abord des résultats théoriques dont la démonstration
peut &tre trouvée dans notre thése [7]. Nous en déduisons des conséquences sur
l'estimation ponctuelle et les tests d'hypothéses portant sur un point de tron-
cature. Nous abordons ensuite la comparaison de deux ou plusieurs points de
troncature d'une méme loi : aprés 1'énoncé de quelques résultats ''connus' nous
étudions (par des méthodes de simulation) la puissance de trois tests. Notre
travail ne se limite pas a la troncature de lois gaussiennes mais les applica-
tions numériques données concernent essentiellement ce cas, si important dans

la pratique.

-

1 - Définitions et résultats concernant la variance d'une loi réelle tronquée

1.1 — Nous verrons que la log-concavité de certaines fonctions joue un grand

role dans ce travail. Il nous parait nécessaire d'en rappeler la définition.

DEFINITION 1 : Une fonction g : R" +?RfLJ{+w} est dite log-concave sur une

. n .
partie convexe D de R si :

o

Yo 6]0,1[ , Yx,y)EDxD

\4

(1) glax + (1=)y) 2 (@)% (g(y)) '™

Remarques :
a) Cette définition est préférable a : "Log g concave' car elle s'applique
aussi aux points en lesquels g s'annule ; en particulier g étant a

+ .
valeurs dans R U{+®} nous conviendrons que 0 x © = 0 .

b) La log-convexité d'une fonction g se définit de maniére analogue, en

renversant le sens de 1'inégalité dams (1).

1.2 -= Soit F la fonction de répartition (f.r.) d'une loi de probabilité

réelle d'espérance et de variance finies et soit A = {a€R/0 < F(a) < 1} .
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DEFINITION 2 : Pour un élément a de A nous définissons la f.r. de la loi

tronquée a droite en a par :

_ _F(x)
Fa(X) ——?—(a—) Vx §a
= 1 ¥x > a

Si Y est une variable aléatoire (v.a.) de f.r. F, Fa(x) est la probabilité

de 1'événement {Y < x} conditionné par {Y < a} .

Soit :

M(a) = f

[ % dF_ () et V(a) = [p(x-M(@) dF, ()

respectivement l'espérance et la variance de la loi tronquée i droite en a.

La propriété de croissance stochastique de la famille {Fa’ a € A} 1implique
la croissance de la fonction M. Nous avons établi (voir [7] ) une condition
générale sur F pour qu'il en soit de méme de la variance V.

Posons

¥xER s F[1] (x) = fx_m F(t) dt

_ X
et F[z] (x) = qu F[1] (t) dt .

Dans le cas ou F estcontinue nous avons la proposition suivante :

PROPOSITION 3 : V est croissante si et seulement si F[Z] est log—concave.

COROLLAIRE a) Si F ou F[1] est log-concave, V est croissante.

b) Si F a une densité f log-concave, V est croissante.

Un cas particulier important de ce corollaire est celui d'une loi normale
(m;0).

Nous avons un résultat analogue pour les troncatures a gauche : dans le cas
d'une loi de densité log-concave la variance est une fonction décroissante
du point de troncature. Nous en déduisons une conséquence intéressante sur
la variance W d'une loi de densité log-concave, tronquée bilatéralement. W
est en effet une fonction croissante de l'intervalle de troncature au sens
suivant

]al,b1[ DJa,,b,[ = Wy ,b) 2 Way,b,)

Dans la suite de cet article, nous omettrons le plus souvent le qualificatif

"a droite' (toujours sous entendu) pour désigner les lois tronquées.



Un résultat semblable pour certaines lois discretes peut &tre démontré (mais

plus difficilement ...). Considérons une loi de probabilité ayant pour support

S un intervalle de Z ; sa distribution est {(k, pJ> kE z} .

PROPOSITION 4 : Sous 1l'hypothese

Ykes , Fz(k) 2 F(k-1) F(k+1)

V est croissante.

COROLLAIRE : Sous 1'hypothese

2
VkE€S , p 2 P
V est croissante.

Les lois de Bernoulli, binomiales, de

2 - Estimation ponctuelle du point de

pk+1

Poisson vérifient cette hypothése.

troncature

Différents travaux ont été faits 3 ce
paru les plus intéressants et verrons
paragraphe précédent ; pour avoir une
peut consulter 1'important ouvrage de

timations fournies sont basées sur le

sujet. Nous citerons ceux qui nous ont
des conséquence; de nos résultats du

bibliographie plus compléte le lecteur
M.G. KENDALL et A. STUART [6]. Les es-

maximum d'un échantillon de v.a.r. ;

nous verrons dans un prochain paragraphe qu'il en est de méme pour les tests

d'hypothéses. Nous donnons d'abord quelques propriétés de ce maximum.

2.1 — Propriétés de la loi du maximum d'un échantillon de v.a.r.

Soit F une v.a.r.

(pour le moment quelconque),

Fa la f.r. obtenue & partir de F par troncature & droite en a,

e

e

= (Y1,...,Y

* B

Vg %
X'= (X, X

N
Y respectivement et Z
*

k

N
pondant a X et K

partir de celle de Y

LEMME 5 :

*
ral pour Xk et 2, k < n.

k’

= (X1""’Xn) un n—-échantillon d'une v.a.r. de f.r. F

) un n-échantillon d'une v.a.r. de f.r.

a’

F,

Vg * *
) et Y = (Y1,..., Yn) sont les statistiques d'ordre corres-

une v.a.r. dont la loi est obtenue a

par troncature a droite en a.

*
Xn et Zn ont la méme répartition. Il n'en est pas ainsi, en géné-
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n
*
Démonstration : Pour k=n, ¥x < a, P(Xn< Xx) = P(X1< X,eo0,X < X) = 0 F,(x)
i=1
P(Y*< X)

n

F&)_ = = P(2_ <x)

F'(a)  P(Y < a)

*
¥x > a, P(Xn < x) = P(zn <x)=1.

*
Remarquons que (Fa)n = (Fn)a. Pour k < n, la f.r. de Xk est donnée par

n —
F;(x) = ¥ ¢l (F )" -F NTT
r=k
1 F (X) k—1 X
B (k-1)?(n—k)! .‘oa £ (1-t)" qe.

La f.r. de 2 est définie par : _ _
k Ig(x)tk T(-0)" ke

jg(a)tk_1(1—t)n_kdt

¥x < a, Gkﬂx) =

¥x > a, Gk(x) = 1.

*
Fk et Gk ne sont pas égales en général. Par exemple pour k=1,

F(x))n

*
¥x < a, F1(x) =1 - (1- Fa)

tandis que :

1-(1-F (x))"
1-(1-F(a))"

GI(X) =

La proposition 6 permet 1'introduction de lois tronquées dans certaines dis-

tributions conditionnelles d'un échantillon.

PROPOSITON 6 : Soit (Y1”"’Yn) un n-échantillon d'une v.a.r. Y de den-

Y

Y =
vk
Y =

. ’ * * 3 . * »
sité f, de f.r. F ; = (Y,,..., Y ) la statistique d'ordre associée ; alors
1 n

. ’ * * . . ’ * . .
la densité de (Y1,..., Yn—1) conditionnée par Yn est celle d'une statistique

"k * *
d'ordre X = (X1""’Xn—1) d'une v.a.r. X dont la f.r. est donnée par la tron-

*
cature de F en Yn .
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1

Démonstration : Soit (y1,...,yn)elfﬂ Y, ... 2 ¥, La densité de

* * .. ) * ;
(Y1,..., Yn_1) conditionnée par Yn est donnée par :

n
3 *
8y1...ayn P(Y1 NRAEE ’Yn-1< yn—1’Yn < yn)
f o (y,5e0e,y ) =
y 1 n-1 d *
n E;; P(Yn < yn)

Nous venons de voir que :

* n
P(Yn <y)=F (yn)

L op <y) =nt) PNy
dyn n n n n
* < * * _
PO, < ¥qeees Y0 <y 05 ¥ <y) =
n§1 n! n-p E
om0 | DT [FOp.) - FO] i=1[F(yi) - F(y; ]

avec, par convention, F(yo) = 0.

s . _léme s
Dans le calcul de la dérivée n , seul le terme correspondant a p = n—1

intervient (c'est le seul qui contient Yiseres yn).

Donc :
n * * 3 0
-9 = n! -
8y1...3y P(Y1 NRAREERERSSR yn) " B3y....0y Nl (F(yi) F(yi—1))
n 1 n (i=1
n
= n! I f(yi)
i=1
Par suite : n
n! 1 £(y;)
i=1
f (y,5eees ¥ ) =
y 1 n-1 n-1
n nf(yn)F (yn)
n-1 [ f(yi)]
f cen = (n—-1) ! —_ | .
yn(3>'1, s yn_1) (n-1) iI=[1 F(yn)
n
Par ailleurs soit X = (X1,..., Xn—1) un (n-1)-échantillon d'une v.a.r. X de

f.r. Fy (F tronquée a droite en yn) ; la densité de X est donnée par :
n
n

( -1 [ f(yi)]
gly seess Y__ ) = 1 Tl )
1 n-1 i=1 F(yn)

f\J* .
et celle de X , la statistique d'ordre associée, est
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_ 5 % *
h(y,,...,yn_1) 3y1...8yn_1 P(X1 < LARRRRE Xn—1< yn-1)
n-1 [ f(yi) ]
= (n-1) ! 1 —_—
i=1 F(yn)

(calculs analogues a ceux vus plus haut) pour :
Nous avons donc bien fy (y1,..., yn—1) = h(y1,..., yn_1) pour :

Bien sir, s'il existe i < j tel que v; >y

£y GpeeaVpy) =BGy

Remarques :
a) Nous n'avons pas de proposition analogue dans le cas discret.La distribu-

* * *
tion de (Y1,..., Yn—1) conditionnée par Y est alors donnée par :

P * * )
Y1 = Vyseees Yn =y,

P (¥yseeesy ) = .
y 1 n-1 *
" P(Yn B yn)
Posons p. = P(Y=y.). n
i i |
n: I Py
i=1
Lorsque y1 < ... < yn_1 < Y, py (y1"'°’yn—1) =
n npnF (yn)
soit n-1 P;
P (¥yseees ¥ _) = (1) ! T —_—— .
Y, 1 n-1 =1 F(yn)

Par contre, si certains y; sont égaux, nous avons une expression différente ;
soit par exemple Yy =9, -

(:‘c_ *_ 2
PY1—Y1’Y2"Y1)_ P P1

= 1 =
P(Y; -y 2p, F(y,) 2F(y )

qui n'a pas la forme précédente.

b) La proposition 6 serait fausse si nous remplacions le (n-1)-échantillon par

un k-échantillon, k < n—-1. Calculons par exemple
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22 P(Y* < Y* < )
3,3, 17712730 7
£ (y,) = y, <Y
v d * > V1 273
3 3y, P(Y3 < y3)

*

P(YT <y, Y5 < y3) = F3(y1) + 3F2(y1) [F(y3) - F(y,)]

+ 3y [Flry) - Fop]?

F3(y1) - 3F2(y1) F(y3) + 3F(y,) F2(y3)

82 * * _ ]
_7§ﬂE§;'P(Y1 <yy Y, <yy) = 6E(y)) £(yy) [Flyy) - F(y)
et :
d * _ 2
d'ou :
o) 26y P[F(yy) - F(y)] £(y,)
f y =

2.2 - Estimation du point de troncature par la méthode du maximum de vraisem

blance.

N
Rappelons qu'étant donné un n-échantillon X = (X1”"’Xn) d'une v.a.r. X de
distribution fe(x), dépendant d'un parametre 6 a estimer, l'ensemble des va-

leurs possibles de 6 étant ® , la vraisemblance est la fonction de © dans

+ ) .0 N n

R qui, pour une valeur observée x de X associe 3 6 le nombre L (®)=1 fe(xi).
b4 i=1

Une application T de l'espaceéZl}es observations dans ® qui réalise un maxi-

n . . .
mum de L, pour tout X est un estimateur du maximum de vraisemblance pour 6 :
X

Lad e , Wwed | veeo
X

X
Nous considérons ici le cas d'une f.r. F de densité f, le parametre est le
point de troncature a, @ est un intervalle de R. Pour une valeur observée

n "
X = (x1,..., xn) de X,

n
L (a) =F ™a) 1 f(x,) 1 ;
n . i

X i=1 {max X <al



53
-n . . . . . e N .
F étant une fonction décroissante de a, T(Q) associe a x la plus petite des
valeurs possibles de a. Comme a > Max(xi), nous prenons T(®) = Max X:5 soit

avec les notations ci-dessus :

*
T(X1,...,Xn) = Xn .

De plus T est un estimateur exhaustif pour a. En effet rappelons qu'une con-
dition nécessaire et suffisante pour qu'il en soit ainsi est que pour toute
valeur observée ® de %lla vraisemblance puisse s'écrire comme le produit de
deux fonctions : l'une, g, dépendant seulement de a et de T(X), 1'autre, h,

n
seulement de x.

Prenant :

n
g(a, 7)) =F @ 1 , .  eth@® =  fx,)

{Xn(x)

A
(Y]
e
'—I

nous voyons que

L, (a) = g(a,T(x)).h(®)

X

*
et en déduisons que Xn est exhaustive pour a.

PROPOSITION 7 : Soit F une f.r. telle que LR x2 dF(x) <, a appartenant a
*
A et a' = Inf{x/F(x) =F(a) }. Xn est alors un estimateur de a' asymptoti-

quement sans biais et convergent.

Démonstration :

a) Une intégration par parties montre que 1l'espérance M(a) d'une v.a.r. de

f.r. F_ s'écrit :
a

M(a) = HR X dFa(X) a - ff“fa(x)dx

a - ja _F(x) dx.
*
Pour Xn nous obtenons donc :

E(X:) =a - ffw( )n dx

F(x)
F(a)
et aussi :

a

[
Jat dx

* a', F(x)
EX) =a~- [°( F(;‘))n dx -

1]

a' - Ii;( %%g%)n dx

*
Xn est donc un estimateur biaisé de a et de a'. Par exemple, dans le cas

n n+1 *
— a, X
n+1 n n

*
de la troncature d'une loi uniforme sur [0,1] R E(Xn) =

étant alors non biaisé.
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*
Toutefois 1lim E(Xn) =a'.
n o

Pour s'en convaincre, il suffit d'appliquer le théoreme de convergence dominée
de Lebesgue.
F(x)\n

La condition : V¥x < a' , F(x) < F(a) implique (F( )) — 0 .
n >0
Or, ¥n 21 ( F(X)) F(x) avec fa —£1§lvdx = a=E(X) <=
=" Y F(a) s F(a) - F(a) :
% . % .
b) Montrons que Xn est convergent et pour ceci que var (Xn) —> 0. Des in-

tégrations par parties conduisent a (voir [7] )

var(X:) = 2a fa ( géxg - (2 (522; dx)?
-2 2 f,gxgnd :

Tenant compte du fait que Vxe]a',a] , F(x)=F(a), nous obtenons :

' [ ol 2
2a [f?w (igg)n dx + a—a'] - ffw(i(:g)n dx + a-a ']

2_ 12
[._m F(x) Doy #2223

%
var(Xn)

2
o LR o - [ - 2t LG
=2 flx S ax

Appliquant de nouveau le théoréme de Lebesgue pour chacune des intégrales nous
. * . . .o .
constatons que lim var(Xn) = 0. En particulier pour la derniere intégrale nous

avons :

I (F(x))nl

F(x)
X F(a) I |

F(a)

b

fonction d'intégrale finie (car AR x2 dF(x) < +« par hypothése) et

F(x) _F(x) yn

¥x < a' , x( BION

0.
n->o
COROLLAIRE :
*
a) Soit F strictement croissante sur A; alors pour tout a de A, Xn est un

estimateur asymptotiquement sans biais et convergent de a.

b) Soit F la f.r. d'une v.a.r. discréte dont les valeurs a., i€Z, sont numé-
rotées par ordre croissant ; si les v.a.r. Xj’ j=1,..., n ont pour f.r.

%

Fa alors Xn est un estimateur asymptotiquement sans bials et convergent
i

de a. .

1-1
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La proposition 8 établit une propriété de la quantité d'information de Fis-
2’ ’ . '\l .
her apportée par le n-échantillon X sur a lorsque varie n ou a, dans le cas

ou F a une densité f.

PROPOSITION 8 : La quantité d'information de Fisher I~fa) apportée par le

n,

n-échantillon X est proportionnelle i n2. Pour n fixé, I.(a) est une fonction
. . . . X .

décroissante (respectivement croissante) de a dans le domaine de log-conca-

vité (respectivement de log-convexité) de F.

Démonstration : Rappelons que I (a) = Ea(sg— Log L,\J(a))2
X X

n
Log L,(a) = -n Log F(a) + ) Log f(xi) si max x; £ a
b i=1
-52— Log LQﬂa) = -n ;E:; si max x; < a
et n
I(a) = Po... [ (-aL@)y2 | I £(x.) d¥
X - - Fa) © gy gop 1
_ 2, f(a)\2
Ik(a) =n (—ﬁzzy)
soit :

I(a) = n?( Log F(a))’.
X

Nous en déduisons la deuxieme partie de la proposition. @

Remarques :
* ’ .
a) X étant exhaustive I,(a) =1 ,(a).
n
X X
n
b) La propriété d'additivité de la quantité d'information lorsque le support
ne dépend pas du paramétre étudié, n'est pasvraie ici :

() = 0® T,(a) # 01, () .
X

%
PROPOSITION 9 : Lorsque F est log-concave, la variance de Xn est une fonction

croissante de a.

. . *
Démonstration : Supposant F log—-concave, F' 1'est aussi. Or la f.r. de Xn
est (Fn)a (d'apres le lemme 5). La proposition 4 permet alors d'affirmer que

*
la variance de Xn est une fonction croissante de a. @
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. * . . 3
Conséquence : En tenant compte du fait que Xn est asymptotiquement sans biais,
1'inverse de la variance mesure pour n grand la précision de cet estimateur ;

la proposition 9 nous dit que lorsque F est log-concave, cette précision est

d'autant plus faible que la valeur a estimer est grande.

Pour n quelconque définissant la précision comme étant 1'inverse de 1'erreur
quadratique moyenne :
1
2
E(Tn a)

nous avons la proposition suilvante :

e(Tn) =

*
PROPOSITION 10 : Lorsque F est log-concave, la précision de Xn est une fonc-

tion décroissante de a.

Démonstration : Pour n fixé soit :

1
*
e(Xn)

gla) = E&. - 2% (=

g@ = B[ - B + @D - 2]

* k2 * 2
E(Xn - E(Xn)) + (E(Xn) -a)” .

*
La f.r. de Xn étant (Fn)a, et F©' étant log-concave d'apres 1'hypothése sur F,

3 . . *
le premier terme est une fonction croissante de a. D'autre part, h(a)=a—E(Xn)

EMr,q ()
est positif, et, h(a) = ““‘7%11*‘““ ou (Fn)[ ](a) = jf Fn(x) dx.
F (a) 1 i

Or, si une fonction est log-concave, sa primitive qui s'annule en - est elle-

méme log—concave : voir par exemple A. PREKOPA [9].(Fn)[1] est donc log-concave.

Par suite h est croissante ainsi que h2. Il en est de méme pour g d'ou la pro-

position.

2.3 - Amélioration de l'estimation de a

L'application de résultats importants établis par Blackwell, Rao, Lehmann et
Scheffé (voir par exemple M.G. KENDALL et A. STUART [6]) a permis a R.F.TA-

TE [11] d'obtenir un estimateur sans biais, de variance minimum de a, basé

*
sur Xn’ lorsque F a une densité f. D'une facon plus générale si £ est une
fonction de A dans R, dérivable, le seul estimateur sans biais de £(a) est

donné par : Vo *
£X) F@)

T aln

n

_ *
Tn = g(xn) +
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Si g(a) = a, nous avons :

F(X )

)

::ix-.:!x-

f£(X

Remarque : Dans le cas de la troncature d'une loi uniforme, nous retrouvons
b

Pour une loi gaussienne c/V(O;1) tronquée en a, notons la Q/Va(o;l),

*
T =X - ————1;—— ou M(a) = E(Xa) est 1'espérance d'une v.a. de loi

nM(Xn)
e/Va(O; 1.

I1 est en effet facile de vérifier que pour une telle loi :
1 a x2

, ou &(a) = [ exp(- Z—-)dx
V2l

%' (a)

M(a) = - %G

Nous avons construit une table donnant ‘1’ (t) pour n=10, 20, 30 et =35t <3
par pas de 0.2 dans le cas d'une loi Q/V(O 1). Pour une loi ,/’/(m 30), nous

avons :

* *
Xn - m % 1 Xn - m
= 1
5 ) et f(Xn)* 5 o) (-——-——-—-—O ).
X ~m * g
' E ——————— 4 = —
Dans ce cas, nous calculons d'abord Yn 5 , puils tn X v Yn)

*
F(Xn) = &

donnera une estimation ponctuelle de a lorsque m et O sont connus.
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1

(cas d'une loi normaleg/4/(0;1)).

G s s tem tB em Swm Swm Jm Gwm B cmw tm =@ (> Sm G=m > t=w tm C=® (> =8 =@ C=w t=® e G=m o=m sem

Gm = tem tm 1w tem tme tm tm s tem t=w s sm tmw s o

T n=10¢ n=20 n=30
-3 -2.9695 -2.9848 -2.9898
-2.8 -2.7677 -2.7839 -2.7892
-2.6 -2.5657 -2.5818 -2.5886
2.4 -2.3634 -2.3817 -2.3878
2.2 -2.1608 -2.1804 -2.1869
-2 -1.9579 -1.9789 -1.986(
-1.8 -1.7545 =1.7772 -1.7848
-1.6 -1.55@¢6 -1.5753 -1.5835
1.4 -1.3461 -1.3730 -1.3820
-1.2 -1.14@7 -1.17d4 -1.1802
-1 - .9344 - .9672 - .9781
- .8 - .7269 - 7634 - .7756
- .6 - .5177 - .5588 - .5726
- 4 - .3064 - 3532 - .3688
- .9 - 0924 - . 1462 - 1641

¢ .1253 . 0627 .da18

2 . 3481 2741 .2494
WA .5780 .489¢ .4593
.6 .8178 .7089 .6726
.8 1.9721 .936@ .89d7

1 1.3477 1.1739 1.1159

1.2 1.6557 1.4279 1.3519

1.4 2.¢139 1.7d7¢ 1.6846

1.6 2.4521 2.9261 1.8840

1.8 3.9211 2.4176 2.2d76

2 3.810¢¢ 2.9059 2.6833

2.2 4.9797 3.5899 3.1266

2.4 6.8288 4.6144 3.8763

2.6 9.9278 6.2639 5.0426

2.8 15.4012 9.1006 7.0d84

3 25.5335 14.2667 16.5112

tem b= ts s s s s =
ST NS 0T 0Sm s st 1wt tm® tee e te et 4wt tm S s S s tmm tem s e G=s Gmw Gem =B t=m +=® e e 0= sem S tum tmm s e omm | e ome
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La table de Wn(t) dans le cas d'une loi gaussienne nous montre que

Xn(t) = Wn(t)-t est alors croissante. Ce résultat est plus général.

PROPOSITION 11 : Pour n fixé, An est croissante (respectivement décroissante)
si F est log-concave (respectivement log-convexe sur A).
Cette proposition est une conséquence immédiate de 1'expression de An en

fonction de F et f.

Comme cas particulier, citons celui ol F est la f.r. d'une loi exponentielle

négative. kn est alors constante :

F(a) = exp(Ba), 6 > 0, a

IN
o

1
no °

An(a) =

Days le cas d'une loi ¢/1;(0;1) nous donnons ci-apreés une valeur approchée

de var(Tn), obtenue par simulation, pour différentes valeurs de a et de n.
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Tableau 2 - Estimations non biaisées de 1'espérance et de la variance de

deux estimateurs du point de troncature a d'une loi gaussien-

nec/1Q0;1), 3 partir de 50 échantillons de taille n.

1.5 15152 g.g38 . 13271 @.6211
2 2.9887 : $.13¢¢  : 1.7105 . 6.8535
2.5 0 2.5745 L @.5747 11,9144 i 8.1290
3 3.0288 ¢ 2.4548 ¢ 1.99%4 . 0.2037

1 . : : : : !
E n=1y a : t : s'2 : §* : s*2 !
! : : : : : !
; o ‘ _g.o818 © 0.9020 © -1.g458 ° @.0019 |
! : -@.5 : -@.5079 : 0.0098 : -$.59¢8 : @.0089 !
; g ©og.eeer G g2 G -gltias D g.09%6 |
! : p.5 : P.4985 :  B.0291 :  @.3298 : @.@4225 !
; ’ ‘ g.o653  p.g803 ¢.7097 © @.0513 |
! 1.5 s 1.4279  : @.1964 : 1.4298 : @.091¢ !
; 2 ‘o2.993 © @.5787 ¢ 1.3738 1 g.1417
! 2.5 : 2.8758 : 2.9540  : 1.5651 : $.2799 1
; 3 ©o2.8512  ° 8.8731 ¢ 1.4781 ° g.2641 |
! : : : : : Ie
! n=30 -1 s -1.0017  :  0.0005 . -1.06233 . @.00d5 !
; Poo-ps 1 -pser2 Cogeprs C -d.s357 P od.dens
! ) : -0.9003 : ¢.9918 : -0.d408 . @.0617 !
f 9.5 1 g.aos ¢ oggms G dasr G d.odsd |
' 1 © 1.0049 : @.¢p68  :  @6.9d19 _ 6.0d54 !
1 : 1
! !
! !
! !
! !
! !
! !

La premiére colonne donne la vraie valeur de a, dans les deuxiéme et troisieé-

*
@(Xn)

- *
me figurent les estimations t et s'2 de a = E(Tn) (Tn =X + ) et

1

T *

n (X )
—% *

de var (Tn) ; 1'estimation x de E(Xn) se trouve dans la quatriéme et celle,

*2 * .
s 7, de var(Xn) dans la derniére.

- . . 3 » _*
Notons que t donne une meilleure approximation de a que ne le fait x . Re-
. . *2 . . .
marquons aussi la croissance de s'2 et s en fonction de a : l'estimation

de a par Tn est d'autant plus précise que la valeur a estimer est plus faible.
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Pour a assez grand ( 2 1) la variance de 1'estimateur sans biais est trés im-—

portante ce qui constitue un sérieux handicap pour l'utilisation de T .

Suivant des travaux déja anciens de M. QUENOUILLE, D.S. ROBSON et J.H.WHITLOCK
[10] ont construit d'autres estimateurs de a, certes biaisés , mais ne néces-—
sitant pas le calcul de F(X:) et f(X:) donc trés intéressants lorsque certains
autres paramétres (m ou g pour une loi normale par exemple) sont inconnus. La
condition de cette estimation est que F admette un développement de Taylor au

voisinage de a et F'(a) # 0 pour tout a de A.

'\I . .
Partant d'un n-échantillon X, pour obtenir un estimateur dont le biais est

d'ordre n_(k+1) il suffit de prendre :
k ..
(k) _ i i+l %
Tn N iZO =N Ck+1 n-i
_ 0) _ *
pour k=0 nous retrouvons Tn = Xn
. % *
et T -2 x* - x
n n n-1
* * *
T(z) =3X -3X + X
n n n-1 n-2

* * *
(rappelons que X = (X1 seo s Xn) est la statistique d'ordre de %5(X1,...,Xn)L

Cependant, le fait qu'interviennent plusieurs Xn—i a en général pour conséquen-
ce une diminution de la précision. Robson et Whitlock ont en effet montré que

l'erreur quadratique est

E(Ték)— a)2 = Cgk n(-z) (—Eﬁil )2 + O(n_3).
F'(a)
(0) m

Toutefois, pour k=0 et k=1, Tn et Tn ont la méme erreur quadratique sauf

‘ -3 ..
éventuellement pour les termes d'ordre n ~. Pour a assez grand, nous limitant

.. =2
au terme principal (d'ordre m ), nous remarquons encore que

- si F est log-concave, l'erreur quadratique croit avec a donc la précision
b

de Ték)est une fonction décroissante de a

. L e k -
- si F est log-convexe sur A, la précision de T( ) croit avec a.
n
. . . 1 . . . s
Dans le cas simple d'une loi uniforme Té )est sans biais ; comparant sa préci-
. N ' n+1 * . ..
sion a celle de Tn =5 Xn (aussi sans biais) nous constatons que :
Var(T§1))
lim ————— = 2
n var(Té)
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(1)

c'est a dire que T& est asymptotiquement deux fois plus précis que Tn .

Nous terminons ce paragraphe en signalant d'autres travaux traitant de 1'es-
timation de certains paramétres de lois tronquées lorsque a est connu ou non.
R.L. PLACKETT [8] s'est intéressé a l'estimation de )\ pour une loi de Pois-—
son tronquée en a=1. A.C. COHEN et J. WOODWARD [3] établissent des
estimations de m et 0 pour une loi gaussienneg/‘ﬂn;o) tronquée a gauche en
un point a connu. A.HALD reprend dans [5] ces résultats et indique qu'il
peut étre intéressant d'utiliser du papier gausso—arithmétique pour avoir
une valeur approchée de m,0 et a lorsqu'est connu le nombre | = @(éém) (qui
est en quelque sorte le "degré" de troncature). Si H est la fonction de ré-

partition empirique associée a un n-échantillon X d'une v.ar X de loi

¢/1£(m;0) nous avons :

1 X-m
1L oED
T %o

¥x

R

IN

a Hn(x)

¥x > a Hn(x) ~ 1
donc :

Vx sa x~mig o ()

IA

avec :

c
]

THn(X).

Les points (x, ®-1 (THn(x)) sont donc approximativement alignés pour x < a.
Sur le papier gausso—arithmétique portant x en abscisse (échelle arithmétique)
et en ordonnée (échelle gaussienne) 100 ¢ Hn(x) nous obtenons une valeur ap-
prochée de m en prenant 1'abscisse du point d'ordonnée 50 ; 1'écart-type ©
s'obtient en prenant la différence d'abscisse entre le point d'ordonnée 84.13
et m (ou le point d'ordonnée 15.87 et m). Si T est trés faible, il peut
eétre nécessaire de prolonger au delda du point d'abscisse a cette demi-droite

pour faire ces estimations. Nous donnons ci-apreés deux exemples

a) m=10 s, g =2 a=11 3 n=200 (donc 1 =~ 0.6914)

we

b) m=20 , o - 3

we
o8]
[}

N

~

3 n=500 (donc 1 =~ 0.1587)

Le cas ou F est la f.r. d'une loi discréte a été étudié en particulicr par

C. CHARALAMBIDES [2] .
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Tableau 3 - Valeurs numériques utilisées pour la représentation sur

papier gausso—arithmétique
a) échantillon de taille 200 d'une v.a.r. e/1?10;2)
tronquée en 11

b) échantillon de taille 500 d'une v.a.r. 0/0?20;3)
tronquée en 17

a) TAU = .691462461

5 Abscisse f Ordonnée f F.R. Empirique i F.R. Théorique
Py : .34 : 0049 : L0019
X 4.5 : 1.03 : 8149 : -0043
. 5 : 1.38 ; .6199 : -0889
: 5.5 : 2.76 X .9399 : 9176
X 6 : 5.18 : .975¢ : .9329
; 6.5 : 5.87 : .8849 X .0579
: 7 T 8.29 : .1199 X .#966
X 7.5 P 18.82 : .2 o : .1527
.8 T 17.63 : .255¢ : .2294
, 8.5 1 27.65 : 4000 : .3277
; 9 P34.91 : 5049 : 4462
X 9.5 P 44.59 : .6450 : .5803
S0 P 52.89 : . 7649 : .7231
. 18.5 P62.23 : .8999 : .8658
R © o 69.14 : 1 : 1

S tum G t@ Gw sem P Gd tm tum G Gem ss S=m G Sem Gmm Gem

b) TAU = .158655254

! . !
i Abscisse ° Ordonnée f F.R. Empirique * F.R. Théorique )
: : : : !
] . :
i :gs : Jg : . 0020 : .0927 f
L1 : . ¢3 : .0020 : . 9048 )
L : .9 : .0020 : . 0085 i
: . : .19 : .9119 : L9145 y
; 12 : .28 : L0179 : 9241 )
; 12.5 : A : .0279 : . 9391 '
; 13 : .98 : . 0620 : .0618 y
: 13.5 T 1.42 : 9899 : .0953 f
; 14 : 2.18 : .1379 : .1433 '
: 14.5 : 3.20 : .2019 : .2103 ;
: 15 : 4.82 : . 3040 : .3012 !
! 15.5 : 0 6.79 : L4279 : .421¢ !
; 16 : 9.36 : 5900 : .5749 !
' 16.5 : 12.59 : .7339 : .7668 f
]
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Exemple a)
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Exemple b)
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Figure 2 - Echantillon de taille 500 d'une loi (/’/(20

17

,

tronquée en

est d'autant plus délicate que T est faible

L'estimation de m et ©
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3 - Tests d'hypothéses portant sur un point de troncature dans le cas

d'une seule population

v
Soit X = (X1""’Xn) un n—-échantillon de la v.a.r. X de f.r. Fa' Pour 1la

commodité de 1'exposé et compte tenu de notre objectif (application a une loi
gaussienne tronquée) nous supposons que F est absolument continue par rapport
a la mesure de Lebesgue sur R. La plupart de nos résultats sont encore vala-
bles sans cette hypothése ; la différence essentielle est que dans certains
cas de lois présentant des masses ponctuelles (par exemple lois discrétes),
il est parfois nécessaire de faire un ''tirage au sort'" avant de prendre une

décision. Dans ce paragraphe, nous étudions les tests :

1° H. : a < a_ contre H :a>a_au seuil g
0 o 1 o
2° H. : a >a contre H :a<a au seuil g
0 o 1 o
o .
H.L: a=a ontre :a 1
3 0 o © t H1 # a_au seuil o,

o €étant un réel domné, 0 < ¢ < 1.

Nous avons vu au paragraphe précédent que T = Xn est une statistique exhaus-
tive pour a. Nos tests sont construits a partir de T par l'application du
lemme de Neyman et Pearson (voir par exemple 1'ouvrage de T.S. FERGUSON [4],
page 201).

3.1 = Test H a < a, contre H, : a > ag s seuil a

= 1
PROPOSITION 12 : Le test défini par le domaine de rejet %de Hy ¢
1/n

0

% = ]C(ao), +oo [, C(ao) tel que F(C(ao)) = (1-a) F(ao) est

uniformément le plus puissant (U.P.P.) pour tester HO contre H1 au seuil q .

De plus il ecst convergent.

Démonstration : Appliquant le lemme de Neyman et Pearson au test entre hypo-

theses simples @ Hé :a=a_ contre Hi fa=a >a_ au seuil ¢ , nous obte-

\l .

0 °

q%{lC(ao), voo [

ou C(u“)est tel que :

P (T > C(ao)) = o
(0]

nons pour domaine de rejet de H
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c'est 3 dire :

F(C(a ))
= — ° - a
F (ao)
donc : 1/
F(C(a)) = (1-0) '™ F(a ).
o]

puisque C(ao) est indépendant de a, nous en déduisons que ce test est unifor-

1
mément le plus puissant pour tester Hé contre H1 ta > a_ au seuil ¢ .

Par ailleurs, la fonction

B : R —> [o0,1]

n
n
F (C(a)))
a ~——m—> Bn(a) =Pa(TE%) =1- -—n——-—g———
F (a)
est croissante ; donc

< R <

Va:ao’Pa(Te ):(X
Le test proposé est donc U.P.P. pour tester HO contre H1.
Remarque : Une autre facon d'obtenir ce résultat est de vérifier que la fa-
mille {Fa, a €A} a un rapport de vraisemblance monotone et d'appliquer ensui-
te un théoréme de Karlin et Rubin (1956) : voir [4] , p. 210. Ce test est
convergent c'est a dire que la probabilité d'une erreur de deuxieme espece
tend vers zéro lorsque n augmente indéfiniment. En effet cette probabilité

est donnée, pour a > a, par

F(C(ao)) F(a )

n _ _ (o] n___
—~§T57——) = (1~a) (z7—=—) > 0 =&

P (T <Cla)) = ( F(a)
n->+oo

Pour effectuer le test, il n'est pas nécessaire de calculer C(ao) mais seule-

oo

ment F(t) et F(ao) ol t est la valeur observée de T = X; . H0 est rejetée au

. . 1 , .
seuila si et seulement si | F'(t) > (1-a) Fn(ao)‘, F étant croissante la bor-

ne inférieure C(ao) du domaine de rejet de HO est inférieure a a, s elle est
une fonction croissante de n et décroissante de ¢ . Dans le cas particulier
de la troncature d'une loi L/WQO;1), nous avons obtenu, par inversion de ¢ ,
des valeurs approchées de C(ao) pour o = 0.05 , n=10 et n=50. Nous désignons

\} . -
par A(ao) 1'expression a_ C(ao).
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Tableau 4 - Borne inférieure du domaine de rejet de
E0_3 "y < ao" au seuil 0.05

n=50¢
c(a,) EEPY !
-3.0003 1 0.0pp3
-2.0004 i 9.0

1
1

1

! :

' -3 : =3.0016 : 2.0016
| . .

: -2 . -2.0022 : 0.0022
=1 : -1.0034 : ?.0034
, :

1

1

1

1

1

1

-1.0007 D 90997
0 ; -0. 0064 : 0.0064 -0.9913 : 0.9013
1 :  0.9824 Y9.9176 0.9964 Y p.9036
2 % 1.9149 : 0.9851 1.9818 : 0.0182
3 i 2.4860 9.5140 2.8237 9.1763

tee s> tm tew tem s tem sm tem tem s> sm == o=w| s
Gt 4w s tem Gum tem tem tem tm e > t=m t=m e == o=

Nous remarquons que )\ est croissante.

Ce résultat est plus général ainsi que 1'indique la proposition suivante :

PROPOSITION 13 : Si F est log-concave la fonction ) est croissante. Si F est

log-convexe sur A, )\ est décroissante.

Démonstration : D'aprés la définition de C(a), Log F(C(a))= %Log(1—a)+Log]Ka)

f(a)
En dérivant, nous obtenons : C'(a) = —?T%%E%j——-'
F(C(a))

g f ., .
Nous savons que C(a) < a. Supposant F log-concave, c'est a dire f»decr01ssan—

te, nous voyons que C'(a) £ 1. Par suite, A'(a) = 1-C'(a) 2 0 prouvant que

)\ est croissante. De facon analogue, si F est log-convexe sur A, )'(a) <0 ®

Remarque : Dans le cas de la troncature d'une loi exponentielle négative (F

log-concave et log-convexe), nous vérifions que )\ est constante :

F(a) exp(ba), >0 , ac<o0

IIA

a-C(a) = - %' ~£g§él:gl—

A(a)

Fonction puissance de ce test

Rappelons qu'il s'agit de la fonction B, :]R-——é-[0,1] définie par :

g () =2 e
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Ici : F(a )
B, (a) 2

1 - (1-a) (—F(?—)n si azc(a)

1]

0 si a < C(ao).

Nous donnons ci-dessous, pour un exemple, les courbes représentatives de

Bio ¢t Bso

A3
1 n=50

05

0 . e A
0.9 1 15

Figure 3 - Fonction puissance du test H, : a < 1 contre

0
H., : a > 1 au seuil o = 0.05 pour des échantillons

de taille n=1¢ et n=5@ d'une v.a.r. de loi 3/12(0;1)

PROPOSITION 14 : Au voisinage de a, la puissance du test proposé est une

fonction décroissante (respt. croissante) de a lorsque F est log—concave

(respt. log-convexe sur A).

Démonstration : F(a )

o’ \n
Bn(a) 1 (1-a) (——F—(;;—)

a pour dérivée F(a )
' _ aO n f(a) <
Bn(a) = n(1-q) ( FYaT’) TORE Cla)) Sa < +o
f(a)
donc Br'l(ao)z n(1-a) ——F—(-a‘g—)-
0

f(a)
. . . . o)

B;(ao) est une fonction décroissante de a, si F est log-concave (_FTE—T est
o

décroissante), croissante si F est log-convexe sur A, d'ou la proposition

puisque Bé(ao) >0 =
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contre H, : a <

3.2 — Test H, : a > a
o 1

a _au seuil O .

0

PROPOSITION 15 : Le test défini par le
z%=]-°°, C(ao)[ > C(ao) tel que

mément le plus puissant pour tester H

domaine de rejet g% de HO

F(C(ao)) = a1/n F(ao) est unifor-

contre H, au seuil ¢ . C'est un test

0 1
convergent.

Démonstration : Appliquant le lemme de Neyman et Pearson au test entre hypo-

théses simples :

H' : a = a_ contre H! : au seuil g

0 o 1 Pasap<a,

nous obtenons pour domaine de rejet de

que P_ (T < C(ao)) =

H(') : e%= ]—°°,C(ao)[ ol C(ao) est tel

o c'est-a-dire

(o)
F'(C(a))
=Q
Fn(ao)
donc F(C(a,)) = o!/n Fa).

1

0
étant décroissante (donc Bn(a)

Le domaine de rejet de H' étant indépendant de a, et la fonction

IA

PR >
Bn :a > Pa(TG ) o Ya 2= ao) nous en

déduisons le caractére U.P.P. du test de HO contre H1 au seuil ¢ . La fonc-

tion puissance de ce test est définie par
FC(a))

F(ao)
@) )

n
F(a) )

BH(a) = = o

Pa(T < C(ao)) = ( si a;zC(ao)

1siac<cC().
o

Pour montrer la convergence du test, remarquons que quand n croit indéfini-

ment C(ao) tend vers aj ; par suite Ya < ag s Bn(a) —> 1, le test est

. 1n—>oo
bien convergent.®

La borne supérieure du domaine de rejet de HO est inférieure a ag ; c'est une

fonction croissante de n et décroissante de o .

La proposition 13 est encore vraie ici pour )(a) = a-C(a). La valeur maximum

1/n

de C est Co telle que F(CO) = q . De méme la proposition 14 reste vraie

!Bé(ao)} est une fonction décroissante de a_ lorsque F est log-concave, crois-

sante de a, lorsque F est log-convexe sur A.

Les valeurs approchées de C(ao) sont les suivantes dans le cas de la tronca-

ture d'une loi gaussienne normalisée, pour o = 0.05
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Tableau 5 - Borne supérieure du domaine de rejet de

n

Hy : "a 2 a " au seuil 0.05

— (o]

5 a : n=10 E n=5¢

! : : !

! : C(ao) : X(ao) ! C(ao) A(ao)

! 4 —- ! *

! -3.9991 9.9991 D -3.0182 6.9182

' -2 ~2.1234 8.1234 L -2.0251 0.0251

- ~1.1871 B.1871 D-1.0389 0.9389

I’ ~0.3304 6.3304 ! -0.9730 6.0730

by 8.3148 8.6852 b -g.8148 9.1852

L2 0.5954 1.4046 U 1.4079 6.5921
!

bos 3.6436 2.3564 L 1.5598 1.4402

| () (a)

-G5

Figure 4 - Fonction puissance du test H

0

:a 2 0 contre

=

:a < 0 au seuil

o = 0.05 pour des échantillons

de taille n=1¢ et n=5@ d'une v.a.r. de 10ig/1;(0;1)

v tem e 1 tm s s t=m V= tem V= t® tem t=w e ¢=w



72

3.3 - Test H a=a contre H, : a # a3 seuil o .

0 :
PROPOSITION 16 : Le test défini par le domaine de rejet e%de H

(0]
3? =]-—°°,C(a0)[ U ]ao,+°°[ ot C(a ) est tel que F(C(a )) = ol /m F(a_)

est U.P.P. pour tester H0 contre H1. De plus il est convergent.

Démonstration : Les expressions obtenues pour les fonctions puissances des

deux tests précédents —qui sont U.P.P.- exigent de vérifier que :
F'(a)

o = sia 2 C(ao)
F (a)

1 siac< C(ao)

a) Ya < a Pa(Tee%)

F'(a )
1 - (1-0) —2
F'(a)

b) ¥a > a_ , Pa(TG e%)

Pour a < a la propriété est triviale car C(ao) a la méme expression que

dans 2°.

F'(C(a )) F'(a )
Pour a > a Pa(Teg%) =— 2% 41 - —9%  nais F'(C(a_ ))=aF(a)
o Fn(a) Fn(a) o o
par hypothése donc : 0
F (a)
P (TEQ%) =1- (1-a) —= .
a n
F (a)

La convergence de ce test est une conséquence immédiate de 1'expression de

sa fonction puissance @

Notons que la proposition 14 reste valable dans ce cas aussi : la démonstra-

tion est facile en considérant les dérivées a gauche et & droite de Bn en a .

Nous donnons ci-aprés les représentations graphiques de la fonction puissan-

ce de ce test dans le cas de lois gaussiennes (deux valeurs de n).
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V3@

Figure 5 - Fonction puissance du test Hy a=1 contre

_E1 : a#1 au seuil o = 0.05 pour des échantillons

de taille n=1¢ et n=5¢ d'une v.a.r. de loi ¢/1i;(0;1)

Conséquence : Recherche d'un intervalle de confiance pour a : g}(a)

. 3 . * ’
Partant de la statistique exhaustive T = Xn dont la valeur observée est t,
nous pouvons construire un intervalle de confiance de a basé qur le test
U.P.P. ci-dessus. Au seuil o nous prenons pour I, 1'ensemble des valeurs a,

telles que 1'hypothése H, : a = a_ mne soit pas rejetée lorsqu'on la teste

0

contre l'alternative H1 ta # ag, au seuil ¢ , la valeur observée étant t.
Donc

1, = {a/C(a) <t < a}
. 1/n
ou C(a) est tel que F(C(a)) = « F(a).
L'application C : a —> C(a) étant croissante (o et n fixés) la borne su-

périeure de Ia est un élément a, de R U {+=} tel que C(a1) =t c'est a dire :

-1
(2) Fap = o ME@) .
En conséquence, ou bien F(t) < a1/n et a, est un nombre réel (unique si F
est strictement croissante ; sinon nous choisissons a1=inf{a/F(a)=dT1/nF(t)}),
ou bien F(t) > a1/n (2) n'a pas de solution ; nous prenons a, = +0 (le
seuil réel de 1'intervalle de confiance est alors inférieur a o) ou bien
F(t) = a1/n nous prenons a, = inf {a/F(a) = 1} , a, peut @étre fini ou infini.

1 1
En résumé, pour intervalle de confiance de a, nous prenons Iu(a) =ET, a1(T}]

(intervalle aléatoire) ou a1(T) vérifie F(a1(T)) = uf1/nF(t) si cette équa-

tion a une solution, sinon a1(T) = 4o ,
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Exemples
a) Cas d'une loi uniforme sur [0,1] tronquée en a :
-1/n
1,(a) =[¢, t ]
b) Cas d'une loi normale ¢/1Q0;1) tronquée en a.

Supposons g = 0.05 ; n=1@ et 5@ ; pour différentes valeurs de t nous donnons

la borne supérieure approchée de I 05(a) (tableau 6).

0.

Tableau 6 — Borne supérieure de I (a) dans le cas d'une

loi ¢/7;(0;1)

0.05

! : n=10¢ ! n=50@ !
! : L !
! 1S Lo oMoy a(e) !
1 -3 :  g.0018 Po2.9206 1 g.0014 f2.9983 |
Lo ' g.pags . -1.8692 . g.9242 . -1.9739 |
Lol 9.2141 {-g.7933 1 0.1685 Foogoegt
LB g.6746 . og.4527 L 6.5399 i 0.9775 |
o1o: o 1.1352 : +o0 ! 0.8932 Foq.2437
D2 13185 : 4o L 1.0375 : o
1 1 !

Dans ce cas particulier nous constatons que la fonction :

n:R— R

t~———> n(t) = a1(t)—t(=1ongueur de Ia si a1(t) < )

est croissante. Nous avons plus généralement la proposition suivante

PROPOSITION 17 : Si F est log-concave N est croissante ; si F est log-con-

vexe sur A, n est décroissante.

Démonstration : Log F(ai(t)) = - % Log o + Log F(t) d'ou :
o) f(a1(t) _£(t)
1 F(a1(t)) F(t)

nt(t) = a;(t) -1

f(t)
. _F(t) -1
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3 - Test d'hypothéses portant sur deux ou plusieurs populations

Considérons k populations ég?""’é;z(k >2) et une v.a.r. de f.r. Fa
i
sur é;? obtenue par troncature en a; d'une f.r. F. Nous testons les hy-

potheses

(3) H0 Pag=a,= ... = a = a fixé contre H1 Pay # a_ pour au moins

un i, i=1,..., k ; seuil o ,

ou (4) : H, : a,= a

0 1 5 = = a, (valeur commune non spécifiée) contre

H1 Pay # aj pour au moins un (i,j), i#j, 1, j=1,..., k ; seull ¢ .

Les résultats que nous rappelons ci-dessous obtenus notamment par D.R.BARR
[1], sont basés sur une propriété remarquable des lois uniformes. Soit

Ui’ i=1,... k,k v.a.r. de loi uniforme sur [0,1] , indépendantes, alors
k

U=-2 Log( II Ui) obéit a une loi de X2 a3 2k degrés de liberté (voir par

i=1

exemple M.G. KENDALL et A. STUART [6]). Dans le but de tester (3) ou (4),

prenons un n.—échantillon X. ,,..., X. de v.a.r. de loi F_ i=1,...,k 3
1 1,1 i,n. a.
% x i i

X. est la statistique d'ordre correspondante. Il est alors

X. .o
i, 1’ > Ti,n

possible de montrer que sous 1'hypothése H, de (3), la statistique

0
k n,.
i %
151 F (Xi,n. ) l-
T = -2 Log N L , ou N = 2 n. ,
F (ao) i=1

obéit a une loi de XZ a 2k degré de liberté.

Au seuil o le domaine de rejet de H, associé a la statistique de test T

0

est de la forme ,%:]c,m[(c lu sur une table de X2 a 2k degrés de
liberté). D.R.BARR a montré qu'il n'existe pas de test U.P.P. pour (3)

(k 2 2). Le test construit ci-dessus est sans biais mais il n'est pas U.P.P.

parmi les tests sans biais.

* *
Dans le cas du test (4), en posant X_ = Max X, , la statistique
N . 1,n,
. iet,...,k} "
k_Mioow
SF X, )
i=1 Lefy
T' = -2 Log N F
F (XN)

obéit a une loi de X2 a 2(k-1) degrés de liberté, sous 1'hypothese HO.
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Le domaine de rejet de H0 est encore de la forme Q%=]C,+OO[ , C étant

obtenu par une table de X2 a 2(k-1) degrés de liberté.

Remarquons que la loi de T', comme celle de T, n'est pas une approximation.
Par ailleurs D.R. BARR a montré que le test construit pour (4) est U.P.P.
parmi les tests sans biais pour k=2 ; pour k > 2 il n'existe pas de test

U.P.P. méme parmi les tests sans biais.

Dans le cas k=2 1'expression de T' se simplifie un peu :

*
F(Xz’nz) * *
T'=2n1 LOg % SiX1n §X2
F(X, ) T )
1,n1
*
F(X
T! 2 L 1’n1 X* > X*
= n og I E—— S1
2 F(X2 ) 1,n1 2,n2

Pour avoir une idée de la puissance du test de Barr par rapport a deux tests
non paramétriques (de Mann-Whitney et de Kolmogorov-Smirnov) couramment uti-
lisés pour la comparaison des f.r. de deux v.a.r. nous avons effectué des

simulations.

Considérant 1'hypothése nulle HO Pag=a, (non spécifié) et 1'hypothése alter-

native H1 Pa, # a, (seuil 0.05), nous avons calculé la fréquence de rejet de

HO lorsque cette hypothése est fausse, sur 200 échantillons ; chaque échan-

tillon est composé de 20 v.a.r. : n1=10 de loi ¢/1£ (031) et n2=10 de loi

c/1£ (0;1) ; et ceci pour différents couples (a1,a2).1
2

Nous avons recommencé 1'expérience avec 100 échantillons de taille 100

(avec n,= n, = 50). Les fréquences de rejet obtenues figurent dans le ta-

1 2
bleau ci-apres.



Tableau 7 — Fréquence de rejet de 1'hypothése H :"a1= az",au seuil

0.05 dans le cas de deux lois gaussiennes v/’(Oﬂ)tronquées en a1et a
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0

nemy = 10T B | wemmioey | gmtiol
i a1 : a
!
LI/ -1 1 3.78 @.7¢
! -(.8 1 ?.64 @.43
! -@.6 @.99 @.34 @.22
! -@.4 @.73 g.zﬁ ggB
! -@.2 9.17 .11 .83
! @.2 d.11 @.03 )
! B.4 $#.295 @.11 @.0¢55
! ?.6 $.79 .17 @.08
! @.8 @.93 0.30 @#.12
! 1 ?.99 @.32 @.12
1

n,=n, = 1¢ Barr Mann-Whitney ° Kolmogorov-

1 2 v, Smirnov
! a : a

1
! :
! @.2 @.77 @.18 @.855
! @.4 @.26 g.12 @.035
! g.6 @.14 ¢.985 9.03
! @.8 @.05 ¢.95 3.1
! 1.2 @.04 g.04 @.92
! 1.4 @.045 ¢.06 P.@15
! 1.6 @.04 @.04 )
! 1.8 @.09 @.05 ?.93
! 2 .10 ¢.99 ?.43
! 3 $.13 @.85 @.025
!
: . : Kolmogorov-

ng =n, = 50 . Barr Mann-Whitney . Smi rnov

!' a P a :
1

!
'@ -0.2 1 9.28 0.20
! -0.1 9.87 9.1 0.08
! -0.05 : 9.20 0.99 0.097
SN A A
! ¢:2 9:99 ¢:16 ¢:¢8
!

!
!
!
!
!
!
!
!
!
!
!
!
!
!
!

e S=B S B s twm t=B > t=m t=m = tw V> e ==

e tmm s sem tm == tem s == = o=m

2
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Commentaire : La puissance du test de Barr est nettement supérieure a cel-
le du test de Mann-Whitney et surtout de Kolmogorov-Smirnov lorsque la tron-
cature de 1'une au moins des deux lois est "assez forte" (par exemple en 0),
et ceci pour les deux tailles d'échantillons considérées. Pour des tronca-
tures plus faibles (a assez grand, par exemple a, 21, a, 2 0.8) les trois
tests ont des puissances voisines, mais faibles.

La supériorité du test de Barr n'est pas surprenante puisqu'il est spécifi-
que au probléme posé.

Le test de Mann-Whitney est surtout intéressant pour des alternatives de po-
sition mais son utilisation est en fait plus générale.

Le test de Kolmogorov-Smirnov s'applique a des alternatives trés générales
mais a une puissance faible pour des alternatives particuliéres.

Ci-dessous (Figure 6) nous représentons graphiquement le résultat de nos

simulations dans le cas n, = n, = 10 31 = 0.

A fréquence de rejet de H

0

Ger on oo == wm =m = -:::

e

A 0,8 06 0.4 0.2 0 0, 0.4 0.6 0,8 1

Figure 6 - Fonctions puissances des tests, obtenues par simulations

=3 5 a = 0.05

EOV: a

Test de Barr § —— — Test de Mann-Whitney

-~ —~ -~ Test de Kolmogorov-Smirnov
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or a1(t) > t donc :

£(t) f(a, (£)) '
(o) 2 F(a1(t)) si F est log-concave et alors p'(t) > 0
£(t) f(a1(t)) ‘0 a

1) < F(a1(t)) si F est log-convexe et alors p'(t)

Pour terminer ce paragraphe, nous revenons sur les travaux de D.S. ROBSON

et J.H. WHITLOCK [10] qui ont donné une valeur approchée de la limite su-

)

périeure de confiance de a au seuil ¢ : Z (g) = X* + ﬁl:gl-(x* - X*
" "n n o n n-1

c'est a dire :

* -Q * *
+ —— — ~ —
Pa(X x X 1) > a) = 1-q

Ceci permet d'obtenir des intervalles de confiance "approximatifs" de a :

[Zn(1—u1), Zn(a—a1)] ou 04 est un nombre quelconque compris entre 0 et O .

La longueur d'un tel intervalle est :

'k_ * (1—&)
X, = X (T=0p) (@-0))

n—1
*
Comme Pa(Xn > a) = 0, nous avons :

Pa(aE[X:, Zn(“)]) ~1-q .

. 1- * * . e e s
La longueur de cet intervalle est : ~6r-(Xn - Xn—1) qul est inférieure a

1—a * _ *
(1—a1)(a—a1) (Xn Xn—1) pour tout oy, 0 < 0y < o

Le "meilleur" (i.e. de longueur minimale) intervalle de confiance approché
*

de a obtenu par cette méthode est donc [Xn s Zn(a)] . Ces auteurs montrent

que Zn(a) est une limite supérieure de confiance exacte au seuil ¢ dans le

cas de la troncature d'une loi uniforme.

Bien qu'il n'entre pas dans le cadre strict de ce travail, nous signalons
1'article de B.J. WILLIAMS [12] dans lequel est étudiée la perte de puis-
sance d'un test portant sur la moyenne d'une loi normale lorsqu'en fait il

s'agit d'une loi (m;g) tronquée en a, pour diverses valeurs de a.
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