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LES HIERARCHIES DE PARTIES ET LEUR DEMI-TREILLIS

Bruno LECLERC*

INTRODUCTION.

Les hiérarchies de parties sont l’un des objets fondamentaux de la classifi-

cation mathématique depuis que Benzecri (1967) les a introduites de façon

formalisée. Ces familles de parties, structurées en arborescences par l’in-

clusion, apparaissent dans toutes les classifications hiérarchiques ; sous

diverses appellations, elles peuvent être considérées directement (arbres de

classification, ou, en anglais, dendrograms, n-trees,...) ou par implication
dans des structures plus fortes : hiérarchies stratifiées ou ultrapréordon-
nances (ranked trees, ordered trees...) d’une part, hiérarchies indicées ou

ultramétriques, ou encore équivalence floues (valued-trees, fuzzy equivalence

relations, ...) d’autre part [cf., par exemple, les ouvrages de Chandon et

Pinson (1980), Hartigan (1975), Lerman (1970, 1981), Schader (1981), les

articles de Boorman et Olivier (1973), Barthélemy, Leclerc et Monjardet

(1984 b), et, plus particulièrement sur les ultrapréordonnances, de Schader

(1980) et sur les ultramétriques, Leclerc (1981)].

D’autres types d’arbres s’apparentent sur certains points aux hiérar-

chies : arbres de recherche en informatique théorique, arbres intervenant com-

me modèles dans certaines grammaires formelles, en différenciation cellulaire,
etc. D’un point de vue général, à tout arbre pointé ou arborescence corres-

pond une hiérarchie sur ses feuilles, ou sommets pendants, qui en retient un

aspect classificatoire.

*
Centre d’Analyse et de Mathématique Sociales - EHESS - Paris
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On se propose ici d’étudier les hiérarchies en vue d’aborder, dans un
second article, les problèmes de les comparer et de les évaluer. On consi-

dérera donc d’une part des propriétés et des paramètres des hiérarchies

permettant la description d’une hiérarchie donnée, et d’autre part l’ensemble

~f des hiérarchies sur un ensemble fini donné X, certaines relations de prof

mité ou de ressemblance entre hiérarchies, et la structure algébrique de demi-

treillis de~x, L’ensemble des deux articles complète ét met à jour un

travail non publié de 1982.

Le fait de considérer d’abord les hiérarchies comme des familles de

parties conduit à ordonner celles-ci par l’inclusion qui a un sens très con-

cret, et à considérer d’emblée le demi-treillis des hiérarchies (par. 1.2.)

et ses propriétés générales (par. 1.3.) ; on obtient notamment une première

typologie, par niveaux, des hiérarchies, et un premier paramètre descripteur
donné par la graduation.

Au paragraphe 2, nous passons à la description des hiérarchies, d’abord

en les considérant en tant qu’arbres (par. 2.1., 2.2.), puis en introduisant

divers paramètres (par. 2.3.) affectés à chacune de leurs classes, et en éta-

blissant quelques relations entre ces paramètres. On considère alors deux

types de hiérarchies particulières : hiérarchies correspondant aux partitions
de X d’une part, hiérarchies maximales (binaires) d’autre part (par. 2.4.).

On définit une relation d’échange sur les hiérarchies binaires qui est en

fait, sous un aspect nouveau, une relation de voisinage (nearest neighbour

interchange) sur certains arbres dont l’étude a été récemment abordée par

divers auteurs et s’est révélée difficile (par. 2.5.).

Aux paragraphes 2.6. et 2.7., on introduit deux paramètres plus élaborés

décrivant une hiérarchie donnée. Dans le second, on fait d’abord une étude

des préordres sur les paires d’éléments de X induits par les hiérarchiesy

que nous appelons préordonnances hiérarchiques.

Au paragraphe 3, on donne des codages des hiérarchies, le premier clas-

sique, par parenthésages, le second découlant de leur correspondance biunivo-

que avec certaines partitions [Comtet (1970 b)].

On considère au paragraphe 4 les hiérarchies non étiquetées(formes). Le
demi-treillis ~, le filtrant semi-modulaires des formes à IXI feuilles et le

filtrant modulaire des partages de l’entier IXI-1 sont liés par des morphismes
d’ordre injectifspréservant les niveaux.
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Enfin, au paragraphe 5, on fait une revue, avec quelques compléments,
des résultats connus sur le dénombrement des hiérarchies, notamment ceux de

Comtet.

1. L’ENSEMBLE DES HIERARCHIES SUR X.

1.1. Définitions. On considère un ensemble X fini (avec I XI = n), et les

ensembles 9 (X) des parties de X et ~ 2 (X) _ 99X». Une hiérarchie H
sur X est un élément de ’~2(X) vérifiant les axiomes (Hl, H2, H3, H4) :

On pose F = ’~ 1 (X) - {{x} / x E X}. On écrira en général x pour {x}.

F est l’ensemble des feuilles de H. 1 = H-F est l’ensemble des éléments

(ou classes) intérieur(e)s de H. Pour h E H, on note -Ihl et
, lB = {h’ E H / h’ ~ h}, la hiérarchie sur h incluse dans H et maximale

avec cette propriété. Pour i E I, on note Si la partition unique de i en

éléments de H strictement inclus dans i et maximaux avec cette propriété,
et on pose s.= isil. Comme pour H = H et n = n , on note S = S et s = s .-1. 1. A - X X - X

Il en sera de même pour les autres ensembles ou paramètres liés aux éléments

de H.

Quand on aura à considérer simultanément plusieurs hiérarchies, on

notera, par exemple, IH’ SU . pour préciser I, si.-n,1. -i

. 
Pour h E H - {X}, (H4) entraîne que l’ensemble {h’ C H / h c h’} est

totalement ordonné par l’inclusion. On note p(h) l’élément minimum de cet

ensemble, c’est-à-dire la classe de H contenant h et minimum avec cette pro-

priété. p(h) sera parfois appelé père de h.

1.2. Le demi-treillis des hiérarchies sur X. L’ensemble (noté parfois
simplement) des hiérarchies sur X, ordonné par l’inclusion dans iP2(X),
est stable pour l’intersection : (b’ Hl lH 2 ~~) H 1 fl H ~~(.

Par contre, pour n &#x3E; 3, et pour H1,H2 6~, on a en général H U H 
Pour l’ordre d’inclusion, ou l’opération d’intersection, $É est donc un

inf-demi-treillis, dont le minorant universel est la hiérarchie minimale

H = {X} U F.
o

La relation de couverturedans 1, ), définie comme usuellement, est

.. Pour Hl H’, if IEY- on a :eviaence. Pour H, H , H" 6 on a :
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H - {i,j}, avec la convention H - {J}). On utilisera

de même les notations etc., pour , etc.

L’ensemble ; des minorants de H dans eu est

isomorphe pour l’ordre d’inclusion à l’ensemble 9I - {X}). Il est stable
H

pour l’union : Hl&#x3E; H2 E min H ==&#x3E; H U H E min H.
L’intérêt qu’il y a à considérer la structure d’inclusion dans ru est

qu’il est très fréquent qu’à une hiérarchie H, objet d’étude, soit substituée,
volontairement ou non, une hiérarchie H’ c H.

- Volontairement : par exemple, on a obtenu H par une méthode de classi-

fication hiérarchique. Le nombre de classes de H est trop grand pour qu’on
puisse les prendre toutes en considération et H’ est une simplification de H.

- Involontairement : H’ est la partie connue d’une hiérarchie H hypothé-
tique. H est par exemple un arbre phylogénétique et H’ l’ensemble des classes

suffisamment bien identifiées de H.

1.3. est un demi-treillis à médianes.-X - 201320132013------L . ’ . ’-"’* ’- - -

Un inf-demi-treillis T est un demi-treillis à médianes ssi il vérifie les

deux propriétés suivants : (M1) pour tout t F T, min t est un treillis dis-

tributif ; 1 (M2) pour tout t 1, t2, t3 E T, si t 1 V t2, t2 V t3 et t 1 V t3
existent, alors t1 V t2 V t3 existe aussi [Sholander (1954), Bandelt et

Hedlikova (1983)]. Ces demi-treillis conservent un grand nombre des proprié-

tés des treillis distributifs, notamment l’équivalence des définitions algé-

brique et métrique de la médiane [Bandelt et Barthélemy (1984) ; Barbut

(1961) pour les treillis distributifs].

Une charpente d’un ensemble ordonné fini 0 est une partie 0’ de 0 en

contenant tous les éléments minimaux et maximaux, et une chaîne au plus

entre tout minimal et tout maximal. On montre facilement que l’ensemble des

charpentes de 0, ordonné par l’inclusion, constitue un demi-treillis à

médianes [cf. Barthélemy, Leclerc et Monjardet (1984, b)].

Comme les hiérarchies sur X sont les charpentes de f (X) - {0}, le demi-

treillis XX est un demi-treillis à médianes. On en déduit des propriétés
intéressantes de la médiane (c’est-à-dire de la règle majoritaire) comme

solution au problème du consensus des hiérarchies [Margush et Mac Morris

(1981), Barthélemy, Leclerc et Monjardet (1984, a)].
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Pour la comparaison des hiérarchies, on utilisera plutôt le fait que H
est semi-modulaire (inférieurement), c’est-à-dire qu’il vérifie :

Q (H) est un quadr22atére de ~ .

Depuis leur introduction par Ore (1943), les ensembles ordonnés semi-

modulaires ont été l’objet de nombreux travaux, portant notamment sur leurs

propriétés métriques [Haskins et Gudder (1972), Comyn et van Dorpe (1976),

Monjardet (1976), Barthélemy (1978), entre autres ; cf. la revue récente

de Monjardet (1981)]. Ils sont gradués, ce qui signifie, pour (&#x26;{, ~)
qu’il existe une fonction (gradation) y = {O,I,2,...} vérifiant

y(H ) = 0 et [H’  H] [y(H) = y(H’) + 1]. En fait, on a
o

y (H) = II - {X}I - II I - 1 . Pour 0  k  max le k-2ème
ri ri 2013 -

n2veau H(k) de 1t est l’ensemble y- 1(k), avec k entier.

2. DESCRIPTION D’UNE HIERARCHIE.

Avant de pousser plus loin l’étude de l’ensemble 5É , il est nécessaire de

définir des paramètres permettant la description de toute hiérarchie parti-

culière.

2.1. Arbre G associé à une hiérarchie H.

C’est le graphe GH - (H,UH) , où U H = {(h,h’) E HxH / h’ E h° La suite

p(h), p(p(h)), ..., aboutit à X. Il existe donc dans GH, un chemin uniquen.

de la forme ((X,h 1 ), (hl,h2),..., entre X et h. On note Lh ce
chemin, et on pose £ = JL j. ~ est le nombre d’éléments de H contenant
strictement h.

Par l’existence et l’unicité de Lh, on voit que le graphe G H est une
arborescence, c’est-à-dire un arbre orienté possédant une racine (qui est X).
Pour les définitions et propriétés des arbres et arborescences, nous ren-

voyons aux livres de Berge (1970) et de,Harary (1969).

Les feuilles,éléments de F, sont les sommets pendants (i.e. de degré 1,
c’est-à-dire ayant exactement un voisin) de G . Tout autre sommet i E IH H
a un demi-degré extérieur 2 et, sauf X, un degré s. + 1 au moins égal-i - -i

à 3.
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Réciproquement, considérons une arborescence G = (Y,V) telle que :

(Al) l’ensemble des sommets pendantsde G est F.

(A2) la racine de G est un élément de Y - F.

(A3) aucun demi-degré extérieur n’est égal à 1.

Alors tout sommet intérieur i E Y-F peut être identifié à l’ensemble

des éléments y E F tels qu’il y a un chemin de G de i à Y, et à G correspond
une hiérarchie unique sur X. Seul l’étiquetage des sommets pendants importe.
Deux arborescences isomorphes dont l’étiquetage ne diffère que sur des
sommets intérieurs définissent la même hiérarchie.

La figure 1 suivante donne l’arbre de la hiérarchie H sur

X = {a,b,c,d,e,f,g,h}, telle que H = {X} U F !J {{a,b,d,f,g}, {a,f} , &#x3E;

{b,g} , {c,e,h} , {e,h}}.

Figure 1

La figure 2 illustre un certain nombre des notations précédentes sur

les hiérarchies.

Figure 2 "" 2013 " ,

2.2. Position des hiérarchies dans la typologie des arbres.

Un arbre est pointé lorsqu’un de ses sommets est distingué, et planté
si ce sommet est pendant. Il y a une correspondances bi-univoque entre

arbres pointés et arborescences (rooted trees).
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Un arbre est ordonné (ordered tree) lorsqu’on s’est donné un ordre

circulaire sur les voisins de tout sommet intérieur i. S’il est pointé en r,

le voisin unique de i situé sur la chaîne entre r et i est distingué et il

revient au même de se donner un ordre total sur les autres voisins de i.

Les arbres considérés en informatique théorique sont en général de ce dernier

type [cf. Knuth (1969 , 1973)].
Un arbre est (homéomorphiquement) réduit (homeomorphically reduced,

series-reduced) quand il n’a pas de sommets de degré 2. On réduit un graphe

quelconque par la répétition de l’opération : remplacer un sommet de degré
2 et ses deux arêtes incidentes par une arête unique. Un arbre réduit est

ternaires quand ses sommets intérieurs sont tous de degré 3. Les arbres

réduits ont parfois été appelés graphes de Halin.

Un arbre est ét2queté (labelled), ou marqué, quand ses sommets sont

les éléments d’un ensemble donné. L’utilité de cette notion est de définir

les arbres non (ou partiellement) étiquetés, qui sont des classes d’isomor-

phisme d’arbres étiquetés.

Le graphe GH associé à une arborescence H est donc pointé en X, non
planté, non ordonné, presque réduit, en ce sens que seul X peut être de

degré 2, partiellement étiqueté quant aux feuilles ; les sommets intérieurs,
on l’a vu, sont a posteriori assimilés à des ensembles d’au moins deux

feuilles, ce qui leur attribue au plus n - 1 étiquettes parmi 2n - n - 1 possi-
bles. A noter que Harary, Mowshovitz et Riordan (1969) dénombrent des arbres

dont, à l’opposé, seuls les sommets intérieurs sont étiquetés,par nombres

de sommets pendants et intérieurs (sans autre restriction). Ajoutons à GH
un sommet pendant supplémentaire r, avec l’arête (r,X) et plantons en r le

graphe GH obtenu. On obtient une correspondance bi-univoque entre arbres 
’

associés aux hiérarchies et arbres réduits pîantés, partiellement étiquetés
en leurs n + 1 sommets pendants. L’arbresde la figure 3 correspond à la

hiérarchie de la figure 1.

Figure 3
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2.3. Couverture et contraction.

La figure 4 illustre le fait que, pour i E I - passage de H à H i
correspond, pour le passage de GH à G i une opération classique sur lesH ’ 

graphes : la contraction de l’arc (p (i) , i) . On et
ri ti

sinon. Posons, pour i E I, t. = s.- 1. Les nombres t.joueront un rôle
important.

PROPOSITION 2.1. Les nombres ti’ i E I, vérifient :

.L %-.L

(1) provient de s1.(.) = s 
~. 

+ s. - 1. Par suite la somme des t. est constante
" -p 1 -p 1. -1 

° 

-1

dans 61~-, et égale à n -1, comme on le voit en considérant H . o
- 0

La propriété (2) se montre aussi en effectuant deux dénombrements de

Uïrl 1 UH 1 = X s. 1 (le nombre des arcs de tout arbre est inférieurH H -i -

d’une unité à celui des sommets).

DEMONSTP,ATION. La première égalité provient de ce que, pour i E I- (X), le

nombre des x E X tels que (p(i),i) E Lest n., et que le nombre d’arcs
x -i

(p(x),x) est n. Pour la seconde, on vérifie que les deux quantités sont

égales à n pour H = H , et diminuent de n. quand on passe de H à H1, a- o -1.

On peut aussi mettre la seconde égalité sous les formes :



13

Grandes hiérarchies. Dans certaines applications (classifications animales

ou végétales, par exemple), l’individualisation des éléments de X, de cardi,

nal très grand, a peu d’intérêt. Pour avoir une définition des hiérarchies

n’utilisant pas les éléments de F, on peut considérer la partition B induite

par p sur X. On suppose que toute classe b E B est de cardinal grand, en tout

cas supérieur à 1. Le sous-graphe GI - (I,UI), restriction de GH à I est une

arborescence, non forcément réduite, et à chaque classe b E B correspond un

de ses sommets i = p(x), pour tout x E b.
Notons si le demi-degré extérieur de i dans Gi) et soit Je I, avec

i E J ssi si = 0. Posant, pour tout-1.

condition si &#x3E; 2 pour les hiérarchies est remplacée par :1 ..

Cette présentation des hiérarchies en permet certaines généralisations.
Prenons par exemple Le graphe infini GI
satisfait certaines définitions des arborescences. Avec 

, le quadruplet

peut être considéré comme une hiérarchie infinie sur ~R.

2.4. Hiérarchies particulières.
2.4.1. H-partitions. Soit S une partition de X ; on lui associe la hiérar-

chie H(S) = S U {X} U F. Pour les partitions / x E X}, la plus fine,
et S = {{X}}, la moins fine, on a H(S ) = H(S) = Ho. A ceci près, la

V A V 0

correspondance S - H(S) est bi-univoque, et on dira que H(S) est une

H-partition. Les H-partitions sont les hiérarchies telles que :
/xEX}2.

-x -

Si est une H-partition, il en est de même de tout H’ E min H .

La graduation y(H(S)) est le nombre de classes de S ayant plus d’un élément,
n n

et est comprise entre 0 et n (le plus grand entier au plus égal à 2013 ).
Les niveaux 1(o) et ( 1 ) de 1{ sont les seuls à ne contenir que des
H-partitions.

L’ordre de finesse des partitions [cf. par exemple, Barbut et

Monjardet (1970)] et l’ordre d’inclusion des hiérarchies ne sont que peu
liés.
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2.4.2. Hiérarchies binaires. Le fait bien connu que II H1 est maximum et
-.- -- H

égal à n - 1 (et y(H) à n - 2) quand on a, pour tout i E I, si = 2, donc

t. 
= 1, est une conséquence immédiate de l’égalité E t. =n- 1. La hiérarchie-i -i -

H est alors dite binaire. L’arbre réduit planté associé est ternaire. Les

hiérarchies binaires sont les éléments maximaux du demi-treillis et on

note 11 m= 1-P (n - 2) leur ensemble.

La proposition 2.2. généralise une égalité donnée par Knuth (1969)

pour les hiérarchies binaires : en prenant les ti tous égaux à 1, on trouve
-i

pour celles-ci :

Parmi les hiérarchies binaires, deux configurations apparaissent comme

extrêmes dans de nombreux problèmes.

Définitions. Une hiérarchie binaire est un pe2gne (resp. une hiérarchie

binaire équilibrée (HBE)), ssi elle vérifie, pour tout i E I - {X},

Il existe des peignes pour tout ~~2, et des HBE seulement si n est

une puissance de 2. La notion d’équilibre d’un arbre donnée par Knuth (1973)

est moins restrictive.

2.5. Le graphe d’échanges des hiérarchies binaires.

Sur l’ensemble des hiérarchies binaires sur X, on définit la relation de
x 

2

voisinage lr- c suivante

1 ,

où A est la différence symétrique dans f2 (X) . H et H’ sont donc voisines si

elles ne diffèrent que par l’échange d’une classe : il existe i E H,

j E H’ : H’ = (H - {i}) U H et H’ sont voisines ssi H,H’ &#x3E; H n H’.

Posons H n H’ = H1,sH,P(i) = li,h 1} , Alors H n H’ = H’i1
avec j = h1 U h2 ou j = h U h3* Avec les n - 2 classes intérieures
i e I - {X} possibles, H a 2n - 4 voisines dans Y, Nous dirons que le
graphe est le graphe d’échanges du demi-treillis ~
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La figure 5 montre ce graphe pour n = 4. Notons que c’est le graphe aux

arêtes du célèbre graphe de Petersen.

Figure 5. Les hiérarchies binaires sont données

par leurs classes non triviales.

Un graphe défini de manière analogue dans un autre demi-treillis, est

le permutoèdre des ordres totaux [Guilbaud et Rosenstiehl 1960)] dans

l’inf-demi-treillis des ordres [cf. Barthélemy (1979)].

Sous une forme assez différente, la relation a été introduite indé-

pendamment par Robinson (1971) et par Moore, Goodman et Barnabas (1973).

Considérons l’arbre ternaire réduit à n + 1 sommets pendants associé à GH2013 fi

(par. 2.2.) et, dans cet arbre, l’arête v non pendante correspondant à

(p(i),i). Soient B1 et B’ 1 (resp. B2 et B’ ) les deux branches de l’arbre

ne contenant pas v incidentesà p(i) (resp. à i). L’arbre ternaire réduit

correspondant à GH, s’obtient par échange de B’1 avec B2 ou B2. La figure
6 ci-dessous illustre la relation de voisinage pour deux hiérarchies (a) et

pour deux arbres ternaires réduits (b).

Figure 6 a 
’ Figure 6 b
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Le passage d’un arbre ternaire à un arbre voisin est le plus souvent

appelé "Nearest neighbour interchange (NNI)", depuis l’article de Waterman

et Smith (1978). Le graphe d’échanges des hiérarchies binaires sur X est

isomorphe au graphe des NNI des arbres ternaires réduits à n - 1 sommets

pendants. De nombreux auteurs se sont récemment intéressés au calcul de la

distance du plus court chemin dans ce graphe, mais ce problème s’est révélé

très difficile [ cf . par exemple Jarvis, @ Luederran et Shier (1983), Brown et

Day (1984)].

2.6. Le nombre de partitions incluses dans une hiérarchie.

L’étude de ce nombre va contribuer à situer les H-partitions par rapport aux

autres hiérarchies, notamment aux hiérarchies binaires. Il a un intérêt évi-

dent en taxonomie mathématique.

Notons c(H) le nombre de partitions distinctes incluses dans H. Alors

e(H) - 1 est le nombre de H-partitions incluses dans min H. Par définition,
la fonction e Jg- ~1 est strictement croissante : (H)  ~(H’).

Pour construire une partition S’ incluse dans H, on peut soit

prendre S’ ={X}, soit prendre une partition S’(h) dans chaque sous-hiérarchie

Hh, h E S et poser S’ = U S’(h) . D’où la récurrence :
hES

Elle permet le calcul de E (H) , pour tout H E à partir du fait que,

pour n = 1, 2, 3, on a e(H) = n .

Pour n = 4, on a e(H)&#x3E;4 et e(H) = 4 ssi H est un peigne. On en déduit

que, pour n quelconque, le minimum de e(H) pour H E 1{m est n, atteint ssi

H est un peigne.

Notons ê(n) le maximum de e(H) dans m donc dans On a :

ê(n) = 1 + max Ê (k) Ê (n - k) . Donnons les premières valeurs de ~ (n) :
- 

- - - -

Cette suite ne figure pas dans le Handbook of Integer Sequences de

Sloane (1973). On constate de plus que pour les premières puissances de

2(n = 1,2,4,8,16), la borne supérieure est atteinte par les HBE; et elles

seules. On peut conjecturer qu’il en est de même pour toutes les puis-
sances de 2.
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Du point de vue combinatoire, £(H) est le nombre des parties libres
A 

maximales du graphe (H,UH), où uH est la fermeture transitive de U H [cf.

Berge (1970), ch.13].

2.7. Préordonnances hiérarchiques.

2.7.1. A une hiérarchie H sur X on associe une préordonnance PH sur X, c’est-

à-dire un préordre sur l’ensemble fi 2 (X) des parties de X à deux éléments. °

Notons, pour x,y F X (distincts), xHy la classe unique de H contenant x et y
et minimale avec cette propriété. Alors, nous posons

({x,y},{x’,y’}) E PH b xHy c x’Hy’. Nous appelons préordonnance h2érarch2-

que toute préordonnance pouvant être obtenue ainsi à partir d’une hiérarchie.

Une telle préordonnance P n’est pas totale en général : il existe u,v E’~ 2 (X)
tels que (u,v) q P et (v,u) e P (nous dirons alors que u et v sont incompa-
rables pour PH).Elle a cependant toujours une classe maximum : l’ensemble

des paires {x,y} telles que xHy = X, c’est-à-dire que x E h y C h’, avec

h,h’ E S et h ~ h’. La préordonnance (’~ 2 (X))2 est hiérarchique, associée à

la hiérarchie minimale H .
o

Dans la suite, pour u,v E 2(X), nous écrirons u  v pour (u,v) E P et
2 -

uv pour u  v et v  u.

Soit K = (X, (X)) le graphe simple complet sur X. Un arbre À de KX2 
’ - 

X

est une partie de 92 (X) telle que le graphe partiel (X,A) est un arbre. Pour

x,y E X (distincts) on note A(x,y) la chaîne unique de A joignant x à y. Un

arbre A de K~ est minimums pour une préordonnance P sur X ssi, pour tous 
,

x,y E X (distincts) et pour tout a E A(x,y), on a a  {x,y}. Si P est totale,

un tel arbre existe toujours et a de fortes propriétés d’extrémalité

[Rosenstiehl (1969) ; cf. Berge (1970)]. Ces propriétés sont conservées par
un arbre minimum pour une préordonnance partielle, mais l’existence n’en est

plus assurée [Flament et Leclerc (1983)].

Nous donnons plusieurs caractérisations des préordonnances hiérarchi-

que s :
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THEOREME 2.3. Pour une préordonnance P sur X, les quatre conditions suivantes

sont équivalentes :

(1) P est une préordonnance hiérarchique.
(2) V x,y,z E X (distincts), {x,y} ~ {x,z} ou {x,y}  {y,z}.
(3) V (tous distincts), il existe j C {1,...,~ - 1 } tel que

(4) V un arbre A de K~ minimum pour P tel que u E A.

DEMONSTRATION. (1) ~ (2). L’ensemble des h E H tels que x E h étant totale-

ment ordonné par inclusion, on a xHy c xHz, donc {x,y}  {x,z}, ou xHz c xHy

d’où yHz = xHz et 

(2) ~ (3). D’après (2), (3) est vraie pour k = 3. Supposons (3) vraie

jusqu’à k - 1 et montrons la pour k. On a, d’après (2), 
~. Dans le second cas (3) est vérifiée. Dans le premier,

. -- .- , --

il existe par hypothèse j E {1,...,k-2} tel que { et

(3) est encore vraie.

(3) (4). Soit un arbre A de KX et AD. Si (3) est vraie, il
u x u

existe a E AD(x,y) tel que {x,y}  a. Dans le cas où a (x,y), on remplace

Au par l’arbre A = (A - {a}) U {x,y} . Par itération, on arrive à un arbre

A tel que que cet échange n’est possible pour aucun A. Montrons que

les chaînes de A ont des éléments maximums pour P. Sinon il existe une chaîne

A(x,y) ayant exactement deux éléments maximaux a,a’ incomparables. Mais on

doit avoir, par exemple, (x,y) ~ a. Alors la chaîne (A - a’) lJ {x,y} ne

vérifie pas (3). Donc toute chaîne A(x,y) a au moins un élément a maximum

pour P et l’on a {x,y}. Alors A est bien un arbre minimum et il en est

de même de l’arbre (A - {a}) U {x,y}.

(4) ~ (1). Si (4) est vrai et si a est maximal pour P dans un arbre

minimum A, on a a E A(x,y) ~ {x,y}, car sinon {x,y} serait maximum unique
dans le cycle {x,y} U A{x,y}, et ne pourrait être élément d’aucun arbre mini-

mum [cf. Flament et Leclerc]. Alors, il ne peut y avoir deux a,a’ E A maxi-

maux pour P et incomparables, et A contient un ensemble AM non vide d’éléments
maximums pour P. Soit a E AM. Construisons comme suit la partition S de X :

S est la partition en classes connexes du graphe (X, A - AM). Pour x,y E X

(distincts), on a a si il existe a’ E A(x,y) n AM, c’est-à-dire si

x et y sont dans des classes distinctes de S et {x,y}  a sinon. Toute

hiérarchie H telle que SH X 
= S a donc bien une préordonnance PH de mêmeH, X ri

classe maximum que P.
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On considère ensuite les restrictions de P et de A à chaque classe h E S

telle que n &#x3E; 2 et l’on construit de même Sh et ainsi de suite jusqu’à
l’obtention de toute la hiérarchie H telle que PH = P. 0

La condition (2) est analogue à l’inégalité triangulaire des ultramé-

triques [cf. Barthélemy, Leclerc et Monjardet (1984,b)]. Celles-ci se carac-

térisent aussi, parmi les dissimilarités, par la condition (4) [Leclerc

(1981)]. Ceci est dû à l’équivalence bien connue des ultramétriques et des

hiérarchies "indicées", c’est-à-dire munies d’une valuation dans là préser-
vant l’ordre.

2.7.2. Le nombre a(H) d’arbres minimums pour PH possède des propriétés inté-
ressantes. Pour calculer ce nombre, nous utilisons un résultat de Moon

(1967) :

Soit S une partition de X et, pour chaque h E S, un arbre Ah de Kh.
Alors le nombre d’arbres distincts de KX contenant tous les Ah, h E S est

n

THEOREME 2.4. Le nombre des arbres de K~ minimums pour la préordonnance PH

DEMONSTRATION. Montrons le par récurrence sur n. Le résultat est vrai, avec

a (H) - 1, pour n - 1, 2 .

Un arbre A de K~ est minimum ssi il contient un arbre minimum de chacu-

ne des restrictions de PH aux h E S (nous admettons ici ce fait qui repose

sur les propriétés générales des arbres minimums). Pour h E S, posons

ah - a(Hh) et . Avec le résultat de Moon et l’hypothèse de récur-
h

rence, on a :

r

On en déduit que l’application a : : à- G est strictement décroissante.

On a en effet, pour tous
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Si H est une H-partition, En particulier

: c’est le nombre des arbres de K, car tous sont minimum pour

la préordonnance

Si H est b.. a(H) - 1 fl n.. Dans ce cas, on peut préciser lesSi H est binaire, a(H) = n n n.. Dans ce cas, on peut préciser les

valeurs extrêmes de a(H). E. icI

PROPOSITION 2.5. Si H est une hiérarchie binaire, on

La borne inférieure est atteinte ssi H est équilibrée et la borne supérieure

ssi H est un peigne.

DEMONSTRATION. Nous effectuons encore une récurrence sur n. On vérifie le

résultat facilement pour n = 1,2,3,4. Posons

H1,H2, 51 a2 définis de même.

et, avec l’hypothèse de récurrence,

Le terme de gauche est minimum et égal à

Les hiérarchies H~ et H2 sont alors équilibrées
et H aussi ; le terme de droite est maximums (en posant, sans perte de généras

H étant un peigne. o

Puisque a est décroissant la borne inférieure surY est la même que

celle, obtenue ci-dessus, sur1tm.

3. DEUX CODAGES DES HIERARCHIES.

3.1. Parenthèsages commutatifs.

On fait correspondre à tout h E H un mot Mh dont les lettres sont prises
dans l’alphabet X U ~(,)}, avec les règles :

Alors le mot M=M représente la hiérarchie H. En fait, prenant le

mot M’ tel que M= (M’), il est connu que la représentation de H par M’ est

bi-univoque quand on ordonne l’arborescence GH. Pour la représentation des

hiérarchies, les mots Mh 1 ,...,Mh k peuvent commuter 
à l’intérieur des paren-

thèses correspondant à i, et de nombreux mots représentent la même hiérarchie.
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Ils sont tous de longueur n + 2 y(H). De telles représentations de la hiérar-

chie de la figure 1 sont, par exemple, ((af)d(bg))(c(eh)) ou

( (he) c) ( (af ) (gb) d) .

3.2. Représentation des hiérarchies par des partitions.

Comtet (1970,b) a établi l’existence d’un codage (i.e. une correspondance

bi-univoque n’impliquant apparemment pas de lien structurel fort) entre les

hiérarchies et un ensemble de partitions défini classiquement.

Une partition associée d’un ensemble est une partition sans classe de

cardinal 1 (singleton, hapax). Les ensembles que nous allons considérer sont

l’ensemble des hiérarchies de niveau k(0kn-2) d’une part, et

i’ensembie f 
n+k, k+ 1 

des partitions associées de l’intervalle entier
n+k.k+1

{1,2,...,n+k} en k+1 1 classes, d’autre part.

Tout d’abord, on construira un numérotage bijectif
On posera alors, pour

La partition cherchée sera D(H).

Le numérotage v se fait comme suit : on se donne d’abord un ordre d’in-

troduction xl, x2,..., xn des éléments de X ; ’ on °

i z n P g

Pour n = 2, il n’existe qu’une hiérarchie H sur X, et qu’une partition associée

D(H) ={1,2}. Le numérotage v est unique : v (x2) = 2 .
On construit v par récurrence sur n : on pose x = xn et on suppose- n

qu’un bon numérotage v1 a été construit sur la hiérarchie

Deux cas sont à considérer, selon la valeur de

sont à attribuer. Il y a deux sous-cas :

on fait comme dans le cas 1.
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Le numérotage v, donc

la partition D(H), étant bien défini et unique pour X ordonné, avec n = 2
l’est encore pour X ordonné, n quelconque, 

Pour la reconstruction de H à partir de D(H), on remarque qu’à chacun
des cas précédents correspond un type différent de classe D(H,x) de D(H)

contenant x =x.
n

Si le passage de v1 a v s’est effectué comme dans le cas 1.

dans le cas 2a, et comme dans le cas 2b, si D(H,x) = ~n + k - 1 , n + k}.

Pour D(H) connu, D(H) est unique, et, en itérant on construit une suite

de partitions D({x,,..x ,}), 1 pour n’=n,n-l ...2. H se reconstruit en
_ 

- 
- -

reprenant cette suite dans le sens de n’ croissant.

La figure 7 montre la hiérarchie de la figure 1 réétiquetée, la parti-
tion v(H) étant alors 1 9/2 11/3 6/4 12/5 8 10/7 13.

Figure 7

La hiérarchie H est représentée par un mot de même longueur n + 2y(H) que

le parenthésage du paragraphe 3.1., mais à lettres prises dans un alphabet

à n +y(H) + 1 éléments. Avec les conventions supplémentaires : écriture

des classes de D dans l’ordre de leurs premiers éléments, omisssion de ceux-

ci, on réduit le mot à la longueur n + y(H). Pour l’exemple ci-dessus, ce

mot est 9/11/6/12/8 10/13.

Un problème intéressant est de trouver d’autres codages de Yt(k) dans

en+k k-1’ possédant de bonnes propriétés.- -’-
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4. FORMES ET PARTAGES.

4.1. Le filtrant des formes sur n éléments. Soient X et X’ deux ensembles

de même cardinal n, et une hiérarchie H est une application de X
- X

dans X’, on pose (p(H) = E H}. Si (p est bijective, w(H) est une hié-

rarchie sur X’.

Définition : deux hiérarchies H sur X, H’ sur X’ sont dites isomorphes
si il existe une bijection (p : X - X’ telle que H’ - On dira comme

Harding (1971) que H1 et H2 ont la même forme (shape) T«H) = T(H’). On écri-

ra aussi H’ E T(H).

Une forme T est donc une classe d’équivalence de hiérarchies. On note

n l’ensemble des formes à n feuilles. Le graphe G associé à une forme T n - T 
_

est une arborescence non étiquetée, à n sommets pendants ne comprenant pas
la racine, sans sommets de demi-degré extérieur.égal à 1. On lui associe,
comme à la fin du paragraphe 2.2., un arbre planté réduit non étiqueté.

Ordre sur les formes. On note encore c la relation sur les formes induite

par l’ordre d’inclusion des hiérarchies :

PROPOSITION 4.1. La relation c sur 
n 

et l’application H - T(H) vérifient :
_ n

(1) c est un ordre filtrant inférieurement 
- n

(2) H 0 H’ =&#x3E; T ( H ) 0( T ( H’ ) . 
-

(3) ( , c ) est un ensemble ordonné semi-modulaire inférieurement.
n - 

(4) La graduation y(T) dans 
n 

est donnée par : H E T +y(H) = y(T).

DEMONSTRATION. La relation c surf est transitive : soient T, T’ , T" Et’
- n . n

T7

Toutes les hiérarchies H de même forme ont le même nombre de classes

intérieures y(H) + 1, et si T est la forme de H, on peut poser y(T) = y(H).

Par suite, avec H - H’ et H’ E T’ ECE, on a Y(T’ ) - y(T) + 1. On en déduit

(2), (4) et l’antisymétrie de = sury, d’où (1).

Pour la semi-modularité, soient T
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. Soit n la permutation de X telle que

La figure 8 a,b donne les diagrammes de Hasse des ensembles ordonnés

. Les traits renforcés mettent en évidence le

Figure 8

4.2. Relation avec l’ensemble ordonné des partagesde l’entier n - 1. ,Un par-

tage d’un entier n &#x3E; 1 est une écriture de n comme somme non croissante d’en-

tiers positifs (les parts). Nous préférons, suivant Gllilbaud (1966), dire par-

tage plutôt que "partition d’entier" d’autant plus que nous avons ici à consi-

dérer des partitions (d’ensembles).

Ordre sur les partages de n. Soient n = nl + n2 + ... + 
n = (n) et

-1 -2 -k -

n = nt 1 + n2 + ... + - nt kt (n)’ deux partages de n. On définit un ordre 
sur l’ensembleS# des partages de n comme suit : (n)  (n)’ ssi il existe une

n - - - -

p = 1,...,k. Cet ordre, qui est modulaire [Barthélemy (1978)], a pour relation

de couverture  : (n) 0: (n)’ ssi (n)  (n)’ et (n) a un élément exactement

de moins que (n) ’ .

Les nombres ti, i E I,,, rangés par ordre non croissant, associent à

toute hiérarchie H ElÙÉun partage de l’entier n - 1. A deux hiérarchies de

même forme T correspondent le même partage, noté (n - 1)T.
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PROPOSITION 4.2. L’application est un épimorphisme d’ordre de

, préservant la couverture.

DEMONSTRATION. Epimorphisme d’ordre signifie que l’application est surjective
et que T c T’ ~ n - 1)T  (n - 1)T,. Seule la surjectivité n’est pas une

conséquence immédiate de la proposition 1.1. Nous allons montrer que si un

partage (n - 1) est image d’une forme T soit (n - 1) = (n - 1 ) toutC:&#x3E; 
- - - T J’

partage (n - 1)’ tel que (n - 1)’)0 (n - 1) est image d’une forme T’. Comme

le minorant universel à une seule part de l’ordre des partages est image de

T(Ho), ceci établira la surjectivité.

Il existe une hiérarchie h ë T telle que

ri 
réordonnés constituent le partage 1

arbitraire des éléments de

une hiérarchie dont le partage de n - 1 1 associé est (n - 1)’ o

En fait, les ti représentent le nombre des classes intérieures de toute-i

hiérarchie binaire contenant H qui sont incluses dans la classe i E IH : :

DEMONSTRATION. Que les I’(1) forment une partition de IH, découle de leurri

définition et de la propriété (H4) des hiérarchies. Montrons que si

(I’(1)) ( =!i est vrai pour y(H) = k , c’est encore vrai pour y(H) = k - 1.

Comme c’est vrai pour H binaire, Í.e. y(H)=n-2 , puisqu’alors H’ = H et,

pour i E IH , t. 
= 1 , la démonstration sera complète.

H *"i

Il existe une hiérarchie H E telle que soit 1 EH
, 

1 ’ 1- 1 1

avec Notant I’ ( i) t , les équivalents de I’ ( i) , t. obtenus en
- 1. ’ -li q

substituant H1 à H, on a par hypothèse, pour . Soit
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5. DENOMBREMENTS.

Nous nous appuierons dans ce paragraphe sur deux ouvrages de base :

A handbook of integer sequences de Sloane (1973). [HIS 1217] par exemple

sera mis pour "séquence 1217 du manuel de Sloane".

Analyse combinatoire de Comtet (1970,a). [AC 2-57] renverra au tome 2, p.57,
de cet ouvrage fondamental.

La littérature sur les dénombrements d’arbres de types divers est impor-
tante. Nous nous limiterons aux résultats concernant les hiérarchies. Certains

d’entre eux figurent dans Dobson (1974), Murtagh (1984). Des arbres vérifiant

des conditions d’étiquetage moins strictes que pour les hiérarchies ont été

dénombrés, sous le nom d "’arbres phylogénétiques" par Foulds et Robinson

(1980,1982).

5.1. Dénombrement des hiérarchies.

Le nombre de Stirling associé (ou 2-associé) de seconde espèce S2(n,k) est

le nombre de partitions d’un ensemble à n éléments en k classes, toutes de

cardinal au moins égal à 2 [AC 2-57].

PROPOSITION 5.1. [Comtet (1970,b)]. Pour k entier compris entre 0 et n -2, le

nombre H(n,k) des hiérarchies de niveau k sur un ensemble à n éléments est

s2(n + k, k + 1).

Cette égalité découle de la correspondance bijective du paragraphe 3.2.

qui est liée à une récurrence triangulaire sur les H(n,k).

Pour construire un élément de ÔB/ (k), on peut choisir un x E X et :

- soit prendre un élément et "accrocher" la feuille {x}

à l’une quelconque des k + 1 classes intérieures de H.

- soit prendre (k - 1) et accrocher la feuille {x} au-dessus de
x- x -

l’une des n + k - 1 classes , créant la nouvelle classe intérieure

h U {x} .
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La récurrence triangulaire cherchée est donc :

, c’est bien celle des nombres de Stirling associés :

On constate dans la table suivante que la proposition est vraie pour les

petites valeurs de n et k.

La somme en lignes donne bien les nombres du

quatrième problème de Schroder [HIS 1465, AC 2-60, Schroder (1870)],
dont Comtet (1970b) donne quelques propriétés.

La diagonale H (n,n-2) donne les nombres de hiérarchies binaires. Ce

sont, comme le montre Harding (1971), les produits des n - 1 premiers en-

tiers naturels impairs.

Le graphe d’échanges des hiérarchies binaires, défini au paragraphe

2.5., a H(n,n’-2) sommets et est régulier de degré 2n-4. Il a donc
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5.2. Le problème du dénombrement des formes.

Par des méthodes seulement partiellement généralisables, on trouve, pour

les petites valeurs de n, les nombres T(n,k) de formes de niveau k dans

C suivants :
n

On découvre dans HIS que les suites T(n,k), k fixé ont été, au moins pour

k = 2 et k = 3 , étudiées par Riordan ["Communication personnelle" ; HIS 531,

1171] ; ; la suite , a été signalée par Cayley (1857)

[HIS 558]. _

La diagonale w = T(n, n-2) des nombres de formes binaires vérifie la récurrence :-n - - -

Ce sont les nombres, bien connus, de Wedderburn-Etherington [Wedderburn (1922),

Etherington (1939), HIS 298, AC 1-67]. Leur récurrence rappelle celle des

nombres de Catalan un célèbres par leurs applications variées [HIS 557,
-n

AC 1-64, Gardner (1976) et Gould (1971) pour une revue de leurs domaines

d’application], qui dénombrent (entre autres) les hiérarchies binaires ordon-

nées (au sens du paragraphe 1.22), et vérifient :
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Améliorant un travail de Otter (1948), Harding (1971) donne une formule

asymptotique pour les w . Il détermine ensuite les probabilités des formes,
-n

puis des hiérarchies, à partir d’un modèle simple de bifurcations aléatoires.

Cet important travail ne concerne que les formes et les hiérarchies binaires.

5.3. Hiérarchies de forme ou de partage donnés.

11.0 co
Pour obtenir le nombre H(T) des éléments de lÉ dont la forme est T E GD ’- X -

cherchons quelles permutations des étiquettes des feuilles de HET laissent

H invariante. Soit I(k) la partie de IH définie, pour k = 2,..,n , par :2013 2013 -

exactement des Hh, h E Si, ont la même forme}
2013 H - ni

Les I(k), k = 2,..,n , ne sont pas nécessairement disjoints. Si 1 E I(k) ,

on peut permuter entre elles les k sous-arborescences de même forme sans

changer la forme T(H). Posant sym(T,k) (ce nombre ne dépend que de T),
on a finalement :

Exemples :

1) Pour T=T(H ), on a sym(T,n) = 1, et sym (T,k) = 0 , pour k # n. On trouve
o - - - -

2) Pour la hiérarchie Hl de la figure 5, on a sym(T,3) = 1 , et sym(T,2) = 3.

On trouve H(F) = 720 / 48 = 15, aisément vérifiable.

Pour les formes binaires, on a 1  sym(T,2)  n - 1, la borne inférieure

n’étant atteinte que pour la forme du peigne, et la borne supérieure que pour

la forme binaire équilibrée. On peut dire que, grosso modo, H(T) est d’au-

tant plus élevé que la forme T est déséquilibrée. Ainsi le souhait fréquent
en taxinomie d’obtenir des hiérarchies assez équilibrées correspond à une

demande de hiérarchies "rares".
n

Pour les formes quelconques, on a :

Considérons aussi un partage

, et cherchons le nombre des hiérarchies H dont les

sont les éléments de (n-1).
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La donnée des t. entraîne celle des , donc du type de la partition
-i -i -i

construite en 3.2., et le calcul du nombre de partitions de type donné, est

classique. Soit, pour a= 1,...,n - 1, pale nombre de parts de (n-1) égales
- q -

à g. Alors : 
-

Pour

on retrouve les nombres doubles factoriels

Comme celui du dénombrement des formes, le problème du dénombrement des

formes de partage donné, paraît requérir des techniques de dénombrement plus
élaborées.
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