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Math. Sci. hum. (22%année, n°88, 1984, p.5-19)

SUR QUELQUES PROPRIETES ELEMENTAIRES
DES FONCTIONS DE CONCENTRATION DE C. GINI

M. BARBUT*

L'étude des inégalités économiques ou sociales est 1'un des objets a la fois

les plus anciens et les plus actuels des Sciences Sociales.

Les fonctions de concentration de Corrado Gini (et de Paul Lévy) cons-
tituent un outil efficace dans 1'analyse de ces inégalités, et de leurs va-

riations (dans le temps, 1'espace, ou par rapport a tout autre paramétre).

La présente note, aprés un rappel des définitions de base, est consa-
crée a l'examen d'un cas fréquent dans les applications : celui ou la popu-
lation étudiée se répartit non seulement par rapport & la variable en jeu
(1'ensemble I des indices dans ce qui suit), mais également en deux classes
complémentaires ; par exemple, hommes et femmes dans la population active,
admis et exclus d'un ordre d'enseignement donné, prélévement obligatoire et

revenu disponible pour les revenus bruts de ménages, etc... .

) I1 est clair que si 1'on rapporte la répartition (selon la variable
étudiée) de chacune des classes & la répartition dans la population toute
entiére, les deux fonctions de concentration associées ne sont pas indépen-
dantes 1'une de 1'autre. Ce sont quelques propriétés élémentaires de ces
deux concentrations, que je propose d'appeler adjointes 1'une de 1'autre,

que je présente ici.

Une application a des données réelles - portant sur 1'évolution tempo-

relle dans 1'inégalité, selon les C.S.P., de 1'accés a 1'enseignement -

*Centre d'Analyse et de Mathématique Sociales - 54, boulevard Raspail,
75270 PARIS CEDEX 06.



est fournie dans la Revue Francaise de Sociologie (M. BARBUT, Note sur quel-
ques indicateurs globaux de 1'inégalité : C.Gint, W.Pareto, P.Lévy, Revue
Frangaise de Sociologie, T.25, n°4,0ct-Dec.1984) ; le lecteur , s'il souhaite
voir une illustration, pourra se reporter a cet article, dont la note qui suit

est en quelque sorte 1'annexe théoriquef

1 - LA FONCTION DE CONCENTRATION DE C. GINI.

1.1. Définition de la fonction de concentration.

Soient deux distributions :
p = (P1,P2,--,P,L-so-, pk) ,V?:, Pi > 0 ’ Zpi
q = (qy5Gys++5q55+05 ) 5V, G 20, T g

n 1
—_ -

définies sur un méme ensemble I :
I=1{1,2,...,%,...,k}

Ordonnons les rapports :
1
ui = e——
2
par valeurs décroissantes., On obtient ainsi une suite de nombres positifs
dont le premier terme est nécessairement supérieur ou égal a 1, et le der-

nier inférieur ou égal a 1 :

et un ordre i1,i2, ces ,ik des indices (un préordre dans le cas ol certains
des rapports u. sont égaux entre eux ; dans ce cas, on ordonne les indices

selon n'importe quel ordre total compatible avec ce préordre).

On peut alors considérer les deux fonctions de répartitions, associées

aux distributions p et g respectivement, et définies par :

J J
Vj€I,P;= 3 P Q.= % @

La fonction de concentration de la distribution ¢ par rapport a la
distribution p est la fonction "linéaire par morceaux' définie sur 1'inter-

valle fermé [0,1] par :

P0 = QO =0 et Pj- < Pj = Q(P) = Q. )

-1 + ui. (P - Pj—

J

Sa courbe représentative est un contour polygonal convexe, reliant 1'origine

1 1

au point (1,1), et situé au-dessus de la premiére bissectrive des axes

(figure 1, pour k = 3).

* voir également : J.C. Combessie, "A propos de Gini ..."

Sociologie, T.26, n°l.
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Figure 1 Figure 2

Si les p,; ne sont plus astreints a &tre tous strictement positifs, et

si certains sont nuls, on posera :

(o) = X q.
i€1, °
0
ol I, est la partie de l'ensemble I des indices sur laquelle tous les p;
sont nuls (Figure 2) ; Q(0) est le maximum de masse selon la distribution ¢
que 1'on peut faire correspondre a une partie de I de mesure nulle par rap-

port a p.

D'une facon générale, pour chacun des X nombres PJ.(P1

= pi1§ PZSPB...
..x<Pk = 1), Q(Fﬁ) = Qj est, par définition, le maximum de mesure ¢ qui ait

pour support une partie de I de mesure p égale a Pj'

I1 est d'autre part immédiat de démontrer (le lecteur pourra s'appuyer
sur la béquille constituée par la ficure 1) que Q(P) posséde la propriété

"isopérimétrique" suivante :

Sur 1l'ensemble des k! permutations (i1, iz,..., iQ de 1'ensemble I des indi-
k J
ces, le maximum de ¥ p. @., ou Q.= I q. , est atteint pour la permuta-
=1 %5 7 Joh=1 "n

tion (ily en a éventuellement plusieurs) qui fournit la fonction de concentra-
tion.

L'interpolation linéaire qui permet de définir Q(P) pour tout nombre P
compris entre O et 1 résulte d'une convention commode et naturelle ; elle

fournit une représentation graphique claire, et nous le verrons plus loin,



elle est bien adaptée a la comparaison des concentrations.

La définition "en escalier" de §(P) conduirait d'ailleurs exactement
aux mémes résultats que ceux qui vont suivre ; mais sa représentation graphi-

que est moins claire.

Remarques :

1 - La définition de la fonction de concentration donnée ci-dessus dans le
cas ou I est fini (qui est le seul cas que 1'on rencontre dans les observa-
tions) s'étend sans difficulté & tous les cas ou p et g sont deux mesures
sur un méme ensemble I quelconque telles que les parties mesurables par rap-
port a p le soient également par rapport a ¢ : pour tout nombre P compris
entre O et 1, Q(P) est le supremum de q(X) pour 1l'ensemble des parties

X de I de mesure p(X) égale a P.

2 - Mais ces définitions supposent bien entendu que la variable dont I est
1'ensemble des valeurs possibles soit "nominale", c'est—a-dire que 1'on

puisse en réordonner arbitrairement les valeurs.

I1 est clair que si I est muni d'une structure d'ordre et a fortiori si
c'est une échelle numérique, il faut modifier la définition de la fonction
de concentration. En ce cas, on prend pour valeur de @(P) le maximum
(éventuellement, le supremum) de la mesure par rapport a g des intervalles

fermés de mesure égale a P par rapport a P.

Ceci entralne que certaines des propriétés qu'ont les fonctions de
concentration dans le cas ou I est sans structure ne sont pas conservées ;
en particulier, la courbe de concentration n'est plus nécessairement convexe,
et la fonction ¢ ne satisfait plus, outre la monotonie, qu'a la condition

(plus faible que la convexité) de sous—addivité :
ve, Vy € [0,1], @ (x + y) < Q () + @ (y)

3 - Lorsque p est la distribution uniforme, @ est appelée, tout court,

fonction de concentration de la distribution q.

1.2 - Comparaison des concentrations.

Revenons au cas ou 7 est fini et sans structure.

Lorsque les deux distributions p et ¢ sont égales entre elles, il est

clair que la fonction § est la fonction identique, et la courbe de



concentration la premiére bissectrices des axes.

A 1'opposé, si toute la masse de g est concentrée sur un seul élément
de I, 1'é1lément 1 par exemple, et s'il n'en est pas de méme pour g, Q(P) est
égale a 1 pour P > py 5 et 1'on jugera q d'autant plus concentrée par rapport

a q que p, sera petit (figure 3).

‘T

Figure 3 Figure 4

D'une facon générale, si p' et ¢q' sont deux autres distributions (que p et
q) définies sur un ensemble I' (pas nécessairement le méme que I, bien que
dans les applications, I et I' soient en général identiques), on dira que ¢
est plus concentrée par rapport a p que q' ne 1l'est par rapport a p' si la
fonction de concentration § (de g par rapport a p) majore uniformément (au
sens large) la fonction de concentration @' (de q' par rapport a p') ; la
courbe de concentration C du premier couple de distributions est alors cons-

tamment au-dessus de (ou égale a) celle, C', du second couple (figure 4).

Lorsque ¢ ne majore pas §' uniformément, et que les courbes de concen-
tration C et C' se coupent (figure 5), les concentrations ne sont plus
Y4 comparables "a vue" ; pour les
] comparer, on peut se donner une
mesure de 1'écart de la fonction
de concentration a la concentration

minimum, c'est-a-dire de la courbe

C de concentration & la premiére

bissectrice.

Figure 5



Il y a ainsi un grand choix de mesures possibles de la concentration,

a commencer par 1'écart quadratique moyen :

1 2
Y (.- P.)
ko %
1 Q. - p)?
Ou, pourquoi pas ? 1la distance du khi-deux : z z ——i—-?r——i—
J J

Seules sont admissibles les mesures qui sont compatibles avec la compa-
raison uniforme. C. Gini proposait de prendre la surface S comprise entre le

courbe C de concentration et la premiére bissectrice.

S varie sur une échelle allant de O & 1/2 ; son expression est :
k . Q.
Q Q -1 1
S= ——l————l———-p. - =
. 7., 2
J=1 2 J
Dans la suite, lorsque nous comparerons des concentrations, <l s'agira
toujours de la comparaison uniforme, la seule qui ne pose aucun probléme

d'interprétation.

Remarques :

1 - Lorsque le sens s'y préte, on dit que la distribution g est d'autant
plus inégalitaire par rapport a p que la fonction de concentration § de g
par rapport a p est plus grande dans 1l'ordre de comparaison uniforme ; cette
interprétation de la concentration en termes d'inégalités est notamment

trés fréquente dans les applications aux phénomeénes économiques et sociaux.

2 - Dans d'autres contextes, on parlera d'indépendance (par rapport. auchoix
s P

de la classe 'horizontale'", dans le sens du par. 2.1.ci-dessous) des distri-

butions la ou nous disons ici égalité, minimum de concentration

2 - DICHOTOMIES ET CONCENTRATIONS ADJCINTES.

2.1. - Définitions et notations.

Une situation que 1'on rencontre souvent dans la pratique est la suivante :
une population d'effectif N est divisée selon un premier critére en deux
classes d'effectifs X et Y respectivement, et par rapport a un second cri-

tere en F catégories d'effectifs n,, N, ye.ey N.y..., N, respectivement.
g 1> "2 i k P

On a, pour toute catégorie 7 :
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ol X désigne le nombre d'éléments de la premiere classe dans la catégorie 7,

et ¥, celui de la seconde classe.

Cette situation est statistiquement décrite par le tableau a 2 lignes

et k colonnes ci-dessous

Categ.
Classes 1 2 e i aee.e. Kk Totaux
I x, T, o z, X
1 Y Yy Y; Yx Y
Totaux n, no ceeene My eeeees n N

Par exemple, la population active francaise & une date donnée peut étre
répartie suivant le sexe d'une part, et les C.S.P. d'autre part ; il y a des
questions que chacun se pose, et qui sont l'objet de bien des débats : la
répartition des femmes est-elle plus, ou moins, inégalitaire que celle des
hommes ? Si 1'on compare les données du recensement de 1982 avec celles du
recensement de 1962, 1'inégalité des femmes vis a vis des diverses C.S.P.

s'est—-elle rapprochée de celle des hommes, ou s'en est-elle éloignée ?

L'étude des fonctions de concentration constitue une voie d'approche

dans 1'analyse de ces questions.

Posons, pour chaque élément 7 de 1'ensemble I = {1,2,..., ,...,k} des

catégories : x x.

7
bi=m o T 0 YT
Par référence a la disposition des données en tableau & double entrée,
ces nombres peuvent &tre appelés taux (ou proportions) horizontaux, et les
distributions p = (p1, Poseess Dysenes pk), q = (q1,...,qk) et
r = (r1,..., rk) qu'ils engendrent distributions horizontales. En particu-

lier, p est la distribution marginale horizontale.

De méme, on peut poser pour chaque catégorie 7 :

8

€. = v n.=1-¢. =
7 n. ’ 7 7
T

On les appellera taux verticaux ; ¢ =-% et n = % = 1 - & sont les taux
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verticaux moyens ; on vérifie d'ailleurs immédiatement que :

X

€ = L é € n = T z n
W Py ®; A Z AL
= =1
Ceci posé, on peut considérer d'une part la fonction de concentration
de la distribution g dans la premiére classe par rapport a la distribution
marginale p, d'autre part celle de la distribution r dans la classe complé-
mentaire par rapport a p : je propose d'appeler les deux fonctions de concen-

tration ainsi obtenues adjointes 1'une de 1'autre.

2.2. Construction de 1'adjointe d'une fonction de concentration.

Nous supposons dans la suite que 1'ordre 1,2,...,1,...,k de numérotation
. . . 7 P ,
des catégories est celul des rapports u; = E—- décroissants ; dans ces con-
. . . Z R fes s
ditions, la fonction de concentration de g par rapport a p, est définie en

chacun de ses points de changement de pente par :

E3 =D, + p, + ol F pj

Q=aqp+ay+ ... +q;

et par interpolation linéaire ailleurs.

On remarquera que 1'ordre décroissant des rapoorts u; est aussi celuil

des taux verticaux €; ; en effet :

X . € .
1
€

Pour la fonction de concentration adjointe, de r par rapport a p,.

1'ordre des rapports :

est donc croigsant avec 1'indice 7 ; 1'ordre décroissant des rapports Vs
celui dans lequel doit €tre construite cette fonction de concentration, est
donc 1'ordre k,k-1,...,2,1 inverse de celui de la numérotation des

catégories.

.iéme . , .
Et le g sommet de la courbe de concentration, par ordre décrois-

sant des pentes, est donc défini par :

R I N
1-P, .~ (1-0, .)
_ - k=g k-
Ri = rk + Pk-1 + ... + rk—j+1 —
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L'expression de R. résulte de 1'égalité :

LY M T m MmNy P T %
7 Y ~ N-X N -X 1-c¢

Ainsi, la fonction de concentration adjointe d'une fonction de concen-
tration donnée se déduit trés simplement de celle-ci, et seul le "taux verti-

cal" moyen e intervient dans le passage de l'une a 1'autre.

Ce passage est rendu encore plus clair par la construction géométrique
de la courbe de concentration I' de 1'adjointe a partir de la courbe C de

départ.

-7y

Figure 6 Figure 7

La relation définissant Rj s'écrit encore en effet :

R, - 1-P, )=PR,-1,=-—1 .- P, .
J ( k-J) J J 1-e (Qk-J k-J)

D'ol la construction (figure 6) : appliquer a C une affinité (ou dilatation)
de rapport T%g, parallelement a 1'axe vertical (P = 0), et d'axe A, 1la
premiére bissectrice ; suivie d'une seconde affinité, de rapport -1, paral-

lélement a A, et d'axe D, la droite d'équation P = %
Variante a cette construction (figure 7) : appliquer & C une symétrie
ayant pour centre le point w de coordonnées (1/2 , 1/2) ; suivie d'une affi-

. 3 . s .
nité de rapport - T parallélement a 1'axe vertical, et d'axe A.

1
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On remarquera d'ailleurs que, de méme que les pentes successives, par

ordre décroissant, du contour polygonal C sont les nombres :
= —— = —— cee 2 U

celles du contour polygonal T adjoint sont les nombres :

r. 1- €l
g, == _KJ¥ (g 20,2 ...
J Tl'j 1 - ¢ 1

2.3. Comparaison d'une fonction de concentration & son adjointe.

De la transformation qui fait passer d'une fonction de concentration a son
adjointe, et de la courbe C a la courbe I', se déduisent quelques conséquences

immédiates.

Remarquons d'abord que le rapport d'affinité T%; croit de 0 a

N =
.

1'infini lorsque € varie de 0 & 1, et vaut 1 pour €=

En particulier, si €=0, c'est que X, et par conséquent tous les X
sont nuls ; on a donc : V. :n, =y,
7 ) 7
et la courbe ' est confondue avec la premiére bissectrice A. Si € tend vers
zéro, l'adjointe C tend vers la courbe de type "Dirac" de masse 1 & 1'origine.

De méme C est confondue avec A pour € = 1, et T est la courbe de type "Dirac".

L'indice de concentration de C. Gini (la surface S comprise entre la
courbe C et la premiére bissectrice) est évidemment multiplié par le rapport
€ . . . .. .. . .
T pour la contration adjointe ; ainsi, 1'adjointe est moins concentrée

(au sens de 1'indice de C. Gini) pour O < € < 1/2, plus concentrée pour
1>¢€e > 1/2, et également concentrée pour €=
Ceci n'entralne pas que C et I' soient uniformément comparables.
Par exemple, pour que C et I' soient confondues, il faut d'abord que
les pentes successives de ces deux contours polygonaux soient égales entre

elles :
€ 1

i T Ck—i+1
Y., — =,
7 € 1 - ¢

D'oll 1'on déduit facilement qu'il n'y a que deux cas possibles :

- ou bien, V., €.
i’ 77

x, est alors égal a ¢ n;s et chaque Y; a (1-€)ni ; les distributions "hori-

= £, la valeur de € étant par ailleurs quelconque ; chaque

zontales" g et r sont identiques a la distribution marginale p ; C et I' sont

confondues avec la bissectrice A.
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Ce cas de 1'égale concentration pour les deux distributions est celui
que l'on qualifie aussi, dans certains contextes, d'indépendance entre les

catégories et les classes (les colonnes et les lignes du tableau de données).

- ou bien, €=bl et Vi’ e, te 1. Comme les pentes des cdtés d'un

2 k—7+1
contour polygonal ne déterminent pas celui-ci, ces derniéres conditions ne
sont pas suffisantes ; 11 faut en outre que les effectifs des catégories

satisfassent a la condition de symétrie :
V. R T
7’ Yi k-i+1

Les distributions q de la premiére classe et r de la seconde sont alors

symétriques 1l'une de 1'autre.

De méme, une condition nécessaire pour que C majore uniformément T
est que la pente a l'origine de C soit supérieure a celle de I', et qu'a
1'autre extrémité (1,1) des contours polygonaux, ce soit le contraire
(figure 8) ; c'est-a-dire :
1-ek € 1-61

€

€
- = = ' =
u1 T e 2 1-¢ —61 et “r < 1-¢ ek

Ce qui s'écrit encore :
9 | e e

R 1 € k

> > .
C 1 —ek 1-¢€ 1-—51

Cette condition nécessaire, et non tou-

\

jours vérifiée, fournit un test rapide,
et ne portant que sur les '"taux verti-

caux'", qui permet de conclure soit a

la non comparabilité uniforme d'une

0 1 F concentration et de son adjointe, soit

Figure 8 a L'éventuelle comparabilité.

La comparaison deux a deux de toutes les pentes des contours polygo-
naux C et I' fournit des conditions nécessaires plus contraignantes de compa-
rabilité ; si par exemple €, moyenne des taux verticaux €5 en est en méme

temps médiane, pour que C majore uniformément I', il est nécessaire que :

'k' €.
V. < = C > —=
7 | 2 ] 1_€k—i+1 1-¢
et
M4, €.
V2 % > < 1ie )
vl k-7+1
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3 - VARIATIONS CONCOMITANTES D'UNE FONCTION DE CONTRATION ET DE SON ADJOINTE.

3.1. Des cas ou les variations sont de méme sens.

Une autre conséquence immédiate de la transformation faisant passer de C a
son adjointe I' porte sur la facon dont celle-ci se modifie en fonction de

certaines variations de C ou du taux vertical moyen €.

Si les données sont modifiées de telle sorte que € reste constant,
mais que la nouvelle courbe de concentration C' majore uniformément C, alors
1'adjointe T'' de C' majore uniformément I' : les deux concentrations se modi-

fient dans le méme sens.

I1 en est de méme si C restant invariante, c'est le taux vertical
moyen €' qui est supérieur a € (le rapport T%g croit avec €) ; autrement
dit, une modification des données qui ne change pas la concentration dans la
premiére classe, mais augmente le taux vertical moyen, accrolt la concentra-

tion dans la seconde classe.

A fortiori y a-t-il accroissement de la concentration adjointe lorsque
la modification des données entraine a la fois majoration de C et accroisse-
ment de € ; et diminution s'il y a minoration (ou invariance) pour C, et dimi-

nution (ou égalité) pour €.

3.2. Un cas ol les variations sont de sens opposés.

Par contre, il n'y a pas de conclusion immédiate, et il faut y regarder de
plus prés, si un accroissement de la concentration dans la premiére classe
s'accompagne d'une diminution du taux vertical moyen €, ou si l'on est dans

la situation duale.

Voici un cas simple et souvent assez réaliste pour les petites varia-

) .. e e e s . %
tions (variations "infinitésimales'") du tableau des données’ :

- la distribution marginale horizontale est invariante :
V. n'. = An. ''=p.)
7°? 7 7 (p'L pa) ’

- les taux verticaux par catégorie augmentent tous d'une méme quantité § :

x% -
V. — = €. = €. +8§=—+6 (§>0).
7?2 n 7 7 n; ( )

On en déduit immédiatement que :
V., x'.= \ax. + 8 n.)
i 7 7 7
et que :

X .

'
4
(2

) xﬂ,+6ni _ in + Gpilv ) eqi+6p7:

9; = X" T TX+sW X+80 T e+3 :

* hypothéses suggérées par J. Prévot.



q'. el €.+6
7 7 7 ~ . .
Comme les rapports — = = T 15 sont dans le méme ordre décroissant
Z
9 . :
que les rapports (les pentes) E—-, la fonction de concentration @' de g'
7

par rapport a p' (i.e. ici p) est définie, en ses points de changement de

pente, par :

P'. = P,
d J

Le point (P:j’ Q'j) de la courbe de
concentration C' est donc le barycentre,
€ § .
Py et e respecti

vement, des points (Pj’Qj) de C et

avec les poids

(Pﬁ,Pﬁ) de la premiere bissectrice A,

Autre facon de dire :

'V - p', = — .-P.)
QJ J e+6 (QJ J

et C' se déduit de C par affinité d'axe

P p \, paralléle a 1'axe vertical, et de
. € .
Figure 9 rapport =55 compris entre 0 et 1,

Donc, dans les hypothéses faites, la concentration diminue uniformément

pour la premiére classe.

Et inversement elle augmenterait bien entendu si § était négatif.

x.
. . . 7
Mais un accroissement positif 6 de tous les taux €% o correspond
a une diminution -8 des taux adjoints 1-ei =
7

Dans 1'hypothese faite, la concentration adjointe (celle de la seconde
classe), augmente donc uniformément ; la courbe I'' se déduit d'ailleurs de T

par affinité de rapport Tézgg- supérieur a 1.

Nous avons ainsi un exemple dans lequel les deux concentrations adjoin-
tes 1'une de 1'autre varient en sens inverse : accroitre 1'inégalité pour
1'une des deux distributions "horizontales" revient a la diminuer pour 1'autre,
et vice versa.

Ce résultat reste valable si tous les taux verticaux €; augmentent cha-
cun d'une quantité Gi positive ou nulle (plus nécessairement la méme pour tous)
de telle sorte que les Gi soient non décroissants avec 7, et les ei-+6i non

croissants, comme les €
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3.3. - Un cas de non comparabilité.

Un autre cas trés simple qui conduit catte fois a la non comparabilité de C et
C', et partant de I et I'' également, et celui ol il existe un indice h tel

que : '

avec : 0< 6K Eh-1 - Eh

et e% = e, pour 7 # h ; autrement dit, le "taux vertical" n'augmente que dans

une seule catégorie, la catégorie A.

Gnh
On a alors, en posant g = <
7
yo- _d ..
& 7= Tea < Qj si g < h
a ..
R'.=¢Q.+ — (1 -@Q.) > Q. si > h
J J 1+a J J J 2
Ainsi, C et C' se coupent entre leur (h - 1)1eme et leur A2 ™€ sommets ;

sauf toutefois dans le cas extréme ou c'est la catégorie ayant déja le plus
fort "taux vertical" qui bénéficie de l'accroissement § (2 = 1, et C' majore
C : 1'inégalité aumente), et dans celui ou c'est celle ayant le plus faible

taux (7 = k, et C' est majorée par C : 1'inégalité diminue).
Si & est négatif, 1'expression de Q'j reste la méme, mais a est alors
négatif ; le sens des inégalités est inversé ; ce qui montre que T et T'' se

coupent également elles aussi en général.

3.4. Lorsque 1'une des concentrations est invariante, son adjointe peut

varier.
Posons nous maintenant la question suivante : comment choisir les accroisse-
ments Gi des taux verticaux €; de facon que la concentration de la premiere

classe solt invariante ?

I1 est clair qu'une condition nécessaire (nous faisons toujours 1'hypo-
these de 1'invariance de la distribution marginale horizontale
p = (p1, Pys +v+ s pk) ) est que toutes les pentes des cotés du contour

polygonal C restent invariantes ; 1i.e.

€ . §. €.
3 _7L+_l/_ = _,E L ' 3 6 = ): . 6.
Vi, 3 - (ot 1'on a posé P; 1)

D'ou 1'on déduit immédiatement

Vi, &.=— €.= X €.
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Les accroissements 6i sont proportionnels aux €e

Mais cette condition est suffisante, puisque, si elle est vérifiée,

X
chaque x. est transformé en xi(1 + )A), et par conséquent q; = X} en
x. x.
A (1L + ) _ "2
].’Lll meme (YW = T ).

Par contre, la concentration adjointe augmente si A est positif et

diminue si X est négatif, puisque le rapport d'affinité entre C (invariante)
, € e(1 + 1)
t T tt f -_— .
e es ransformé de == en T—c (T +X

On a d'ailleurs :

(1 - e&)R.-xe (1 -6, .)
R' . = dJ k—J
J 1 =€e(1 + Q)
Donc :
A€
R'",-R. = ——r———
] g 1=-e(J+x)
> P. et K. > I. , on a :
-1 T =17

(Rj + Qk—j -1

Comme, pour tout <, Qi

R.>I.=1-P, .> - .
Jg="4J k=g = Qk'J
Et par conséquent : R. + .= 1>0
p q J Qk—j Z
R'j - Rj est donc du signe de A.

N.B. Tous les €; devant rester inférieurs a 1, le coefficient de proportiona-
.. ) . 1 -€
1ité A est au plus égal a 1

3.5. = Un cas ou les deux variations sont de méme sens.

En combinant les résultats obtenus en 3.1., 3.2. et 3.4. ci-dessus, nous
obtenons un modéele simple de variation des taux verticaux € qui conduit a
des variations de méme sens pour la concentration de la premiére classe, et

pour son adjointe de la seconde classe.

Supposons que chaque €; s'accroisse de :

5i = A (ei - €)

Vi, € __>€'i =€, t A(ei - 6):=€i(1 + X)) - Xe

Chaque taux €; subit d'une part une variation proportionnelle de rapport A,
qui laisse la concentration de la premiére classe invariante, suivie d'une
translation d'amplitude de - X e, qui aceroit cette concentration si X > O,

et la diminue si A < 0 (cf. 3.3.).
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Comme d'autre part le taux moyen € n'a pas changé, la concentration

adjointe augmente si A > O, et diminue si A < O (Cf. 3.1.).

On voit d'ailleurs que pour les taux adjoints n'.= 1 —-e, on a :
q p i 5,

: e i
1 - €; + ((1 - ei)

3
1]
-_
I
™
[}

I
~
—

I
m
~
~

]

N

+ L -
n; A (”1 n)

Ce qui fournit une autre facon d'obtenir le résultat.

Des régles de variation des '"taux verticaux" €; plus élaborées que
celles qui ont été proposées ci-dessus seraient probablement utiles ; c'est

au spécialiste du domaine d'application qu'il revient d'indiquer lesquelles.

Les conséquences de celles que nous avons étudiées ne sont cependant
pas toujours intuitives, et il faut parfois quelque réflexion pour reconnali-
tre que le calcul s'accorde ici a ce que suggere le bon sens, notamment dans
la relation entre une concentration et son adjointe. Il faut en conclure que
la comparaison des inégalités nécessité beaucoup de précautions : des modali-
tés trés simples de variation peuvent avoir, pour des raisons psychologiques,
des effets a premiére vue paradoxaux. La dualité mathématique est presque tou-

jours difficile a assimiler.

I1 convient d'autre part de remarquer que le tableau de données a 2k
degrés de liberté : les x. et les ki (ou 1les X et les ni). Des condi-
tions, en nombre Kk, portant sur les seuls taux verticaux gine permettront
donc en général aucune conclusion quant a la variation des deux concentra-

tions.

On peut d'ailleurs noter a cet égard que, si les x. sont donnés, on
peut toujours choisir les Yy; de facon que les €; soient dans tel ordre

arbitraire que 1'on s'est fixé a 1'avance.

Force est donc bien d'ajouter aux conditions portant sur la variation
des taux €; des contraintes supplémentaires, en nombre K. L'hypothése faite
ici d'invariance de la distribution marginale (qui est aussi, est—ce un ha-
sard ? celle des tests de Khi-deux d'écart a 1'indépendance ; i.e., dans le
langage utilisé ici, a 1'égalité des distributions) est raisonnable tant
qu'on n'a en vue que de petites variations.
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