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Math. Sci. hum.(22° année, n°85, 1984, p.57-71)

SUR LA FUSION DES CONTEXTES INDIVIDUELS

Rudolf WILLE*

1. CONTEXTES ET TREILLIS DE CONCEPTS

Une fagon générale pour représenter des faits consiste 3 &tablir des corres-
pondances entre objets et attributs. On en dérive des concepts qui ont une
structure hiérarchisée par la relation sous—concept/sur—concept. Cette cons-—
truction peut &tre formalisée dans le langage ensembliste par les définitions
suivantes (cf. Wille [9]) : on dit qu'un triplet (G,M,I) est un contexte, oi G
et M sont des ensembles et I une relation entre G et M ; les &léments de G
(resp. de M) s'appelleront objets - resp. attributs, et glm sera lu "l'objet

g a 1'attribut m". Pour tout A< G et B € G, on définit

A" : = {m € M | gIm pour tout g € A},
B' {g € G | gIm pour tout m € B}.

On appelle alors une paire (A,B) concept du contexte (G,M,I) si Ac G, BE M,
A' = B et B' = A ; c'est-a-dire que A -resp. B - peuvent &tre entendus comme
l'extension - resp. la compréhension - déterminant le concept. Notons

& (G,M,1) 1'ensemble de tous les concepts de (G,M,I). Enfin, la hiérarchie des

concepts est donné par

(A1,B)) s (A,,B)): = Ac A, (= B2 B,)

1
pour (AI’BI) et (AZ’BZ) de H(G,M,I), ce qu'on 1lit "(AI’BI) est un sous-concept
du sur-concept (AZ’BZ)“' L'ordre < constitue un treillis complet sur & (G,M,I)
qui est baptisé treillis de concepts (aussi treillis de Galois par Barbut [2])
et noté KK (G,M,I).

* L'auteur a bénéficié de 1l'hospitalité du Centre de Mathématique Sociale de
1'E.H.E.S.S. (Paris) lors de 1'élaboration de ce travail. Son séjour a été
financé par 1'Office Allemand d'Echanges Universitaires (DAAD). Il tient a
remercier spécialement M. Vincent Duquenne qui l'a assisté dans la rédaction
définitive de ce travail.
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Dans ce texte, on discutera comment divers contextes (GS,MS,IS) (s €9)
qui décrivent des compréhensions individuelles, peuvent &tre fusionnés raison-
nablement. Ces contextes peuvent représenter, par exemple, les résultats d'un
questionnaire. Que seront les objets et les attributs du contexte fusionné ?
Bien qu'un objet puisse &tre commun 3 plusieurs contextes, son appartenance
aux différents contextes individuels le divise en différents objets individuels.

Donc, pour le contexte fusionné, on choisira U G x {s} comme 1'ensemble des
s€S
objets et de méme ¢ M _ x {s} comme l'ensemble des attributs. La question
s€S
essentielle reste comment construire la relation I entre ces objets et ces

attributs individuels.

La détermination de I sera dépendante de la structure fondamentale dérivée
des contextes, d savoir les treillis de concepts, §@(GS,MS,IS) (s € S). On
pourra reconnaitre les contextes dans les treillis de concepts par des applications

o -~

al s GsU MS > é@(GS,Ms,IS) (s € S) qui ont la propriété :

gISm e .8 < o m (v. Théoréme 1.2)

On supposera Gr = GS et Mr= MS pour toute paire r,s € S ; dans le cas ol on

n'aurait pas ces égalités, on élargirait les contextes a (u Gs’ U Ms’Is)
s€S s€S
(s € S). Pour fusionner, 1'idée suivante est essentielle : pour tout objet g -

resp. attribut m -, les concepts a g -resp. am - (s € S) composeront un concept

du contexte fusionné décrit par ag : = (asg)S€S - resp. am : = (asm)SES - .

On regardera le treillis de concepts du contexte fusionné comme le sous-treillis
complet T engendré par ces éléments ag et om dans le produit direct formé par
les é;(GS,MS,IS) (s € S). De cette maniére, la relation I est déterminée, mais

il faudra travailler pour 1'obtenir explicitement.

Notons certaines propriétés de la fusion. Tout treillis QZ(GS,MS,IS)
pourra étre retrouvé comme une image homomorphe de T ol les éléments ag -
resp. am - correspondent aux objets - resp. attributs - de (GS,MS,IS). T est le
plus petit treillis avec cette propriété. Lorsque les contextes individuels sont
égaux, T est isomorphe 3 tout QQ(GS,MS,IS) (s € S). Par contre, si T est le

produit direct entier, les contextes individuels sont complétement indépendants.

Avant d'analyser le produit sous-direct T, on rappellera des résultats
fondamentaux concernant le treillis de concepts pour faciliter 1'approche des
paragraphes ultérieurs. Premiérement, on répétera sans démonstration des
résultats sur la correspondance de Galois associée 3 un contexte (CF. Birkhoff [4],

Barbut et Monjardet [3]).



59

PROPOSITION 1.1.

Pour un contexte (G,M,I), on a

) Alg_A2 entraine Aig Aé pour toute paire Al’Ai; G,
" B.c B, entraine Bi; Bé pour toute paire Bl’Bf; M,

(2) Ac A" et A' =A" pour tout AcC G,
2" Bc B" et B' =B" pour tout Bc M.

Rappelons qu'un sous-ensemble D d'un treillis complet T est supremum-dense
(infimum-dense) si T = {V X|X € D} (T = {A X|X < D}.
Le théoréme suivant se trouve en substance dans Banaschewski [1] et Schmidt

[6] ; i1 sera formulé dans les termes de Wille [9].

THEOREME 1.2.
Soit (G,M,I) un contexte. Alors Q}(G,M,I) est un treillis complet ayant ses

infimums et supremums décrits par

A A.,B.)=( N A, (N A",
jeg 34 jeg 1 e

V (A.,B.) =(( n B.', n B.).
jeg 33 jey i€l

Réciproquement, pour un treillis complet T, ona T = é;(G,M,I) si et
seulement si i1l existe des applications vy : G> T et u : M > T telles que
YG est supremum-dense dans T, uM est infimum-dense dans T, et gIm < yg € um

pour tout g€G et mEM.

Démonstration. Il est clair que < est un ordre sur d@(G,M,I). Soient (Aj’Bj) €

X (G,M,I) (jEJ). A cause de la proposition 1.1., n Ac ( n A" et
jeg 3 je5 I
(. n A" cA'-= pour tout k€J. Donc ( N A.)" = n A. ; c'est-a-dire
jeg d e ™ M jeg 3 A

( N A, ( N A)D") € &£(G,M,I). Si (A,B) < (A.,B.) pour tout j€J
jeg 3 jer S
((A,B) € £(G,M,I)), ona Ac N A. et (A,B) < ( n A.,( n A.D".
jes 3 j€J j€J
Cela vérifie 1'égalité pour 1l'infimum ; pour le supremum, méme démonstration.
Soit alors ¢ un isomorphisme de é@.(G,M,I) sur un treillis complet T. On définit

des applications v : G> T et y : M~> T par yg : =9 ({g}", {g}') pour tout

g€G et um : = @ ({m}',{m}") pour tout m € M. Comme A = U {gl}" - resp.
g€EA
B= U {m}" - pour tout (A,B) € £(G,M,I), YG est supremum-dense dans T -
mEB

resp. uM est infimum-dense dans T-. De plus, gIm < {g}" < {m}' < yg < um.
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Inversement, soit T un treillis complet et soient vy : G> I et p : M> T

des applications ayant les propriétés désirées. On définit une application ¢
de & (G,M,I) dans T par ®(A,B) : = Vy A pour tout (A,B) € JQ(G,M,I).

Il est clair que @ est isotone. Pour X € T, on définit ¥X : = ({g€G|yg < X},
{mEM|X < um}. Comme YG est supremum-dense dans T et uM est infimum-dense
dans T, Vy {g € G|yg < X} = X = Ay {m € M|X s um}. Donc, en vertu de
1'équivalence gIm < yg <um, ¥X est un concept de (G,M,I) et @V¥X = X pour
tout X € T. Evidemment, (A,B) < ¥ ©(A,B) pour (A,B) € o (G,M,I) ; comme

Yg € VYA £ um entraine gIm, on a de méme (A,B) = ¥ ©(A,B). De plus, V¥ est
isotone. On peut donc résumer en disant que ¢ est un isomorphisme de

ZE(G,M,I) sur T et w—l =V,

2. CONSTRUCTION DE PRODUIT SOUS-DIRECT

Le résultat de base est que si 1'on se donne les images d'une famille de
générateurs d'un produit sous-direct par leurs projections, sur les facteurs
on peut construire ce produit sous-direct. Pour discuter cette construction,
il convient de définir la notion de P-treillis complet. Soit P un ensemble
ordonné, avec certains supremums et certains infimums distingués, et soit a
une application isotone de P dans un treillis complet T qui respecte les
opérations distinguées. Si T est engendré par aP, la paire (T,a) s'appellera
un P-treillis complet. Soient (Tl,al) et Tz,az) des P-treillis complets, un
morphisme complet ¢© de Tl dans T2 est un P-morphisme si @ A = 0. (Tl,al)
et (Tz,az) sont isomorphes si @ est un isomorphisme entre Tl et T2 (cf.

Wille [7]).

Soit J une classe de treillis complets telle qu'il existe un ensemble
de représentants des classes isomorphes. I'P dénotera la classe (catégorie)
des P-treillis complets dont le treillis est dans K (et des P-morphismes
entre ces P-treillis complets). Pour (T,a) € J:P’ (?:&) est la classe des
P-treillis dans J:P isomorphes 3 (T,a). ;EE,dénotera 1'ensemble de tous les
(E:&) avec (T,a) € J:P' S'il existe un P-morphisme de (Tl,al) dans (Tz,az),

on définira (f??gl) > (Tz,az).

~
PROPOSITION 2.1. (J&” <) est un ensemble ordonné.

Démonstration. Il est clair que la relation £ est réflexive et transitive.
Soient @ : (Tl,ul) - (Tz,az) et V : (Tz,az) > (Tl,a]) des P-morphismes.

On définit S : = {(x,y) € TIXTzlwx =y et Yy = x}. S contient 1'ensemble
{(alp,azp)lp € P}, et S est évidemment un sous-treillis complet de T,xT,.

Comme T, est engendré par @ P, T, = {x| (x,y)€ S} et de méme T, = {y|(x,y)€ s},

—ll ~— o . .
Q=Y et (Tl,al) = (T Donc < est également antisymétrique.

~

2209) -
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THEOREME 2.2.
Soit & fermé pour l'opération de produit sous-direct indicé par 1'ensemble I.

Pour (T,a) et (Ti,ai) (1 € I) de XL les conditions suivantes sont équivalentes:

P’
(i) Il existe un isomorphisme ¢ de T sur un produit sous-direct des Ti (i €1)

avec @ap = (aip) pour tout p € P,

i€1
(i1) (fj&) est le supremum des (Ti,ai) (i € I) dans (J:P, < ).
((iii) (T,a) est un produit des (Ti,ai) (i € 1) dans la catégorie J;P.)

Démonstration. (1) = (ii) : Soit nJ la projection du produit direct des T
(i € I) sur TJ. Alors “J?—iif un P-morphisme de (T,a) dans (T ,a ), et (T a) est
un majorant commun des (Tl,al) (i € I). Soit (U B) un autre majorant commun ;
il y a donc des P-morphismes Wi de (U,B) dans (Ti,ai) (1 € I). On définit

= {(u,t) €EU xT | Wiu = .t pour tout i € I}. Pour (u,tl) et (u,tz) de
pour tout i € I ;

S, on a nécessairement t, = t, car m.ot, = Wiu = wiwt

1 2
S est donc une application U + T, et c'est de plus un P-morphisme de (U,B) dans
(T,a) parce qu'il contient 1'ensemble {(Bp,ap)|p € P} et qu'il est un sous-

treillis complet de UxT. La condition (ii) est donc vérifiée.

(ii) = (1) : Soit U le sous-treillis engendré par les Eéléments (a.p)iEI dans le
produit direct des T (i € I) et soit Bp : = (a. p)1€I pour p € P.

Comme (U B) est un maJorant commun des (f\:f ) (1 € I), il existe un P-morphisme
¥ de (U,B) dans (T,a). Pour chaque P-morphisme Gi de (T,a) dans (Ti,ai) (i€1),
GiWBp = Giup = o;p = ﬂin (p € P) implique que GiW = m, pour tout i € I. D'ol

¥ est un isomorphisme, et il suffit de prendre @ : = ¢ , ce qui achéve la

démonstration.

Ce théoréme clarifie la nature d'un produit sous-direct en le caractérisant
comme une "fusion minimale" des facteurs, mais n'aide pas & le construire
effectivement. Il est généralement tré&s couteux de 1l'engendrer dans le produit
direct par les opérations supremum et infimum (comme d'ailleurs toute génération
de sous-treillis par les deux opérations). On va développer une méthode pour pouvoir
1'engendrer avec une seule des deux opérations (cf. Wille [8]).

PROPOSITION 2.3. Soient T des treillis complets. Lorsque T est un A-

1 et T2

morphisme surjectif de T1 sur T2, il lui est associé un V-morphisme injectif T

de T, dans T, par 1y : = A T_ly (y € T2).

Démonstration. Puisque, pour tout y € T2, ona Ty =y, T est une application
injective de T2 dans Tl' Pour X © Tl’ on a tVrXzVitX. Ensuite 17X € X et
TITX = 1x (x € T 1) impliquent tVtX = tVr17tX £ 1TVITX € VItX.

Donc 1VtX = VitX, et 1T est un V-morphisme.
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On appelle une famille de morphismes complets t1;: T > Ti (i € 1) entre treillis
complets séparante si toute paire x ¥ y de T, il existe i € I avec X # TV
Rappelons qu'un sous—ensemble D est supremun—dense dans un treillis complet T

si T = {VX|X ¢ D}.

PROPOSITION 2.4.
Soit T, ¢ T > T.1 (i € I) une famille séparante de morphismes complets entre
treillis complets ; alors 1'ensemble G(Ti|i € I): = {;iTx|x €ETet i€ IN0O}

est supremum-dense dans T.

Démonstration. Soit x € T tel que x # V{Lirix|i € 1}. I1 existe alors

j €1 avec t.x # t,V{1.7.x|1 € I} = V{r,1.7.x|1 € I} = 1.x (car 7,1,7.= T, et
J J 11 j71 1 J J73 1 J

I;T;X £ X, pour tout x € T) , ce qui est une contradiction.

-

Donc x = V{girixii € I} pour tout x € T.

Pour un produit sous-direct, la famille des projections est évidemment séparante,

et la proposition 2.4. en décrit alors un ensemble supremum-dense. Si 1'on se

donne les facteurs, que faut-il se donner de plus pour construire cet ensemble
supremum-dense et donc le produit sous-direct ? Du fait qu'un isomorphisme ¢ de T sur
un produit sous-direct des TiT (i € I) est défini par Yx : = (Tix)i€I (x €71,

on montrera qu'il suffit de connaitre les V-morphismes Tj[i de TiT dans TjT

(i,j € I). Pour les caractériser, il faut examiner la construction d'un produit
sous-direct par une famille quelconque de V-morphismes entre ses facteurs.

Soient Ti (i € I) des treillis complets et soient Tji : Ti +Tj (i,j € 1)

V-morphismes satisfaisant les conditions suivantes

(n T;; est 1'identité pour tout i € I.

(@) Tyi> 5754

pour tout triplet i,j,k € I.

.5. .. 11,] : = .. X) . . i \
PROPOSITION 2.5 G(rJlll,J € 1) {(lex)Jﬂlx €T, et i € I)No0} est
supremum-dense dans le produit sous-direct S(Tjili,j € I) des Ti(i € 1I)

engendré par G(Tjili,j € I).

Démonstration. Comme T;;X = X pour tout i€1IetxE€ Ti’ la fermeture de
G(Tjili,j € I) par A et V dans le produit direct des Ti (i € I) est un produit
sous-direct. Soit T4 la projection de S (Tjili,j € I) sur T.1 (i €1), et
soit T, le V-morphisme de Ti dans S(Tjill,J € I) défini par I;x ¢ o= (Tjix)j€I

(x € Ti)’ Notons que T.7T.t<t pour tout t €G (Tjill,J € T) et T;T;X = X pour

. ] . . =

tout x € Ti’ ce qui s'obtient (respectivement) par Eiri(Tij)jGI T;T5K%
(Tj.lT.lkx)jeI < (Tjkx)jEI a cause de (2) et par TLLX = T.l(rj.lx)jeI = Ti3X =X
3d cause de (1). Soient Er (r € R) des sous-ensembles de G(Tjili,j € I).

Montrons que A VErest aussi le supremum d'un sous-ensemble de G(Tji[i,j € I).
r€R
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Soit £, 1 =1 A VTlE (1 € I). I1 est clair que tiE G(Tji|i’j € 1) U {0}.

r€R
On a t:.1 § A I Vri Er = A Vgiri Er < A VEr et T, L. = T,T.T. A VEr =
r€R r€R r€R r€R
t. N VE . Donc A VEr = V t. ce qui achéve la démonstration.
r€R T r€R i€l

PROPOSITION 2.6.
Soit T la projection de S (T [1,J€I) sur T (i €1), et PR A T;lx (x € Ti)'

Alors, 1,x = (T ji )J€I pour tout x € Tl et Jl J 1] (i,j € I).

Démonstration. Soit t € S(Tjili,j € I) et it = x. En vertu de la proposition 2.5.,

il existe K& I et une famille (Xk)k€K avec t = V (TQka)QEI' Alors, Tjix =
k€K

T..7.t =1..1. V (1 X, ) = V t..1.(t.,%,) = V T1..71.,X

ji1 i1 pex Lk Tk7RET keg i1 Lk7k72ETL keg It ik"k

V 1..%x,, d'oll (1..%) < t.

KEK jk'k jiv7 J€l1

- - -1

Comme Ti(Tj.lx)j€I =T.;X =X, 0na (T x) €I A T, X = IX. En outre, on a

Ti:X, ainsi Tji = Tin (i,j € 1).

THEOREME 2.7. Soient 1. : (T,a) - (T.,a.) (i € I) des P-morphismes entre des
P-treillis complets. Si (T,a) est le supremum des (Ti’ai) (i € 1), alors
Tjgi est le plus grand des V-morphismes 6 : Ti - Tj tels que Gaip < ajp
pour tout p € P (i,j € I).

Démonstration. Soit zji 1'ensemble de tous les V-morphismes & de T. dans Tj

J-l i
Tjap aJp (p € P), on a TJT € I. i I1 existe une plus grande application

G.. dans ¥.. donnée par G X = V{Gx|€ €%..}] (x€T,).
Jj1 jii j1 1

tels que éa.p < o,P pour tout p € P (i,j € I). Comme TiT304P = TiT;T 0P <

Montrons d'abord que la famille (GJI)1 €1 satisfait les conditions (1) et
’

(2). Soit Si : = {x € Ti[éiix =x} (i € I). Comme Zii contient 1'identité
de Ti’ on a Giix > X pour tout x € Ti ; en particulier Giiaip = a.p (p € P).
Pour cette raison u.P € S.. Pour X ¢ S. Si contient VX et AX car GiiVX =
VGiiX = VX et AX = AG X 6 AX > AX. Alors, S.1 est un sous-treillis complet
de Ti et, parce qu'il contlent un ensemble de générateurs de Ti’ on a donc

_ o R . .
S.1 = T.1 ; c'est-3a-dire que (1) est satisfaite comme ijeji € zki’ (2) se
vérifie immédiatement. En vertu des propositions 2.5. et 2.6., cela caractérise
le produit sous-direct S(Gjifi,j € I) des T.1 (i € I) et, pour les projections
Gi de S(Gjili,j € I) sur Ti (i €1), ona Gji = Gﬁ@i (i,j € I). Construisons
une application injective ¥ de S(Cﬁi|i,j € I dans T avec s = (Tiws)iEI pour

oL liL ] : i : =V 1.l.s.
tout s € S(lell,J € 1) soit ¥s o i
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On obtient 6,8 = 7.71.6,S < T1.YS = .1.86S sV & (-3(; S =8.6.8.5 =6&.S ;
j ARA RS 1€I Rt 35373 j
donc éﬁs = TjWS et S = (Tiws)iEI' Alors, pour 1l'isomorphisme ¢ défini par

HI (Tit)iEI (t€T), QT contient S comme sous-treillis complet. Mais, pour tout
pE€P,onartap=ap= V é \Y G (..a.p). =6 V (6..0. p)
k k €T o3P 1€I ji1v7jel k1€I ji'i

-1
.Y V 03 Ly p) donc @aP € S. Pour cette raison T = S et @ = ¥. Comme

k' ser jeI

Ty =Gi(p (i€1), d'aprés la proposition 2.6., Tj’ri =G,

55 éji pour tout j,i € I.

1@

On peut résumer la méthode pour engendrer le produit sous—direct avec seulement
le supremum (dualement avec 1'infimum) : si (Ti,ai) sont des P-treillis complets,
. déterminer Tji comme le plus grand des V-morphismes G : T.1 > Tj avec Guip < ajp

pour tout p € P (i,j € I),

. former 1'ensemble G(T |1,J €I : = {(z lx € T et 5. € 1},

ji J€I
. engendrer T : = {VX!X c G(Tjill,J € I)} et définir a : P > T par

ap : = (aip)iGI pour tout p € P. .

Alors, (T,a) est un P-treillis complet, et (T,a) est le supremum des (Ti,ai)
(i1 € 1) ; c'est-3a-dire que T est 1'unique produit sous-direct des Ti(i € 1I)

engendré par oP.

On illustrera cette méthode par un exemple avec deux {1,2,3,4} - treillis

e
1 2 3 4

T,: b d o
b c c d

a
f
d
e

1 2 3 4

T2: az.
b c b c d e




G(

= <G(

T

T110T29Tp15T22)” °

11°T12°T21°T22) ¢
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(a,) (b,) (a,c)
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3. FUSION DES CONTEXTES

Pour fusionner, on peut supposer qu'on a des contextes Ps: = (G,M,Is) (s €5)

(v. paragraphe 1). On définit, pour éviter des ambiguités,

A® : = {m€ M[gISm pour tout g € A} (A< G) ,
B : = {g € Glglsm pour tout m € B} (BgM .
Soit P : = G UM, et soient ag i = ({g}ss,{g}s) pour g € G et

am : = ({m}s,{m}ss) pour m € M (s € S). Alors, (§§(PS), as) (s € S) sont

des P-treillis complets en vertu du théoréme 1.2. D'apré&s le théoréme 2.2.,

on peut les fusionner par le supremum en un P-treillis complet (T,a). On
construira maintenant un contexte dont le treillis de concepts est isomorphe

a4 T. Pour cela on utilisera les V-morphismes Gsr: ;}(Fr) > g;(rs) (r,s € 9)
analogues 3 ceux discutés au paragraphe 2, ol Gsr est le plus grand des
V-morphismes & :;}(Pr) - Z;(PS) avec Gsrarp $ a_p pour tout p € P. Pour toute

paire r,s € S, on définit une relation Irs entre Gx{r} et Mx{s} par

(g,r) I (m,s) : = ésrarg < am.

Comme &  est 1l'identité& de §§(F ), on a (g,s) I__(m,s) < gI m.
ss s ss s
Alors, le contexte fusionmné des r (s € 5), notéd @) I, est le triplet
s€S

(G xS, Mxs, U I,¢) ; de plus, pour tout g € G, on pose ag concept de
r,s€S

O T _ avec l'extension {(g,s)|s € S}" et, pour tout m € M, on pose am
s€ S

concept de 0] I, avec la compréhension {(m,s)|s € S}".
s€S
THEOREME 3.1.

(E@( O FS), a) est un P-treillis complet qui est un représentant du su-
s€S

N ~————
premum des (5@(rs), us) (s €85) 3 si T, est le P-morphisme de (g@( O FS),a)
s€S

dans (4§(Fr)’ar) et Tr(A,B) = (C,D), alors AN (G x {r}) =C x {r} et
BN (M x {r})=D x {r}.

Démonstration. Soit T le produit sous-direct des g%(FS) (s € S) construit

par la famille Ggsr)r comme dans le paragraphe 2. On définit

,SES
Yy :GxS > T par Y(g,r) ¢ = (Gsrarg)ses pour tout g € G et r € S.
Comme am = V {a gIgIrm} pour tout m € M, 1'image de Yy est supremum-dense
r

dans T d'aprés la propoéition 2.5. T pourra aussi &étre construit dualement
par des A-morphismes gt (r,s € S) ce qui définira 1'application

u:Mx8 »>T avec u(m,r) = (Gsrozrm)SEq dont 1'image est infimum-dense
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dans T. Si 1'on prouve (g,r) I (m s) « y(g,r) s u(m,s), on aura un

isomorphisme ¥ de T sur gﬁ ( Q I‘ ) avec ¥y(g,r) = ({(g,r)}{(g,r)}")
s€S

resp. Yu(m,s) = ({(m,s)}',{(m,s)}") en vertu du théoréme 1.2. vy(g,r) < u(m,s),

_ qs . . e k.
c'est-a-dire (quarg) s (67a m) g implique immédiatement Gsrurg <

q€s ~
6%5q Jm = om, d'oii (g,r)I (m s). Par contre, 6' O 8 S om entraine, 3 cause de
la prop051t10n 2.6., et en notant € 1la prOJectlon de T sur .ﬁ(r ) (q € S)

etgqx:= VG 1x x € L (T )),Gam;GSG g,(_i'rrg;onendedult

. ) P S -4
asm GqGSozsm > 6 §rarg quarq pour tout q € S ; c'est-a-dire

u(m,s) > y(g,r). Alors, 1'isomorphisme ¥ fait correspondre aux générateurs de

T des générateurs de ﬁ(O T ) ; en particulier, Y¥(a g) s€s = V ¥y(g,s) = ag
s€S s€S
pour tout g € G resp. ¥Y(a m) s€s A ¥Yu(m,s) = am pour tout m € M. Cela
s€S
achéve la démonstration de la premiére assertion du théoréme. Comme G_ = Tr\l’,
—l
on a (g,r) € A < ¥y(g,r) s (A,B) = §rarg (Ssr rg)SES < (A,B) <

a g s s (C,bD) &= g€ C ; donc AN (G x {r}) = C x {r}, et dualement
Bﬂ M x {r}) =D x {r}.

Le théoréme justifie le terme de contexte fusionné. Mais il pourra étre
incommode de travailler avec cette définition. Il faut une méthode pour

déterminer la relation Irs sans avoir 3 connaitre les treillis de concepts.
{’(I‘r) et Z_f;(I‘S). Pour cela on analysera la connexion générale entre les

V-resp. A-morphismes de §(G],Ml,11) dans é—(Gz,M 12) et les relations

>

S Gyx M,. On appellera I une lZaZson de (Gl,leII) vers (G2,M2,I2) lorsque
pour tout g € Gl’ {m € legIm} est une compréhension de (G2,M2,Iz) et, pour
tout m € M2, {g € G1|gIm} est une extension de (GI’MI’II)' On utilisera les
abréviations A2 : = {m€ M2|gIm pour tout g € A} (A ¢ Gl) et

B1 : = {g € GllgIm pour tout m € B} (B ¢ MZ)'

PROPOSITION 3.2. Pour I < G x M,, les conditions suivantes sont équivalentes :

2’
(1) I est une liaison de (G,,M,,I.) vers (G,,M ,I ).
1°71°71 22772 22
(ii) L'application GI définie par SI(A,B) : = (A A ) pour tout

(A,B) € J_@(GI,MI,II) est un V-morphisme de ._J_g-(G I ) dans ip(Gz,Mz,I ),

l"l’

et {g}llz = {g}2 pour tout g € G,.
(iii) L'application GI définie par GI(A,B) : = (BI,B“) pour tout
(A,B) € §(G2,M2,IZ) est un A-morphisme de é—(GZ,MZ,Iz) dans é(Gl,Ml,Il),
22

et {m} L. {m}l pour tout m € M

¢
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Démonstration. (i) = (ii) : A2 = N {g}2 implique A222 = A2 parce que les

g€A

{g}2 (g € Gl) sont des compréhensions de (G2,M2,Iz) ; donc (A22,A2) €

g;(GZ,MZ,IZ). Soient (Ak’Bk) € é?(GI’MI’II) (k € K). Comme GI est isotone,

: . 12 2 .
6, V (A ,B) > V &_ (A ,B ) ; c'est-a-dire (N B Yy Te n . Soit
e L Kek K kek ¥
m€ N Ai ; alors Ak c {m}1 pour tout k € K et, d'aprés la proposition I.1.,
keK
n B 2 {m}ll. Comme {m}1 est une extension de (GI’MI’II)’ ona (N Bk)l c

k€K k€EK

{m}111 = {m}], d'oi m € {m}12 c(n Bk)lz. On obtient donc (n Bk)12 = N Ai .
kEK kEK k€K
c'est-a-dire que GI est un V-morphisme de é%(Gl,Ml,Il) dans ;;(GZ,MZ,IZ).

c {g}z. Pour m € {g}z, 1'extension

Soit g € G, ; il est clair que {g}llz
12 2
= {g}”.

112, et 1'on a bien {g}1

112

{m}l contient {g}ll, donc m € {g}
(ii) = (i) : Comme GI({g}ll, el € Bc,.my,1) , (g} 1% = g} implique

que {g}2 est une compréhension de (G2,M2,Iz) pour tout g € G, - Soit m € M,.
1112 1,12

En utilisant {m}l] = N {g}l, on déduit {m} (¢ n 1 {g}")
g€{m} g€{m}
= N 1 {g}112 = N {g}2 ; donc m € {m}1112 et {m}] o) {m}lll. Alors
g€{m} g€{m}

{m}l est une extension de (Gl’Ml’Il)'

(1) & (ii1) se montre dualement.

PROPOSITION 3.3.

Les liaisons de (GI’MI’II) vers (GZ’MZ’IZ) sont stables pour 1l'intersection.

Démonstration.
Soient Ir (r € R) des liaisons de (Gl,Ml,Il) vers (G2,M2,12). Pour g € G,

on a {m € leg (n Ir)m} =N {m€ MzigI m} ; donc {m € M2|g( n Ir)m}
r€R r€R r r€ER

est une compréhension de (GZ’MZ’IZ) car 1l'intersection des compréhensions

est aussi une compréhension. Dualement, pour m € M,, {g € Gllg( n Ir)m}
T€R

est une extension de (G]’Ml’ Il)'

THEORLME 3.4. Soit(G x S, M x §, U I S) le contexte fusionné des contextes
r,s€S

TS: = (G,M,IS). Alors, pour tout s € S, (g,s) Iss (mys) &= ¢ Is m et,

pour toute paire r,s € S, Irs est la plus petite des liaisons I de
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G x {r}, M x {r}, Irr) vers (G x {s}, M x {s}, ISS) satisfaisant la condition

sulvante :

*) (g,r) I (m,s) si gIrm ou gIsm.

Démonstration. La premiére assertion est évidente. Soit r,s € S, et soit J
1'intersection de toutes les liaisons I de (G x {r}, M x {r}, Irr) vers

(G x {s}, M x {s}, Iss) satisfaisant la condition (*). D'aprés la proposition
3.3., J est aussi une liaison, qui satisfait (*). En vertu de la proposition 3.2.,

un V-morphisme & de g@(Pr) dans é}(rs) est donné par G(A,B) = (C,D) : = <
G (A x {r}, Bx {r}) =(C x {s}, Dx {s}).

Comme gI m implique (g,r) J (m,s) 3 cause de (*), on a Go_g < A {asmIgISm} =
a g Pour m € M, on a (g,r) J (m,s) pour tout g € {m}* 3 cause de (*), d'ot
éurm < o m. On a donc prouvé que & < Gsr' En conséquence, pour tout g € G,
{m€M]|(gr)J (ms)l 2 {m€EM [(g,r) IrS (m,s)} ; donc Irs c J . Comme

Gsr(A,B) = (C,D) ¢='GI (A x {r}, Bx {r}) =(C x {s}, B x {s}, en vertu
ST

de la proposition 3.2., IrS est une liaison de (G x {r}, M x {r}, Irr)
vers (G x {s}, M x {s}, ISS). On vérifie aisément que IrS satisfait (*).

Donc Irs =J ce qui achéve la démonstration.
Finalement, on illustrera la fusion des contextes par un exemple simple.

Imaginons que les participants d'un colloque soient interrogés sur leurs

préférences duant aux langues, et que l'on ait obtenu les rZponses suivantes

1. Francais 1. Anglais 1. Anglais 1. Allemand
2. Anglais 2. Frangais 2. Allemand 2. Anglais
3. Allemand 3. Allemand 3. Frangais 3. Frangais

On pourra les représenter par les contextes suivants (des échelles de Guttman)

a 1 2 3 b 1|2 3
Frangais x Frangais x | x
Anglais x x Anglais x

Allemand x x x Allemand x | x x

¢

c 1 2 3 d 1 2 3
Frangais x | x x Frangais x | x x
Anglais x Anglais x | x
Allemand x x Allemand x
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En utilisant la caractérisation du théoréme 3.4., on déduit aisément le

contexte fusionné :

1]

1,a| 2,a|3,al| 1,b] 2,b{| 3,b|| 1,c|2,c|3,c]|1,d}{2,d]|3,d
Frangais, al| x x | x x | x x x | x x
Anglais , a|| x x x | x x x x x x x
Allemand, a|| x x x x | x x x | x x x | x x
Frangais, b|| % x X X x x x x X x
Anglais , b x x x x x | x
Allemand, b|| x X x x x x x X x X x x
Frangais, c! x x x x | x x x | x x x | x x
Anglais , c | x x x x x | x
Allemand, c || x x x x | x x x x x x
Frangais, d|| x x x x | x X x | x x x | x x
Anglais , d || x x x x x x x | x x x
Allemand, d || x x x x x x x | x x

Le treillis de concepts du contexte fusionné a le diagramme de Hasse
suivant :

1d 1c 1b la

: "l%l%!!ll"'
(] ()
3d 3c
Frangais Allemand
ra i Ald

2a

mllli

Frb Ana- And Alc

Q
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Dans le diagramme, les marques encerclées indiquent les générateurs ap

(p € P) ; les autres marques dénotent les images Y¥y(g,r) resp. Yu(m,s) des
objets (g,r) resp. des attributs (m,s). Les P-morphismes T pourront étre
déterminés aisément en vertu des égalités a_ =T Du treillis de concepts,
on peut tirer l'interprétation que les participants voient les langues formant

une échelle non-orientée :

Frangais - Anglais - Allemand

Cela rend visible une parenté entre la fusion des contextes individuels et

la méthode "unfolding" (cf. Coombs [5]) que nous discuterons ailleurs. Enfin,
lorsqu'on veut analyser si un contexte donné est la fusion d'autres contextes,
on peut utiliser la méthode de décomposition sous—directe décrite dans

Wille [10].
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