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GRAPHES SANS CIRCUIT ET BILINEARITE

J.P. DESCLES*

Le présent article a pour objectif d’établir des liens entre une clas-

se générale de graphes sans circuit utilisés en informatique ou en linguis-

tique (DES.80) et le "calcul matriciel". Chaque graphe de la classe retenue

est tel que l’ensemble des sommets d’un même niveau est totalement ordonné,

situation courante en informatique. Tout graphe est composable avec d’autres

graphes de la même classe, la composition étant fermée par rapport à la

classe. Il s’ensuit une représentation des graphes de la classe considérée

par des "matrices formelles" où chaque graphe est décomposable en "somme" et

"produit" de chemins élémentaires. Cette démarche fait bien apparaître la

structure algébrique et le langage qui permettent, d’une part, de décrire

et d’engendrer des représentations informatiques de ces graphes sans cir-

cuit de façon à en effectuer une gestion dynamique par grammaires de
.

graphes,par exemple (CORI.80),et, d’autre part, d’illustrer le "calcul

matriciel" par de simples compositions de graphes. Le rôle profond et

central joué par la bilinéarité qui seul rend possible le "calcul matriciel"

est alors clairement démontré et illustré.

* UER de Mathématiques et d’Informatique, Université de Paris-VII.

L’auteur remercie A. Lentin et P. Rosenstiehl d’avoir bien voulu
relire le manuscrit.
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Présentons le problème de façon informelle,

Soit A un alphabet contenant un ensemble de sommets ; on étend A en posant :

A* ( respectivement A* , A~l) désigne le monoide engendré par A(Ao , Aol a

Un chemin de x vers y et passant par les sommets xl , x2 ,...,xn est codé

par un mot 0 de la forme :

Tout chemin 0 est un mot de x A*~1 y. Deux chemins sont composables entre

eux par ’pseudo-concaténétion’ notée ’.’.

EXEMPLE : soit G un graphe sans circuit évoqué par :

Nous avons trois chemins du graphe de x vers y :

La pseudo-concaténation est illustrée par :

A l’aide d’une opération "d’addition" qui sera définie, il sera possible

de faire la ’somme’ de deux et plus généralement plusieurs chemins de x

vers y.

Désignons par 2 (x,y) l’ensemble de toutes les sommes de chemins de x vers y,

une’somme e de x vers y est décomposable, en utilisant les symboles méta-

linguistiques de parenthésage qui autorisent les regroupements, en chemins

élémentaires, soit :

sachant que, pour chaque i, x G!v est un chemin de x vers y.
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EXEMPLE (suite)
rrrr

«t

Chaque élément 0 de C (x, y) est donc de la forme x (A) y où A est un mot

du monoide libre engendré à partir de AOI u {+}.

"L’addition" sur les chemins de x vers y est définie sur C (x,y) par :

ce que l’on peut évoquer par :

où chacun des "arcs" entre x et y est une "somme" de chemins.

L’ensemble 8 (x,y) est muni d’une structure de monoide abélien (pour la

’somme’). On en déduit alors une catégorie C (A) dans laquelle on compose des

chemins ê1 = x (Ai ) y et ê2 = y (A2 ) z à l’aide de la ’pseudo-concaténation’.

9 (A) est une ’Abm-catégorie’ (au sens de Arbib (ARB / MAN. 75)) que l’on

munit d’un ’biproduit’ en imposant une condition de bilinéarité, ce qui

permet d’étendre C (A) en une catégorie ’semi-additive’ T (A) (catégorie

avec produits et coproduits finis, chaque ensemble de flèches étant muni

d’une structure de rnonoide abélien compatible avec la bilinéarité), cette

extension étant unique et librement engendrée par la catégorie ~. (A).

Chaque flèche f de T (A) représente l’ensemble des chemins (d’un graphe

sans circuit) entre deux niveaux des sommets (chaque niveau étant tota-

lement ordonné). Chacune des flèche de T (A) est décomposable sous la forme

d’une"matrice formelle" où chaque composante est une somme de chemins

entre deux sommets. La composition des flèches dans T (A) se comporte comme

un "produit matriciel".Les propriétés de bilinéarité, de composition matri-
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cielle se transportent immédiatement aux graphes sans circuit considérés

et il devient possible de justifier par une méthode purement algébrique et

non combinatoire l’algorithme d’énumération et les algorithmes apparentés

de Y. Malgrange et A. Kaufmann (MAL / KAU , 63).

La représentation d’un graphe sans circuit particulier (de la classe

considérée)est codé de la façon suivante : s’il existe un arc entre deux

sommets x et y,on code : ’x (1) y’ ; s’il n’existe pas un tel arc, on code :

’x ( 0) y’ ; soit deux ensembles (totalement ordonnés) de sommets de niveaux

différents (on rappelle que tout graphe sans circuit est décomposable en

niveaux), la ’somme’ des chemins entre ces deux ensembles ordonnés est codée

par une matrice formelle, chaque composante de la matrice étant un certain

mot formel qui code la somme des chemins d’un sommet vers un autre. Tout

graphe sans circuit, décomposé en niveaux, est alors codé et décomposé en

un produit matriciel de matrices formelles où chaque matrice code l’ensemble

des ’sommes’ de chemins entre deux niveaux successifs.

EXEMPLE : Considérons le graphe évoqué par :

La ’somme’ des chemins de x vers y et respectivement de y vers z est codé

par le mot formel :

respectivement : y (1) z

L’ensemble des ’sommes’ de chemins du couple  x,t &#x3E; de sommets vers y est

codé par le vecteur :

Le graphe général est représenté par le produit de deux vecteurs :
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En effectuant le produit , selon les règles formelles précises, on obtient

un vecteur w = j[ Oi,02 ] à deux composantes :

où chaque composante code la ’somme’ des chemins de x (respectivement t)

vers z. Il est possible de donner des règles de simplification - comme en

algèbre classique- ce que nous n’avons pas proposé dans le présent article,

et par conséquent de simplifier les écritures de 81 et p2 :

L’article ne présente pas le codage lui-même mais développe les propriétés

algèbriques du langage de représentation utilisé et les décompositions qu’il

implique.

NOTATION : Soit une application de X vers Y. L’image de l’élément x par f

sera noté ’xf’. Soit g une application de Y vers Z, l’application h de X

vers Z, obtenue par composition de f avec g, est telle que l’on note :

’h = fg’. Nous avons donc :

Un graphe G est la donnée de  0, F, El, t2 &#x3E; où 0, F sont respectivement

un ensempble d’objets (sommets) et un ensemble de flèches (arcs) ; ~i est

une application de F dans 0(pour i = 1,2) : éq est l’application source,~ 2

l’application but. Une (petite) catégorie C est un graphe accompagné de la

donnée de deux applications :

(composition de f avec f’)
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telles que l’on ait~de plus, les propriétés suivantes :

(iii) pour toute flèche f, on a : :

Pour tout couple d’objet x,y&#x3E; de 0, on pose :

Un chemin d’un graphe est une suite de flèches composables. A chaque graphe

G, on associe, de façon canonique, la catégorie G* "libre engendrée par G"

dont les objets sont les objets de G et dont les flèches sont les chemins

dans G.

Un mot p (de longueur m) sur (un ensemble) X (non vide) est la donnée d’une

suite (de longueur m) d’éléments de X, cette suite est notée :

un mot sur X et V un autre mot
--- 

J 
--

sur X. On dit que V ’présente une occurrence dans Il’ , si et seu-

lement si : (i) 0  p --- m

Aux abus d’écriture près on notera : 1 v  p’ 1



11

1 . MONOIDE DES CHEMINS SUR U~i ALPHABET

Soit A un ensemble non vide (alphabet) au plus dénombrable, 0 et 1 des symboles

distingués avec 0,1 1 q A, A - AU {0,i}. Le monoide libre engendré par une

partie 8 c A est désiQné par 8 *, le mot neutre étant a.

1 .1 1 DéFINITION 1 : Soit

Un mot e de C (x,y) est appelé ’chemin (sur A) de x vers y’. a

La concaténation est notée par la simple juxtaposition.

xy désigne le chemin vide : x À y (de x vers y)

0 xy désigne le chemin nul : x 0 y (de x vers y)

Considérons la donnée de  A A1* A, - &#x3E; où . est une loi binaire (et partiel-

le) définie sur A A1* A que l’on appelle ’pseudo-concaténation’ :

Pour les chemins 61 , 62 , 8~ composables,on vérifie que l’on a :

2 z

1.2. DEFINITION 2 : Soit  x,y &#x3E; ~ A ; C (x,y) désigne l’ensemble des élé-

ments 6 de la forme x(A)y où A est une partie finie de Ai* . o

Sur C (x,y), on définit une opération binaire, notée + et appelée ’somme’

En désignant par x (Al + A2) y le résultat de cette opération, on peut écrire

Par homomornhisme injectif de api dans (Aolu f ), ( 1 ) *:
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on représente chaque chemin (sur A) par un mot parenthésé (plus aisé à

décoder). On désignera encore par 6 l’image de cette injection (aux abus

d’écriture près). On identifie également x (6’) y avec x ({6’}) y. De cette

- -

identification, il découle que chaque élément 6 = x (A) y de C (x,y) est

décomposable en une somme d’éléments (ses composantes élémentaires) :

Nous avons une injection canonique de C (x,y) dans C (x,y) et nous notons

(aux abus d’écriture près) que :

et l’on dit que :

’ 6. a une occurrence dans 8 ’
1

2 -

1.3 Soit  x,y &#x3E; E A ; on munit C (x,y) d’une structure à l’aide des deux

axiomes suivants :

[Al] (axiome des chemins nuls) :

il existe un unique chemin nul 0 xy 
= x (0) y

2

tel que pour tout  z,t &#x3E; E A : ’

[A2] (axiome de l’élément nul ):

pour chaque

- J --J

Nous supposons que les axiomes précédents sont vrais pour chaque ensemble

L’unique chemin nul 0 pour un x,y&#x3E; E A2 sera désigné par 0 lorsque le
xy

contexte s’y prêtera.

L’axiome [A1] est équivalent à la proposition suivante :

si 0 appartient à l’ensemble C des chemins nuls associes à un alphabet A

alors pour tout chemin (sur A) 6 composable avec 0 on a :
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et les trois chemins

coincident.

De l’axiome ~A2], on déduit immédiatement que :

1.4. PROPOSITION 1 : Pour chaque  x,y &#x3E; E A 2 la donnée de

 C (x,y), + 

, 
1) 

+ 0 &#x3E; définit un monoide abélien_que l’on désigne par

son ensemble sous-jacent.

Preuve : Soit 8. 1 E C (x,y) (i= 1, 2, 3) ; l’associativité de l’union

ensembliste et la commutativité permettent d’écrire :

D’après les axiomes [Ai] et [A2] le neutre de + est nécessairement :
= - 

xy

-

Pour chaque  x,y &#x3E; E A2, @ C (x,y) est dit monoide (abélien) des chemins

(de x vers y). Un élément 8 est appelé par abus de langage "chemin (de x

vers )" alors que l’on devrait dire "somme de chemins (de x vers y)".

- -

1.5. DEFINITION 3 : C ( A) désigne l’ensemble U C (x,y) (x,y&#x3E; E A2).

Soit A et A’ deux alphabets non vides, un morphisme f de C (A) vers

C (A) est déterminé par la donnée d’une application f : A -~ A’

telle que pour chaque

ou f* est le prolongement de f
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De la définition précédente, on déduit que :

pour chaque

On désigne par C la catégorie qui a pour objets les ensembles C (A) et pour

-

flèches les morphismes f déterminés par les applications f entre alphabets.

2. ’ABM-CATEGORIE’ DES CHEMINS SUR UN ALPHABET

-

2.1 DEFINITION 4 : C (A) désigne l’ensemble des obiets et des flèches asso-

ciés à un alphabet non vide A et ainsi défini :

(i) A est un ensemble d’objets ;

(ii) . pour chaque  x,y &#x3E; E A2 tel que x # y :

.. pour chaque x E A :

C (A) (x,x) est tel que l’élément lx (dit ’neutre de x’) appar-

tienne à cet ensemble et soit défini par l’expression :

x (1) y où 1 est un symbole adjoint à , ( ;, avec 1 

~e 1)1u5, 1 
x 

vérifie les propriétés suivantes :

(iii) pour chaque
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L’ensemble désigne l’ensemble

des flèches de C (A) . D

2.2 La condition (iii) de 2.1 n’est autre que le prolongement de la ’pseudo-

concaténation’ de

Cette condition s’écrit aussi (dfarres la notation introduite en 1.2 ) :

De la définition 4, on déduit aussitôt que :

pour tout e = x (A) y

pour tout 6 = y (A) x ;

(en étendant l’axiome (A2) à tous les mots

2.3 Nous avons supposé que : 1 ~ 0, pour écarter le cas trivial suivant.

Si 1 est identique à 0, on devrait avoir simultanément pour chaque

ce qui impliquerait que le seul chemin sur A de x vers y soit x (0) y,

c’est à dire le chemin nul. Nous n’avons pas supposé que nécessairement :

1 ~ ;B . Dans certains cas, il est possible d’identifier le neutre de x,

soit 1 = x (1) x avec le chemin vide soit x (À) x ; dans le cas général,
x

en adjoignant 1 à Ao U{),(}, avec 1 # 0 et 1 ~ ~ , , toute flèche de

C (A) (x,x) est représentée par un mot de la forme :

Il faut distinguer, dans le cas général, le chemin (ou flèche) vide

x (~ ) x, du chemin (ou flèche) nul (l~) x (J) x, 8e la f lèclie unit-

x (1) x ( x E A ). Il est possible d’identifier x (1) x et x (À) x mais
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jamais x ( 1) x et x (0) x (sauf dans le cas trivial).

2.4 Rappelons les DEFINITIONS GENERALES suivantes :

. Une catégorie C est une ’Abm-catégorie’ (au sens de M.A. Arbib et

E.G Manes [AtJMA-75])lorsque pour tout couple d’objets ~1 , 02 &#x3E;,

C (01 , 02) est structuré en monoide abélien et lorsque, de plus :

(i) la composition des flèches dans C est bilinéaire par rapport aux

lois des monoide;

(ii) les éléments neutres des monoïdes sont les flèches nulles.

. La condition de bilinéarité s’exprime ainsi :

. Une flèche f E ~ (~l ’~2) est nulle si l’on a pour toute flèche

où g’ (resp. h’) est nulle aussi. Une catégorie C est ’à flèches nul-
*

les’ si pour tout couple  oi, 02 &#x3E; d’objets, C (01, 02) a une flèche

nulle.

. Une catégorie C est semi-additive si C est une ’Abm-catégorie’ ayant

un ’biproduit’ pour tout couple d’objets ainsi qu’un objet nul.

REMARQUE : B. Mitchell (MIT-65) utilise le terme de catégorie ’semi-additive’

pour désigner une ’Abm-catégorie’. Nous préférons suivre (AI’!MA-75) plus

conforme au paradigme des catégories abéliennes (MAC-71).

2.5. PROPOSITION 2 : C(A) est une ’Abm-catégorie’

Preuve : Par construction de C (A) Pour les flèches composables, on vérifie

que :
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Pour chaque ob j et x E A , 1 x est la flèche neutre de C (A) (x,x).

Pour chaque  x,y &#x3E; E A2 , C (x,y) est un monoide abélien de neutre 02013 

- 

xy

lorsque x y (cf. 1.4.) ; si x = y, l’adjonction de 1xau monoide C (x,x)

ne modifie pas la structure (cf. 2.2) et l’on fait de C (A) (x,x) uns monoides

abélien tel que pour tout

Il est clair que les neutres des monoides sont les flèches nulles de C (A)

(conséquence de l’axiome des chemins nuls en 1.3) . La composition des

flèches dans C (A) est bilinéaire ; on vérifie en effet que :

expression de la bilinéarité . a

3. CATEGORIE SEMI-ADDITIVE DES CHEMINS SUR UN ALPHABET

3.1 DEFINITION 5 : La catégorie T (A) est caractérisée par :

(i) les mots de A* qui sont les objets ;

(ii) les flèches qui sont ainsi définies :

. Pour tout  x,y &#x3E; E A2 , nous avons l’injection :

. Pour touts

on a la bijection :

qui détermine les flèches de

Chaque flèche cr : x 
1 

... x~ y ~ ... y n est identifiée par la fa-
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La flèche composée u 3 = (Y 1 a2 E T (A) est définie par la bijec-

tion :

et naturellement :

(iv) Pour chaque flèche

(v) ~ E A* est un objet nul dans T (A) . 0

Une flèche de T (A) est donc définie à une bijection près. Pour des

commodités d’écriture, qui seront justifiées ultérieurement, une flèche

caractérisée par :

est une composante de cr .

REMARQUES :

(1) La notation proposée ci-dessus nous invite à considérer une flèche

au I.i.

comme une somme "directe" de chemins (les composantes plus élémentaires)

c’est-à-dire la somme "directe" des chemins.

(2) La composition des flèches ~1 et a2 définie dans (iii) s’effectue

comme un produit matriciel (là encore nous en expliquerons la raison
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profonde :voir remarque (2) en 3.4. ci-dessous) : la composition est

donc bien associative et T (A) est - on le vérifie - une catégorie.

3.2. PROPOSITION 3 : On peut munir T (A), d’une et d’une seule façon, d’un

système de flèches nulles.

Preuve : T (A) a un objet nul ; pout tout couple d’objet  ~,v &#x3E; la flèche

0 : ~ -~ v est la flèche V et c’est une flèche nulle et la

seule possible si T (A) a des flèches nulles, puisque   À et À ~ v

sont des flèches nulles. Le système de ces flèches composées constitue un

système de flèches nulles pour T (A) et il n’y en a pas d’autres . 0

PROPOSITION 4 : Si T (A) a des flèches nulles, alors nécessairement

1 et réciproquement.
Preuve : ~ est un objet nul, donc T (A) (À,À) a un seul élément, d’où

l’égalité. Supposons maintenant que 1 - 0 ; soit p un objet de T {A) ;À AÀ =

T (A) (p,X) n’est pas vide puisque 0 y appartient ; pour tout
- pA

élément u de T (A) (,B) on a :

et T (A) (p,X) a un seul élément : À est un objet final . On démontre de

même que X est un objet initial et donc que À est un objet nul. Comme pré-

cédemment, chaque flèche nulle 0 V - 0 B ° 0
’ 

UV pA AV

PROPOSITION 5 : T (A) es t une ’Abm-catégorie’.

Preuve : On vérifie que T (A) est bien une catégorie (la composition des flè-

ches est associative tout comme le produit matriciel est associatif, d’après

la remarque (2)-de 3.1.). Par ailleurs, pour chaque couple  ~,v &#x3E; e A* x A*,

l’ensemble T (A) (v,v) est structuré en monoide abélien.
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La flèche de T (A) (~t,~) qui est définie par :

est telle que pour tout 0 avec p E A*

c’est une conséquence de la définition de la composition dans C (A) et de

l’axiome des flèches nulles en 1.3. La flèche p (0) v est donc une

flèche nulle et elle est unique d’après la proposition 3. On vérifie que

p (0) V est un neutre pour la somme + (conséquence de la proposition 1

et de la construction de T (A))et donc que :

est un monoïde abélien.

on vérifie que :

(la vérification est analogue à celle qui établit la distributivité entre

multiplication et addition dans le calcul matriciel ) . ri

COROLLAIRE 1 : Dans T (A), 1 x 
Preuve : Puisque T (A) est une ’abm-catégorie’, T (A) a des flèches nulles

et donc, en vertu de la proposition 4, nous avons le résultat annoncé ;
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par la proposition 3, le système des flèches nulles est unique . 0

3.3. Rappelons la définition suivante (Mac Lane (MACL-71) p. 190)

DEFINITION 6 : Un biproduit c de deux objets ol eto2 d’une ’Abm-catégorie’ C

est défini par le diagramme (à un isomorphisme près) :

où les flèches 7ri, ki (i = 1,2) satisfont les identités :

DEFINITION 7 : La projection dans T (A) est une flèche

et notée aussi :

(aux abus d’écriture signalés en 3.1 ).

La coprojection k. : x. ~ xl ... x dans T (A) est une flèche caractérisée
201320132013201320132013201320132013 J J ~ m =

et notée aussi :

(aux abus d’écriture signalés en 3.1.). a

PROPOSITION 6 : Dans T (A), l’objet ab (a,b E A) est ’le’ biproduit des

deux ob jets a et b.
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Preuve : Nous avons :

de même :

Par ailleurs :

de même

Un biproduit est défini à un isomorphisme près, d’où ’le’ biproduit.0

REMARQUE :

On rappelle que produit et coproduit sont définis à un isomorphisme près.

PROPOSITION 7 : Dans T (A), l’objet ab est ’le’ produit de a et de b par

Tf 1 et 7T2 .

Preuve : Soit ab considéré comme biproduit, alors :

d’où k2
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De même, on démontre que ki . TI2 = 0 .

Montrons que ab est ’le’ produit, c’est-à-dire que si V E A* est tel que

l’on ait un couple de flèche fi : ~ -~ a et f2 : B~ -~ b, alors il existe une

flèche unique f : B) -~ ab qui rend commutatif les diagrammes :

Posons f = ( f 1 - ki + f2 . k2) ;

D’après ce que nous venons de démontrer ci-dessus on a :

d’où f est unique et ab est un produit (à un isomorphisme près). 0

PROPOSITION 8 : Dans T (A), l’objet ab est ’le’ coproduit de a et de b

par kl et k2 .

Preuve ; Soit gi

il faut montrer qu’il existe une unique flèche g : ab ~ p

telle que les diagrammes suivants commutent (gi = ki . g pour i = 1,2) :
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Posons

il est clair que :

puisque :

Soit g’ :

COROLLAIRE 2 : T (A) a des produits (resp. coproduits) finis.

Preuve : Toute catégorie qui a un objet nul (donc final) et qui a un pro-

duit pour deux objets quelconques, a des produits finis (resp. initial et

coproduit par dualité) ; c’est une propriété générale des catégories

((MACL-77)p. 73), d’où le résultat . a

COROLLAIRE 3 : Pour chaque v E A* , l’isomorphisme de monoides abéliens :

est déterminé par

Preuve:iious avons les diagrammes commutatifs (

(d’après la démonstration de la proposition 7) 0

COROLLAIRE 4 : Pour chaque p E A* , l’isomorphisme de monoides abéliens :

T (A) (a,p) x T (A) (b,p) = T (A) (ab,p)

est déterminé par :
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Preuve : Nous avons les diagrammes commutatifs 1

REMARQUE :

L’existence du produit (resp. coproduit) déduite de l’existence du bipro-

duit est une propriété générale des ’Abm-catêdories’ qui possèdent des

biproduits (MIT-65, p. 29) et réciproquement. Nous avons simplement ’exhi-

bé’ la forme des projections et coprojections de T (A). Les corolaires pré-

cédents sont des extensions des bijections qui interviennent dans la cons-

truction de T (A).

3.4. Rappelons que dans une catégorie C qui a à la fois des produits et des

coproduits, toute flèche du coproduit vers le produit est déterminée par une

matrice ; de plus, si C a un objet nul, il y a une flèche canonique (la ma-

trice diagonale) du coproduit vers le produit :

(MACL-71 1 p.74)

Par itération sur les produits et coproduits, on démontre une propriété plus

forte dans T (A) (à partir de (MACL-71))

THEOREME 1 :

(resp. la famille

coproduit (resp. ’le’ produit)
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On a :

la flèche ’canonique’ du coproduit

un isomorphisme.

Preuve : Le corollaire 3 permet de montrer que
- - --

est tel que pour chaque j E [m] le diagramme suivant commute :

même façon que dans la proposition 7, que

’b 1 
---

(où E est le bi roduit itérê de monoides abéliens) est dêterminé de faon(où le biproduit itéré de monoides - st déterminé de façon

unique par la flèche cr : x 
1 

... x 
- 

y ...y à partir des composantes cr..i mn - 1J

telles qes :
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Preuve : Soit la donnée de 1

existe une flèche unique a : x ... x m -~ y -" y n telle que les diagrammes

suivants commutent pour chaque  j , i &#x3E; :

- -

En effet, j étant fixé, il existe (par définition du produit) une unique

flèche a. : x.+ y... y telle que 
les diagrammes (produits) commutent

j j à n

(Cf. proposition 7) :

et donc telle que Q.. fr. =0.. pour chaque 
i E [n]. Lorsque j varie, il

J i J1

existe (par définition du coproduit une unique flèche a telle que les dia-

grammes (coproduits) commutent (cf. proposition 8) :

et donc telle que

COROLLAIRE 5 : Soit tels que l’on ait la

, alors la flèche

- 

est déterminée par :
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Preuve : D’après le théorème précédent, la donnée de la famille

x. J y.) détermine une flèche unique g . On peut montrer que a dé-J1 J 1

terminée ci-dessus vérifie bien les conditions k.. a . . ni = CY ii pourJ 1)1

chaque  j,i &#x3E; . Montrons, en la construisant, que a existe.

. 

la flèche x.+ y, ... yn (j étant fixé) :
. J n

J4

Cette flèche 61 est telle que pour chaqueJ

dJ près le corollaire (généralisé à n composantes). Si j varie, d’après le

corollaire (généralisé à m composantes), la flèche 6 = E i 7Ti . 8 . est
J J J

telle que k.. 6 = 8. pour chaque j e [m] .
J J

Comme la flèche xl ... x ; y, ... y déterminée par

unique (théorème précédent) : 6 = a. o

REMARQUES :

1) le théorème précédent précise l’isomorphisme entre

’une part et le produit itéré

, d’autre part.
~ - 

j - 1
2) le corollaire ’justifie’ en quelque sorte la notation proposée pour

désigner une flèche cy : Xl ... xm-~ YI ... yn en fonction de ses compo-

santes, soit : xl ... x 
m (. . a. i) 1 ... y (cf. remarque (2) en 3.1 )
m J,1 J1 

y 
n

Cette notation fait clairement apparaître la décomposition de

où L ’occurrence de (

considérée comme une somme de chemins plus élémentaires, est composée

avec la projection :



29

la coprojection

peut donc être considérée comme une

somme de flèches canoniquement associée à la donnée de la famille :

4. REPRESENTATION MATRICIELLE DES CHEMINS SUR UN ALPHABET.

4.1. DEFINITION 8 :

Soit x 
1 

... x 
m 

un objet de T (A) considéré comme un coproduit : il admet alors
i m =

une m -(co-) décomposition déterminée par (k. : x. - xl ... x ) (j E [m] ) ;
2013201320132013201320132013201320132013201320132013201320132013 J J m

soit y ... y 
n 

un objet de T (A), considéré comme un produit : il admet une
i n =

n-décomposition déterminée par : i : : y 1 ... y + y.) (i E [n] ) . 0
201320132013201320132013201320132013201320132013 i i n 1

PROPOSITION 9 :

Soit une m-décompossition de x ... il y a une bijection entre chaque. i m , ..-

flèche u x 
i 

... x - y ... y n et le  Q 
i 

,..., n &#x3E; où2013201320132013 

1 m1 n 1 
’ 

n

0. : x. + y ... y 
n 

sont des flèches de T (A) telles que l’on ait les diagram-
j J 1 n 201320132013201320132013201320132013201320132013201320132013 - 20132013201320132013201320132013201320132013201320132013201320132013201320132013201320132013

mes co-produits (j E [m]):

Preuve : Propriété (universelle) du coproduit . o

PROPOSITION 10 :
rt-

Soit une n-décomposition de y... y ; il y a une bijection entre chaque- 
- -. --- - 

1 n - .- .. - 
-

flèche a : x 
i 

... x y 1 ... y n - et le cil 9... 3, cy &#x3E; où

cr. : x 

1 
... x - y. sont des flèches de T (A) telles que l’on ait les dia-

1 1 ID i = -

grammes produits (i E [n]) ;
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Preuve : Propriété (universelle) du produit . a

4.2 En suivant (MACL-71) et nous introduisons ce qui suit.

A chaque m-décomposition de xl ... x on associe le vecteur colonne suivant:
m

qui caractérise a : xi ... xm -+ v . On rapelle que chaque composante O.m J

est une flèche x. - v de T (A) telle que k.. a = u (j E [m]). On dit que
J - J J

le vecteur colonne est le coproduit des composantes cr 1 - ..., cr m
et que c’est une décomposition de cy : x 

1 
... X m -+ V

A chaque n-décomposition de y 
1 

... y on associe le vecteur ligne suivant :i n -

[ cy1 an 1
qui caractérise 6 : : p -* yl ...yin. On rappelle que chaque composante G. estn IL

une flèche

le vecteur ligne [a 1 ,..., 0 ] est le produit des composantes cr 1 ,..., 0
et que c’est une décomposition de cr : y... y . Q

i n

REMARQUES :

1) Pour indiquer que l’occurrence de la composante appartient à un vecteur

colonne
1 
on utilisera parfois la notation 0 , d’où

naturellement l’identification t

2) Le contexte lève l’ambiguïté entre 0 resp.O,O compris comme une

flèche et la première composante (resp. 2ème, 3ème) d’un vecteur colonne.
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NOTATIONS ; Si nous désignons par 0 le coproduit et par X le produit, nous

avons les bijections suivantes :

REMARQUE : D’après le remarque 1, on peut écrire :

PROPOSITION 11 :

Soit Q : xl ... xm yl ... yn une flèche de T (A) ; la codécomposition de- m n :L ---... -

cr suivie de la décomposition de chaque composante est identique à la dé-

composition de 6 suivie de la codécomposition de chaque composante.

Preuve : Nous avons les deux diagrammes commutatifs :

puisque x ... x (resp. y... y ) admet une m-décomposition (resp. n-décom-1 m ..1 n

position) dans T (A). Comme j est déterminé de façon unique à partir de la

donnée de «o.).) (resp. d’après le corollaire 5, on a alors :
J i 1 J
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La proposition précédente permet d’écrire, avec les notations et conven-

tions précédentes :

PROPOSITION 12 :

deux f lèches de T (A) ; la f lèche a3 = Q1 . a2 : 1 x 1 , , , ... z
201320132013201320132013201320132013201320132013 = 201320132013201320132013 i m i p

est canoniquement déterminée ar la famille des composantes de Q3
- 

.-..- -... - - Jk -

où chaque composante est obtenue ar le roduit matriciel des deux compo-

santes (a~). et (a2)k.
- 

J 2013

Preuve : xl ... xm est un coproduit et admet donc une m-codécomposition,

d’où le vecteur-colonne :

est un produit et admet une n-décomposition, pour chaque

, nous avons le vecteur ligne :

z 1 ... z p est un produit et admet une p-décompostion, d’où le vecteur ligne

y ... y est aussi 
un coproduit et admet une n-décomposition ; pour chaque

1 
n

k E [p] , nous avons le vecteur colonne :

Par construction de la flèche a

déterminée de façon unique par les flèches

(théorème 2), c’est-à-dire par :
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Nous avons donc finalement z

Des propositions précédentes, ainsi que des théorèmes 1 et 2, on déduit aus-

sitôt le théorème suivant ((MACL-71)) :

THEOREME 3 :

Il y a une correspondance biunivoque entre T (A) (xl ... x , y, ... y ) et
- - = m n 

-

l’ensemble des matrices de dimension m x n dont chaque terme de coordonnées

 j,i &#x3E; est g, E T (A) Le produit des flèches est analogue au pro-
- 

J1 = J i .--...

duit matriciel. A la flèche ’canonique’ du coproduit vers le produit est as-

sociée la matrice de dimension n x n : (8..) où à.. = 1 si j = i et
2013201320132013201320132013201320132013201320132013201320132013201320132013201320132013201320132013201320132013 J 1 - J 1 .- -

6 = 0 si j i.J1 -

REMARQUE :

La catégorie T (A) (mais ceci reste vrai pour toute une classe de catégories

construites par les mêmes procédés) a les propriétés suivantes :

1) il y a une structure de monoïde abélien surchaque ensemble de flèches

avec la condition de bilinéarité sur la composition (des flèches par rap-

port à l’opération du monoïde) ;

2) il y a des biproduits (et donc des produits et coproduits finis) ;

3) il y a un isomorphisme canonique du coproduit vers le produit (ce qui

n’est pas vrai de toute catégorie avec produits et coproduits) ;

La condition 3 est impliquée par les consitions 1) et 2) (théorème 1).

Cette catégorie a ses flèches cr : 

x 2 ... x y 1 ... y n 
caractérisées

" 

1 m n
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de façon unique par ses composantes 0.. : xi y. (théorème 2) ; les
J 1 J 1

flèches se composent comme le produit usuel des matrices.

Ainsi que le remarque Mac Lane, les conditions (1) et (2) ci-dessus "con-

tiennent tout le calcul matriciel" (MACL-71 p. 192)

4.3. La représentation des flèches de T (A) en termes matriciels permet de

noter quelques faits utiles .

1) Soit 0 : x + y... y n 6 T (A) ; y 1 ... y n est un produit, donc n-décompo-
sable ; on associe à a un vecteur ligne 1,..., an 1 qui est le produit

des composantes (i E [n] ), d’où :

En particulier, soit

2) Pour des raisons duales, on écrit, en désignant le coproduit par 0, pour

3) La proposition 11 permet d’écrire :

NOTATION ET CONVENTION : Nous ne distinguerons plus entre a ,considérée

comme une flèche de T (A) et 6 considérée comme une matrice ; nous tra-

vaillons donc à un isomorphisme près comme cela est usuel en mathématiques.

4) Soit a U b le coproduit de a et de b ; soit ab le produit, (nous notons

différemment l’un et l’autre dans ce paragraphe).
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La matrice :

représente l’isomorphisme a U b ~ ab (théorème 1).

5) Soit a = CYn] : x Y, ... yn une flèche ; à a on peut associer

une famille de flèches pour chacun des mots :

La flèche cr’ , associée canoniquement de source x et de but

yi ... yn y n +1... yn + p 
est alors représentée par le vecteur

est appelée la ’prolongée canonique’ à y 1 ... p 
de a .

6) ’La’flèche" nulle x 
1 

... xn -~ y 1 ...y n est caractérisée par la matrice

0 = j0 ] (0 partout), où chaque compsante 0 : x . - y. est une flèche- 

J 1

nulle.

7) Une flèche diagonale d est une flèche x -~ x ... x (m fois) caractéri-

sée par le vecteur-ligne :

Une flèche codiagonale V est une flèche x ... x ~ x (m fois) caractéri-

sée par le vecteur colonne :

Une flèche projection TI. 1 : x ... x x est catactérisée par le vecteur-

colonne :

(un 1 au i-ème rang uniquement)

la flèche coprojection k. : x x ... x est caractérisée par le vecteur-
1

ligne : .

(un 1 au i-ème rang uniquement).

On vérifie que :

pour chaque i E [ m 1

pour chaque i E [m]
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4.4 Lemme : Dans T (A) , la somme de 0 est donnée

par l’un des diagrammes :

Preuve : En faisant les produits matriciels.La matrice :

est obtenue en ’prolongeant’ G1

PROPOSITION 1 3 :

Il y a une façon unique de définir une 
structure additive sur les fléches de

T (A) de sorte que la composition soit bilinéaire.

Définissons également :

Soit 7r la première projection :
1

Nous en déduisons le diagramme commutatif :
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puisque Q. , D’après le diagramme, il suit que

De façon analogue, on montre que :

Soit 0 = y + y’ ; alors, nous avons

Soit n : : x’ ~ x ; alors nous avons :

Soit maintenant a , ~., y , 6 quatre flèches : x ~ y ; nous avons :

Si S et y sont identifiées à 0, nous obtenons : a*6=a+6et alors :

* = + (les deux opérations sont identiques). Si a et 6 sont identifiées à 0

nous obtenons : 6 + y = y + ~ (commutativité de +) ;

Si ~ est idéntif ié à 0, nous obtenons : a + (y + ô) = (a + y) + ô

(associativité de +) . 0

Une catégorie C est semi-additive lorsque cette catégorie a des produits et

coproduits finis et admet une unique structure de monoide abélien pour

chaque ensemble de flèches, telle que cette structure soit compatible avec

la propriété de bilinéarité (par rapport à la composition) et avec l’axiome

des chemins nuls.

THEOREME 4 : T (A) peut être munie d’une seule structure de semi-additivité.

Preuve : T (A) est une ’Abm-catégorie’ (proposition 5) et a des produits

et coproduits finis (corollaire 2) : c’est une catégorie semi-additive.

D’après la proposition 3, T (A) peut avoir d’une seule façon des flèches

nulles ; d’après la proposition précédente, on a qu’une seule addition

possible (en généralisant la démonstration à toute somme de flèches

~ , c~ : p -~ v  p V &#x3E; E A* A*) : on a donc une seule structure de mo-
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noide abélien sur  p,v &#x3E; où le neutre est une flèche nulle ; cette structure

de monoide abélien est compatible avec la propriété de bilinéarité . D

REMARQUES :

1) La catégorie C (A) est une ’Abm-catégorie’ qui n’est pas une catégorie

semi-additive.

2) La catégorie C (A) sert à engendrer librement une catégorie semi-additi-

ve F (A). Pour cela, on se donne un foncteur ’semi- additif’ (qui respecte

les structurels de monoides abéliens) de C (A) vers F (A) qui soit universel

pour Ç (A), c’est-à-dire que l’on a le diagramme universel (où C est une

catégorie semi-additive) : 
~ /A,

F étant donné, il existe un unique foncteur F. Les objets de F (A) sont

alors des suites d’objets de C (A) et les flèches de F (A) sont les

matrices de flèches de C (A). On constate que F (A) est isomorphe à T (A)

que nous avons construite plus systèmatiquement en étudiant quelques unes

de ses propriétés (voir exercice n°6 "the free additive category" transposé

ici à la catégorie semi-additive libre (MACL-71) p. 194)

3) le théorème 3 et le théorème précédent se généralisent. On sait que si

dans una catégorie il y a des produits et coproduits finis, alors toute

flèche du coproduit vers le produit se détermine par une matrice de flèches.

Si, de plus, cette catégorie est une ’Abm-catégorie’, alors la flèche du co-

produit vers le produit est un isomorphisme et la structure de semi-addi-

tivité est unique. Réciproquement cette propriété entraîne que la catégorie

est une ’Abm-catégorie’ (voir (ARB-MAN-75) p.78ou d’une façon plus légére-

ment différente (MIT-65) p. 30 ).
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5. ALGEBRE DES CHEMINS D’UN GRAPHE

5. 1. Soit A un alphabet non vide. Le graphe G (A) 
° 

est défini par

G (A) est tel qu’on a l’isomorphisme :

(où G (A) 
* 

U est le graphe sous-jacent à la catégorie des chemins

dans G (A) avec U le foncteur d’oubli).

Nous avons les deux foncteurs d’inclusion J et J :2013 20132

5.2. Soit ) ( ensemble des

objets du graphe G) est considéré comme un alphabet auquel on a adjoint deux sym-

boles.

A chaque chemin dans G de la forme f f ... fn avec :20132013201320132013 o i n

f.ô 1 1 = f. + i 
ô 

o ( f. e F pour i = 0, ..., n-1), on a fait correspondre le mot :
il 1+10 i

: la composition des chemins

dans G est traduite par la composition des chemins sur 0 , d’où l’inclusion :

et le foncteur J
-o
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5.3. Désignons par C (0 ; G) la sous-catégorie de C (0) (voir définition 4)

’restreinte par G’ de la façon suivante :

2013201320132013201320132013 

.L

où G* (x,y) est l’ensemble des flèches de x vers y en bijection avec les

chemins dans G de x vers y.

L’ensemble des chemins de x vers y restreints par G est désigné par

C (x,y ; G) ; il est en bijection avec G* (x,y) et donc est représentable par

G* U (x,y) , le graphe des chemins dans G de x vers y.

C (x,y ; G) n’est autre que l’ensemble des ’séquences pseudo-concaténés’

(étudiés par A. Kaufmann et Y. Malgrange (KAUF/MAL, 63) ) passant par des sommets

d’un graphe G et d’extrêmités x et y.

On voit maintenant aue  U C (x,y ; G),. .G 
&#x3E; est un semi-groupe, où

x,y&#x3E; G

l’opération .G est la pseudo-concaténation des ’séquences pseudo-concaténées’ ;

plus précisément, ;

deux telles séquences, alors :

L’opération, quand elle est définie, est associative. Le semi-groupe précédent

est sans neutre, non commutatif et tel que la séquence vide notée 0 soit absor-

bante à gauche et à droite.
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Sur l’ensemble des chemins sur 0, soit u C (x,y), on définit une exten-
x,y&#x3E;

sion de l’opération définie en 1.1. sur chaque C (x,y) X C (y,z) en posant :

le chemin nul de x vers y.

Il existe une application injective de  u C (x, y ; G(0) ) , -r’/nB ~
x,y&#x3E; 

~~’

telle que l’image de 0 soit un chemin nul.
__ »

Les propriétés d’absorbsion de 0 se retrouvent dans les propriétés des chemins

nuls (axiome des chemins nuls).

5.4 T (0) ( ~, v ; G) désigne l’ensemble des flèches p + V telles que chaque

flèche ait ses composantes qui soient toutes restreintes par G ; il est clair que

l’on a l’injection suivante :

La pseudo-concaténation des ’séquences pseudo-concaténées’ dans G est donc

caractérisée par un produit matriciel de vecteurs.

5.5. Plus généralement :

représente la matrice ’des séquences pseudo-concaténées de longueur r dans G’.
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Nous avons :

Ceci revient à dire que la matrice des séquences de longueur r+s dans G est

obtenue en faisant le produit matriciel des séquences de longueur r avec les

séquences de longueur s . Chaque élément de la matrice de coordonnées i,j&#x3E;

est déterminé par l’image de l’injection suivante :

c’est à dire par le produit du produit :

1 1

détermine la somme des chemins

dans G de o. vers o (resp. de ok vers o.) de longueur r (resp. de
-3 -z-k -:-k -1

longueur s), elle même en bijection avec un ensemble de séquences pseudo-conca-

ténées de longueur r (resp. de longueur s) de G.

5.6 . Cette présentation donne un fondement algébrique à la "méthode de pseudo-

concaténation" utilisée dans l’énumération des chemins d’un graphe quelconque.

L’algorithme d’énumération ([KAU/MAL, 63J) consiste à énumérer tous les chemins

de longueur 2, 3, ... p du graphe. Pour cela, on calcule successivement

(tableau d’ordre 1)
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La présentation algébrique éclaire le rôle qui est joué par la bilinéarité

dans les opérations mises en jeu par cet algorithme.

D’autres algorithmes apparentés (plus court chemin, plus long chemin,

k-ième chemin ...) sont formulables immédiatement de façon analogue et ceux-ci

exploitent également la bilinéarité.

5.6. Nous avons introduit sur les chemins deux opérations : une somme qui nous

permet de considérer plusieurs chemins entre deux sommets distincts et un produit

de sommes de chemins (ou composition). Ces deux opérations ont des propriétés

algébriques : l’ensemble des chemins entre deux sommets est structuré en un mo-

noide abélien, il y a distributivité entre les deux opérations (bilinéarité).

Cette structure a déjà été considérée par M. Gondran et M. Minoux [GON, MIN, 79]

sous le nom de dioide.

Un dioide est la donnée de  S, + , . , E, e &#x3E; où S est un ensemble ;

 S, + , E &#x3E; est un monoide abélien avec élément neutre e ;  S, . , e &#x3E; est

un monoide avec élément neutre e. On suppose que la multiplication · est distri-

butive par rapport à + et admet l’élément c (élément nul) comme élément absor-

bant.

L’algèbre des chemins d’un graphe G =  0, F, âo, 61 &#x3E; est définie par

T (0) restreinte par G.

Les algorithmes de Gondran et Minoux [GON, MIN, 79] sont immédiatement appli-

cables dans cette algèbre des chemins. Pour un graphe sans circuit, l’algèbre

des chemins est plus pauvre.

Le codage envisagé et l’algèbre des chemins sont bien adéquats pour la classe des

graphes sans circuit, chaque graphe étant caractérisé par une matrice formelle

(qui n’est pas la matrice d’incidence du graphe) décomposable en matrices plus
.

élémentaires correspondant aux "sommes des chemins" entre deux niveaux

successifs.
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Cependant, lorsqu’on désire composer des graphes sans circuit à partir d’arbres

élémentaires intriqués entre eux (’intrication’ étant prise au sens de [DES, 82])

l’algèbre des chemins ne permet plus d’avoir une bonne représentation des situa-

tions que Pon rencontre souvent dans les problèmes d’optimisation des codes arith-

métiques en compilation des langages de programmation ou encore en linguistique

lorsque l’on cherche à représenter les liens anaphoriques. Bien souvent, il est

nécessaire dans ces problèmes de composer entre eux des arbres élémentaires "par

intrication" pour obtenir des graphes sans circuit. Il faut alors conserver dans

la représentation les arbres élémentaires qui entrent dans la composition des

graphes et ne pas composer uniquement les sommes de chemins. Pour une représen-

tation informatique, compatible avec des implémentations ultérieures, nous faisons

encore appel à des techniques de représentations par matrices formelles, décompo-

sables récursivement, ou, de plus,chaque ligne d’une matrice est représentation

d’un arbre qui est soit un arbre élémentaire, soit un arbre de sommes de chemins

entre une racine et les divers terminaux : chaque branche de l’arbre est une

somme de chemins entre la racine et un terminal. Par ’intrication’, ces arbres

sont composés entre eux et le graphe qui en résulte est un graphe sans circuit

représentable par une matrice (sur ces points, se reporter à [DES, 80]).
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